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Forord

Detta kompendium har sedan nagra ar anvéants i utbildningen av grundskoleldarare i matem-
atik vid Stockholms universitet. Forhoppningsvis kan denna obetydligt reviderade andra
upplaga komma till anviandning ocksa inom den nya lararutbildningen. Tanken ar att
lasaren i stor utstrackning skall kunna arbeta sjalvstandigt med texten. Till lasarens hjalp
med detta finns sex stycken separata arbetsblad. Arbetsbladen innehaller ldsanvisningar
och forstandsfragor till texten. Avsikten med dessa ar att stimulera den studerande att
lasa med eftertanke och med tonvikt pa begreppsforstaelse. Avsikten ar ocksa att trana
den studerandes formaga att uttrycka sig i tal och skrift samt att diskutera matematik.
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1. Trigonometri

Detta kapitel inleds med de mest elementara grunderna i trigonometri och avslutas med
cosinussatsen. Det &r viktigt for forstaelsen av senare avsnitt att du trdnar upp en viss
fardighet i trigonometri. Det kan darfor vara klokt att ofta atervanda till texten och
ovningarna i detta kapitel.

Vi repeterar forst begreppen sinus, cosinus och tangens med hjalp av nedanstaende
ratvinkliga triangel, dar u ar en vinkel mellan 0 och 90 grader.

)

a

Med beteckningar enligt figuren definierar vi: sinu = g, cosu = ¢ och tanu = 2. Vi har

alltsa tanu = sinu/ cosu. Innan du gar vidare bor du rita en egen rétvinklig triangel med
samma vinklar u och v som i1 min men med sidorna a’, b’ och ¢’. Med din triangel som
utgangspunkt far du andra uttryck for sinu, cosu och tanu. Overtyga dig om att de nya
uttrycken ger samma varden som mina d.v.s. att sinw, cosw och tanwu helt ar bestamda
av vinkeln u.

I figuren har jag ocksa markerat vinkeln v. Uttryck pa egen hand sin v, cos v och tan v
i sidorna a, b, c. Los darefter foljande uppgifter.

Ovning 1. Visa att sin(90° — u) = cosu och cos(90° — 1) = sin .

Ovning 2. Hirled en formel for tan(90° — u).
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Ovning 3. Visa den "trigonometriska ettan” cos?u 4 sin?u = 1, (dér cos® v = (cosu)?

och sin®u = (sinu)?).

Sambanden i dessa Gvningar dr mycket anvandbara och innebar inte nagon ”utantill-
belastning”. Har du ovat dig att hérleda dessa samband och forsta dem ar de s.a.s.
omedelbara ur figurerna ovan. An s linge har vi inte visat dessa formler for v > 90°
— vi har inte ens definierat begreppen for sadana vinklar. Men det kommer strax.

I allménhet kan vi inte forenkla uttryck som sin «, men man bor lara sig nagra fall dar
sinu, cosu och tanu blir rationella tal (eller gar att uttrycka latt med ett rottecken). Be-
trakta foljande tva figurer, en liksidig triangel med en héjd inritad och en likbent ratvinklig
triangel.



Borja med att berakna hojden i den liksidiga triangeln och hypotenusan i den ratvinkliga.
Lo6s sedan foljande uppgift.

Ovning 4. Berikna sinu, cosu och tanu for u = 30°,45° resp. 60°.

Om du delar den liksidiga triangeln langs med hojden far du tva ”halva liksidiga trianglar”.
Det gar bra (och ar ofta en fordel) att arbeta med en halv liksidig triangel, som du snart
kommer att marka.

Variera vinkeln u i var forsta figur (men behall ¢ oféréndrad). Undersék hur sinu,
cosu och tanw varierar nar u okar resp. minskar. Vad hander nar u ar nara 0° eller nara
90°? Foresla varden pa cos0°, sin 0°, cos 90° och sin 90°.

Begreppen sinus, cosinus och tangens for trubbiga vinklar infér vi bekvamast med
hjalp av den valbekanta enhetscirkeln, som har radie 1 och medelpunkt i origo i ett vanligt
ratvinkligt koordinatsystem.

/\P ) P/\ R cuf\x . /”‘x g

Betrakta forst figuren langst till vanster. Har ar 0° < u < 90°. Eftersom cirkelns radie ar
1 &r cosinus och sinus helt enkelt basen respektive héjden i den ratvinkliga triangel vi ritat.
Dessa tal kan avldsas pa axlarna (z- resp. y-axeln) vid ¢ resp. s. Vi kan ocksa uttrycka
detta sa, att punkten P har koordinaterna (cosu,sinu).

Detta anvander vi som en allmén definition: Till varje vinkel u hor en punkt P pa
enhetscirkeln. Denna punkt har koordinaterna (¢, s), se figurerna fér nagra exempel. Vi
definierar cosu = ¢ och sinu = s.

oy

Ovning 5. Lat u oka fran 0° till 360° (och P rora sig langs enhetscirkeln). Avgor for
vilka varden pa u som cosu ar positivt resp. negativt.

Ovning 6. Genomf{ér samma 6vning for sin u.

Ovning 7. Ténk igenom varfor trigonometriska ettan (se Ovning 3) géller for alla wu.

Tangens definierar vi pa foljande sétt: tanu = sinu/ cos u, men hir maste vi forutsétta att
u ar sadan att cosu # 0. For ovriga varden pa u, d.v.s. da cosu = 0, ar tan u odefinierat.
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Tank igenom for vilka u mellan 0° och 360° som tanw inte ar definierat och vilka lagen pa
enhetscirkeln detta motsvarar!

I vissa fall kan vi forenkla cosu, sinu eller tanu genom att anvénda lampliga (halva)
liksidiga trianglar eller likbenta ratvinkliga trianglar. Gér Ovning 4 en gang till och sedan
foljande uppgift.

évning 8. Berikna sinu, cosu och tanu for v = 120°, 135°, 150°, 210°, 225°, 240°, 300°,
315°, 330°.

Man kan tédnka sig att u > 360° eller u < 0° ocksa, men det ger oss inte nagra nya lagen pa
enhetscirkeln. Sa svarar t.ex. —120°, 240° och 600° alla mot samma punkt. Talen —120,
240 och 600 ar lika "modulo 360”. Rita figur.

Vi skall nu utoka den repertoar av formler, som vi paborjade i (jvning 1-3.

(5vning 9. Finn med hjélp av enhetscirkeln samband mellan coswu och cos(—u) samt
mellan sinu och sin(—u).

évning 10. Markera i enhetscirkeln en vinkel v och vinkeln u 4 180°. Finn samband
mellan cosu, sinu, cos(u + 180°), sin(u + 180°).

(")vning 11. Markera i enhetscirkeln en vinkel u och vinkeln u + 90°. Finn samband
mellan cos u, sinu, cos(u 4 90°), sin(u + 90°).

évning 12. Visa att formlerna i Ovning 1 giller dven for u > 90°. (Ledning: Det kan
vara svart att rita har. En méjlighet ar att kombinera formlerna i Ovning 9 — 11.)

Jag betonar igen att det ar svart att klara sig utan dessa grundlaggande enkla samband,
samt att det inte ar fraga om en utantillkunskap. Det handlar om att 6va upp formagan
att "ta fram” formlerna ur figurerna nar de behovs. Du kommer snart att finna att det
gar fortare, ar mer larorikt och roligare an att leta efter formlerna i en formelsamling. Det
finns manga andra trigonometriska formler (f6r sin(u + v), cos3u etc.) som &r betydligt
knepigare att harleda. I sadana fall kan en liten formelsamling onekligen vara till hjalp.

Vi skall avsluta detta med en anviandbar sats, cosinussatsen, som vi kommer att
aterkomma till i samband med vektorer.

Vi paminner forst om Pythagoras sats: i den ritvinkliga triangeln giller ¢? = a2 + b:

Antag nu att a och b ar som i figuren, men att vinkeln C inte ar rat. Blir da sidan c storre
eller mindre? Eller hur blir det? Téank en stund pa detta innan du gar vidare till nasta
sats.

Cosinussatsen. Lat a,b, ¢ vara sidorna som star mot hornen A, B, C' i en triangel NABC'.
Da galler
? =a? 4 b* — 2abcos C.
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Bevis. (se dock Ovning 13 — 14) Vi anvénder beteckningar enligt foljande figur.

Vi far z = acos C och alltsa y = b — acos C. Vidare ar h = asin C. Pythagoras sats
ger nu ¢? = h? +y? = a®sin® C + (b — acos C)? = a?sin® C + b? + a? cos? C — 2abcos C =
a?(sin? C + cos? C) 4+ b% — 2ab cos C' = a? +b* — 2ab cos C, vilket skulle bevisas. Ligg mirke
till att vi hir anvéinde trigonometriska ettan (se Ovning 3).

(")vning 13. Forsok upprepa beviset pa egen hand. Ténk sedan efter om beviset ar
fullstdndigt eller om det finns nagon ”hake”.

Ovning 14. Figuren (och resonemanget) forutsétter att C' < 90°. Rita en figur, och
genomfor beviset, for fallet C' > 90°.

(")vning 15. Tvasidor i en triangel ar 3 resp. 6 och mellanliggande vinkel ar 150°. Berdkna
den tredje sidan.

Ovning 16. 1 triangeln AABC ar |AB| = 4, |BC| = 5 och |AC| = 6. Beriikna cos A,
cos B och cos C.

Till slut nagra extra, mindre rutinartade, 6vningar.

Ovning 17. Lat 0° < u < 90° och 1at P vara motsvarande punkt pa enhetscirkeln. Drag
tangenten till enhetscirkeln i punkten P och lat @) vara tangentens skarningspunkt med
z-axeln. Visa att tanu = |PQ|. Hur blir det om w istéllet &r trubbig?

u u
27 2

nytta av sambandet sin®u = (1 — cosu)(1 4 cosu) (som du litt visar) till att forenkla
formeln sa langt maojligt.

évning 18. Harled formler for sin &, cos @ med hjalp av figuren. Eventuellt kan du ha

u/2 u

Ovning 19. Anvind formlerna i Ovning 18 till att beriikna sin 15° och cos 15°.



2. Elementar vektorgeometri

Inledning.

B
A/
D F
C/ E/
— — —

Figuren visar tre riktade strackor: AB, CD och EF. Varje stracka, i planet eller rummet,
kan riktas pa tva olika satt och svarar alltsa mot tva riktade strackor. Strackan AB t.ex.

— — —  —
kan riktas som AB eller BA. Observera att alltsa AB#BA (de dr motsatt riktade) men
att AB = BA (det ar fraga om samma stricka).

Som du ser dr de riktade strickorna i figuren lika langa, |AB| = |CD| = |EF],
och dessutom lika riktade (inte bara parallella). Vi skall uttrycka det sa att de riktade
strackorna ar ekvivalenta. Ekvivalenta riktade strackor ar alltsa lika langa och lika riktade.
Déaremot kan de vara placerade pa olika stéllen (i planet eller i rummet). Komplettera sjalv
figuren med ytterligare riktade strackor som ar ekvivalenta med de givna.

Att de riktade striackorna ar ekvivalenta skall vi ocksa uttrycka med orden att de
"representerar samma vektor”. Déarmed har vi néstan (inte riktigt) definierat begreppet
vektor. For att forsta detta battre ger vi forst ett analogt exempel.

Betrakta méngderna {a, b, c}, {Uppsala, Stockholm, Lund}, {tumme, pekfinger, lill-
finger} (illustrera gérna med en figur). Vad har méngderna gemensamt? Jo, atminstone
det att de innehaller lika manga element eller m.a.o. att de representerar samma tal,
namligen talet 3. Har vi darmed definierat begreppet tal? Du kan forsoka pressa din
larare pa vad som menas med talet 3. I alla fall kan vi sdga att talet 3 uttrycker (nagot
av) det som méngderna har gemensamt. Det dr sa ett abstrakt begrepp skapas. Ab-
strahera betyder ungefér att ”dra ifran” — vi drar ifran (bortser fran) det som skiljer
och behaller det gemensamma. Talet 3 innehaller mycket mindre information &n t.e.x.
{Uppsala, Stockholm, Lund}.

Pa samma satt ar en vektor mer abstrakt &n en riktad stracka. En vektor innehaller
inte nagon information om placering i rummet. Vektorn har endast langd och riktning.
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Det som gor att analogin med talbegreppet &nnu haltar nagot ar att vi kommit 6verens

om att méngderna ovan representerar samma tal, talet 3, och att de riktade strackorna
—_— — —

AB, CD och EF representerar samma vektor. Men vi har inte nagot namn pa den vektor
de representerar. Hur skall vi beteckna den?

En mojlighet &r att anvinda nagon av representanterna som namn (men ta bort
pilspetsen) och skriva vektorn som AB, C'D eller EF'. Detta ar alltsa tre olika beteckningar
for samma vektor. Vi har ratt att skriva AB = CD = EF. Att hamta beteckningen for en
vektor fran en riktad stracka som representerar vektorn kan jamféras med primitiva satt
att teckna tal. Talet 3 kan ju skrivas som |||, vilket faktiskt &r en méngd med 3 element,
som alltsa representerar talet 3.

Ett annat sitt att beteckna en vektor dr med en liten bokstav i fetstil (eller med ett
streck over) t.ex. u (eller @). Vi kan t.ex. lata u beteckna den vektor vi illustrerat ovan.
Da ér alltsa u= AB=CD = EF.

Om du anda tycker att vi inte riktigt definierat begreppet vektor, och det kan du ha
goda skal att anse, skall du be din larare att utveckla amnet ytterligare.

Hur skall vi nu ténka pa vektorn u? Vi kan ténka pa forflyttningen (rérelsen) fran A
till B. Det dr samma forflyttning som fran C' till D (lika langt och at samma hall). Vi
kan ténka pa u som ett uttryck for laget av B (D eller F') relativt A (C respektive E).
Geometriska problem handlar ju om punkters relativa lage. Vektorgeometri, skall vi snart
se, ar ett effektivt siatt att bedriva geometri pa.

Vektorer har tillimpningar inom fysiken. Vektorn u kan illustrera en hastighet (vek-
torns lingd svarar mot farten d.v.s. hastighetens storlek och vektorns riktning anger
rorelseriktningen). Rorelse med konstant hastighet beskrivs alltsa av en enda vektor, trots
att ldget hela tiden &ndras. Om vi vill rita vektorn maste vi dock vélja en (eller flera)
riktade striackor (pilar) som representerar (illustrerar) vektorn.

Vi ritar alltsa vektorer som pilar och kommer ihag att vi har friheten att flytta pilen
vart vi vill (sa ldnge vi haller lingd och riktning oférédndrade). Eftersom datatekniken gor
det latt att upprepa en figur manga ganger kan jag inte motsta frestelsen att illustrera en
ny vektor, vektorn v, med féljande rikhaltiga figur:

A XN

I mangfalden av pilar blir varje pil pa nagot sétt "anonym” och det gemensamma for
pilarna, vektorn v, framtrader. Man riktigt kdnner nordvéastvinden.
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Rakning med vektorer.

Nu tar vi ett avgorande steg. Vi skall infora rakning med vektorer. Vi skall addera vektorer,
subtrahera vektorer och aven multiplicera vektorer med reella tal d.v.s. bilda nya vektorer
av typen u+ v, u — v och A-v dar A ar ett reellt tal.

Vi infor dessa rékneséitt i en figur och 6verlater at din larare att utveckla detta yt-
terligare.

u+y L
u u u u-y
— v v -1.5u

Samma vektorer u och v &r hér ritade pa flera olika stéllen (d.v.s. representeras
av olika riktade stréckor). Légg méarke till hur u + v kan ses som resultatet av forst
forflyttningen u och sedan forflyttningen v (eller i omvénd ordning). Eftersom pilarna
vi ritat inte dr vektorer utan bara forestéller (representerar) vektorer bor man 6vertyga
sig om att definitionerna av u + v, u — v och \-v inte ar beroende av var vi har ritat
pilarna. Diskutera detta med kamraterna och med din larare, liksom olika satt att tolka
vektorraknesatten.

I och med inférandet av vektorrdkning (eller vektoralgebra) skall vi kunna éversdtta
geometriska samband till algebraiska samband och 16sa geometriska problem med alge-
braiska metoder. Vi skall snart se exempel pa det.

Ovning 1. Overtyga dig i figuren om foljande

a) v+(u—v)=u

b) v—u=—-(u—-v)

¢) —(2u)=2-(-u)

d) (u+v)+w=u+(v+w). Hir & w en tredje vektor. Vi forutsitter inte att w ligger
i “samma plan” som u och v.

Reagerade du mot skrivsattet “ligger i samma plan” i 6vningen? Rétt sa. En vektor ligger
som vi sagt ingenstans. Med det informella sprakbruket “u, v och w ligger i samma plan”
menar vi att vi kan rita vektorerna i samma plan (d.v.s. att de har representanter som
ligger i samma plan). I motsatt fall, om u, v och w inte ligger i samma plan, och u, v &r
som i figuren ovan, sa pekar w ut fran pappret.

Utfor nu berdkningen —u+v+(u—v) i figuren ovan. Resultatet blir en “pil” som borjar
och slutar i samma punkt d.v.s. “nettot” av forflyttningarna —u, v och u — v tillsammans
ar ingen forflyttning alls. Vi kallar detta for nollvektorn och skriver 0. Observera att t.ex.
u—u=0och0-u=0.

Vi skall ofta forsoka uttrycka nya vektorer i nagra fa givna. Betrakta t.ex. denna
regelbundna sexhorning;:



<,
K]

E

Sétt AB = u och AF = v. Da ér t.ex. BC = AO = u+v, BD = BC+CD =
(u+v)+v=u+2v, FC=2uoch FD=FE+ED=AO+AB=u+v+u=2u+v
0.s.v.. Visédger att BC', BD, FC och F'D harigenom har skrivits som linjarkombinationer
av u och v.

évning 2. Skriv CA och C'F som linjarkombinationer av u och v.

I sjalva verket kan alla vektorer i samma plan som u och v skrivas som linjarkombinationer
av u och v. For att kunna skriva alla vektorer i rummet som linjarkombinationer kravs
tre vektorer som utgangspunkt.

évning 3. En pyramid har den regelbundna sexhorningen ABCDEF' som bottenyta och
har sin spets i punkten P. Satt a = PA, b = PB och ¢ = PC. Uttryck vektorerna PD,
PE och PFia,b,c.

I den enklaste formen av linjarkombination &r utgangspunkten bara en vektor och vi talar
om multipler av denna, t.ex. 2u, —3u. Dessa ar alla parallella med u och alla vektorer
som &r parallella med u ar multipler av u d.v.s. ar Au for nagot tal A dar A > 0 om Au
och u pekar at samma hall men A < 0 om Au och u pekar at motsatta hall.

Det geometriska begreppet parallellitet svarar alltsa mot det algebraiska begreppet
multipel. Detta kommer vi att utnyttja manga ganger framéver. Vi formulerar resultatet
en gang till:

Vektorn v ér parallell med vektorn u (dédr u # 0) om och endast om v = Au for nagot
tal \.

Ni kan diskutera i gruppen, hur det blir om A = 0 och vad vi skall saga om u = 0.

Ortsvektorer.

For att ange liget av punkter i planet (eller rummet) &r det ofta bekvamt att ha en
utgangspunkt, ett origo O, och sedan ange laget av andra punkter i relation till O d.v.s. med
hjilp av en vektor. Mot punkten A svarar dirmed ortsvektorn OA och mot B ortsvektorn
OB.

Forflyttningen fran A till B, d.v.s. vektorn AB, kan vi skriva som skillnaden mellan tva
ortsvektorer: AB = OB — OA. Rita en figur! Observera ordningen mellan ortsvektorerna.
Vi har ju ocksa OA + AB = OB. Detta ar vart att lagga pa minnet, liksom det viktiga
resultatet i nasta 6vning.




Ovning 4. Lat M vara mittpunkten pa strickan AB. Visa att OM = @.

Mittpunktens ortsvektor ar alltsa medelvirdet av dndpunkternas ortsvektorer. Det geo-
metriska begreppet mittpunkt svarar alltsa mot det algebraiska begreppet medelvarde.

Rita nu tre punkter A, B och C pa ett papper. Upprepa figuren flera ganger sa att i
nagra fall A, B, C' inte ligger i rat linje och i nagra fall A, B, C ligger i rat linje. Hur skall vi
avgora om A, B, C' ligger i rat linje eller inte? Vi 6versatter forst till det vektorgeometriska
spraket:

A, B, C ligger i rét linje om och endast om AB ér parallell med AC

och sedan vidare till det vektoralgebraiska spraket:

A, B, C ligger i rit linje om och endast om AB #r en multipel av AC (vi bortser fran det
urartade fallet att nagra av punkterna sammanfaller).

Den geometriska fragan om ratlinjighet 6versatts alltsa till en algebraisk fraga om en
vektor ar en multipel av en annan. Detta kommer att vara utomordentligt betydelsefullt
for oss senare nar vi skall studera linjer och plan i rummet. Men vi skall genast se en
annan tillampning.
~ Lat O vara origo och AABC en triangel. Bilda medelvirdet av hornens ortsvektorer:
w. Forsok rita denna vektor i din figur med utgangspunkt i origo. Pilspetsen
hamnar i en punkt 7" inne i triangeln (kan vi verkligen veta att 7" ligger inne i triangeln?
Det kommer att framga strax). Vi har alltsa

A

A=

o

OT — OA+03B+OC

T kallar vi triangelns tyngdpunkt. Lat nu M vara mittpunkten pa BC. Da ar OM =
%. Drag medianen AM. Nu pastar jag att tyngdpunkten T ligger pa medianen AM
d.v.s. att A, T, M ligger i riit linje. For att visa det skall vi, enligt ovan, visa att AT ar
en multipel av AM. Gor det sjilv eller lis vidare.

Lat oss anvinda OA, OB, OC som genomgaende uttrycksmedel. D& #r AM =
O__M;m_z %_m: %CL?OA och AT = OT — OA = OAL?)BJrOC_m:
w. Alltsa AT = %m AT #r m.a.o en multipel av AM d.v.s. AT &r parallell
med AM och dirmed har vi visat att A, T', M ligger i rét linje.

Genomfor rakningarna en gang till pa egen hand. Forklara hur det foljer att triangelns
medianer skir varandra i en punkt (ndmligen triangelns tyngdpunkt). I vilket forhallande
delas medianerna av denna punkt?

I foljande 6vning skall du pa egen hand genomféra ett analogt resonemang; denna
gang i rummet.

évning 5. Lat ABCD vara en tetraeder och lat () vara den punkt vars ortsvektor ar
medelvardet av de fyra hornens ortsvektorer. Vi kallar () for tetraederns tyngdpunkt. Lat
slutligen T vara tyngdpunkten i sidoytan BC'D.
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a) Uttryck OT och OQ i OA, OB, OC och OD.
b) Visa att @ ligger pa “rymdmedianen” AT.
c) Forklara hur det nu foljer att de fyra rymdmedianerna skér varandra i en punkt.

d) I vilket forhallande delas rymdmedianerna av denna punkt?

Med hjalp av nagra enkla algebraiska manipulationer har vi ovan fatt ett nytt bevis for
den valkédnda satsen att medianerna i en triangel gar genom en punkt. Det faller absolut
ingen skugga pa det gamla beviset (repetera det!), men det ar alltid nyttigt att se gamla
resultat i nytt ljus. Vektoralgebra har alltsa fatt en forsta tillimpning och dessutom har
vi i Ovning 5 visat en tredimensionell motsvarighet till satsen om medianerna. Denna
motsvarighet dr kanske lite knepigare att komma at med vanlig euklidisk geometri.

Koordinater, langder och vinklar.

Lasaren har mahanda lagt marke till att vi &nnu inte diskuterat vinklar mellan vektorer
(dock begreppet parallellitet) och endast obetydligt begreppet langd (dock har vi talat om
“lika, lang” och forhallande mellan strickor). Nu ténker vi oss att en ldingdenhet &r oss
given och vi skall genast ge oss i kast med diverse “méatproblem”.

Livet blir enklare om vi forser oss med ett vanligt ortonormerat koordinatsystem
(“ON-system”) d.v.s. ett koordinatsystem dér axlarna (z-, y- och eventuellt z-axeln) bil-
dar rata vinklar och alla ar graderade med samma lingdenhet. Dessutom placerar vi
koordinatsystemet med origo i vart “gamla” origo O.

Vi tanker oss till en borjan att vi arbetar i plan geometri. Endast tva axlar behovs
da och varje punkt far tva koordinater, P = (x,y).

v
\ y P=(xy)

o

Vi séiger ocksa att (x,%) dr koordinaterna fér ortsvektorn OP och skriver OP = (x,7).
Varje vektor v ar ortsvektor for nagon punkt. Vi har ju frihet att placera v var vi vill,
speciellt med utgangspunkt i O. Markera som évning @ sa att OQ = v i figuren. P4 detta
satt kan varje vektor ges koordinater.

Resultatet i foljande 6vning ar mycket viktigt. Det gor att vi kan oversatta rakning
med vektorer till rakning med koordinater.

Ovning 6. Lat u = (z,y) och v = (2/,¢). Overtyga dig i en figur om att u+v =
(x+2',y+y)ochu—v=(x—2 y—1vy)samt att \u= (\z, \y) for varje tal \.
Ovning 7. Lat P = (3,5) och Q = (4,2). Bestim koordinaterna for PQ.

Ledning: Vi har ju PQ = 0OQ — OP.
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Ligg sirskilt mérke till Ovning 7, hur man beréknar koordinaterna for forflyttningen fran P
till @ d.v.s. for vektorn PQ Téank igenom hur det vi sagt skall anpassas till rymdgeometrl
och 16s Ovning 6 och Ovning 7 igen fast i rummet (sitt u = (z,y,2), v = («/,y/,2') i
Ovning 6 och t.ex. P = (3,5,9), Q = (4,2,7) i Ovning 7).

Léngden av en vektor u betecknar vi |u|. I planet, u = (z,y), bestdms |u| latt med
Pythagoras sats: |u|? = 22 + y2. Rita en figur for att illustrera detta och évertyga dig om
att formeln galler aven om x eller y ar negativt.

Om P och @ &r tva punkter i planet, sig P = (x1,y1), Q = (x2,¥2), kan vi latt berdkna
avstandet d mellan P och . Det &r ju helt enkelt langden av striackan PQ eller vektorn
PQ, d.v.s. d = |PQ|. Men PQ = (z2 — 1,y2 — y1). Alltsd ér d? = (x5 —21)2 + (y2 — 1)

Detta kallas ibland “avstandsformeln”, men kom ihag att det egentligen bara &r
Pythagoras sats.

Innan vi borjar med avstandsberdkningar i rummet 16ser du féljande 6vning, som ger
en tredimensionell variant av Pythagoras sats.

évning 8. Lat a, b, ¢ vara kanterna i ett rdtblock. Lat d vara (rymd-)diagonalen i
ritblocket. Visa att d? = a? + b? + 2.

For en vektor u = (z,v, z) far Ovning 8 konsekvensen att |u|?> = z2 + y? + 22. Rita nagra
figurer for att illustrera detta. Forklara varfor det stammer dven om t.ex. z < 0.

Ovning 9. Bestim avstandet mellan P = (2,3, —1) och Q = (4,4, 1).

Om du vill kan du skriva upp en avstandsformel i rummet ocksa, men belasta inte hjarnan
med nagon torr utantillkunskap. Kom bara ihag att det &r Pythagoras sats det handlar
om; tredimensionella varianten enligt Ovning 8 tillimpad i en speciell situation.

Ovning 10. Lat A = (3,1,4), B=(1,9,6) och C' = (7,5,4). Berdkna langden av sidorna
i triangeln ABC'.

Det kan nog vara ldge nu att repetera vad vi talat om i trigonometri ty nu skall vi berdkna
vinklar. Med vinkeln mellan tva vektorer menar vi den vinkel mellan 0° och 180° som
bildas da vi ritar vektorerna med samma utgangspunkt (eller med pilspetsarna i samma
punkt; det ger samma resultat. Rita figur!). Repetera cosinussatsen och 6vningarna efter
denna i forsta kapitlet.

Ovning 11. Beriikna vinkeln A i AABC i Ovning 10.

Ovning 12. Beriikna (cosinus for) vinkeln mellan vektorerna u = (1,3), v = (7, 1).

Meningen &r att du skall rita en figur och sedan anvénda cosinussatsen nédr du loser
Ovnlng 12. Om du raknar ratt bor du komma fram till att cosinus for vinkeln mellan
u och v ar 75. Den vinkel mellan 0° och 180° som har detta cosinusvarde brukar beteck-

nas arccos \/Lg, vilket kan utlésas arcuscosinus. Ordet arcus betyder bage och arccos a, dar

—1 < a <1, ar alltsa den bage (vinkel) mellan 0° och 180°, vars cosinus &r a.

Ténker vi igenom 16sningen av Ovning 12 mer generellt skall vi se att slutresultatet
blir ganska enkelt (mycket tar i sjilva verket “ut vart annat”). Vi borjar i planet, men jag
overlater detaljerna till foljande 6vningsuppgift.
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Ovning 13. Lat u = (x1,41), v = (2, y2) vara tva vektorer i planet (givna av koordinater
i ett ON-system). Visa att for vinkeln o mellan vektorerna géller sambandet

lu||v|cosa = x129 + y19s.

Ledning: Anvand cosinussatsen pa den triangel som bildas av u, v och u — v.

Skalarprodukt.

Ligg mirke till det enkla uttrycket i hogerledet i Ovning 13. Vi har multiplicerat u och v
“koordinatvis” och sedan adderat produkterna. Resultatet kallar vi for skaldrprodukten av
u och v. Vi betecknar denna u-v. Ordet skalar ar synonymt med tal och produkten kallas
skalarprodukt eftersom produkten blir ett tal (och inte en ny vektor). Skaldrprodukten
infors pa motsvarande sitt i tre dimensioner:

Definition.

a) Lat u = (x1,y1) och v = (x3,y2) vara tva vektorer givna i ett ON-system i planet.
Da definieras skaldarprodukten av u-v = z1xs + y19o.

b) Lat u = (z1,y1,21) och v = (x2,¥2, 22) vara tva vektorer givna i ett ON-system i
rummet. Da definieras skalarprodukten av u-v = x1x9 + y1y2 + 2122.

Skaldrprodukten ar forstas latt att rdkna ut nar vi kdnner vektorernas koordinater. Vi
har anvindning for skalarprodukten t.ex. néar vi beraknar vinkeln mellan tva vektorer. I
planet har vi redan visat féljande sats.

Sats 1. Lat u, v vara tva vektorer (skilda fran nollvektorn) i planet eller i rummet. For
vinkeln o mellan u och v géaller da

lu||v|cosa =u-v.

Bevis. a) Om u och v ar vektorer i planet, sa har du redan visat detta i Ovning 13. Det
enda vi nu gjort ar att anvianda oss av den nya beteckningen u-v.

b) Om u och v ligger i rummet visar du satsen med samma typ av rdkningar som i
Ovning 13. Det blir bara lite fler bokstéiver att halla reda pa denna gang! Vi skall bevisa
denna sats en gang till, i exemplet efter Ovning 15.

Om vi soker o berdknar vi alltsa forst u, v och sedan u-v for att slutligen l6sa ut cos o
med hjilp av Sats 1. Lés Ovningarna 11 — 12 igen med denna teknik.

Satsen ger skalarproduktens viktigaste egenskap. Det finns en del intressanta fragor
man kan passa pa att diskutera har. Betrakta forst vansterledet i formeln i Sats 1. Det
ar en vanlig produkt av tre tal, vektorernas langder och cosinus for mellanliggande vinkel.
Sa snart en langdenhet ar inford ar det ingen tvekan om vad dessa tre faktorer betyder.
Det behovs inte nagot koordinatsystem for att vi skall forsta inneborden av faktorerna.

Hogerledet daremot har vi definierat med koordinater som utgangspunkt. Om vi skulle
vrida pa koordinatsystemet sa skulle alla punkter och vektorer fa férandrade koordinater
(ja ja, origo har oférandrade koordinater). Jamfor figuren.
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Hur gar det da med skaldrprodukten? Jo, formeln i Sats 1 géller naturligtvis fort-
farande (vi har inte krévt att koordinatsystemet skall ha nagon annan egenskap &dn att
vara ortonormerat). Vénstra ledet &r oféréndrat ty vektorernas ldngder och mellanlig-
gande vinkel rubbas inte av att vi vrider och vander pa koordinatsystemet. Alltsa ar dven
hogerledet, skalarprodukten, oforandrad. Vi sammanfattar

Skalarprodukten blir densamma oberoende av valet av koordinatsystem, vardet av u-v
dr ndmligen alltid, enligt Sats 1, det samma som |u||v| cos a.

Detta &r anledningen till att man i de flesta bocker anvénder |u||v| cos a som definition
av u-v. Efter hand har jag dock kommit att tycka att detta ar nagot langsokt. Vi haller
oss till var definition ovan (men din ldrare kanske gar i taket!). Det &r den definitionen vi
anvander nér vi berdknar skaldrprodukten. Men vi haller i minnet det (mycket markliga)
faktum att u-v inte férdndras om vi vrider pa koordinatsystemet. Vi haller ocksa uttrycket
i Sats 1 i minnet. Vi kan skriva det som en formel for cos a:

u-v

eller « = arccos .
lul|v| luf|v|

Ovning 14. Lat u = (2,1), v = (3,2) i ett visst (ortonormerat) koordinatsystem. Vrid
koordinatsystemet 45° motsols. Vilka koordinater far u och v i det nya systemet? Verifiera
att u-v far samma vérde berdknade i bada systemen. Bestam ocksa vinkeln mellan u och
V.

Skalarprodukten har en annan viktig egenskap. Lat oss berdkna skaldrprodukten av en
vektor med sig sjilv! Sdgu = (z,y, 2). Vifar da uu = x2 +y?+ 22, men enligt Pythagoras
sats (Ovning 8) &r ju detta kvadraten pa langden av u. Alltsa:

Sats 2. u-u = |ul?.

Vi kommer ofta anvanda att skalarprodukten foljer nagra enkla riknelagar. Dessa foljer
omedelbart av var definition av skalarprodukt och av motsvarande riaknelagar for vanliga
tal. Vi sammanfattar dem i en 6vning.

Ovning 15. Lat u, v, w vara vektorer (i planet eller i rummet) och lat A vara ett tal.
Visa foljande raknelagar:

a) uwv=v-u

b) (Au)-v = A(u-v)

c) u(v+w)=uv+uw
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d) (u+v)(u+v)=uu+v-v+2uv
e) (u—v)-(u—-v)=uu+v-v-2uv

Lagarna ger oss frihet att multiplicera ihop parenteser ungefiar som vid rakning med vanliga
tal (eller polynom).

Exempel. Genom att tillampa réaknelagarna skall vi nu ge ett nytt och kortare bevis av
Sats 1. Lat u och v vara vektorer med mellanliggande vinkel a. Rita en triangel med
“sidorna” u, v och u — v. DA siger cosinussatsen att |u— v|? = |u|? + |v|? — 2|ul|v| cos o
eller, skrivet med hjélp av skaldrprodukt, (u — v)-(u — v) = u-u+ v-v — 2|ul|v| cos a.
Enligt Ovning 15 e) kan vénsterledet skrivas u-u + v-v — 2u-v. Efter férenkling far vi
—2u-v = —2|u||v|cosa och alltsa u-v = |u||v|cosa. Vi har nu bevisat Sats 1 en gang till
och lite smidigare an forra gangen eftersom vi inte behovde rakna explicit med koordinater
(och skilja mellan planet och rummet).

Resultatet i ndsta 6vning kan vara intressant att kénna till, men vi skall inte aterkomma
till det i detta kompendium.

évning 16. Lat x1, y1, 21, T2, Y2, 22 vara tal. Bevisa olikheten (z1x2 + y1y2 + 2122)2 <
(22 + y? + 22)(23 + y3 + 23). Olikheten kallas Cauchys olikhet.

Ledning. Tolka bada leden med hjilp av vektorerna u = (x1,y1,21), v = (z2,y2, 22).
Skalarprodukten har en tredje egenskap som omedelbart foljer av Sats 1, namligen

Sats 3. Lat u, v vara tva vektorer, bada skilda fran nollvektorn. Da é&r u och v vinkelrata
om och endast om u-v = 0.

Bevis. Lat « vara vinkeln mellan u och v. Vi har da enligt Sats 1 att |ul||v|cosa = u-v.
Eftersom |u|,|v| > 0 &r vénsterledet = 0 precis da cosa = 0 d.v.s. endast for a = 90°.
Men vansterledet = 0 samtidigt som hogerledet = 0 d.v.s. precis da u-v = 0.

Den sats vi just visat ar mycket anvandbar. Vi har nu ett kriterium for ratvinklighet. Vi
har darmed ytterligare ett exempel pa hur vi kan Oversatta ett geometriskt forhallande
till ett algebraiskt. Det geometriska begreppet vinkelrathet svarar mot det algebraiska
begreppet “skalarprodukten ar 0.

6vning 17. Visa att triangeln med hérn i A = (4,5,2), B = (6,8,1), C = (7,4,5) har
rat vinkel i A.

Ovning 18. Lat O vara origo och A = (2,3,4). Bestiam den punkt P pa z-axeln for vilken
AP &r vinkelrat mot OA.

Blandade ovningar.

Ovning 19. I en fyrhérning ABCD forbindes mittpunkterna pa motstiende sidor med
varandra. Visa att forbindelselinjerna delar varandra mitt itu.

Ovning 20. Anviind vektorriikning for att for en godtycklig triangel visa att medianerna
kan parallellforflyttas sa att de bildar en ny triangel.

14



évning 21. Lat Aq,..., Ag vara punkter i rummet. Lat M, ..., Mg vara mittpunkterna
pfi AlAQ, A2A3, A3A4, A4A5, A5A6 resp. A6A1. Lat O vara en gOdtkallg punkt (OI‘igO).
Skriv O Mg som en linjarkombination av OMy,...,OMs.

Ovning 22. Lat a = (2,1), b = (1,2) och ¢ = (—2,5). Skriv ¢ som en linjirkombination
av a och b. Skriv ocksa b som en linjarkombination av a och c.

évning 23. I triangeln AABC &ar D, E punkter pa AB sa att AD =2 DE = EB. Vidare
ar F och G punkter pa AC si att DF och EG &r parallella med BC. Uttryck EF och
BG som linjarkombinationer av AB och AC. Ar EF och BG parallella?

Ovning 24. Bestim a s& att vektorerna (1,—3,2) och (2,1,a) bildar vinkeln 60° med
varandra.

évning 25. Betrakta en regelbunden pyramid vars basyta ar en kvadrat och vars hojd
ar lika stor som kvadratens sida. Pyramiden har salunda fyra sidoytor som ar likbenta
trianglar. Berdkna cosinus for toppvinkeln i en av dessa.

Ovning 26. Lit O = (0,0,0), P = (4,1,1), @ = (5,—4,11) och lat A = (1,2,3),
B =(1,3,4), C = (2,6,2). Visa att AOPQ ~ ANABC.

Ovning 27. Visa att diagonalerna i en romb skar varandra under rata vinklar.

(3vning 28. Ett ratblock har sidlangderna 1, 2 resp. 3. Berdkna de vinklar som uppkom-
mer mellan ratblockets fyra rymddiagonaler.

Ovning 29. (diagonalerna i en parallellogram) Visa att summan av kvadraterna pa dia-
gonalerna i en parallellogram &r lika med summan av kvadraterna pa parallellogrammens
sidor.

Ledning. Lat O vara ett horn i parallellogrammen och lat OA, OB, OC vara sidorna som
utgar fran O. Lat a = OA, b = OB vara ortsvektorerna for A, B. Man siiger ibland att
a, b “spanner upp” parallellogrammen. Diagonalerna bestams nu av vektorerna a — b och
a+ b. Uttryck pastaendet i 6vningen algebraiskt.

(")vning 30. (diagonalerna i en parallellepiped) Lat O vara ett hérn i en parallellepiped
och lat OA, OB, OC vara kanterna som utgar fran O. Vi riktar kanterna och satter
a = OA, b = OB, c = OC samt sitter a = |a| o.s.v. (vektorerna a, b, c spinner
upp parallellepipeden). I O moéts tre sidoytor till parallellepipeden. Lat d,, dp, d. vara
langderna av de tre diagonalerna utgaende fran O i dessa sidoytor (du far sjilv bestdmma
vilken diagonal som &r d, o.s.v., men jag tycker det finns ett naturligt val). Lat d vara
lingden av rymddiagonalen utgdende fran O. Visa att d* = d2 + d? + d? — a® — b* — 2.

Ovning 31. (medianens langd) Lat A, B, C vara hornen i en triangel och a, b, ¢ langderna

av motstaende sidor. Lat m vara langden av den median som utgar fran hornet C'. Visa

2a2% + 2b% — ¢?
formeln m? = a 1 € .

évning 32. (hojderna i en triangel) Visa att de tre hdjderna i en triangel gar genom en
punkt.

Ledning. Lat ett av triangelns horn vara origo O. Lat a, b vara ortsvektorerna for de
andra hornen. Lat u vara ortsvektorn for skdrningspunkten P mellan tva av hojderna (ség
de som inte utgar fran O). Da &r (u —a)-b = 0 och (u — b)-a = 0. Visa nu att P ocksa
ligger pa den hojd som utgar fran O, d.v.s. att u-(b —a) = 0.
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3. Linjer och plan m.m.

Inledning.

I forra kapitlet gick vi igenom grunderna i vektorgeometri och talade om punkter, koor-
dinater och vektorer. Manga geometriska problem oOversatte vi till algebraiska och 16ste
sedan med algebraiska metoder. Vi fann att skalarprodukten ar ett effektivt hjalpmedel
vid berékning av avstand och vinklar.

Nu skall vi ga vidare och behandla punktmangder — i férsta hand linjer och plan. Var
forsta uppgift ar att ge ett algebraiskt uttryck for att en punkt tillhor (resp. inte tillhor)
en viss punktmangd.

Linjer i planet.

Betrakta t.ex. linjen i nedanstaende figur. Linjen gar genom de tva givna punkterna Py och
P, och har obegransad utstriackning “at bada hallen”. Skilj alltsa mellan en linje och en
striacka. Vi arbetar till en borjan med plan geometri och forutsatter att koordinatsystemet
ar ett vanligt ortonormerat system. I detta exempel ar Py = (2,4) och P, = (5,5).

A
y P=(xy)

A\

Vektorn PyP; = (3,1) #r parallell med linjen. Varje vektor som r parallell med en
given linje kallas riktningsvektor till linjen. Saledes &r t.ex. (3,1) en riktningsvektor till
linjen i vart exempel. Som 6vning kan du sjilv ange ett antal andra vektorer som ocksa
ar riktningsvektorer till denna linje.
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Punkten A &r en punkt utanfor linjen och punkten B ar en punkt pa linjen. Kan vi
uttrycka denna skillnad mellan A och B pa nagot annat sitt, mer algebraiskt? Betrakta
vektorerna PyA och PyB samt riktningsvektorn PyP;. Naturligtvis #ir PyB parallell med
PyP; men PyA inte parallell med PyP;. Eller uttryckt algebraiskt: PyB &r en multipel av
PyP, men PyA &r inte en multipel av Py P;.

Du kan nu 16sa foljande 6vning.

6vning 1. Avgor vilka av foljande punkter som ligger pa linjen genom Py och P i figuren:
(8,8), (11,7), (17,9), (-7,0), (41,7), (-49, -15).

Nér du har 16st 6vningsuppgiften sa har du fér sex konkreta punkter (en del tdmligen
“avldgsna”) lyckats avgora om de ligger pa linjen eller ej. Inte illa!

Lat nu P = (z,y) vara en godtycklig punkt pa linjen. Da #r vektorn PP = (z—2, y—4)
parallell med PoP; = (3,1) d.v.s.

(x—2,y—4)=1t-(3,1)

dar t ar nagot reellt tal. Vardet av ¢t beror forstas pa var pa linjen som P ligger. Olika
varden pa t svarar mot olika lagen pa P. Tank efter var P ligger om t.ex. t =0, ¢t = 1
eller t = —1.

Man brukar kalla t for en parameter. Later vit “genomlopa” de reella talen sa kommer
P att genomlopa linjen.

Ekvationen (likheten) (z — 2,y —4) = t-(3,1) kallar vi linjens ekvation pa parame-
terform. Det enda vi har gjort ar att algebraiskt notera att vektorn Py P &r parallell med
vektorn Py P;.

Man kan leka lite med ekvationen och disponera den pa olika sétt, t.ex.

(@,y) = (2,4) +-(3,1) eller {x 2= ler {x =2Est
y—4=t y=4+t

Vilket framstallningssatt som ar bast beror pa sammanhanget, men lagg mérke till att
det ar skrivsattet (x — 2,y —4) = ¢-(3,1), som &r den direkta 6versédttningen fran geometri
till algebra.

Ovning 2 a) Ange de punkter pa linjen (i figuren ovan) som svarar mot t = 2, 3 resp. —7.
b) Ange motsvarande t-varden for de punkter i Ovning 1 som ligger pa linjen.

Ovning 3. Att punkten P = (x,y) ligger pa linjen kan vi ocksa uttrycka sa, att P, P
ar parallell med P;FPy. Hur ser det ut om man Oversatter detta till en ekvation med
parameter?

Ovning 3 visar att samma linjes ekvation kan skrivas pa olika sétt. Punkterna Py och P;,
som vi utgick fran, ar ju dessutom utbytbara mot vilka som helst tva punkter pa linjen.
Los foljande uppgifter innan du gar vidare.

r=7—1

Ovning 4. Ange en riktningsvektor till linjen .
y=4+2t
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Ovning 5. Tva av foljande linjer &r i sjilva verket identiska: (x — 13,y +6) =t-(8,—6),
(,) = (30, —18) + ¢-(—4,3) PR
x,y) = (30, — -(—4,3) resp. . Vilka?

Y PV y=3+0
Det finns ett annat sitt ocksa att algebraiskt uttrycka att P = (z,y) ligger pa en viss rét
linje. Vi anvinder samma linje, men ritar en ny figur:

A

\j

Den gamla figuren har vi kompletterat med tva ratvinkliga trianglar med baser 3 resp.
x — 2 och hojder 1 resp. y — 4. Att punkten P ligger pa linjen betyder precis att dessa tva
trianglar ar likformiga d.v.s. att

r—2 y—4
31

Detta ar ju ocksa en ekvation — linjens ekvation pa allman form — men denna gang
utan parameter. Med hjalp av den allménna formen &r det latt att avgora om en punkt
ligger pa linjen (ekvationen stdmmer) eller inte (ekvationen stdmmer inte). Du kan 16sa
Ovning 1 igen — det gar nog smidigare nir du anvénder den allménna formen. A andra
sidan ar parameterformen bra om man snabbt behover tillgang till manga konkreta punkter
pa linjen. Du bor ocksa tanka efter hur det blir om P ligger pa andra sidan om Py jamfort
med som vi ritat. Galler ekvationen fortfarande?

Naturligtvis kan vi utsatta ekvationen ovan for diverse algebraiska manipulationer,
vilket ger oss olika framstéllningssétt, som kan vara nog sa intressanta, t.ex. 1-(x —2) —
3-(y—4)=0eller (1,-3)-(x—2,y—4) =0ellerz —3y+10=0eller y = 1z + .

Ibland férekommer det att man ger olika namn pa alla dessa satt att disponera linjens
ekvation, men det bor man inte belasta minnet med eftersom denna namnflora i grunden ar
fullstandigt ointressant. Men man bor lagga mérke till skillnaden mellan den allmanna for-
men (som ger ett villkor pa punkter (z,y) pa linjen) och parameterformen (som uttrycker
punkter (z,y) pa linjen explicit med hjélp av en parameter).

Lat oss betrakta de olika framstéllningssdtten av den allménna formen ovan. Ek-
vationen (1,—-3)-(x — 2,y —4) = 0 sdger att skaldrprodukten av (1,—3) och vektorn
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PyP = (v —2,y—4) ar 0, d.v.s. att (1, —3) &r vinkelrit mot PyP for alla punkter P pa lin-
jen. Vektorn (1,—3) &r alltsa helt enkelt vinkelrdt mot linjen! En vektor som &r vinkelrét
mot en given linje kallas normalvektor till linjen. Rita in normalvektorn (1, —3) i figuren
ovan! Naturligtvis &r linjens normal- och riktningsvektorer vinkelrata: (1,—3)-(3,1) = 0.
Kénner vi en punkt Py pa en linje och en normalvektor n till linjen kan vi ocksa latt skriva
ned linjens ekvation pa allméin form: PyP-n = 0.

évning 6. Bestam ekvationen pa allmén form for linjen genom (4, —2) med normalvektor
(2,5).

Det sista framstallningsséattet av var linje, y = %:C + 13—0, uttrycker y som en funktion av

forsta graden av variabeln z. En sadan funktion kallas naturligt nog dven en linjar funktion.
Koefficienten framfor x, alltsa %, kallas linjens lutning (eller riktningskoefficient). Om du
foljer ekvationerna bakat ser du att lutning &r kvoten mellan y- och z-koordinaterna for
linjens riktningsvektor (3, 1), d.v.s. tangens fér vinkeln mellan linjen och z-axeln.

Det ar viktigt att kunna variera mellan olika satt att skriva linjens ekvation; aven
mellan parameterform och allmén form. Vi ger nagra 6vningar pa detta.

Ovning 7. En linje har riktningsvektor (4, —1). Bestdm en normalvektor till linjen.

. r="7—2t

Ovning 8. Ange tva punkter pa linjen St " Bestam riktningsvektor, normalvek-
y =

tor och lutning for linjen och skriv slutligen linjens ekvation pa allméan form.

Ovning 9. Ange tva punkter pa linjen 2z +5y = 7. Bestim riktningsvektor, normalvektor

och lutning for linjen och skriv slutligen linjens ekvation pa parameterform.

Ovning 10. Bestiim ekvationen (i valfri form) for den linje som bildar 30° vinkel med
z-axeln och skér y-axeln i punkten (0,5).

Ovning 11. Tva av foljande linjer &r parallella. Vilka?

a) (x—3,y+4) =1t(4,-2)
b) z+1 _ y—5

6 3
c) y=2x+4
=1+4+2¢
a {°
y=3+t

Tva linjer som inte ar parallella har forstas en skarningspunkt. Kéanner vi linjernas ekva-
tioner sa kan vi berdkna denna. Vi ger nagra exempel.

2 —1
T =Y . Den

sokta punkten uppfyller tva villkor; den ligger namligen pa bada linjerna. Skérningspunk-
ten uppfyller med andra ord bada linjernas ekvationer, d.v.s. ekvationssystemet:

Exempel. Bestam skarningspunkten mellan linjerna y = 4z — 5 och

y=4r—5
r+2 y-—1
5 3
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Jag ar sdker pa att du pa nagot séitt kan 16sa detta system och komma fram till att z = %,
Yy = %. Langre fram skall vi 16sa ekvationssystem med tre ekvationer och tre obekanta

och da kan det vara lage att tdanka efter hur man mer systematiskt skall ga till vaga.

Exempel. Bestam skarningspunkten mellan linjerna
(x,y) = (4,7) +t-(2,1) och 2x+ 3y=2_8.

Ett sétt att 16sa detta ar forstas att skriva om den forsta linjens ekvation pa allmén form
och sedan gora som i foregaende exempel. Men det ar inte det enklaste sattet. Eftersom
den stkta punkten ligger pa den forsta linjen &r punkten av formen (4,7) + t-(2,1) eller
m.a.o. (4 + 2t,7 + t). Dessutom skall punkten ligga pa den andra linjen d.v.s. uppfylla
villkoret 2x 4+ 3y = 8. For vilket vérde pa ¢ uppfyller (z,y) = (4 + 2t,7 + t) detta villkor?
Vi far 2-(4 + 2t) + 3-(7 +t) = 8. Alltsa t = —3 och skdrningspunkten ar (—2,4).

Exempel. Bestam skarningspunkten mellan linjerna

(x—1,y —2) =t-(4,3) och {x = s

y=>5+t
Punkten skall vara dels av formen (1 + 4¢,2 + 3t) dels av formen (—3 + 4¢,5 +t). Men
det ar naturligtvis inte siakert att det ar fraga om samma véarde pa parametern ¢t. Den
gemensamma punkten for de bada linjerna svarar mot, lat oss sdga, t = t; pa den forsta
linjen och ¢t = t5 pa den andra. Vi far da (1 4 4t1,2 + 3t1) = (—3 + 4t2,5 + t2) eller m.a.o.
ekvationssystemet:

1+4t; = -3+ 4ts
243t =5+1s

Sakert loser du latt detta ekvationssystem och finner ¢; = 2, t5 = 3 och skarningspunkten
(9,8). Som ett alternativ till denna 16sning kan du vélja att skriva t.ex. den forsta linjens
ekvation pa allméan form och sedan forfara som i foregaende exempel. Gor sa!

Vi avslutar detta avsnitt med nagra 6vningar innan vi i ndsta avsnitt ger oss ut i
rummet. Din larare kan latt forse dig med fler 6vningar. Kanske kan du ocksa hitta pa
egna.

évning 12. Bestam hornen i den triangel som bildas av de tre rata linjerna

r=3+t
+16,y+7)=t-(7,4), 2x+3y+1=0 h
(04 16,4 7) =t(7,4), 20+3y oc {y:_mgt

Ovning 13. Lat A = (1,2), B = (2,4), C = (3,1) och D = (4,0). Bestim skirningspunk-
ten mellan forlangningslinjerna till strackorna AC' och BD.

évning 14. Bestdm skdrningspunkten mellan den linje som gar genom (—3,1) och har
normalvektor (7,4) och den linje som gar genom punkterna (2,6) och (10, —7).

Ovning 15 a) Bestdm ekvationen for den linje som gar genom punkten (3,2) och &r
vinkelrat mot linjen y = 3x + 1.
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b) Bestam skadrningspunkten mellan dessa bada linjer.

c) Berdkna det vinkelréta avstandet mellan (3,2) och y = 3z + 1.

Linjer i rummet.

Nér vi nu ger oss ut i rummet stoter vi genast pa den svarigheten att vi i en figur pa ett
plant papper endast kan ge en forenklad bild av verkligheten. For att éva upp kanslan
kan du ta vara pa de rata linjer som finns naturligt omkring dig. Manga upptriader som
skdrningslinje mellan tva plan (t.ex. mellan golvet och viggen). Med hjilp av snoren,
pennor och andra raka foremal brukar det ga ganska bra att illustrera hur linjer kan vara
beldgna i forhallande till varandra. Légg sarskilt mérke till att tva linjer i rummet i
“normalfallet” varken &r parallella eller skdrande. Forsok illustrera detta med en figur!
Sadana linjer brukar kallas skeva.

I regel blir figuren for komplicerad om man ritar ett koordinatsystem med tre axlar
och forsoker placera linjerna ratt i forhallande till detta. Vi far néja oss med mer schema-
tiska bilder. Huvudsaken ar att bilden hjalper oss till fruktbara idéer och hjalper oss att
oversatta ett geometriskt problem till ett algebraiskt.

Vi skall nu bestamma ekvationen for den réata linje i rummet, som gar genom punkterna
Py =(2,3,—1) och P, = (4,2,5). Du kan néja dig med att illustrera detta med ett rakt
streck pa ett papper och tva punkter sarskilt markerade, d.v.s. i princip med samma figur
som i planet. En riktningsvektor till linjen, d.v.s. en vektor parallell med linjen, &r forstas
PyP; = (2,—1,6). Att en punkt P = (z,y, z) ligger pa linjen &r ekvivalent med att vektorn
PyP ér parallell med linjens riktningsvektor d.v.s. att

(x—2,y—3,z+1)=1t-(2,-1,6)

for nagot viarde pa parametern t. Detta &r linjens ekvation (pa parameterform) och
naturligtvis kan vi liksom i planet disponera om uttrycket pa olika sétt, t.ex. (z,y,z) =

T=2+4+2
(2,3,—1)+t-(2,—1,6) eller ¢ y=3—t . Nagon direkt motsvarighet i rummet till den
z=—1+6t

allmanna formen for linjer i planet har vi inte. Vi skall ndmligen snart se att ekvationer
av typen x — 3y + 2z = 8 betyder plan i rummet.

6vning 16 a) Avgor vilken eller vilka av foljande punkter som ligger pa linjen i exemplet
ovan. (16,-4,40), (—4,0,-19) och (Z+,3 - V2,2¢/18 — 1).

b) Bestdm den punkt @) pa linjen sadan att P; ligger mitt emellan Py och Q.

c) Bestdm skdrningspunkten mellan linjen och det plan som innehaller z- och y-axlarna
(zy-planet).

Ovning 17. Bestim ekvationen for den linje genom (2,1, 8) som &r parallell med linjen
(z,y,2) = (1,3,—-1) + t-(4,—-2,1).

I nista 6vning ger vi ett exempel pa tva linjer som faktiskt skar varandra. Naturligtvis
bestammer du ocksa skarningspunkten.
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Ovning 18. Visa att de tva linjerna

rT=95+t
(x—2,y—3,z+1)=1t-(2,-1,6) och y=—6+2¢
z=2+5t

har en gemensam punkt.

Plan i rummet.

Nedanstaende figur skall forestalla ett plan i rummet. Planet har naturligtvis obegransad
utstrackning. Figuren visar endast en liten del darav.

T n=(7.3.4)

L]
Po=(2,1,-3)
o P=(xy.2)

P, ar en punkt i planet och n ar en normalvektor till planet, d.v.s. en vektor som
ar vinkelrat mot planet. Overtyga dig sjilv om att Py och n helt bestimmer planet (det
finns alltsa inget annat plan som innehaller just punkten Py och samtidigt har n som
normalvektor). Som 6vning kan du ténka bort Py ett tag men behalla n. Hur kan planet
variera da? Vad kan vi alltsa sédga om tva skilda plan med samma normalvektor? Som en
andra Ovning tanker du bort n, men behaller Fy. Hur kan planet nu variera?

Lat oss sdga att Py = (2,1, —3) och n = (7,3,4) i ett vanligt ortonormerat koordinat-
system. Hur kan vi avgbra om en punkt P = (z,y, z) ligger i planet eller inte? Men det
ar latt! Att P ligger i planet ar ekvivalent med att vektorn Py P &r vinkelrat mot n d.v.s.

att skalarprodukten PyP-n = 0 eller m.a.o.

(x —2,y—1,2+3)-(7,3,4) = 0.

Detta &r planets ekvation. Det framgar tydligt av ekvationen att (2,1, —3) ar en punkt
i planet och att (7,3, 4) &r normalvektor till planet. Vi kan disponera om uttrycket pa olika
satt. T.ex. kan vi utfora skalarmultiplikationen och fa 7(x —2) +3(y — 1) +4(2+3) =0
eller 7x + 3y + 4z — 5 = 0 eller 7Tz 4+ 3y + 42 = 5. Det sista skrivsattet ar naturligtvis
enkelt, men det ar vart forsta skrivsatt som ar den omedelbara algebraiska tolkningen av
att punkten P ligger i planet.

Foljer du normalvektorns koordinater genom rakningarna sa ser du att koordinaterna
blir koefficienter framfor x, y resp. z nér vi skriver ekvationen som 7x 4+ 3y + 4z — 5 = 0.
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Du inser ocksa att detta inte &ar specifikt for detta exempel utan att det alltid maste vara
sa.

Ovning 19 a) Bestdm ekvationen for det plan genom punkten (1,3,—2) som har nor-
malvektorn (2, —4,5). Skriv planets ekvation pa nagra olika sétt.

b) Avgor vilka av foljande punkter som ligger i planet: (—1,4,0), (=5,5,2), (—3,6,2).
c¢) Bestdm skdrningspunkten mellan planet och z-axeln.

Vi ger ett exempel till. Lat oss utga fran ekvationen 3x — y + 2z = 11. Kan vi vara siakra
pa att detta verkligen betyder ett plan? Med tanke pa erfarenheterna ovan kan du sakert
sjalv gissa vad som borde vara planets normalvektor. En punkt som satisfierar ekvationen
kan vi naturligtvis latt finna, t.ex. genom att sdtta in varden pa tva av variablerna och
16sa ut den tredje. En punkt ar t.ex. (2,5,5) = Py, ség. Vi har ju3-2—-1-5+2.5 = 11.
Subtraherar vi denna likhet fran ekvationen 3z — y + 2z = 11 far vi den ekvivalenta
ekvationen 3(x —2) — 1(y — 5) + 2(z — 5) = 0. Nér ekvationen ar skriven pa denna form
ir den geometriska tolkningen uppenbar (vi later som vanligt P = (x,y,2)): Vektorn PP
ar vinkelrdt mot vektorn (3,—1,2) d.v.s. P ligger i det plan som gar genom Py och har

normalvektorn (3, —1,2).

Ovning 20. Ange en normalvektor till, och ge exempel pa en punkt i, planet 3z+4y—2z =
—2. Skriv ekvationen pa en form sa att den geometriska tolkningen blir uppenbar.
Ovning 21. Visa att den réta linjen (x,y,2) = (2,3,4)+t(4,—1,3) ar parallell med (men
inte ligger i) planet —3x + 6y + 6z = 35.

Ledning: Visa att linjens riktningsvektor ar vinkelrdt mot planets normalvektor. Rita
figur.

I Ovning 21 sag vi ett exempel pa en linje och ett plan som &r parallella. Det “normala”
ar dock att en linje och ett plan har en skarningspunkt, som i nasta ovning:

Ovning 22 a) Bestdm skédrningspunkten mellan linjen (z,y, 2) = (7, —5,5)+t(1,1,0) och
planet —x + 4y + 2z = 5.

b) Beriikna vinkeln mellan linjens riktningsvektor och planets normalvektor.

c¢) Hur stor &r alltsa vinkeln mellan linje och plan?

Téank dig tre olika plan i rummet. I “normalfallet” finns det exakt en punkt som ligger i
alla tre planen, d.v.s. planen har en skarningspunkt. Sa ar fallet i foljande exempel.

Exempel. Bestam skarningspunkten mellan planen x 4+ 3y — 2z =3, —v —y + 4z = 11
och 2x + 11y — 3z = 25. Eftersom skarningspunkten skall uppfylla alla tre ekvationerna,
skall vi “helt enkelt” losa foljande ekvationssystem:

T+3y—2z2=3
—r—y+4z=11
2¢ + 11y — 32 = 25

Kanske kan du pa egen hand 16sa detta system. Om du gor det bor du ocksa fraga dig om
den 16sning du funnit sékert &r den enda (rita en figur som visar att det kan férekomma
att tre plan skir varandra utefter en rét linje).

23



Jag overlater till din larare att visa dig hur man mer systematiskt attackerar ekva-
tionssystem. I detta fall kan en bra borjan vara att i forsta skedet lata forsta ekvationen
sta kvar oforandrad, ersatta den andra ekvationen med summan av forsta och andra ekva-
tionerna samt minska den tredje ekvationen med tva ganger den forsta. Ekvationssystemet
overgar da i:

T+3y—2z2=3
20+ 22=14 ,
oy + 2z =19

som har exakt samma l0sningar som det ursprungliga systemet (varfér?). Geometriskt
betyder detta att vi ersétter tva av de tre givna planen med tva andra plan utan att de
tre planens skdrningspunkt rubbas. Din larare kan hjilpa dig att forklara vad som hander.
Sakert kan du 16sa ut y och z ur andra och tredje ekvationerna. Nar systemet ar 16st bor
du ha funnit skdrningspunkten (2, 3,4).

évning 23. Visa att de tre planen z+2y+2z =4, 2r4+y—2 = —4 och 3z + 10y + 52 = 18
skar varandra i en punkt. Bestam denna.

Tva plan skar varandra, om de inte ar parallella, utefter en rat linje.

Exempel. Betrakta de tva planen x — 2y + z = 6 och 2x +y — 22 = —1. De har
normalvektorerna (1,—2,1) resp. (2,1, —2). Uppenbarligen &r inte normalvektorerna par-
allella. Planen &r saledes inte heller parallella utan skéir varandra langs en rat linje. Fragan
ar bara vad denna linje har for ekvation. For punkten (x,y, z) pa linjen géller bada planens
ekvationer, d.v.s. ekvationssystemet

rT—2y+2=6
20 +y—2z=-1

Vi kan eliminera x ur den andra ekvationen genom att minska denna med tva ganger
den forsta. Vi far da

rT—2y+2=6
oy —4z = —13

Om vi nu dividerar den andra ekvationen med 5 och sedan till den forsta ekvationen
adderar tva ganger den andra sa kommer y att elimineras ur den foérsta ekvationen. Vi far
da forst

T—2y+2=6 x—éz:é
4 13  och sedan D 5

P P ,4 1

5 5 5 5

Naturligtvis kan vi for vilket varde som helst pa z entydigt 16sa ut x och y. Vi har inte
heller vantat oss en entydig 16sning till systemet. Ekvationssystemet skall ju satisfieras av
alla (z,y, z) pa en rat linje, vars ekvation vi ar i faird med att bestdmma. Vi kan uttrycka
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att z kan valjas fritt genom att sdtta z = ¢, dar t ar en godtycklig parameter. Da far vi
v=3t+2ochy=2t—12 Alltsd (2,9,2) = (3,—12,0) + ¢-(2, 2,1). Detta &r den sokta
linjens ekvation!

Vi kan utldsa riktningsvektorn (2,%,1) och en punkt (3,—22,0) pa linjen. Hade vi
lagt upp rakningarna annorlunda ovan hade vi kanske fatt ett annat uttryck for linjen.
Det har vi ju sett tidigare att en linjes ekvation kan uttryckas pa olika sétt. Om sanningen
skall fram hade vi nog kunnat undvika braktal genom att ldgga upp riakningarna lite mer

taktiskt, men jag tyckte &nda att det hir var ett naturligt sitt att 16sa problemet forsta

gangen. Naturligtvis ar t.ex. 5-(%, %, ) = (3,4,5) ocksa riktningsvektor till linjen, varfor
linjens ekvation lika girna kan skrivas: (z,y,2) = (3,—22,0) +¢-(3,4,5). Sétter vi in

t = % hér (eller t = 2 i den forsta formen av linjens ekvation) hittar vi en punkt med
heltalskoordinater pa linjen, nédmligen (2,—1,2). Det ger oss ett tredje, for 6gat mer
tilltalande, uttryck for linjens ekvation: (z,y,z) = (2,—1,2) +¢-(3,4,5).

Ovning 24. Bestam ekvationen for skirningslinjen mellan de tvéa planen z—11y+22+8 = 0
och 3z —y—2z=0.

Ovning 25. Tre plan ar givna: II;: x 4+ 6y + 62 = 13, IIy: 3z — 6y + 22 = —1 och Ils:
3r—4y+2z = 0. Lat ¢ vara skarningslinjen mellan II; och II; och lat /5 vara skarningslinjen
mellan IIs och II3. Bestam ekvationerna for ¢; och /5 samt vinkeln mellan dem.

Ovning 26. Bestim a och b si att linjen (z,y,2) = (2,a,—1) + t(b,2b,1) helt ligger i
planet 2z — by + 4z = 11.

Med dessa Ovningar avslutas var inledande studie av linjer och plan. Vi har talat om
riktningsvektorer och normalvektorer och vi har sett hur man algebraiskt uttrycker, med en
ekvation, att en punkt ligger i ett plan eller pa en linje (i planet eller rummet). Punkterna
pa en linje i rummet uttryckte vi explicit med hjélp av en parameter som tillats variera over
de reella talen. Planets ekvation skrev vi utan parameter som ett villkor pa koordinaterna
for de punkter som ligger i planet. Vi har tillampat dessa algebraiska uttrycksmojligheter
i nagra 6vningar dar uppgiften varit att bestamma skdrningspunkter mellan t.ex. tva plan
eller en linje och ett plan.

Det finns ett sétt ocksa att explicit uttrycka punkterna i ett plan. Man behover da
tva parametrar och talar om planets ekvation pa parameterform. Denna mojlighet ligger
narmast till hands om planets normalvektor ar okand, men man istallet kanner en triangel
i planet (d.v.s. tre punkter i planet, vilka inte ligger i rét linje). Hur man i denna situation
bestdmmer en normalvektor ar naturligtvis en viktig fraga. Detta problem samt fragor
om avstand mellan linjer som inte skér varandra och andra mer avancerade avstands- och
vinkelberakningar skall vi inte behandla i detta kompendium.

Cirklar och sfarer.

Efter vara framgangar med algebraiska beskrivningar av rata linjer och plan ger vi oss i
kast med utmaningen att med algebraiska metoder studera cirklar och sfarer.

Betrakta t.ex. cirkeln i nedanstaende figur. Cirkeln har sin medelpunkt i Py = (3,1)
och den har radien 5.
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A

Att punkten P = (z,y) ligger pa denna cirkel betyder forstas att |PyP| = 5. Langden av

en vektor har vi beréknat férr och, eftersom PyP = (z — 3,y — 1), far vi nu

(z -3+ (y—-1)°=25

Detta &r cirkelns ekvation pa allmén form. Aterigen ett exempel pa en direkt dversittning
fran geometri till algebra.

Ovning 27. Bestém skiirningspunkterna mellan cirkeln (z —3)2 + (y — 1)? = 25 och linjen
Tr —y = 45.

Ovning 28. Visa att linjen genom punkterna (0,9) och (8,5) &r tangent till den cirkel
som har medelpunkten i (2,3) och gar genom (6,1). Ange ocksa tangeringspunkten.

Cirkeln i var figur kan beskrivas med parameter ocksa. Lat t beteckna den vinkel vi
markerat i figuren. Vi later ¢ variera sa att 0° <t < 360°. Eftersom cirkeln &r fem ganger

sa stor som enhetscirkeln har vi PyP = 5(cost,sint) eller

(r — 3,y — 1) = 5(cost,sint)

vilket ar cirkelns ekvation pa parameterform. Naturligtvis kan vi disponera ekvationen pa
r =3+ 5cost
y=1+5sint
Att en punkt P ligger pa en viss sfar i rummet kan latt uttryckas i form av en ekvation
analogt med cirkelns ekvation (pa allmén form):

andra satt: (z,y) = (34 5cost, 1+ 5sint) eller

évning 29. Bestdm ekvationen for den sfar med radie 3 som har medelpunkt i (1,2, —1).
Visa att (3,4,0) ligger pa sfiren.

Ovning 30. Visa att planet 2z + 3y + 62 = 46 tangerar sfiren 22+ (y — 1)+ (2 +1)? = 49
i punkten (2,4,5).
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Blandade 6vningar.

Vi avslutar aven detta kapitel med nagra blandade Gvningar.

Ovning 31. Bestdm a och b sé att linjerna (z,y,2) = (24 t,b— 2t,1+t) och (z,y, z) =
(14-3t,2a+bt, 2+t) skdr varandra under rat vinkel. Bestdm ocksa linjernas skarningspunkt
i detta fall.

Ovning 32. Lat A och B vara punkterna (1,0, 0) resp. (0,1,0). Bestdm de punkter P pa
linjen (z,y,z) = t(2,—1,1) for vilka triangeln APB har en rit vinkel.

Ovning 33. Bestim alla punkter i rummet vars avstand till punkterna (5,2,6) och
(1,—1,2) &r lika stort.

Ovning 34. Visa att punkten (4,6) ligger pa cirkeln (z,y) = (1 + 5cost,2 + 5sint).
Bestam ekvationen for cirkelns tangent i denna punkt.

Ovning 35. Visa att de tva sfirerna (z —1)2+ (y —3)% + (2 — 2)2 = 16 och (z —2)2+ (y —
1)2 4 (2 — 3)% = 4 skiir varandra. Bestim ekvationen for det plan i rummet som innehaller
sfarernas skarningscirkel!

Ovning 36. Triangeln AABC har hérnen A = (2,3), B = (4,7) och C' = (8, —1). Bestim
ekvationen for bisektrisen genom B.

Ovning 37. Lat A = (2,3,—1), B = (4,5,3) och C = (5,—1,7) vara tre punkter och
betrakta triangeln AABC. Hojden fran C skar sidan AB i D. Bestam koordinaterna for
D.
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