Losningar till nagra évningar i Kap 1 i Vektorgeometri

17. I figuren &r u en spetsig vinkel som vi har markerat i enhetscirkeln.

v
1B800-y L

Linjen PQ tangerar cirkeln i P och enligt en sats i geometrin &r OP vinkelrét
mot PQ. 1 AOQP é&r darfor

P
tanu = 7| Q|

lop|
Men OP ér radie i cirkeln, sa |OP| =1 och vi far tanu = |PQ)|.

Vinkeln v i figuren &r trubbig och som férut far vi nu

tan(180° — v) = |RS].

Men
in(180° — i i
fan(180° — v) = sin( v) _ sinu _ sinv — _tanv,
cos(180° —v)  —cosw Cos v
varfor
tanv = —|RS].

18. Figuren nedan forestéller enhetscirkeln.



Att vinkeln APRQ &r halva APOQ foljer av satsen att randvinkeln &r hélften
av medelpunktsvinkeln. Enligt cosinussatsen ar

|PR|> = |OR|?> + |OP|> =2 - |OR| - |OP| - cos(180° — u).
Men |OR| = |OP| = 1 eftersom de &r radier i cirkeln och cos(180° —u) = — cos u,

sa
|PR|?> =2+ 2cosu = 2(1 + cosu).

Vi far nu

COS2

u_ (|QR]| 2 _|QR]?  (1+cosu)® 1+cosu
2  \|PR|) |PR]?> 2(1+4cosu) 2

eftersom |QR| = |OQ| + |OR| = cosu + 1. Vidare far vi
a2 |PQ)| 2 _|PQ?  sinu 1—cosu
2 \|PR|) |PR? 2(1+cosu) 2(1+cosu)
(1+cosu)(l—cosu) 1—cosu
2(1 + cosu) B 2

Hir har vi anviint den trigonometriska ettan sin® u + cos? « = 1 och konjugat-
regeln.

19. Formlerna i Ovning 18 ger
1+cos30°  1++v3/2 2+v3 4+2V3
2 2 48

(V3 +2v3+1 _ (V3+1)
8 8 ’

cos?15° =




varav

V3+1
2V2

cos 15° =

Pa samma sitt far vi

1—cos30° 2—+3 (V3-1)?

102 o
S 15 =
Sin 2 4 8 B

sa
V3—1
22

Observera att bade sinus och cosinus av 15 grader &r positiva.

sin15° =




Losningar till 6vningarna i kapitel 2 i Vektorgeometri

1. Se papperen om riakning med vektorer.
2. Man kan resonera pa flera olika sétt. Har ar tva forslag:
CA=-AC=—-(AF+FC)=—(v+2u)=-2u-v
CE=BF=v-u
3. Vi noterar forst att AB =b —a, BC = ¢ — b. Detta ger
PD=PA+AD=PA+2BC=a+2(c—b)=a—-2b+2c
och
PD+DE =PD+BA=PD—-AB
= a—2b+2c—(b—a)=2a—-3b+2c

PE

samt

PF=PE+FEF=PE—-BC=2a—-3b+2c— (c—b)=2a-2b+c.

4.Vihar@:@—mochAM:%E7s§
i [ (S 1 — —
OM:OA+AM:OA+§AB:OA+§(OB—OA):§(OA—|—OB).
A M B




5.a) Enligt definitionen av punkten Q dr
_ 1 -
oQ = Z(OA+ OB+ 0C+0D)
och enligt texten i héftet ar

N

Wzg(OBJrOCJrOD).
b) Vi har
10 - @_m:i(OA+@+OC+@)_OA
_ i(—3OA+OB+@+07D)
och
AT — W_m%(o*m@m*m_m
= %(73W+OiB+W+07D)
och ser att 5__
Q= AT.

Detta betyder att @ ligger pa AT.

c) Pa samma sétt som i b) kan vi bevisa att punkten @ ligger pa rymdmedia-
nerna mot sidorna ABC', ACD och ABD ocksa. Men da ligger den ju pa alla
fyra medianerna och med andra ord skér dessa varandra i Q.

d) I b) visade vi att AQ = 2AT. Alltsa &r QT = AT, si forhallandet &r 3/4
till 1/4, vilket &r detsamma som 3 till 1.

6. I summan u+ v dr den totala férflyttningen i z-led lika med =+’ och i y-led
dr den y +¢'. Alltsd maste u+v = (z+a’,y +¢'). Den vektor som ér lika lang
som v och dr rakt motsatt riktad dr (—a’, —y'), sd att —v = (—2’, —y’) och vi
far

u—-v=u+(-v)=(x—2,y—1y).
Den totala forflyttningen i a-led i Au &r Az och i y-led &r den Ay (oavsett om A
r positivt eller negativt eller 0). Alltsa &r Au = (Az, \y).



7.PQ=0Q —OP = (4-3,2-5) = (1,-3)

8. For lingden e av diagonalen i basytan giller e2 = a? + b2. Eftersom AABC
ar rdtvinklig vid B, sa kan vi anvinda Pythagoras sats en gang till:

=+ =a>+b+ A

A a

9. Avstandet #r lika med lingden av vektorn PQ = OQ — OP = (4 — 2,4 —
3,1—(—1)) = (2,1,2), som ér V22 + 12+ 22 = I+ 1 +4 =9 =3

10. Vi har

(1-3,9—1,6—4)=(—2,8,2)
(7T—3,5—1,4—4) = (4,4,0)
= (7-1,5—9,4—6) = (6,—4,-2)

SIS
QA w
\



sa langderna ar

5
sy
I

V(=2)2 +8 +22=V72=6V2
AC| = VAe2+42+02=132=4V2
BC V62 4 (—4)2 4 (=2)2 = V56 = 2V/14

W
Q
!

11. Enligt cosinussatsen ar
|BC|? = |[AB|* + |AC|* —2-|AB| - |AC| - cos A
och sétter vi in lingderna fran uppgift 10 sa far vi
56 =T72+32—26v2-4v2-cos A = 104 — 96 cos A.
Detta ger

104 —56 1

A= -
o8 96 9’

sa A dr 60 grader.

A B

12. Vektorn w i figuren &r lika med u — v, dvs
w=(1-7,3-1)=(-6,2).
Léngderna av vektorerna &r

u| = V12+32=V10
lv| = V724+12=50=15V2
w| = /(~6)2+22 =40 =2V10

Beteckna vinkeln mellan u och v med «. Da ger cosinussatsen

[wi? = [ul? + [v]? = 2-[ul - [v| - cosa



som efter inséttning av lingderna blir

40 = 10 4+ 50 — 2 - V10 - 5v/2 cos a = 60 — 20v/5 cos a.

Alltsa ar

60-40 1
20V5

CoOS x =

B

13. Vi anviinder samma figur som till uppgift 12. Hir &r w = u — v = (27 —
Z2,y1 — y2). Cosinussatsen ger

lu—v|*>=|u*+|v|* =2 |u| - |v| - cosa,

vilket betyder att

2-u|-|v|-cosa =

[uf? + [v[* = ju—v|?

(@ +u7) + (25 +3) — (21 — 22)° + (1 — 92)?)

o} 4+ yt + s+ — (] — 2m@s + 23+ yf — 2010 + 43)
2(xz122 + Y1Y2)

Om vi dividerar férsta och sista ledet med 2 sa far vi den sokta formeln.

14. Vi borjar med att hirleda formler for koordinaterna i det koordinatsystem vi
far om vi vrider axlarna 45 grader motsols. I figuren nedan finns bade de vanliga
x- och y-axlarna och de nya z’- och 3’-axlarna, som bildar vinkeln 45 grader med
x- respektive y-axeln. De markerade vinklarna &r saledes 45 grader och de tva
trianglarna dr halva kvadrater. Eftersom |PS| = ¢/ sa dr darfor dven |QS| =y
och pa samma sitt har vi |OQ| = |QR| = z, dir O &r origo. Vi har |[PR| =y
och |PQ| = V2y, s y = x + /2y och alltsa y = (—x + y)/v/2. Vidare #r
t' = |PT| = |0S| =|0Q| +|QS| = V2z + 1/, vilket ger 2’ = (z +y)/+/2 om vi
séitter in uttrycket for 3. Formlerna &r sammanfattningsvis

y_ Tty o, —xTH+yY
€r = =

V2 VTR




I de ”primade” koordinaterna ér alltsa

= (5 (o) - (28

och skaldrprodukten i de nya koordinaterna &r

e () ()4

I de ursprungliga koordinaterna &r

(-3

u-v=2-34+1-2=8.

Anmérkning: Antag att u = (a,b) och v = (¢,d) i de ursprungliga koordinater-
na. I de nya &r da

_(a+b —a+b _f(c+d —c+d
u_(\/i’\/ﬁ>’v_<\/§’\/§>'
Skaldrprodukten i de nya koordinaterna blir

(a+b)(c+d) n (—a+b)(—c+d)

2 2

_ ac—l—ad—l—bc—i—bd—;—ac—ad—bc—l—bd:ac_i_bd’

u-v




vilket ju &r skaldarprodukten i de ursprungliga koordinaterna.

15. Lat u = (21,91, 21), vV = (T2,¥2, 22), W = (23,3, 23)-
a)

u-v=2x122+y1y2 + 2122 = o1 + Y2Y1 + 2221 =Vv-Uu

b)

(Au)-v = (Az1,Ay1, Az1) - (22,92, 22)
= (Az1)wa 4+ (Ay1)y2 + (A21)22
= AMz1z2) + AMy1y2) + AM(2122)
= Mziw2 +y1y2 + 2122)
(

u-v)

|
>

u-(v+w) = (z1,y1,21) (22,92, 22) + (23, ¥3, 23))
= (21,91,21) - (2 + T3, y2 + Y3, 22 + 23)
= x1(z2 +23) +y1(y2 +y3) + 21(22 + 23)
= T1%2 + T1%3 + Y1Y2 T N1Ys + 2122 + 2123
= (z122 + Y1y2 + 2122) + (2173 + Y1y3 + 2123)

= u-v+u-w
d) Enligt c) &r
(u+v)-(u+v)=(u+v)-u+(u+v) v

och enligt a) &r detta lika med

u-(u+v)+v-(u+v).
Enligt c) igen dr detta lika med

u-ut+u-v+v-u+v-v
vilket enligt a) &r lika med

uv-ut+u-v+u-v4+v-v=u-ut+2u-v+v-v.

e) Samma rékningar som i d)!
16. Sétt uw = (z1,y1,21), v = (22, Y2, 22). Da dr

T1T2 +Y1Y2 + 2122 =U1-V

och 23 +y? + 27 = |u|?, 3 + y3 + 23 = |v|?. Olikheten vi ska bevisa kan allts&
skrivas
(u-v)? < fuf?- |v[*.



Lat « vara vinkeln mellan u och v. Da ar vansterledet lika med

(Ju| - [v| - cosa)? = |u|? - |v|* cos® a

sa olikheten kan skrivas om som
|u|2 . |v|20052a < \u\g . |V|2.

Om antingen u eller v &r nollvektorn, sa dr bada leden 0 och olikheten alltsa
sann. Annars kan vi forkorta med (de positiva talen) |u|? och |v|? och far den
ekvivalenta olikheten

cos? o <1.

Men den ér forstas sann eftersom —1 < cosa < 1 for alla a. Ligg méirke
till att det #r viktigt att |u|? och |v|? &r positiva, for om man dividerar eller
multiplicerar en olikhet med ett negativt tal, s vinds olikhetstecknet.

17. Vi har
AB=(6-4,8-51-2)=(2,3,-1), AC=(7T-4,4-5,5-2) = (3,-1,3)
sa -
AB-AC=2-343-(-1)4+(-1)-3=6—-3-3=0.

Alltsa &r vinkeln vid A rét.
18. Med P = (0,0, 2) ir AP = (—2,—3,2 — 4) och

AP -OA=(-2,-3,2—4)-(2,3,4) = —4—9+4(z —4) = 42 — 29.
For att vektorerna ska vara vinkelrita krivs att skaldrprodukten &r 0, dvs att
z =29/4. Alltsa & P = (0,0,29/4).

19. Lat M vara mittpunkten pa AB och N mittpunkten pa C'D. Beteckna origo
med O. Enligt 6vning 4 &r

—— OA+OB —— O0OC+0D

onr - DA+ 08 oy _0C+0D

Om vi betecknar mittpunkten pa M N med P sa &r

OM+ON 1

OP = === = {(04+0B +0C +0D).

Om mittpunkterna pa BC och DA ér @ respektive R och mittpunkten pa QR
ar S, sa far vi pa samma sétt

S=i@ﬁ+6§+oc+éﬁy

Detta visar att P = S.



B

20. Beteckna hornen och sidornas mittpunkter som i den véinstra figuren nedan
och lat O vara origo. Da dr t ex OD = (OB + OC)/2, sa den vektor som bildar
medianen AD &r

1
AD =0D — 0OA = 5(—QOA + OB+ 0C).
Pa samma sitt far vi

BE - %<m_2@+m>
CF - %<m+o?_zm>.

I den hogra figuren har v placerat AD och BE sa att den _senare slutar dér den
forra borjar. Vektorn som gar fran slutet (spetsen pa) av AD till borjan av BE
ar

_ 1T - o
~AD-BE = —3(-20A+0B+00) - 5(0A~20B+00)

1
2

1 -
= ;(0A+0B -200)=CF.

Alltsa bildar de tre medianerna en triangel.

c

Nej



21. Vi har

O = 0,41450,42
oG — OAQ—;-OAg
o — OA3—;OA4
oL — 0714;0715
OIL - 0715;0716
om; = ZhtO4

vilket ger

OM, — OM, + OM;z — OM;, + OM; — OM;

1
= 5(OA1+OA2—OA2—OA3+OA3+OA4—OA4—OA5+OA5+OA6—OA6—OA1) =0

Alltsa ar

OA¢ = OM; —OM3y + OMs — OMy + OMs.
22. Vi vill finna tal x,y sa att xa + yb = c. Insittning ger
x(2,1) +y(1,2) = (-2,5) eller (2z+y,x+2y) =(-2,5).
Detta ger ekvationssystemet

2r+y = -2
r+2y = 5

Ett sétt att 16sa det dr att notera att y = —2 — 2z enligt den forsta ekvationen
och sétta in det i den andra. Det ger x4+ 2(—2 —2z) = 5 eller —3z —4 = 5, som
ger x = —3. Insiittning ger y = —2 —2(—3) = 4, sa ¢ = —3a+4b. For att skriva
som en linjarkombination av a och ¢ kan man forstas géra pa samma sétt, men

enklare &r att 16sa ut b ur sambandet ¢ = —3a + 4b, vilket ger
3 1
23. Vi har

EF — FA+ AF = —§E+%E

och g
BG =BA+ AG = —E+§E

(hir har vi anviint diverse likformighet ur den euklidiska gemetrin). Det finns
inget tal t sadant att tEF = BG, sa vektorerna dr inte parallella.

10
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24. Beteckna vektorerna med u respektive v. Da &r
u-v=(1,-3,2)-(2,1,a) = 2a — 1.

Men vi kan ocksa skriva skaldrprodukten som

1 1
u-v=|ul-|v]-cos60° = /12 + (=3)2 +22-4/22 4 12 +a2-§ = 5\/14(a2 +5)

vilket ger ekvationen

1

5\/14(a2+5) =2a — 1. (1)
Om vi kvadrerar och hyfsar till s& far vi a® —8a = 33, som har rétterna a; = —3,
as = 11. Da vi kvadrerade kan det ha uppkommit falska rotter, s nu maste vi
kontrollera. Inséttning av a; = —3 i ekvationen (1) ger VL = 7, HL = -7,
vilket inte stdmmer. Inséttning av ag = 11 ger VL = HL = 21, sa svaret &r
a=11.

25. Vi kan anta att basens hérn dr A = (1,1,0), B = (-1,1,0),C = (-1,-1,0),D =
(1,—1,0) och att toppen &r E = (0,0,2). Det dr vinkeln mellan t ex EA och
EB som vi ska berdkna. Nu &r

EA=(1,1,-2), EB = (—1,1,-2),
sa & ena sida dr skaldrprodukten
EA-EB=-1+1+4=4.
Om den sokta vinkeln &r «a, sa &dr a andra sidan
EA-EB=|FA|-|EB|-cosa = 6cosa.

Vi far cosa = 4/6 = 2/3.
26. Sidlangderna i AOPQ é&r

|OP| = /42 +12 412 = /18 = 3V/2,

11



|0Q| = /52 + (—4)2 + 112 = V162 = 9V2,
PQl=/(5-4)2+(—4—-1)2+ (11 —1)2 = V126 = 3V14.
Sidlangderna i AABC' ar

[AB| = VI - 12+ (-2 + (-3 = V2,

[AC| =2 =12+ (6 —-2)2+(2-3)2=V18 =3V2
IBCl=+v/(2—-1)2+(6-32+(2-4)2=V14
Enligt SSS ér trianglarna likformiga (i skalan 3).

27. Beteckna de vektorer som utgor sidorna med u och v som i figuren. Eftersom
figuren dr en romb, sa &r |u| = |v|. Diagonalerna &r u + v och u — v och
skalarprodukten ar

(u+v)-(u-v)=u-u—u-v+v-u—v-v=u?-|v2=0.

Alltsa dr diagonalerna vinkelréta.

u

28. Vi placerar ritblocket sa att hornen har koordinaterna
A=(0,0,0), B=(3,0,0), C =(3,1,0), D=(0,1,0), E = (0,0,2),
F=(3,0,2),G=(3,1,2), H=(0,1,2).
Tva diagonaler ar da
AG = (3,1,2), DF = (3,—1,2);
beteckna vinkeln mellan dem med «. Da ar

AG-DF _9-1+4 6

ST AGDE| T 14 7

(o = 31 grader). En tredje diagonal &r BH = (-3, 1,2); beteckna vinkeln mellan
den och AG med (. Da ér

AG-BH —-941+4 2
cosff = ——— = - _Z
|AG||BH]| 14 7

12



Detta innebér att § dr trubbig; cosinus av den spetsiga vinkeln dr 2/7. Den
fjirde diagonalen #r CE = (—3,—1,2) och om vinkeln mellan den och AG #r v
sa géller

AG-CE _—9-1+4 3

cosy

T [AG|CE| T 14 7
Cosinus av den spetsiga vinkeln &r 3/7.
H
i G
£
=
D

2 c
A 3 B

29. Med beteckningar som i ledningen ska vi berikna och forenkla uttrycket
la+b|? +|a—Db|? (eftersom u-u = |ul? for alla vektorer u; vi anviinder vning
12 d och e):

la+bl*>+]a—b|> = |a*+|b*+2a-b+]a®*+|b*>-2a-b
= 2al® + 2|bJ?
Detta ar precis vad vi skulle bevisa.
30. Vi viljer diagonalerna sa att
d,=b+c,dy=a+c,d.=a+b.

Rymddiagonalen &r
d=a+b+c.

Ovning 12 d ger nu (efter lite riknande och férenklande)
d>=d-d=d*+bv*+c*+2a-b+2a-c+2b-c
Men vi far & andra sidan
2+ d +d? —a® — b — 2
=d, -d,+dp-dp +d.-d. —a® —b* -2
=(b+c)-(b+c)+(atc)-(a+c)+(a+b)-(a+b)—a?—-b*—c?
=b*+c*+2b-c+a’+cF+2a-c+a?+b*+2a-b—a® -0 —¢?
=a?+b>+c*+2a-b+2a-c+2b-c,

vilket ar lika med d2.

13



31. LAt M vara mittpunkten pad AB; da &r CM = (CA + CB)/2. Alltsa ir
m? = ON-ONM = (CA+CB) (CA+0B)
— Ycap + o8 + 204 TB)
- i(lﬁ +a®>+2CA-CB))
Enligt definitionen av skaldrprodukt och cosinussatsen &r
2CA-CB =2|CA| - |CB| -cosC = |CA? + |CB|*> — |AB|* = a® + b* — ¢
och inséttning i formeln ovan ger

m? = 1(bg—i-(f—i—aQ—l—bQ —?) = M.
4 4
32. Viharu—a = AP, sdb-(u—a) =b- AP = 0, ty AP #r parallell med
héjden AD, som ju #r vinkelrdit mot b. P& samma sitt far vi a- (u — b) = 0.
Alltsa ar
a-u=a-b=Db-u,

vilket ger
u-(a—b)=u-a—u-b=0.

Men a — b = BA, sa u ir vinkelrit mot den tredje sidan BA. Om vi forlinger
OP sa att den skir BA sa kommer vi med andra ord att fa héjden fran O.

B

14



Losningar till 6vningarna i Kapitel 3 i Vektorgeometri

1. En punkt P ligger pa linjen genom Py och P; om och endast om vektorerna
PyP och PyP, ér parallella, dvs om och endast om PyP = tPyP; fér nagot tal
t. Vi har PyP; = (3,1) och vektorn PyP ir for de olika punkterna

(6,4), (9,5), (15,5), (=9, —4), (39,3), (=51, —19).

Hur undersoker man om det finns ett tal ¢ sidant att PoP = tPyP;? Finns det
exempelvis ett tal ¢ siddant att (6,4) = ¢(3,1)? Vi har ju t(3,1) = (3t,t), sa i
sa fall maste 3t = 6 och t = 4. De hér tva sambanden kan inte vara uppfyllda
samtidigt, vilket betyder att (6,4) inte dr parallell med (3,1) och saledes att
(8, 8) inte ligger pa linjen. Vi har ddremot (15,5) = 5(3, 1), sa (15,5) &r parallell
med (3,1) och (17,9) ligger dérfor pa linjen. Av vektorerna ovan &r bara (15,5)
parallell med (3,1), och dérfor ligger endast punkten (17,9) pa linjen.

2.a) For ¢ = 2 far vi punkten (z,y) = (2+3-2,4+2) = (8,6). For t = 3
far vi punkten (z,y) = (2+3-3,4+43) = (11,7). For t = —7 far vi punkten
(£,9) = (23 (1), 4+ (-7)) = (~19, -3).

b) Vi sag i uppgift 1 att (17—2,9—4) = (15,5) = 5(3, 1), vilket betyder att det
t-viirde som motsvarar (17,9) &r t = 5.

3. Vihar PPy =(2—5,4—5)=(-3,—1) och PP = (x — 5,y — 5). Alltsa ar
P, P parallell med P; Py om och endast om (z — 5,y — 5) = ¢(—3,—1) for nagot
tal t. Andra sétt att skriva detta ar

(z,y) = (5,5)+t(=3,—1) eller {x_f’ = 3t e {:c = 53t

y—>5 = 5H—-t

|
|
~+~

4. Linjens ekvation kan skrivas (x — 7,y — 4) = t(—1,2). Har & P = (x,y) en
godtycklig och Py = (7,4) en fix punkt pa linjen. Alltsa &r u = (—1,2) parallell
med linjen och dérmed en riktningsvektor.

5. Riktningsvektorerna for linjerna dr (8, —6) = 2(4, —3), (—4,3) = (—1)(4, —3)
respektive (—12,9) = (—3)(4, —3). Dessa &r parallella och det foljer att linjerna
ocksa dr det. For att avgora om tva parallella linjer sammanfaller (dvs ar lika)
sa réacker det att underséka om de har nagon gemensam punkt. En punkt pa den
forsta linjen ér t ex Py = (13, —6) (for t = 0). Ligger den pa den andra linjen? I sa
fall maste det finnas ett tal ¢ sadant att (30, —18)+t(—4, 3) = (13, —6). Detta ger
de tva sambanden 30 —4t = 13 och —18+ 3t = —6. Av den forsta ekvationen far
vit =17/4 och av den andra t = 4. Eftersom dessa inte &r lika sa ligger (13, —6)
inte pa den andra linjen och det foljer att linjerna inte sammanfaller. Ligger
da P; pa den tredje linjen? Vi far nu ekvationerna 13 = 1 — 12t, —6 = 3 + 9¢,
vilka bada har 16sningen ¢ = —1. Den forsta och den tredje linjen sammanfaller
saledes.

6. Lat P = (x,y) vara en godtycklig punkt pa linjen och séitt Py = (4, —1). Da
ar BpP = (z — 4,y — (—2)) = (x — 4,y + 2) vinkelréit mot n = (2,5), vilket med



skaldrprodukt uttrycks som PPy -n = 0. Inséittning ger 2(x —4) + 5(y +2) = 0,
vilket ocksa kan skrivas t ex 2z + 5y + 2 = 0.

7. Vektorn n = (1,4) #r vinkelrdt mot (4, —1) och dr med andra ord en normal-
vektor till linjen.

8. Fort =0ocht =1 far vi t ex punkterna Py = (7, 8) respektive P; = (5,9). En
riktningsvektor dr v = (—2,1). Vektorn n = (1,2) &r vinkelrét mot v eftersom
v-n = 0 och dr ddrfér en normalvektor. Linjens ekvation pa normalform kan
skrivas PPy - n = 0, ddr P ar en godtycklig punkt pa linjen. Om vi sétter
P =(z,y) sa gerdetta 1-(x—7)4+2-(y —8) =0, vilket kan skrivas
1 n 23
=——z+ —.
Y=t

Lutningen dr alltsa k = —1/2. Detta kan man ocksa fa direkt med hjilp av
riktningsvektorn (—2,1); lutningen &r 1/(—2) = —1/2.

9. Punkterna Py = (1,1) och P; = (6,—1) ligger pa linjen. Ekvationen kan
skrivas 2(x — 1)+ 5(y — 1) =0 eller PyP -n =0, dir P = (x,y) och n = (2,5).
Alltsa &r n en normalvektor och da dr v = (—5,2) en riktningsvektor. Ett séitt
att skriva linjens ekvation pa parameterform ér (r — 1,y — 1) = ¢(—5,2).

10. I figuren nedan till vanster ser vi linjen y = kx + m. Enligt definitionen
av tangens dr tana = k/1 = k. I uppgiften finns det tva mdojligheter beroende
pa vilken vinkel det dr som avses, se figuren till hoger. Linje 1 har ekvationen
(y —5)/(x — 0) = tan 30° = 1/4/3 och linje 2 har ekvationen (y — 1)/(z — 0) =
tan 150° = —/3. Dessa kan skrivas y = :c/\/§ + 5 respektive y = f:c/\/i’; + 5.

F &

Linje 2 /nje 1

s 300 300

11. Tva linjer ar parallella om och endast om deras riktningsvektorer ér det.
En riktningsvektor for en linje pa parameterform, (x — zg,y — yo) = t(a,b), ir
ju v = (a,b), men hur hittar man en riktningsvektor fér en linje pa formen
ax + by = ¢, som ju bade b) och ¢) dr? Lat P, = (z1,y1) och Py = (x2,y2) vara
tva punkter pa linjen ax + by = c. Da giller axy + by; = ¢ och azs + by, = c.



Subtraherar vi dessa sa far vi a(x; — z3) 4+ b(y; — y2) = 0. Eftersom vektorn
(1 — x2,y1 — y2) &r parallell med linjen, s& dr n = (a,b) en normalvektor och
dérmed exempelvis v = (b, —a) en riktningsvektor.

Riktningsvektorer fo6r linjerna i uppgiften &r (4,—2), (6,3), (1,2) respektive
(2,1). Av dessa #r de andra och den fjarde parallella, si linjerna i b) och d) &r
parallella.

12. For en punkt (z,y) pa den forsta linjen géiller att x = =164+ 7t, y = =7+ 4t
for nagot tal ¢. For att denna punkt ska ligga pa den andra linjen maste samtidigt
2x + 3y + 1 = 0. Detta ger

2(—16+T7t) +3(—7T+4t) +1 =0, varav 26f—52=0 och t=2.

Skédrningspunkten #r saledes P = (—16+7-2, —=7+4-2) = (—2,1). Skiirningspunkten
mellan den andra och den tredje linjen finner vi pa exakt samma sétt och har
far vi ekvationen

2B3+t)+3(-114+8t)+1=0 varav ¢=1.

Linjerna skér varandra i @ = (3+1,—11+8-1) = (4, —3). Till sist bestdmmer
vi skidrningen mellan den forsta och den tredje linjen. Fér punkterna pa dessa
galler

= 3+s

r = —16+7t
= —11+48s

. x
y = T4t respektive {y

for nagra tal ¢t och s. Lagg mérke till att vi inte kan ha samma beteckning
for parametern i ekvationerna for linjerna; det finns ju ingen anledning till att
parametervirdet skulle vara samma i skdrningspunkten. Detta ger ekvations-
systemet

—-16+7t = 3+ s 1 t—s = 19
—T+4+4t = —11+8s : At —8s = —4
Vi kan dividera den andra ekvationen med 4 och far
t—s = 19
t—2s = -1

Det finns flera sétt att 16sa ett sadant héar ekvationssystem; ett som kan goras till
ett systematiskt sétt att losa alla system &r att multiplicera den 6vre ekvationen
med 2 och sedan subtrahera den undre. Da far vii VL 2(7t — s) — (t — 2s) = 13t
ochiHL 2-19 — (—1) = 39. Alltsa géller 13t = 39 och ¢ = 3. Man kan rikna ut
virdet pa s genom att sétta in ¢ = 3 i nagon av ekvationerna, men det dr inte
nodviandigt att ha s-virdet for att berdkna skdrningspunkten. Inséttning i den
forsta linjens ekvation ger att linjerna skér varandrai R = (—16+47-3, —7+4-3) =
(5,5).

13. En riktnigsvektor for linjen genom A och C &ru=(3-1,1-2) = (2,-1).
Eftersom linjen gar genom A = (1,2) sa har den ekvationen (z — 1,y — 2) =



t(2,—1). Pa samma sitt far man ekvationen (z — 2,y — 4) = s(2, —4) for linjen
genom B och D. I skdrningspunkten géller

1+2t = 242s

2—t = 4-—14s
vilket som i foregaende uppgift ger ¢ = 4/3 och skdrningspunkten

P=(1+2-4/3,2—4/3) = (11/3,2/3).

14. Om P = (z,y) &r en punkt pa den forsta linjen sa giller PP - n = 0,
didr Py = (—=3,1) och n = (7,4). Inséttning ger 7(z + 3) + 4(y — 1) = 0 eller
Tx+4y+17 = 0. En riktningsvektor {6r den andra linjen #r u = (10—2, —7—6) =
(8, —13), sa dess ekvation &r (x—2,y—6) = t(8, —13) eller z = 24-8¢, y = 6—13t.
Inséttning i den forsta linjens ekvation ger

7(24 8t) +4(6 — 13t) + 17 =0,
varav 4t + 55 = 0 och ¢ = —55/4. Skdrningspunkten &r
(2+8-(—55/4),6 — 13- (—=55/4)) = (—108,729/4).

(Den hiir uppgiften har en sensmoral, ndmligen att man inte ska forviinta sig
"enkla” svar pa alla uppgifter ens i lirobscker!)

15.a) Som vi sag i uppgift 11 sa har linjen y = 3z + 1l eller 3z —y+1 =0
normalvektorn n = (3,—1). Alltsa #r (3,—1) en riktningsvektor for den sokta
linjen, som da har ekvationen (z — 3,y —2) = #(3, —1).

b) For en punkt pa den andra linjen géller x = 3+ 3t, y = 2 — ¢, vilket vi sétter
ini3z—y+1=0.Dafar vi3(3+3t)—(2—t)+1 =0, dvs 10t +8 = 0. Alltsa &r
t = —8/10 = —4/5 i skiirningspunkten, som dérfor dr (3+3(—4/5),2—(—4/5)) =
(3/5,14/5).

c¢) Lat L vara en linje och Py en punkt som inte ligger pa L. Lat L’ vara den linje
som gar genom Py och dr vinkelrit mot L och beteckna linjernas skiarningspunkt
med P;. Med det vinkelrdta avstandet mellan L och Py menar man avstandet
mellan Py och Py, dvs |PyPy|. Hér far vi att avstandet dr

V(3=3/5)2 + (2 —14/5)2 = \/(12/5)2 + (—4/5)2 = V160/5 = 4v/10/5.

16.a) En punkt P = (z,y, z) ligger pa linjen om och endast om vektorn PyP =
(r—2,y—3,2—(—1)) = (v — 2,y — 3,2+ 1) dr parallell med vektorn (2, —1,6),
dvs om och endast om (z — 2,y — 3,z + 1) = t(2,—1,6) for nagot tal ¢t. For
P = (16,—4,40) far vi (14, —7,41) = (2t, —t,6t), dvs de tre sambanden 2t = 14,
—t = —7 och 6t = 41. Men det finns inget virde pa ¢ som samtidigt uppfyller
dessa tre. Punkten ligger dérfor inte pa linjen. For P = (—4,0,—19) far vi
(—=6,—3,—18) = (2t,—t, 6t) och inte heller hir finns det nagot ¢ som uppfyller
alla tre sambanden. For att undersoka den tredje punkten skriver vi forst

2 2(V2+1)

A1 -1 =2V2+2.




Vi maste undersoka om det finns nagot tal ¢ som uppfyller
(2V2+2-2,3-v2-3,2/18 =1+ 1) = (2, -1,6)

eller

(22, —V/2,2V/18) = (2t, —t, 6t).

De tva forsta sambanden ger t = /2, vilket ocksa uppfyller det tredje eftersom
2/18 =2v2-32 =2-3v2 = 6/2.

b) Vivill ha ByQ =2- PP =2-(2,—1,6) = (4, —2,12). Om vi betecknar origo
med O sa giller dirfor OQ = OPy + PyQ = (2,3, 1) + (4,-2,12) = (6,1, 11),
varfor @ = (6,1, 11).

c) For en punkt som ligger i zy-planet géller att z-koordinaten &r 0. Detta ger
1 = 6t och alltsa ¢ = 1/6. Skédrningspunkten &r siledes (24+2-1/6,3—1/6,0) =
(7/3,17/6,0).

17.Linjerna har samma riktningsvektor, sa ekvationen &r (z,y,z) = (2,1,8) +
t(4, -2, 1).

18. T en eventuell skirningspunkt géller

242t = 54+ s
3—t = —6+2s
—146t = 2+45s

Vi betraktar bara de tva forsta ekvationerna, som kan skrivas 2t — s = 3 respek-
tive t + 25 = 9. Vi loser dessa som 1 tidigare uppgifter och far ¢t = 3 och s = 3.
For att visa att linjerna verkligen skér varandra maste vi kontrollera att de hdr
virdena uppfyller dven den tredje ekvationen —1 + 6t = 2 + 5s. Insdttning ger
VL= -1+4+6-3=17, HL=2+45-5 = 17. Alltsa finns en skidrningspunkt och dess
koordinater far vi t ex genom att sitta in ¢ = 3 i den forsta linjens ekvation.
Punkten &r (2+2-3,3—-3,-14+6-3) = (8,0,17).

19.a) Lat Py vara den givna punkten och P = (x,y, 2) en godtycklig punkt i
planet. D& #r vektorn PgP = (z — 1,y — 3,2 — (=2)) = (z — L,y — 3,2 + 2)
vinkelrit mot n = (2, —4,5), vilket med skaldrprodukt kan skrivas PyP -n = 0
eller 2(x — 1) — 4(y — 3) + 5(z + 2) = 0. Forenklar vi sa far vi ekvationen
20 —4y + 52+ 20 = 0.

b) Inséttning visar att (—5,5,2) och (—3,6,2) ligger i planet.

c) Léngs z-axeln dr x = y = 0. Sétter vi in detta i planets ekvation sa far vi
5z + 20 = 0, varfor z = —4. Skéirningspunkten #r saledes (0,0, —4).

20. En punkt i planet dr Py = (0,0, 1). Planets ekvation kan skrivas 3z+4y—2z =
3:0+4-0—2-1eller 3(x —0) +4(y — 0) + (—=2)(z — 1) = 0. Om vi siitter
n = (3,4,—2) och later P = (z,y,z) vara en godtycklig punkt i planet, sa
betyder detta att n- PyP = 0. Men vektorn PyP ir parallell med planet, si n
dr en normalvektor.

21. En normalvektor till planet &r n = (—3, 6, 6) och en riktningsvektor till linjen
drv = (4,—1,3). Skaldrprodukten av dem éirn-v = (=3)-446-(—1)+6-3 =0,



vilket visar att de &r vinkelrita. Harav foljer att linjen dr parallell med planet.
Den skulle dock kunna ligga i planet och for att visa att det inte &r fallet sa récker
det att visa att nagon punkt pa linjen inte ligger i planet. men man visar litt
genom insiittning att (2,3, 4) inte ligger i planet. Ty —3-2+6-3+6-4 = 36 # 35.

22.a) I skdrningspunkten (z,y, z) géller bade att x = 7+¢, y = -5+t 2 =5
och att —x +4y+ 2z = 5. Insiittning ger ekvationen —(7+1¢)+4(—5+1¢)+5 = 5,
varav 3t —27 = 0 och ¢ = 9. Skiirningspunkten blir (749, —-54+9,5) = (16,4, 5).
b) Normalvektorn dr n = (—1,4, 1) och riktningsvektorn v = (1, 1,0). Beteckna
vinkeln mellan dem med a. Da géller n - v = |n| - |v| - cos a. Inséttning ger
—14+4=+18-v2 cosa eller cosa = 3/\/% = 1/2. Alltsa &r a = 60 grader.
c¢) Vinkeln mellan planet och linjen &r 90 — 60 = 30 grader.

23. Vi maste 16sa ekvationssystemet

r+2y+z = 4
2e4+y—2z = —4 (1)
3+ 10y +5z = 18

Vi ska till att borja med erséitta detta med ett annat system som vi far genom
att subtrahera 2 ganger den forsta ekvationen fran den andra och tre ganger
den forsta ekvationen fran den tredje. Den andra ekvationen blir da

204+ y—z—2x+2y+z2)=-4-2-4 eller —3y—3z=-12.
Vi dividerar med —3 och far y + z = 4. Den tredje ekvationen blir
3r+10y+52—3(z+2y+2)=18—-3-4 eller 4y+2z=06.

Vi dividerar med 2 och far 2y + z = 3. Nu resonerar vi sa hér: En punkt (z,y, 2)
som uppfyller ekvationerna (1) maste ocksa uppfylla sambanden y + z = 4 och
2y + z = 3. Men subtraherar vi den forsta av dessa ekvationer fran den andra
sa far vi direkt y = —1 och da ser vi att z = 5. Inséttningitex x+2y+2 =4
ger x — 2+ 5 = 4 eller x = 1. Skdrningspunkten &r saledes (1, —1,5).

24. En punkt som ligger pa bada planen uppfyller &ven sambandet
(x—1ly+22z+8)+ Bz —y—22)=0 eller 4o0—12y+8=0.

Vi forkortar med 4: z—3y+2 = 0. Lat oss infora en parameter ¢ genom t = y. Da
blir x = 3y — 2 = —2+ 3t. Insiittning av detta iz — 11y +22+8 = 0 (det gar lika
bra att arbeta med ekvationen for det andra planet) ger —2+3t—11¢t+22z+8 = 0,
vilket ger z = —3 + 4¢. Skérningslinjen &r alltsa (z,vy,z) = (=2 + 3t,t, —3 + 4t),
vilket vi dven kan skriva (z,y,z) = (—2,0,—3) + #(3,1,4).

25. Vi bestdmmer forst ekvationen for ¢1: Addition av x + 6y + 6z = 13 och
3z — 6y + 2z = —1 ger 4o + 8z = 12. Forkortning med 4 ger = + 2z = 3.
Séatt t = z; da blir x = 3 — 2¢. Inséttning i x + 6y + 6z = 13 ger 3 — 2t +
6y + 6t = 13, varav 6y = 10 — 4¢ och y = 5/3 — 2t/3. Skérningslinjen &r
(x,y,2) = (3,5/3,0) + t(—2,—-2/3,1). En riktningsvektor &r da (—2,—-2/3,1)



och da &r dven u = (—6,—2,3) en riktningsvektor (det dr ldttare att arbeta
med heltal). For att bestimma ekvationen for ¢ subtraherar vi ekvationerna
3r—6y+2z=—1o0ch3x—4y+ 2z =0 och far da 2y — z = 1. Sétt y = s; da blir
z = —1+2s och vi far till sist 3z — 65+ 2(—1+2s) = —1, varav = 1/3+2s/3.
U5 har alltsa ekvationen (z,vy, z) = (1/3,0,—1)+s(2/3, 1,2). En riktningsvektor
arv=1(2,3,6). Vihar u-v=—12 -6+ 18 = 0, sa vinkeln &r rdt. (Observera
att man kan ange ekvationen for en linje pa oéindligt manga olika sétt!)

26. Om vi kan bestdmma a sa att punkten (2,a,—1) ligger i planet och b sa
att vektorn (b, 2b, 1) dr parallell med det, sa dr vi klara. Inséttning av punktens
koordinater i planets ekvation ger 4 — 5a — 4 = 11, varfér a = —11/5. Vektorn
(b, 2b.1) dr parallell med planet om och endast om den #r vinkelrdt mot normal-
vektorn (2, —5,4). Skaldrprodukten &r 2b — 10b + 4 = —8b + 4. Vi far villkoret
—8b+4 =0, varfor b= 1/2.

27. Vi har y = 7z — 45 och insiittning i cirkelns ekvation ger (x — 3)% + (72 —
46)? = 25. Utveckling ger 5022 — 650z + 2125 = 25, vilket efter hyfsning blir
22 — 13z + 42 = 0. Kvadratkomplettering ger (z — 13/2)% 4+ 42 — (13/2)2 = 0
eller (z —13/2)? = 1/4. Alltsd #r z = 13/2 4+ 1/2 och rétterna ir z; = 6,
9 = 7. Motsvarande y-virden far man genom att sétta in i linjens ekvation och
skidrningspunkterna blir (6,3) och (7,4).

28. En riktningsvektor for linjen &r (8 — 0,5 —9) = (8,—4) = 4(2,-1), sa
dven (2,—1) dr en riktningsvektor. En ekvation for linjen #r alltsa (z,y) =
(0,9) +¢(2,—1) = (2t,9 — t). Cirkelns radie dr

V(2 =6)2+ (3—1)% = V20,

s& dess ekvation dr (r—2)2+(y—3)% = 20. Vi ska bestimma skiirningspunkten /erna
mellan linjen och cirkeln och sétter in x = 2t, y =9 —¢:

(2t —2)* 4+ (9 —t — 3)? = 20,

vilket efter hyfsning blir t?—4¢+4 = 0. Detta kan skrivas (t—2)% = 0, si den enda
roten &r ¢ = 2. Linjen och cirkeln har dérfor bara en enda punkt gemensamt,

vilket &r ett annat sétt att sdga att linjen tangerar cirkeln. Tangeringspunkten
ar(2-2,9—-2) = (4,7).

29. Ekvationen ér (z—1)?+ (y—2)2+ (2 — (=1))? = 3%, dvs (z — 1)* + (y — 2)* +
(2+1)% = 9. Sétter vi (z,y,2) = (3,4,0) sa blir VL (3—1)24+(4—2)2+12 =9,
sa (3,4,0) ligger pa sfiren.

30. For skdrningen mellan en sfir och ett plan finns det tre mojligheter: de
skér inte varandra alls, de skér varandra i en punkt eller sa skidr de varandra
lings en cirkel. I det andra fallet séger man att planet tangerar sfaren. Det finns
atminstone tva sitt att 1osa uppgiften.

Metod 1: Vi repeterar forst en viktig egenskap hos tangenten till en cirkel. Lat
M vara cirkelns medelpunkt och lat P vara en punkt pa cirkeln. Da &r tangenten
till cirkeln i P vinkelrdt mot radien M P och a andra sidan giller att om en linje



genom P ar vinkelrdt mot M P s& ar den tangent till cirkeln i P. Motsvarande
géller for en sfir. Lat M vara medelpunkten i och P en punkt pa sfiren. D& &r
radien M P vinkelrit mot tangentplanet till sfaren i P. Annorlunda uttryckt &r
M P normalvektor till tangentplanet i P. Omvént géller att om radien M P &r
vinkelrdt mot ett plan genom P sa tangeras cirkeln av planet i P.

I den hir uppgiften kontrollerar man forst 1itt att punkten P = (2,4,5) ligger
bade pa planet och pa sfiiren. Sfirens medelpunkt &r M = (0,1, —1) och vektorn
fran medelpunkten till P &r u = MP = (2,3,6). Men detta &r ju planets
normalvektor, sa planet tangerar cirkeln i P.

Metod 2: Den har metoden &r helt algebraisk. Vi ska visa att ekvationssystemet

49
46

e+ (y—1)°+ (2 +1)?
22 + 3y + 62

bara har en enda 16sning. Om en punkt (x,y, z) uppfyller dessa bada samband,
sa uppfyller den ocksa sambandet

224 (y—1)2+ (24 1) —2(20 + 3y + 62) = 49 — 2 - 46.
Efter utveckling och férenkling blir detta
22 —dx +y* — 8y + 22 — 1024+ 45 = 0.
Vi kompletterar de tre kvadraterna:
(x—2)%+ (y—4)?+ (2 —5)2=0.

Kvadraten pa ett (reellt) tal dr alltid > 0, sa enda mojligheten dr att alla tre
termerna i viinsterledet &r 0, dvs (z — 2)? = (y — 4)2 = (2 — 5)? = 0. Detta ger
r=2,y=4,2z=>5.

Anmérkning: I den matematiska analysen finns metoder att bestdmma ekvatio-
nen for tangentplanet till t ex en sfar i en given punkt.

34. Ett annat sitt att skriva cirkelns ekvation dr (z — 1)? + (y — 2)? = 25.
Inséttning av & = 4, y = 6 visar att P = (4,6) ligger pa cirkeln. Vektorn fran
medelpunkten M = (1,2) till P &r vinkelrdt mot tangenten, sa n = MP =
(4—1,6—2) = (3,4) &r en normal till tangenten. Eftersom den gar genom P sa
dr en ekvation for den

(3,4) - (x—4,y—6)=0 eller 3z+ 4y = 36.

35. Om man pa nagot sitt kan hitta en gemensam punkt for sfirerna sa har man
forstas visat att de skdr varandra. I det héar fallet dr det dock inte uppenbart
hur man ska hitta en sadan gemensam punkt, s& man maste resonera pa nagot
annat sitt. I figuren nedan ser vi de fem mojligheter som finns for tva sfirer:
den ena ligger inuti den andra, de skdr varandra och de ligger ett stycke fran
varandra. I andra fallet kan de antingen tangera varandra fran in- eller utsidan,



eller skdra varandra lings en cirkel. Linjen i figurerna &r linjen genom sfirernas
medelpunkter. Den storre sfarens skdrningspunkten med linjen &r a och d och
den mindre skér linjen i b och c. Som vi ser sa ligger punkterna i olika ordning
beroende pa vilken geometrisk situation som foreligger. En strategi for att 16sa
uppgiften &r tydligen att bestdmma de hér skdrningspunkterna och underscka

i vilken ordning de kommer.

C

Stiarernas medelpunkter & P = (1, 3,2) och Q = (2,1, 3). Linjen som gar genom
punkterna har en riktningsvektor v = PQ = (2 — 1,1 - 3,3 —2) = (1,-2,1)
och ekvationen (z,y,z) = (1,3,2) +¢-(1,-2,1). Vistterinax = 1+¢,y =
3 —2t, z =2+t i den forsta sfirens ekvation:

2
(1+t—=1)>+(3-2t-3)*+(2+t—2)? =16, som ger t:ig.

Parametervirdena for punkterna a och d ar saledes t, = —2\/6/ 3 respektive
ty = 2v/6/3. Sitter vi in i den andra sfirens ekvation sa far vi

(1+t—2)2+(3-2t—1)*+(2+t-3) =4 eller (t—1)*+(2—-2t)*+(t—1)? = 4.

Hiir kan man bespara sig en del arbete genom att observera att (2 — 2t)? =
4(t—1)%. Vi kan tydligen bryta ut faktorn (t—1)? och far ekvationen 6(t—1)? = 4,
vilken ger t = 1 ++/6/3. Vi har tydligen t, = 1 —v/6/3 och t. = 1 ++/6/3. Av
1<vV6<3 foljer nu att

g <tp <tg <te.

Sfarerna skir darfor varandra ldangs en cirkel.

Lustigt nog ar det véldigt enkelt att bestdmma ekvationen fér det plan som
innehaller skdrningscirkeln. Om en punkt (z,y, z) uppfyller bada ekvationerna
i uppgiften, sa uppfyller den ocksa sambandet

(=12 + =37+ (-2 ((z-2°+(y-1)*+ (2 -3)*) =16 — 4.



Forenklar vi detta sa far vi x — 2y + z = 6, vilket &r ekvationen for ett plan. Alla
punkter pa skdrningen mellan sfarerna maste uppfylla sambandet x —2y+z = 6,
sa det maste i sjalva verket vara det sokta planet.

36. Lat D vara skdrningspunkten mellan bisektrisen fran B och sidan AB. Vi
har |BA| = 2/5, |BC| = 4V/5, alltsa |BC|/|BA| = 2. Enligt bisektrissatsen
dr da |DC|/|DA| = 2. Fran A drar vi en lodrit linje och fran C en vagrét.
Deras skdrningspunkt betecknar vi med E. Fran D drar vi ocksa en lodrét
och en vagrit linje. Anvénder vi topptriangelsatsen sa far vi |CF|/|EF| =
|[EG|/|AG| = 2. Vi har |[EC| =8 —2 = 6 och |AE| = 4, varav |CF| = 4 och
|AG| = 4/3 Alltsa &r D = (8 — 4,3 — 4/3) = (4,5/3). Eftersom B och D har
samma z-koordinat sa har bisektrisen ekvationen x = 4. (Detta visar att vi inte
hade behovt bestdamma y-koordinaten for D, men det kunde vi inte veta fran
bérjan.)

F B

A
G—p

[
el — e

37. Lat II vara det plan som gar genom C och &r vinkelrdtt mot AB. Beteckna
dess skirningspunkt med AB med E. Da dr CFE vinkelrdt mot AB, sa CE
maste i sjilva verket vara hojden fran G, dvs E = D. Vi har AB = (4 — 2,5 —
3,3—(-1)) = (2,2,4) = 2-(1,1,2). Alltsa & v = (1,1,2) en normalvektor
till TI. Planets ekvation éir da 1-(x —5)+1-(y — (=1))+2- (2 —7) = 0 eller
x+y+2z—18 = 0. Linjen genom AB har ekvationen (z,y,z) = (2,3,—1) +t-
(1,1,2) = (2+1t,3+t, —1+ 2t). Inséttning i ekvationen for IT ger 2+t +3+1¢+
2(—1+2t) — 18 = 0. Losningen &r t = 15/6 = 5/2. Inséttning i linjens ekvation
geratt D =(2+5/2,3+5/2,—-1+5) =(9/2,11/2,4).
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