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Sammanfattning

I mitten av 1800-talet presenteras for forsta gangen en analytisk definition
av de reella talen. Den definitionen bygger pa en idé som den store grekiske
matematikern Eudoxos lade fram i sin proportionalitetslira redan c:a 400 ar
fore Kristus.

Ungefar samtidigt med definitionen av de reella talen ges ocksa en formell
definition av integralen som ej bygger pa derivatabegreppet. Kort darefter
presenteras en analytisk definition av areabegreppet. Grundtanken for alla
dessa definitioner dr den samma som Eudoxos hade i sin uttomningsmetod.

Den hér uppsatsen ar ett forsok till att redogora f6r Eudoxos proportion-
alitetsldra och hans uttomningsmetod samt beskriva den utveckling som f&ljt
i hans spar och varit av betydelse for de slutliga definitionerna av de reella
talen, integral och area.
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Kapitel 1

Hur det borjade

1.1 Egyptierna

Det vi vet om Egyptisk matematik idag star att lisa i tva matematiska
papyrusskrifter. Den ena dr Rhindpapyrusen som skrevs omkring ar 1650 f.kr.
Den andra ar det sa kallade Moskvapapyrusen som dr ungefiar tva hundra ar
aldre. I Moskvapapyrusen star det bland annat nedtecknat hur man riknar
ut volymen av en avskuren pyramid med kvadratisk bas:

Om det ségs: en avskuren pyramid med sex i vertikal héjd och
med fyra i basen, med tva i toppen. Du ska kvadrera denna fyra,
med sexton som resultat. Du ska dubbla med atta som resultat.
Du ska kvadrera tva med fyra som resultat. Du ska addera sexton
atta och fyra, med tjugoatta som resultat. Du ska ta en tredjedel
av sex, med 2 som resultat. Du ska ta tjugoatta tva ganger, med
femtiosex som resultat. Och se, det dr femtiosex. Du ska se att
det stimmer.

Berdkning av volymen fér en avskuren kvadratisk pyramid var sirskilt in-
tressant da deras séddesbehallare hade den formen. Deras nedskrivna matem-
atik innehdll alltid konkreta exempel med angivna matt, den var alltsa verbal
och saknade bevis. I deras begreppsvérld fanns inte ens tanken pa matema-
tiska bevis. Matematiken vixte fram ur empirisk erfarenhet. Men, utifran den
verbala framstéllningen i Moskvapapyrusen kan vi enkelt hirleda formeln for
volymen av en avskuren kvadratisk pyramid.

- g(a2+ab+b2) (1.1)



Figur 1.1: Avskuren kvadratisk pyramid

dér h ar hojden, a dr sidan pa basen och b ar sidan pa toppen. Det framgar
inte i skrifterna hur de kommit fram till formeln. Deras intresse stannade
vid sjélva tillimpningen av matematiken. Det gar heller inte att finna ett
exempel pa berdkningar av volymen av en riktig pyramid. Men nér man har
den algebraiska formeln for volymen av en avskuren pyramid med kvadratisk
bas framfor sig ar det latt att se att om man sétter b till noll sa far man den
korrekta formeln f6r volymen av en pyramid.

V = ha*/3 (1.2)

Aven om det sambandet inte syns lika tydligt med den verbala framstillnin-
gen sa ar det bland forskarna en allménn uppfattning att egyptierna kinde
till formeln for volymen av en riktig pyramid.

1.2 Pytagoreerna

Den grekiska matematiken borjar sin snabba utveckling pa 600-talet f.kr. med
Thales och Pytagoras som bada tillbringat en del av sin ungdom i Egypten.
Pytagoras grundade ett hemligt samfund med mystiska fortecken som #g-
nade sig at bade religion och filosofi. Det finns inga skrifter som berdttar
om Pytagoras eget arbete utan det vi vet om Pytagoreernas matematik far
tillskrivas samfundet. Samfundet levde kvar efter Pytagoras déd och kom
att bli en skola med mottot ’allt &r tal’. De trodde att allt kunde uttryckas
med tal och att allt var uppbyggt av tal. De hade forstatt att toner kan

6



beskrivas i termer av forhallanden mellan tal och att stjarnbilder inte bara
innehaller ett visst antal stjdrnor utan ocksa ar en geometrisk figur som i
sig kan beskrivas med tal. De sag forklaringar till alla foreteelser i naturen
genom samband mellan tal. Pytagoreerna arbetade inte med matematiska
problem utan deras intresse var de matematiska principerna. De funderade
hellre Gver talens visen an att utféra matematiska berdkningar och arbetade
hellre med abstrakta matematiskt bevis 4n konkreta matematiska problem.

Med tal menade pytagoréerna positiva heltal. En kvot, 1at sdga 5/3 var
for dem inget tal utan bendmningen pa ett forhallande mellan tva storheter.
I den pytagoreska matematiken skiljde man inte pa aritmetik och geometri,
de téankte sig att alla storheter, sasom liangd, area volym, vinkel etc., kunde
uttryckas med tal och dessutom att tva storheter alltid var kommensurabla.
Med detta menade de att for tva storheter alltid existerar en tredje storhet,
ett gemensamt matt, sa att bada ar heltalsprodukter av detta gemensamma
matt. Till exempel &r en meterstav och en sexdecimeterstav kommensurabla
med det gemensamma mattet tva decimeter.

10
o ] 2 1 2 | 9 2
6
2 1 2 [ 2 ]

Figur 1.2: Tva kommensurabla storheter med det gemensamma mattet 2

Nagon gang under 400-talet fore Kristus forstod pytagoreerna att detta
antagande inte stimmer. De upptéickte att somliga storheter inte var kom-
mensurabla. Nar de betraktade en kvadrat fann de att diagonalen i kvadrat-
en inte &r kommensurabel med dess sida, alltsa att det inte gar att hitta ett
gemensamt matt mellan de tva storheterna. Da stora delar av pytagoreernas
filosofi byggde pa det faktum att tva storheter alltid dr kommensurabla sa
var manga av deras tankegangar var nu att forkasta. De kunde till exempel
inte langre anvinda sig av sin definition av proportionalitet.

7
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Figur 1.3: Kvadrat med sidan 1

Upptéackten av inkommensurabla storheter skapade stor forvirring bland
de pytagoreiska matematikerna. Plotsligt uppforde talen sig pa ett siatt de
inte hade rdknat med. Pytagoreerna visste inte hur de skulle hantera denna
situation och i férlangningen medférde det att man for tillfdllet limnade talen
at sidan for att dgna sig at ren geometri.



Kapitel 2
Eudoxos

Jag skulle gédrna brinna till dods likt Phaeton, om det vore priset
for att na solen och ldara mig om dess form, dess storlek, och dess
innehall.

Eudozos’

2.1 Eudoxos

Den kris som uppkom i den grekiska matematiken i och med upptéckten av
inkommensurabiliteten, kom att losas av Eudoxos fran Knidos. Han levde
omkring ar 408-355 fore Kristus och var en vetenskapsman. Han var fram-
for allt en av antikens storsta matematiker. Han gjorde dven betydande in-
satser inom astronomi, filosofi och som geograf. Tyvérr finns inga av hans
skrifter kvar. Mycket av det vi vet om Eudoxos arbeten inom matematik har
framkommit i Euklides och Arkimedes verk. Arkimedes beundrade Eudoxos
matematik och anvinde den flitigt.

Eudoxos foddes i Knidos och var grekisk medborgare. Han reste i sin ung-
dom till Sicilien for att studera medicin och vid 23 ars alder till Aten dir han
studerade fysik. Dar deltog han ocksa med stor sannolikhet i Platons forelas-
ningar i filosofi. Eudoxos tillbringade sedan ett ar i Egypten for astronomiska
studier varefter han reste till Cyzicus i nordvistra Asien dér han grundade
en skola som blev mycket populdr. Omkring ar 368 f.kr. reste Kudoxos, med

'Se C.B.Boyer, A history of mathematics sid 91



elever fran sin skola, ater till Aten diar han verkade vid Platons akademi.
Detta var vid samma tid som Aristoteles kom till akademin vid en alder av
17 ar. Aristoteles omnadmner Eudoxos idéer i sina verk , bland annat hans
idé om planetsystemet. Senare atervinde Eudoxos hem till Knidus dar han
tillbringade resten av sitt liv. Han dgnade sig at undervisning och hade en
betydande roll inom rattsvisendet.

Eudoxos tva framsta bidrag till matematiken ar for det forsta hans pro-
portionalitetslidra och for det andra vad som senare kom att kallas uttomn-
ingsmetoden. I sitt arbete med proportionalitetsliran kom han pa ett satt
att jaimfora storheter dér det saknas betydelse om storheterna dr kommensu-
rabla eller ej. Hans teorier fick stor framgang pa grund av att de var logiskt
konsekventa med utforliga bevis, vilket matematikerna inom den samtida
grekiska matematiken efterstrivade. Till skillnad fran den tidigare egyptiska
matematiken var grekerna inte lika intresserade av tillimpningen som av de
abstrakta matematiska idéerna i sig.

2.2 Eudoxos proportionalitetslira

Proportionalitetslaran 16ste inte bara krisen med upptackten av inkommen-
surabilitet utan kom ocksa att ligga till grund f6r definitionen av de reella
talen som gjordes av Richard Dedekind (1831-1916) i mitten av 1800-talet.

For pytagoréerna handlade fragan om tva storheters forhallande till varan-
dra om vilket gemensamt matt man kunde finna att jaimfora dem med. Nér
det sen visade sig att manga forhallanden &r inkommensurabla lagger Eu-
doxos fram ett sitt att beskriva storheters férhallanden som fungerar bade
for kommensurabla och inkommensurabla férhallanden.

Han bérjar med att sla fast vad som skall menas med att tva storheter
har ett forhallande till varandra. Sa har lyder definitionen som lite ordttvist
gar under benimningen Arkimedes axiom?

Bok 5 definition 4: Storheter har ett férhallande till varandra,
da en multipel av den ena kan Overstiga den andra.

Det &r alltsa bara storheter av samma sort som kan sta i forhallande till
varandra, men det dr inte visentligt om de dr kommensurabla eller ej. Till
exempel sidan och diagonalen av en kvadrat har férhallande till varandra

2Heath, The thirteen Books of Euclid “s Element
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men ar ej kommensurabla. Fér att sedan kunna sédga vilka storheter som har
samma forhallande till varandra later Eudoxos a och b vara tva geometriska
storheter av samma sort och ¢ och d ett annat par av storheter av samma
sort, men inte nodvandigtvis samma sort som det forsta. Och sa séger han
att a har samma forhallande till b som ¢ har till d, alltsa a : b = ¢ : d om det
for givna heltal m och n géller:

na > mb = nc > md, (2.1)
och

na = mb = nc =md, (2.2)
och

na < mb = nc < md (2.3)

Pa det hér sittet lyckas Eudoxos definiera nér det rader likhet mellan tva
forhallanden, kommensurabla eller ej, utan att definiera sjdlva forhallandet,
for att undvika problemet med tal som inte ar heltal. Man far ha i atanke att
a : b inte betecknar en kvot som ett rationellt tal utan som ett forhallande
mellan storheter. Fér grekerna var det forhallandet mellan storheter som var
det intressanta. Eudoxos talar bara om nir tva storheter har férhallande men
han sfiger inte vad ett forhallande dr mer &n att det dr att betrakta som en
sorts forhallande. Det finns heller ingen definition av begreppet storhet mer
an att det ar en del av en annan storhet. Definitionen av vilka storheter
som har samma férhallande till varandra gav grekerna ett medel att jamfora
storheter vare sig de 4r kommensurabla eller ej. Vi kan i dag séga att defini-
tionen betyder att for varje rationellt tal m/n dr kvoterna a/b och ¢/d bada
tva storre dn, bada tva mindre &n eller bada tva lika med m/n.

S4 hir lyder definitionen i Elementa?

Bok 5 def.5: Storheter ségs ha samma forhallande till varandra,
den forsta till den andra och den tredje till den fjirde, om varje
godtycklig multipel av den forsta och den tredje, och varje god-
tycklig multipel av den andra och den fjarde, den forra multipeln
overstiger pa samma satt, ar lika eller understiger pa samma sétt
som den senare multipeln.

3Heath, The thirteen Books of Euclid “s Element
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Detta gav grekerna ett medel att handskas med inkommensurabla storheter,
men de fortsatte att undvika irrationella tal. De betraktade inte v/2 som ett

tal eller som en lingd utan som diagonalen i en kvadrat med sidan 1.

2.3 Eudoxos uttommningsmetod

Uttomningsmetoden dr det andra av Eudoxos tva storsta bidrag till matem-
atiken. Metoden kan pa ett modernt sidtt beskrivas sa att man genom att
tomma ut en figur, vars area eller volym man vill berdkna, med mindre fig-
urer vars area eller volym man kidnner till. Om man onskar berdkna arean
av en cirkel sa borjar man med att skriva in en kvadrat i cirkeln och ritar
sedan in trianglar med bas i kvadratens kanter och spets i cirkelns periferi
och fortsétter pa sa sitt tills man sa att sdga har tomt ur cirkeln. Vi vet
att area och volym inte var intressant som ett tal for grekerna och att deras
intresse lag i hur saker star i forhallande till varandra. Pa fragan om i vilket
forhallande a och b star till varandra sa svarar grekerna: i samma férhallande
som ¢ och d. Men for enkelhetens skull kommer jag i alla fall i pedagogiskt
syfte att tala om areor och volymer ocksa.

Metoden bygger pa en princip som Eudoxos dr upphovsman till enligt
Arkimedes som flitigt anvande uttémningsmetoden i sina arbeten. Principen
som star nedskriven i Elementa bok 10 sats 1 lyder ungefér sa hér.

Bok 10 sats 1: Om man har tva storheter givna och fran den
storre tar bort minst hélften och fran det som aterstar tar bort
minst hélften dven dar och fortsidtter denna procedur tillrickligt
manga ganger sa kommer slutligen att kvarsta en storhet mindre
dn den minsta av de tvA givna storheterna.?

Som exempel kan vi tdnka oss en meterstav, AB och en decimeterstav, GH
som de tva givna storheterna. Vi bérjar med att ta bort hilften av meter-
staven, CB, och far en halvmeter kvar, AC. Utav den halvmetern tar vi bort
hélften, DC, och far da kvar tva och en halv decimeter, AD. Vi tar nu bort
hélften av AD och far kvar en och en fjardedels decimeter, AE. Nar vi nu tar
bort hilften av AE sa kommer det att kvarsta en bit pa sex och en fjardedels
centimeter, AF d.v.s. en striacka mindre dn 1 decimeter vilken var den mindre
av de tva givna strickorna. AF &r alltsa mindre &n GH.

4Heath, The thirteen Books of Euclid ‘s Element
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Figur 2.1: Meterstav och decimeterstav.

I var moderna matematik skulle vi uttrycka det som att om man till-
rickligt manga ganger utfér halveringar av en storhet sa kommer man att
efter ett godtyckligt antal halveringar fa kvar en storhet mindre &n nagon
given storhet. Detta kunde inte beskrivas matematiskt forrdn gransvardes-
begreppet inférdes i matematiken pa 1800-talet. Grekerna kunde acceptera
en potentiell odndlighet i vilken man alltid kan dela en gang till oavsett hur
stort antal delningar man tidigare gjort. Men de hade inte de begrepp som
kravs for att anvinda odndligheten i matematiska bevis. Det stora begreppet
i grekisk matematik ar forhallanden. Uttomningsmetoden anvindes for att
jamfora storheter med varandra. Bevisféringen byggde pa ett begriansat antal
delningar men visar att det till slut gar att fa en storhet kvar som ar mindre
an vilken given storhet som helst. Genom att visa att om den jamférande
storheten antas vara storre eller mindre sa leder det till motsdgelser. Lat oss
nu titta pa hur principen anvinds i uttémningsmetoden.

2.3.1 Arean av en cirkel

Att soka arean av en figur var for grekerna det samma som att konstruera
en kvadrat med samma area som figuren, inte att finna arean som ett tal.
Istillet for att direkt berdkna arean av en cirkel sa jamforde de tva cirklars
areor och hur de stod i forhallande till varandra jimfért med férhallandet
mellan areorna av tva kvadrater. Hur detta gick till beskrivs i Elementa.
Enligt den information vi fatt frin Arkimedes édr den enkla slutsatsen® att
det inte bor rada nagra tvivlel om att Eudoxos var den forsta som anvinde
uttémningsprincipen for att bevisa nedanstaende sats.

5Heath, A history of greek mathematics, vol.2
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Bok 12 sats 2: Cirklar &r till varandra sasom kvadraterna pa
deras diametrar.5

\\

o) ) S
\\

Cy

Cs

Figur 2.2: Tva cirklar och en kvadrat att jamféra med

Alltsa:
Cl : CQ = d% . dg (24)

Dér C4 och C5 betecknar tva olika stora cirklars areor. Beviset borjar med
att lata

C,:S=d:d; (2.5)

ddr S ar en kvadrat vars area antingen &dr storre eller mindre &n Cj. Se
illustration.
Vi antar forst att S dr mindre dn Cs.

S < CQ (26)

Nu kommer vi till uttémmningsprincipen dir de tva givna storheterna ar Cs
och Cy — §. Delningen av den storre storheten Cy gar till sa att man skriver
in en kvadrat i Cy vilken &r storre dn halva C5. Darmed kan man tillaimpa
uttéomningsprincipen. Vi far kvar omradet mellan kvadraten och cirkeln. Fran
det omradet tar vi bort trianglar med bas i kvadraternas kanter och spets
i cirkelns periferi. De trianglarna utgor mer dn hélften av det kvarvarande
omradet. Nu forsdtter vi att ta bort trianglar pa detta sétt tills kvarvarande

5Heath, The thirteen Books of Euclid “s Element
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omrade dr mindre &n Cy — S. Den polygon som bildats i cirkeln ar da storre
an S.
P,>S (27)

Nu behover vi anvianda tidigare sats i Elementa, ndmligen sats 1 i bok 12.

Bok 12 sats 1: Likformiga polygoner som &r inskrivna i cirklar
ar till varandra sasom kvadraterna pa deras diametrar.

Det vill sdga att tva polygoners areor, P, och P,, med lika antal sidor, in-
skrivna i tva cirklar, C och Cs, férhaller sig till varandra pa samma sétt som
cirklarnas diametrar i kvadrat gor.

Pllpgzdfldg (28)

For att anvinda den hér satsen skriver vi nu in en polygon P; i ] med lika
antal kanter som polygonen P, i Cs. Da giller enligt satsen.

P :P=d;:d; (2.9)

Om vi lagger ihop det sambandet med antagandet vi gjorde i borjan att
Cy: 8 =d?:d%(2.5) sa far vi ut att

C’l:Szpl:Pg (210)

. Men det strider emot grundantagandet som sdger att S &r mindre dn C.
For om S dr mindre dn Cy sa maste enligt 2.10 ' vara mindre dn P; vilket
ju ar orimligt. En cirkels area kan inte vara mindre &n arean av de polygoner
som ar inskrivna i den.

Om vi nu antar att S dr storre &n C5 och argumenterar pa liknande vis
far vi d&ven da en motsigelse. S ar alltsa varken storre eller mindre &n C5 och
maste da vara lika med Cy, vilket fullbordar motsagelsebeviset.

Beviset kidnns valdigt klumpigt for oss men det &r rigordst och star pa
en stadig grund. Vi skulle naturligtvis vilja sdga att for att berdkna are-
an av en cirkel kan man skriva in en polygon i den och da antalet horn i
den regelbundna inskrivna polygonen gar mot odndligheten gar skillnaden
mellan polygonen och cirkeln mot noll. Var grund for det antagandet ligger
i gransviardesbegreppet. Grekerna hade inget grénsvirdesbegrepp att arbe-
ta med men lyckades dnda konstruera ett logiskt hallbart bevis eftersom de
tdnkte sig ett dndligt antal delningar.

15



2.3.2 Volymen av en pyramid

Enligt Arkimedes var det Demokritos som forst beskrev det faktum att pyra-
miden #r en tredjedel av ett prisma med samma bas. (Demokritos som ar
kind for sin atomteori tinkte sig att allt 4r uppbyggt av sma odelbara en-
titeter.) Den forste som faktiskt bevisar det ér Eudoxos.”

[ Elementa finns det bevis som med storsta sannolikhet hdrstammar fran
Eudoxos. Satsen lyder:

Bok 12 sats 7: Varje prisma med trianguldr bas kan delas i tre

pyramider, alla lika och med trianguliira baser.®

Beviset bygger pa en tidigare sats som siger att pyramider med triangulér
bas och med samma ho6jd férhaller sig till varandra pa samma sétt som deras
respektive baser forhaller sig till varandra.

Bok 12, sats 5: Pyramider som har samma héjd och har trian-
gulira baser ir till varandra sasom baserna.’

Figur 2.3: Eudoxos delning av pyramiden

"Tomas Heath, A history of Greek mathemathics
8Heat, The thirteen Books of Euclid ‘s Element
9Heath,The thirteen Books of Euclid ‘s Element
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Beviset av denna sats dr samma slags motsdgelsebevis som det tidigare
beskrivna for cirklar. Beviset foljer nedan men forst en beskrivning av det
tjusiga med Eudoxos uttéomning av pyramiden, ndmligen hur han delar den,
vilket framgar i sats 4 i bok 12. FEudoxos utgar ifran en pyramid med tri-
anguldr bas. Han delar upp pyramiden dels i tva lika stora pyramider, (EF-
GO) och (BKME) vilka ar likformiga med hela pyramiden dels i tva prismor,
(KMCLEF)och (FGLDME). Uttémningen kan nu ske genom att ta bort pris-
morna som ju ar storre dn halva pyramiden, (det visas i en tidigare sats). Nar
man tagit bort prismorna aterstar tva pyramider utifran vilka man tar bort
tva prismor pa samma sitt. Slutligen kommer det enligt Eudoxos princip
att atersta ett antal pyramider vars volym &r mindre &n nagon given volym.
Lat oss i pedagogiskt syfte tala om volymer och areor i stéllet for sakers
forhallanden.

Bevis av sats 5 1 Euklides elementa bok 12

Lat oss kalla volymen av pyramid 1 fér py; och volymen av pyramid 2
for pys och basen av pyramid 1 for b; och basen av pyramid 2 for by. Satsens

Pyramid 2

Figur 2.4: Tva pyramider och ett godtyckligt stort ratblock W

pastaende ar att: sasom basen till pyramid 1 forhaller sig till basen av pyramid

17



2 sa forhaller sig volymen av pyramid 1 till volymen av pyramid 2. Alltsa:

by : by = py1 : pyo (2.11)

Om det inte forhaller sig pa det viset sa kan vi anta att b, forhaller sig till
by sasom py; forhaller sig till en volym som antingen dr storre eller mindre
an py,. Alltsa:

by : by =py : W (2.12)

diar W ar en volym som antingen &r storre eller mindre &n py,. Beviset gar
ut pa att visa att om vi antar att ekvation 2:12 giller sa far vi en motségelse
bade nér vi antar att W &r storre dn pys och nér vi antar att W &r mindre
an pys. Och ut i fran det kan vi sluta oss till att W &r lika med volymen av
pyramid tva och darmed &r satsens pastaende bevisat. Vi skall folja beviset
med antagandet att

W < pys (2.13)

Néar Eudoxos anvinder uttémningsprincipen i beviset utgar han ifran tva
storheter, den ena ar volymen av pyramid 2, py», och den andra ar skillnaden
mellan volymen av pyramid 2 och W, py, — W. Enligt principen kommer det
da att efter tillrickligt manga halveringar av py,, som ar den stérre av de
tva storheterna, kvarsta en storhet som &r mindre &n pys — W, (se sats 1 bok
10 ovan).

Vi borjar med att dela pyramiden i tva mindre likadana pyramider och
tva likadana prismor enligt den vénstra figuren i figur 2:3 pa sa sétt att de
tva prismorna ar storre dn de tva sma pyramiderna. Sedan delar vi de tva
pyramiderna pa samma sitt och fortsitter delningen tills ndstan hela pyra-
miden bestar av likformiga prismor och en liten del av pyramiden bestar av
ett stort antal sma pyramider vars volym &r mindre d4n volymen av skillnaden
mellan py, och W. Alltsa:(py, — V (prismors)) < (py2 — W). De inskrivna
prismorna i pys ar da stérre &n W.

V(prismory > W (2.14)

Beviset fortsétter med en delning py; pa samma sitt och lika manga
ganger som pyo. Av tidigare sats, (sats 4 i bok 12) vet man att for pyra-
mider med triamguléra baser och samma h6jd géller att deras baser forhaller
sig till varandra pa samma sitt som inskrivna prismors volym forhaller sig
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Figur 2.5: Upprepad delning av pyramiden

till varandra, pa grund av likformighet. Lat V (prismorl) och V (prismor2)
beteckna volymen av de inskrivna prismorna i pyramid 1 respektive pyramid
2. Da vi nu har delat bade pys och py, kan vi ga vidare med féljande samband

by : by = V(prismorl) : V(prismor2) (2.15)
Fortsdttningsvis dr enligt antagande i bérjan av beviset
bi by =py: W (2-16)
och om vi ldgger ihopp 2:14 och 2:15 sa far vi
pyr : W = V(prismorl) : V(prismor2) (2.17)

De inskrivna prismorna dr ju naturligtvis mindre d&n pyramiden de &r
inskrivna i
V(prismor) < py (2.18)

och enligt 2:16 sa dr da aven
V(prismor2) < W (2.19)

, vilket ar en motsigelse till 2:14.

Om vi nu gar igenom beviset en gang till men med antagandet att W >
pyo sa kommer vi att fa en motsigelse da ocksa. Vi far alltsa en motsigelse
nir vi antar att by : by = py; : W bade nér vi antar att W &r storre &n och
mindre ar po. Alltsa maste by : by = py; : p2 och beviset ar fullbordat.
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En mer modern matematisk beskrivning av metoden kan goras sa hiar.Om
vi betraktar det inskrivna prismat (FGDLME) i figur 2:3 vars h6jd &r halva
pyramidens h6jd och vars basarea dr 1/4 av pyramidens basarea, s ser vi att
volymen av ett av det inskrivna prismorna #r lika med 1/8 av pyramidens
basarea ganger pyramidens hojd. Eftersom vi har tva sadana prismor sa blir
deras totala volym lika med 1/4 av pyramidens basarea ganger pyramidens
héjd.
V= iAh (2.20)
Vidare blir volymen av de fyra prismorna inskrivna i de tva mindre pyra-
miderna lika med basarean av den stora pyramiden ganger hijden av den
samma delat med fyra i kvadrat, eftersom de tva mindre pyramiderna har
halva den stora pyramidens hdjd och deras basarea &r 1/4 av den stora pyami-
dens basarea. Detta ger
2>|<1>x<é>|<ﬁ:ﬁ (2.21)
2 42
Nar vi fortsidtter delningarna sa far vi efter n delningar 2" sma pyramider
och 2" par av sma prismor. Varje pyramid har héjden h/2" och basarea A/4"
och alla 2" par av sma prismor en total volym av

11 1
Ah<Z+E+'“+4n+1)‘ (2.22)

och summan inom parantesen gar mot 1/3 da termerna gar mot oéndligheten.
Grekerna hade inte nat fram till férstaelsen av summation av odndliga serier
utan arbetade med det bevis som de behérskade, ndmligen motsigelsebevis.
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Kapitel 3

Fran Arkimedes till 1600-talet

3.1 Arkimedes

Arkimedes (287-212 fkr.) anviinde uttomningsmetoden i mycket av sitt ar-
bete och det ar i hans skrifter vi fatt reda pa att det dr Eudoxos som &r
dess upphovsman. Att det fanns en konstant inblandad i berdkningar av
areor och omkretsar av cirklar var kint redan av Egyptierna. Genom att
forfina uttomningsmetoden kunde Arkimedes berdkna virdet av m med en
noggrannhet som an idag racker inom ingenjorsvetenskapen. Namligen

10 1
Sﬁ << 3? (31)

Vilket framgéar i sats 3 i hans Measurment of the circle.

Omkretsen av varje cirkel dr tre ganger storre &n diametern och
overskrider det med mindre dn en sjunde-del av diametern och
med mer dn tio sjuttioen-delar.

Arkimedes forfining av uttémningsmetoden bestar i att han inte bara skriver
in en polygon i cirkeln utan ocksa omskriver cirkeln med en polygon med lika
manga kanter som den inskrivna. Han utarbetar en slags algoritm for att
berikna omkretserna pa polygonerna och far pa sa sitt ut approximationen
av .

Redan innan Arkimedes kunde man berdkna arean av ett cirkelsegment
med hjilp av uttomningsmetoden, men Arkimedes var den forsta som berak-
nade arean av ett parabelsegment. Han visar att ett parabelsegment &r fyra

! Archimedes, Dijksterhuis, E.J.
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Figur 3.1: Arkimedes férfining av uttomningsmetoden.

tredjedelar av en triangel med samma bas och vertex genom att upprepade
ganger skriva in trianglar mellan parabeln och den redan inskrivna figuren.
Vid varje steg av inskrivningen kommer summan av de senast inskrivna tri-
anglarna att Overstiga arean av det omrade av parabeln som dnnu inte ar
fylld med trianglar varvid uttémningsmetoden ar tillimpbar. Han forsatter
med att visa att arean av de senast inskrivna trianglarna alltid ar en fjard-
edel av arean av de trianglar som skrevs in i steget fore. Om A &r arean av
den forst inskrivna triangeln sa kommer processen att leda till en serie

A+%A+ G)QAJF... (3.2)

dar han ser att virdet kommer att ga mot
4
A- 3.3
y (33)

da termerna gar mot odndligheten. Men eftersom oéndliga serier sags med
ogillande vid den tiden avslutar han serien med en restterm och bevisar att
virdet han fatt fram &r korrekt med hjélp av ett motsigelsebevis.
Arkimedes anvinder uttomningsmetoden i sina arbeten med en méngd
olika kurvlinjéra figurer, sasom parabler och ellipser, och volymer av koner
och sfirer. Han 16ste manga problem som hér analysen till, och hans arbeten
inspirerade manga senare matematiker att ga vidare mot integralkalkyl. For
Arkimedes var varje berdkning ett fall for sig. Det skall drgja till 1600-talet
innan en generell metod att berdkna areor och volymer utvecklas och lagger
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grund for integralkalkyl. Sa smaningom skall ocksa ett grinsvirdesbegrepp
utvecklas som gor det mojligt med mer direkta bevis &n de tunga motsigelse-
bevisen.

3.2 Medeltiden

Nicole Oresme (1323-1382) var en av de forsta som kom pa idén att rita
en graf over hur saker varierar. Oresme skrev att vi tanker oss allt métbart
som kontinuerliga kvantiteter och sa ritade han en hastighet-tid graf for en
kropp med konstant acceleration. Han sag da att hastigheten utgjorde en
rit linje och att arean under kurvan var en rdtvinklig triangel. Detta blev
en grafisk representation av det samband som kallades Mertons lag, medel-
hastighetsteoremet. Mertons lag séger att en kropp som ror sig med konstant
acceleration tiden ¢ tillryggaldgger samma stricka som en kropp som ror sig
med en konstant hastighet, hilften av den forres sluthastighet, tillryggalag-
ger under samma tid. Oresme forklarar aldrig varfér arean under kurvan &ar
den tillryggalagda strickan, och mycket av hans arbeten foll i glomska under
medeltiden. Men Galileo var en av dem som inspirerades av hans arbeten.
Rent begreppsmaéssigt var det ett slags borjan till funktionsbegrepp och in-
tegrering.

3.3 En oandlig mingd odelbara smidelar och
infinitesimaler

3.3.1 Kepler

Pa 1500-talet blev 6versdattningar av Arkimedes verk tillgdngliga. De blev en
stor insperationskélla for en hel del matematiker, bland annat Johann Kepler
(1571-1630). Kepler ténkte sig arean av en cirkel som summan av ett stort
antal smala trianglar med spets i cirkelns mitt och bas i cirkelns periferi,
vilket dr det samma som radien ganger omkretsen delat med tva, A = rO/2.

Keplers intresse for astronomi ledde honom genom planeters banor och
omloppstider till areaberdkningar. Han upptéckte att en planet som ror sig
kring solen ror sig i en elliptisk bana dér solen befinner sig i en av ellipsens
brannpunkter. Fran solen tinker man sig en linje ut till planeten som befinner
sig pa ellipsens kant. Den area som uppkommer da linjen sveper 6ver ellipsens
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Figur 3.2: Cirkel indelad i tartbitar

yta da planeten ror sig dr proportionell mot den forlupna tiden. For att
berdkna arean delade han upp ellipsen i sektorer.

Nu bérjade tankarna pa att dela upp omraden i ett odndligt antal smade-
lar att ta form ordentligt. Kepler och manga andra samtida matematiker
tyckte att Arkimedes indirekta bevis var alltfor klumpiga och ville ha en
mer direkt bevistoring. Kepler forsdkte hitta uppdelningar som gav snabbare
l6sningar. Han delade t.ex. in en sfir i oandligt sma pyramider med spets i
mitten och bas i periferin. Pa sa vis kunde han direkt visa att volymen av
sfaren &dr lika med ytarean ganger radien delat pa tre.

3.3.2 Galilei

Galileo Galilei (1564-1642) som var intresserad av likformigt accelererad
rorelse lade fram ett argument for hur man man visar att arean under kur-
van 1 ett tid/hastighets-diagram &r lika med striackan. Anta att ett objekt
ror sig med den konstanta accelerationen 32m/s? och dé blir hastigheten 32t.
Lat A’B’ representera en momentan hastighet vid en viss tidpunkt och &ven
en infinitesimal, tillryggalagd stricka. Galilei tdnker sig da att hela OAB é&r
uppbyggd av linjer typ A’B’ och didrmed blir hela OAB den totala stréckan,
som ju ar AB*OA/2. Och eftersom AB=32¢ och OA=t sa blir strickan lika
med 16¢%.
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Hastighet

Tid

Figur 3.3: Hastighet och tid diagram

3.3.3 Cavalieri och borjan till integralen

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) ténkte sig geometriska figurer som upp-
byggda av ett odndligt antal odelbara smadelar av en dimension ldgre, till
skillnad fran Kepler som foredrog infinitesimaler, alltsa sma delar av samma
dimension. Cavalieri betraktade alltsa en area som uppbyggd av ett odndligt
antal odelbara linjer av typen x och y i illustration 3.4 och en kropp som ett
odndligt antal odelbara plan. Men han gor aldrig klart om dessa odelbara
linjer och plan har tjocklek eller ej. Cavalieri fick mycket kritik for att hans
arbeten inte var sarsklilt rigorosa.
Cavalieri dr mest kind for dels sin egen Cavalieris sats som lyder:

Om tva kroppar har samma hdjd, och om man delar dessa kroppar
med plan parallella med deras baser och pa samma avstand fran
baserna och planen alltid dr i samma storleksforhallande sa &r
ocksd volymerna av kropparna i sammma storleksférhallande.?

Och dels for att han lyckas bestdmma det vi kallar

a n+1
/ 2"dy = 2 (3.4)
0

n-+1

for n upp till 9.
Sjalv talar han inte om integraler utan om o.l., omnes lineae, alltsa alla
linjer och o.p. for alla plan och o.c. for alla kuber.

2The historical development of the calulus, Edwards, C.H.
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Figur 3.4: En figur dr uppbyggd av odelbara linjer, x och y. z ar strickan
mellan mittlinjen och diagonalen

For att bestimma sambandet for n = 2 utgar han? ifran en kvadrat som
han delat i diagonalen dér de tankta vertikala linjerna i den Ovre triangeln
bendmns y och linjerna i den undre triangeln bendmns x. Kvadratens kant
ar a och lika med y+x och . Han sétter

Z a’ = Z(x +9)? (3.5)

och utvecklar kvadraten och far

Zx2+22xy+2y222a2 (3.6)

som av symmetriskil ar lika med
2Zx2+22$y22a2 (3.7)
och for att hitta zy sa sitter han x = a/2+ z och y = a/2 — 2. Da &r
1 1
Zmy:Z(ZaZ—zj) = ZZQQ—ZzZ. (3.8)

3Bevisgangen himtad fran Struiks modernisering av orginalbevis, A source book in
mathematics 1200-1800, Struik, D.J.
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Utifran figuren ser vi att ) 2% = 1 > 2% och séledes

2Zx2+%Za2—%Zx2—Za2 (3.9)
och darmed ]
ZxQ =3 Zaz (3.10)

och summan av alla kvadrater pa a dr det sammma som kuben pa a.

- IS 1
;ﬁ = §;a2 = §a3 (3.11)

Utifran dessa geometriska samband fortsittet Cavalieri att finna resultat for
formeln 3.4 upp till n = 9 utan att stilla upp den generella formeln.

Flera matematiker, bland andra Fermat, Pascal och Robertval, férscker
nu mer eller mindre rigordst att bevisa Cavalieris slutsats (ekvation 3.4).
De gor detta genom att utga ifran den grekiska principen om uttémning.

ZE2

_77

Figur 3.5: area

Betrakta en kurva y = z? (se figur 3:5). For att beréikna arean under kurvan
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i omradet x = 0 till x = a sa ritade man in N stycken rektanglar, varje
med bredden a/N och héjden (na/N)?. Arean av den forsta rektangeln blir
da (a/N) * (a/N)?, arean av den andra blir (a/N) % (2a/N)?* och si vidare.
Slutligen har vi summan av arean av alla rektanglar under kurvan som blir

a <a)2+ a <2a>2+ a <3a>2+ n a (Na)2 (3.12)
N \N N \N N \N N N '
vilket pa ett snyggare sitt kan skrivas som

(%)3(1+22+32+...+N2) (3.13)

och denna summa visste man kunde skrivas som

a\3/2N3+3N?2+ N
el 3.14
(7)) —%—) (3.1
som i sin tur ar lika med
1 1 1
3
-4 — 4+ — ). 1
“ <3+2N+6N2) (3.15)

Eftersom de valde ett vildigt stort N, for att fa en sa bra aproximation pa
arean under kurvan som mojligt, sa forstod de att de tva sista termerna inom
parentesen i ekvation 3.11 ndrmar sig noll och kan bortses ifran. Slutsatsen
blir d& att arean av de inskrivna rektanglarna under kurvan y = z? mellan
r = 0 och z = a nirmar sig ¢®/3 da antalet inskrivna rektanglar gar mot
odndligheten.

Dessa tankegangar dr ett steg pa vigen mot integralkalkyl. Man borjar
nu lagga de indirekta bevisen bakom sig och blickar mot bevis med odndliga
summationer av odelbara smabitar eller infinitesimaler. Ett gransvirdesbe-
grepp borjar sa smatt ta form.

3.4 Talen

Ett forhallande mellan tva storheter var f6r grekerna ett geometriskt fenomen
och kunde inte uppfattas som ett tal pa grund av deras definition av vad ett
tal ar for nagot. De tre forsta definitionerna i Elementas bok 7 som behandlar
tal ar:

e [n enhet ar det som genom allting kallas ett.
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e Ett tal &r méngd bestaende av enheter.

e Ett tal ar en del av ett tal, det mindre av det storre, nar det méter det
storre.

Den definitionen av tal gjorde det inte mdojligt att betrakta nagot annat dn
heltal som tal.

Ar 1077 skrev den arabiske matematikern Omar Khayyam (10487-1122)
Commentary on the difficulties to be found in the introductions to Euclid “s
book i vilken han formulerar en idé om att man kan betrakta storheters forhal-
lande inte bara geometriskt. Han beskriver férhallande mellan tva storheter
A och B genom att betrakta en storhet G som har samma férhallande till
nagon vald enhet sasom A har till B och da skall vi forsta G :

inte som en linje, en yta, en kropp eller ett tidsintervall, utan som
en storhet vilken ej dr materiell och vilken tillhér doménen tal,
men icke absoluta och #dkta tal, for forhallandet mellan A och B
ar ofta icke métbart, det vill sdga att det kanske inte dr mojligt
att hitta tva tal som har samma férhallande.*

Ingen f6ljde upp Omar Khayyams idéer om dessa icke absoluta tal. Den
geometriska presentation av inkommensurabla storheter som gjordes av Eu-
doxos kom successivt att overga i ett intuitivt begrepp om de irrationella
talen men en definition kom inte forran i slutet av 1800-talet.

Pa 1500-talet kunde man obehindrat rdkna med irrationella tal men man-
ga var av den uppfattningen att de irrationella talen bara var symboler utan
eget innehall som var beroende av geometriska storheter. Men det fanns de
som héivdade att de var oberoende entiteter. En av dem var den belgiske
matematikern Simon Stevin (1548-1620). Han forsokte beskriva de irrationel-
la talen genom att approximera dem med rationella tal i form av decimalbrak.

*History of mathematics History of problems sid 47, The Inter-IREM Commission
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Kapitel 4

Integral- och
infinitesimal-kalkylens upptackt

4.1 Integral- och infinitesimal-kalkylens upptackt

Det som hénder i integralens utveckling nu pa 1600- och 1700-talet ar att
matematiker borjar sdka formella metoder att handskas med de odndligt sma
storheter som funnits intuitivt i manga matematikers tankar. Det var Isaac
Newton(1642-1727) och Gottfried Wilhelm Liebniz(1646-1716) som lyckade

véiva ihop areaberikningar, infinitesimaler och tangenter med gransviardestinkande,
algebra, funktioner och geometri. De fann ocksa generella metoder att finna
areor och tangenter och de sag deras inversa samband, mycket tack vare

att de uppfann en notation att beskriva de geometriska bilderna med. Det
matematiska spraket blev mindre snarigt med symboler istéllet for ord och
matematiken blev ldttare att dverblicka.

4.2 Newton

Isaac Newton kommer pa en metod att hitta den momentana férandringen
hos en variabel med avseende pa en annan. Han antar en kurva och att arean

under den kurvan ges av
z=ax™, (4.1)

dar m ar ett hel- eller rationellt tal. Han betecknar den infinitesimala 6knin-
gen i x med o. Arean under kurvan mellan 0 och x + o betecknar han med

z+ oy =a(r+o)™. (4.2)

30



Han utvecklar hogerledet med binomialsatsen och subtraherar (4.1) fran
(4.2), dividerar med o och bortser fran de termer som fortfarande innehaller
o, och far till slut

y = maz™ ! (4.3)

L g4 dr arean under

Han visar ocksa omvént att om kurvan ar y = max™"
kurvan z = az™. I och med detta har han alltsa kommit fram till vad vi
i dag kallar analysens huvudsats. Man visste redan att arean kan berdknas
med summation av infinitesimaler. Nu har Newton visat att arean ocksa
kan fas fram genom att omvidnda metoden att fa fram férdndringen av x i
forhallande till y i det forlopp kurvan representerar. Alltsa, summation &r
lika med omvéind differentiering. Med andra ord, en funktion f(z) &ar lika
med integralen av dess derivata. f(z) = [ f'(z)dx

Newton vidareutvecklar idéerna och lidgger fram det som kallas Fluxions-
metoden. Newton var som bekant en stor fysiker. Han betraktade variablerna
som om de var genererade av kontinuerlig rorelse av punkter, linjer och plan
snarare dn ett bygge av infinitesimaler. Han kallar variablerna x och y for
fluenter och deras rorelse for fluxion, vilken han betecknar med z och 3. En
kurva uppstar pa sa vis utav att en horisontell och en vertikal linje ror sig.
Vad Newton nu fragar sig ar hur man givet forhallandet mellan tva fluenter
x och y tar reda pa forhallandet mellan deras fluxioner & och . Newton
betraktar variablernas rorelse i tiden, later o vara ett odndligt litet tidsinter-
vall och o och yo blir da de odndligt sma ¢kningar i z och y. For att hitta
forhallandet mellan @ och y gar Newton till viiga pa samma sétt som tidare.
Givet y = 2" sdtter han

y+yo = (z + %0)", (4.4)

utvecklar hégerledet med binomialsatsen, subtraherar y = 2", dividerar med
o, bortser fran alla termer som fortfarande innehaller o och far fram att

y =naz" i (4.5)

Och dér har vi forhallandet mellan & och y som vi med modern notation
skriver p
Y n—1
— =nx 4.6
0 (4.6)
Newton visste att om man givet hastigheten ville s6ka den tillryggalag-
da strickan sa dr det samma sak som att sdka arean under kurvan som
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Figur 4.1: Arean z under kurvan uppstar genom en linjes bc:s rorelse.

hastigheten representeras av. Han betraktade situationen pa féljande vis. En
kurva ac genereras av fluenterna, alltsa x och y koordinaternas rérelse. Lat
z beteckna arean under kurvan. Da genereras z av en linje paralell med y-
axeln, bc som ror sig at hoger. Alltsa ar fluxionen av arean lika med be ganger
fluxionen av densamma. Vilket betecknas Z = yi vilket &r det samma som

z
== (4.7)
Eftersom z representerar arean,A, under kurvan y = f(z) sa kan vi med
modern notation skriva

dA

= ) (18)
vilket ocksa &r ett sdtt att uttrycka analysens huvudsats.

Newton har kommit pa ett sitt att med hjilp av anti-differentiering
berdkna arean under en given kurva. Hans metod &r generell och det fak-
tum att han sjilv inser det och att han ser det inversa sambandet mellan
att hitta tangent och att hitta arean, gor att vi hér ser infinitesimal- och
integral-kalkylen upptéickt. Newton kunde integrera.

4.3 Leibniz

Wilhelm Gottfried Leibniz(1646-1716) intresserade sig for serier av summor
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Figur 4.2:

och differenser av tal, vilket kom att ligga till grund fér hans arbete med
kalkyl. Han upptéckte att det finns ett inverst samband mellan summor och
differenser i en serie. Om serien &r ag, aq, as, ..., a, och differenserna mellan
termerna by, bo, b3, ..., b, da a&r summan av alla differenser lika med differensen
mellan den sista och den forsta termerna i den forsta serien. Alltsa

b1 +b2+b3—|— —|—bn = (a1 —CLO> -+ (CLQ —al) + (CLn —an_l) = anp — Qg (49)

Leibniz 6verforde idén till geometrin genom att tdnka sig termerna i den férsta
serien som y-virden av en funktion och differensserien som skillnader mellan
tva nirliggande y-viarden. Han tdnkte sig att x representerade ordningen av
termen i serien och y var virdet. Skillnaden mellan ordningarna betecknas
med dx och ar lika med 1 mellan varje pa varandra foljande term. Den faktiska
skillnaden i virde mellan tva pa varandra foljande termer betecknas med dy.
Sedan later han omn.(omnia pa latin &r summa) sta for summa och betecknar
dy med [. Leibniz konstaterar nu att omn./ = y om serien bérjar vid noll.
Nu vill han berdikna omn.yl. Han tanker sig en funktion y = x, dar summan
av alla yl for sma [ utgdr arean under kurvan. Vi ser att arean under kurvan
Yy = x ar % och kan konstatera att det géller for omn.yl. Alltsa att [ ydy = %

Leibniz hade har forstatt att skillnaden dz ar invers till summan omn., sa
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att differetiering av en area ger en lingd. Han ténkte sig forst att d minskade
dimensionen och att omn. ¢kade dimensionen. Men han foérstod sedan att

Figur 4.3: Leibniz differentialtriangel

omn. ar fraga om en summation av rektanglar. Leibniz utvecklade notationen
och borjade skriva [ 1 stillet for omn. och borjade anviinda dz och dy som
godtyckligt sma skillnader. Han utgick ifran geometriska framstéllningar nar
han tolkade differentieringen sa man kan inte riktigt kalla det derivata. Det
var differentialtriangeln som Leibniz anvidnde sig av. Se bild 4.2. Han jimfor
déri forhallandet mellan dz och dy med andra forhallanden i figuren. Han
definierar tangenten som en linje mellan tva nérliggande punkter.

Leibniz ger si smaningom en generell regel for dz” = na™! och [2" =
xn+1
n+1
man summerar rektanglar under kurvan for att fa arean och séiger att man

och papekar sjalv att detta géller generellt. Han kommer fram till att

kan bortse fran de sma trianglar som blir kvar, eftersom de ar odndligt sma
jamfort med rektanglarna.

4.4 Allmint om integral- och infinitesimal-kalkylens

upptackt

Det Newton och Leibniz bada kommer pa adr det generella inversa samban-
det mellan differetiering och integrering, namligen det faktum att om man
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forst differentierar en funktion och sedan integrerar den sa far man tillba-
ka den ursprungliga funktionen. De utvecklade bada en helt ny metod som
inte bara var en forlingning av grekernas arbeten. Att de borjade anvinda
symboler borde varit av avgérande betydelse for upptiackten av det inversa
sambandet. Den stora skillnaden mellan deras tankar var att Newton sag pa
area-problem som en fraga om skillnad i t.ex hastighet. Han betraktade det
hela ur en fysikers synvinkel. Leibniz a sin sida tittade direkt pa summationen
och utgick darifran.

Kepler med flera som héll pa med infinitesimaler var mest intresserade
av resultaten och dgnade sig inte mycket at bevisforing. De tinkte hela tiden
att det var mojligt att med gamla grekiska metoder a la Arkimedes rigordst
bevisa de nya areaberiikningarna. Leibniz hade inte nagra riktiga definitioner
av dx och dy, och inte heller Newtons metoder &r rigorésa. Den kalkyl som
Newton och Leibniz nu upptickt innehaller helt nya begrepp och metoder
som kraver nya definitioner
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Kapitel 5

1800-talet

5.1 Gransvardesbegreppet

Man bérjade nu att sdka stringens i den nya kalkylens bevis. Funktions-
begreppet definieras ordentligt for forsta gangen, av bland annat Leonhard
Euler (1707-1783). En av de forsta som formulerar det moderna kontinuitets-
begreppet dr Bernard Bolzano (1781-1848). Och det sa for kalkylen viktiga
gransvirdesbegreppet definieras av Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Fritt
oversatt!till svenska later hans definition si hér

Nér de successiva vardena av en variabel obegrinsat nirmar sig
ett fixt tal, sa att de slutligen skiljer sig fran detta tal med ett god-
tyckligt litet belopp, kallas det sista (fixa virdet) for gransvirdet
av de andra successiva vardena. Till exempel dr ett irrationellt tal
gransvirdet av atskilliga rationella tal, vilka ger storre och storre
approximativa virden av det.

Det dr ocksa Cauchy som med hjilp av gransvirdesbegreppet slutligen
definierar infinitesimaler. Han sdger att « dr en infinitesimal om « ar en vari-
abel vars numeriska virde gar mot noll. Dérefter kan han definiera derivatan
av en funktion som ett gransvirde av en differenskvot. I korthet siger defi-
nitionen att om Az och Ay betecknar odndligt sma skillnader och vi sitter
Ax =i, sa giller att

Ay _ f(e+i)— f(@)

N Z, (5.1)

I The historical development of the calculus, Edwards, C.H.
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5.2 Integralens definition

Nu var de nédvindiga begreppen definierade for att kunna ge integralen
en egen definition, dven om tanken av ett grinsvirdet fortfarande var av
geometrisk karaktar. Hitills har integralen betraktats som inversen av deriva-
ta. Cauchy ser ett behov av egen generell definition av integralen eftersom
det med derivatans definition blir klart att derivatan inte kan existera i en
diskontinuerlig punkt medan integralen kan. Han boérjar med en funktion
f(z), kontinuerlig pa ett intervall [x¢, X]. Detta intervall delar han upp i
n delintervall med hjilp av punkterna xg,z;...,x, = X. Utifran delningen
staller han upp foljande summa

genom att addera areorna utav rektanglarna uppkommna av delintervallen.
Alltsa, rektanglar med bas [z;_1, z;] och héjd f(x;—;). Cauchy vill definiera
integralen som gransvirdet utav denna summa da n gar mot odndligheten
och delintervallen diarmed narmar sig noll. Han visar detta genom att gora
ytterligare delningar av varje delintervall och fa en summa som bestar av
summan av summan av alla delintervall. Cachy fortsétter med definitionen

F(x) :/ f(z)dx (5.3)
xo
Och med hjélp av medelvirdessatsen bevisar Cauchy sedan att

F'(z) = f(x) (5.4)

Cauchy definierade och bevisade existensen av integraler fér varje kontin-
uerlig integrand. Nu fanns ocksa behovet av att titta pa integraler for mer
oregelbundna funktioner. George Bernhard Riemann (1826-1866) arbetade
med ytterligar generaliseringar av integralen. Han bérjade med att dndra lite
pa Cauchys definition av integralen. Ett intevall [a,b] delade han upp i n
delintervall [z; 1, z;] och satte §; = x; — x;_1. Nu betraktade han summan

i=1

dar ¢; ligger mellan 0 och 1. Denna summa blir mer generell &n Cauchys for
att Riemann pa detta sétt tillater funktionens argument, (z;_; + €;0;), att
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anta vilket virde som helst inom delintervallet, [x;_1,z;]. Han definierar nu
integralen som griansvirdet av summan S oavsett hur man véljer intervallet,d;,
och ¢;.

Nasta steg i utvecklingen av integralteorin dr Riemannsummor for be-
grinsade funktioner f pa intervallet [a, b]. Man delar intervallet i delintervall,
(21, 22), (z2, x3) 0sv. och konstruerar rektanglar utifran en punkt pa kurvan i
delintervallet, (de streckade linjerna pa figur). Geometriskt kan Riemansum-

/

a X1 T2 T3 Ty Loy, x

Figur 5.1: Riemansumma

man tolkas som summan av rektangelareorna och om intervallen gors sma sa
kommer véirdet att ligga néra integralen av f. Beroende pa hur man viljer
punkt pa kurvan i delintervallet sa far man: en Ovre summa U som ger en
overskattning av arean och en undre summa L som ger en underskattning av
arean. Termerna dvre integral och undre integral introduceras for U och L
och vi skriver det som

U:7zf(x)dx och L= 1 if(a:)d:c (5.6)

Integralen har ju sedan den introducerades pa 1600-talet gatt hand i hand
med areabegreppet, som fram till slutet av 1800-talet varit helt intuitivt och
inte haft nagon precis definition. Giuseppe Peano (1858-1932) var den forsta
som gav en formell matematisk definition av arean. Sedan Eudoxos och hans
uttomningsmetod har det tagits for givet att en area av en plan figur S &r
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summan av arean av alla polygoner som kan skrivas in i S och arean av
en polygon &r arean av summan av alla trianglar den innehaller. Peano tar
Eudoxos princip om uttémning som grund fér en formell definition av arean.
Han definierar en inre area a;(S) av S den minsta 6vre gréns av arean av alla
polygoner som S kan innehalla, och en yttre area a,(S) som den stérsta nedre
grians av arean av alla polygoner som kan innehalla S. Om ;(S) = a,(S) sa
ar vardet lika med arean.

5.3 Dedekinds snitt

Richard Dedekind (1831-1916) var professor vid Brunswicks tekniska hogsko-
la. Da han 1858 holl foreldsningar i kalkyl forstod han att det inte fanns nagon
logisk grund for de reella talen. For att kunna visa att nagot narmar sig ett
gransvarde fanns da bara geometriska metoder. Dedekind stéller sig da fra-
gan vad som menas med geometrisk kontinuitet, och kommer fram till att
det faktum som gor en linje kontinuerlig dr f6ljande princip:

Om den rita linjens alla punkter indelas i tva klasser av beskaf-
fenheten att varje punkt i den forsta klassen ligger till vinster
om varje punkt i den andra klassen, sa existerar en och endast
en punkt som frambringar denna indelning av alla punkter i tva
klasser, denna klyvning av den rita linjen i tva delar.?

Han for sedan 6ver resonemanget till tal for att kunna framstélla en definition
av de reella talen. Han tanker sig en uppdelning av de rationella talen i tva
klasser, A; och A,, sa att varje tal a; i A; &r mindre dn varje tal as i As.
Han kallar denna uppdelning ett snitt och betecknar det med (A;, As).
Vissa snitt kommer att generera antingen ett storsta element i A eller
ett minsta element i Ay och da representerar snittet ett rationellt tal. Men sa
finns ocksa snitt som inte kommer att representera ett rationellt tal, dir A,
inte kommer att ha ett storsta element eller A, ett minsta element. Da skapar
vi ett nytt irrationellt tal o som helt definieras av snittet (A;, A2). Om vi till
exempel i den forsta klassen tar alla negativa rationella tal och alla positiva
rationella tal vars kvadrat ar mindre dn tva, och i den andra klassen tar alla
andra rationella tal, da kommer det snittet ej att representera ett rationellt
tal, utan /2. De reella talen representeras av méngden av alla snitt av det

2Trrationella tal, Richard Dedekind, Sigma vol. 4
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rationella talomradet. Dedekind undersdker sambandet mellan tva snitt for
att visa att det reella talomradet &r i f6ljd ordnat och han visar omradets
kontinuitet. Han skriver om detta i sin Stetigkeit und irrationale Zahlen som
kom ut 1872.

Om vi nu gar tillbaka och tittar pa Eudoxos definition av geometrisk
proportionalitet sa ser vi att Dedekinds definition av de reella talen ar vad
man kan sidga en finputsning av Eudoxos definition.

Eudoxos definierar for varje tva par av storheter a,b och ¢, d, att a : b =
c:d om det for givna heltal m och n galler:

na > mb = nc > md, (5.7)
och

na = mb = nc = md, (5.8)
och

na < mb = nc < md (5.9)

Om nu a och b ar inkommensurabla storheter sa delar definitionen de
rationella talen m/n i tva distinkta méngder, ndmligen méngden L for vilka
(5:7) géller, eller m : n < a : b, och méngden U for vilka (5:9) géller, eller
m :n > a :b. Eudoxos definierar dock aldrig inkommensurabel storhet. I
Dedekinds definition kan man &versidtta de inkommensurabla storheterna a
och b med irrationella tal.

[ Eudoxos proportionalitetslira fanns grunden till en definition av de
reella talen, men det skulle ta tva tusen ar innan det till slut var Richard
Dedekind som tog fram, putsade av och byggde pa Eudoxos verk. Det fanns
nu ett behov av nya definitioner i och med utvecklingen av nya begrepp, fram-
forallt da gransvirdesbegreppet. Vilken sorts tal var egentligen ett gréansvérde,
fragade man sig. Definitionen av de reella talen var ett led i vad som kom att
kallas analysens aritmisering. Analysen hade for tidigare matematiker hand-
lat om kontinuerliga storheter, sasom ldngder, areor och volymer. Dedekind
och hans samtida strivade nu efter aritmetiska beskrivningar av analysen.
Och déri var definitionen av reella tal av storsta betydelse.
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Kapitel 6
Nagra egna reflektioner

Manga texter om Fudoxos borjer ungefir sa har:

Eudoxos fran Knidos dr en av de storsta matematikerna genom
tiderna och férmodligen den storsta pa sin tid i Grekland.

Och &nda ar det fa ménniskor som har hort talas om honom. Hans proportion-
alitetsdefinition och hans uttémningsprincip lag som grund for uppfattningen
av reella tal och area i tva tusen ar innan begreppen bérjade formaliseras.
Och i de formaliserade definitionerna vi hittar i den moderna matematiken
finns samma grundtanke som Eudoxos hade. Om vi tittar pa den moderna
definitionen av nér en funktion ar integrerbar sa giller att f dr integrerbar
om det till varje reellt tal € > 0 finns trappfunktioner ® och U som satisfierar

®(z) < fz) < V(x), (6.1)

och som dr sadana all
(V) — [(P) <. (6.2)

Det hér ar, tycker jag, helt i analogi med Eudoxos bevis av arean av en
cirkel. Han siger att det finns storheter med kind area som &r storre och
mindre dn cirkeln och att vi kan gora skillnaden mellan dessa storheter och
cirkeln sa sma som vi vill och darmed maste cikeln ha en area. Tanken ar
den samma men det som skiljer dr att FEudoxos saknade formella metoder
att beskriva tanken med. Han kunde inte beskriva en oédndligt liten storhet
och en gransévergang pa ett formellt sitt. Men, jag finner likheterna mellan
uttémmningsprincipen och en modern definition av grénsvirde slaende. En
funktion f(z) har grinsvirde A da x — oo om det for varje reellt tal € > 0
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finns ett w,x > w, géller att skillnaden mellan f(x) och A dr mindre &n e.
Om f(x) star for uttéomningen av cirkeln dér x dr antalet halveringar och A
ar arean av cirkeln och e star for skillnaden mellan cirkeln och en annan tankt
storhet. I enlighet med uttéomningsprincipen har vi da tva storheter namligen
A och e efter tillrdckligt manga halveringar av cirkeln, alltsa tillrakligt stora
x sa kommer skillnaden mellan cirklen och de uttémda bitarna vara mindre
an e.

Problemet med Eudoxos metod &r att vi i manga fall bara kan fa en
approximation av virdet pa arean. Nu nér vi kan visa pa en gransovergang
blir ju vardet istéllet ett exakt griansvirde. Eudoxos metod har naturligtvis
en annan stor brist ndmligen att man maste ha en formodan, ett pastaende
som kan bevisas. Det gar inte att upptéicka nagot nytt med metoden. Med en
generell metod for integrering kan vi utifran vissa givna krav rikna ut alla
areor.

Definitionen av de reella talen i slutet av 1800-talet verkar vara mer eller
mindre dr en kopia av det Eudoxos presenterade i sin definition av likhet av
forhallande mellan storheter for 6ver tva tusen ar sedan. Man forstar att han
var enormt fore sin tid med tanke pa vilken tid som gatt och vilken mangd
matematik som behdvt viixa fram innan forhallandet i sig och storhetsbegrep-
pet kunde ges en formell definition. Kanske ar det sa ocksa att formaliseringen
inte vixte fram forrén det fanns ett direkt behov av en definition av reella tal
i samband med att grinsvirdesbegreppet borjade ta form och man arbetade
med godtyckliga tal vid beskrivning av bland annat integral.

Sedan Eudoxos matematik har det varit samma grundtanke om berédkning
av ytor och volymer. Man fyller ut arean eller volymen med mindre bitar
vars area eller volym &r enklare. Ett undantag finns forstas i Newtons syn
pa integrering som handlade mer om rorelse. Han sag pa matematiken mer
utfran en fysikers perspektiv och fragar sig vad integralen beskriver mer
an att se pa den som ren matematik. Och kanske dr det didr nagonstans
som svaret pa varfor Eudoxos inte dr mer kind &n han dr med tanke pa
vilken betydelse hans arbeten haft for efterkommande matematiker och deras
arbeten. Eudoxos var visst en vetenskapsman men han beskrev inte, (sa vitt vi
vet) sin matematik med tonvikt pa tillimpningen som till exempel Arkimedes
gjorde. Det faktum att inga av hans skrifter finns kvar bidrar naturligvis till
att han kom i skymundan av Arkimedes och Euklides fran vilka det finns vél
bevarade bocker med matematik som utovat stort inflytande pa efterférljande
matematiker.
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