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Inledning: En tapet &r ett monster i ett odndligt euklidiskt plan E? som upprepas. En
tapetgrupp ér en grupp av avbildningar dir elementen inte fordndrar monstret. Det finns 17
tapetgrupper i planet, for tre dimensioner finns det dver 200, och det finns bevis for att dven
hogre dimensioner har dndligt antal monsterupprepande grupper, men det ingar inte i det hir
arbetet, jag haller mig till tva dimensioner. Vara forflyttningar ar alla rigida, dvs bevarar
Avstand och vinklar.

Uppgift: Bevisa att det finns 17 tapetgrupper, det vill séga, visa att alla tapeter maste tillhdra
nagon av dessa grupper och att dessa grupper verkligen ar olika. Att en tapet tillhor gruppen G
betyder att G dr gruppen av avbildningar som bevarar tapeten. Vi kommer under hela
redogorelsen att rora oss i det Euklidiska planet E,, sa behover det inte ségas igen.

For att gora detta borjar jag med att definiera diverse begrepp som behovs.

Definition 1: En isometri dr en avbildning dir tva godtyckliga punkter A och B avbildas pa
@A) och ¢fB) dar avstandet mellan A och B dr det samma som mellan deras avbildningar
@A) och @(B) d v s| A-Bl =l (A)-0(B)|. Isometrier kallas fiven for rigida rorelser. Alla vara
element &r sadana rorelser i planet.

En isometri avbildar en triangel pa en triangel med parvis lika langa sidor. Da &r trianglarna
kongruenta, sa dven vinklarna &r parvis lika stora. En isometri bevarar alltsa vinklar.

0 a
Lat ¢vara en isometri och anta att ¢ (OJ = (bj =T. Da ar ocksa ¢=¢-T en isometri och ¢

bevarar origo. Eftersom ¢@bevarar avstand och vinklar dr ¢(cu)=c du) och du+v)= Ku)+
Av), sa @ dr linjar. En isometri dr alltsa sammansatt av en linjdr avbildning och en translation.

Definition 2: Grupp

En grupp dr en mingd G som innehaller “multiplikation” och uppfyller dessa tre axiom.

@) Multiplikationen &r associativ, d vs (xy)z=x(yz) for alla element i G.

(>i1) Det existerar ett identitetselement, e i G, sa att for varje element x i G giller att
x*e=x=e*x.

(iii)  Varje element i G har ett inverselement x” som tillhér G si att x” *x=e=x*x".

Mingden av alla isometrier i E* bildar en grupp med sammanséittning av avbildningar

som multiplikation.

Innan tapetgruppen definieras sa infor jag lite beteckningar som gor det ldttare. Vet man hur

0 1 0
bilderna av [OJ , (OJ och [J ser ut sa kianner man till avbildningen , och har man en

0 0
isometri q)[OJ =(Zj sa ar (/)(J pa avstandet 1 fran [ZJ eftersom isometrier bevarar

1
avstand, (/{OJ ligger darmed dven pa avstand 1 fran [ZJ



0 a 1
Om man borjar med (/{OJ = (b} sa ligger ju q{OJ pa avstandet 1, om man vet var den ligger
sa har vi bara kvar att finna ¢ { for att bestimma avbildningen. Denna kan vara pa tva
stéllen, vilket &r x; och x; i figuren ( se figur 1a). Om vi antar att ¢ { =x; sa blir det som 1
. : ) . 0 1
figur 1b. For vilken annan punkt y som helst som har ett visst avstand till punkten o) lo
0) . _ . 0 1 0 )

och b sé har bilden av y ddrmed samma avstand till ¢ 0 N/ 0 och ¢ ) det existerar

endast en sadan punkt. Samma resonemang giller dven for q{lj =x;.

Om vi fortsitter med det forsta fallet kan avbildningen beskrivas sahér (se bild 1c.)
cosf —siné

. gOr sen en
sinf cos@

Vrid forst planet med vinkeln 8 vilket gérs med matrisen O = (
) 0 a s .
translation med vektorn ¢ 0 = bl Avbildningen kan beskrivas som

X 0 X a . a . .
= + b och lite enklare (O, b ). O har i detta fallet determinant +1.

X5 Xy
I det andra fallet &ndrar man orienteringen (se bild 1d). Forst vrider man planet vinkeln 8
och speglar i linjen genom origo med vinkel @till x-axeln, direfter translaterar man med

a 0 . X X a - .
vektorn =@ Detta kan skrivas som =0 + men hér dr matrisen
b 0 X, X, b

(cos 6 siné
0 —_

) som har determinant —1.
sin@ —cos@

Hirmed ser vi att alla isometrier kan beskrivas som (O, T) dér O antingen
cosfd —sinf cosfd siné a . .
aro=| | eller O=| . ochT= ar forflyttningar av origo.
sind cosd sind —cosd b
Dessa matriser ingar i gruppen av ortogonalmatriser. Denna grupp brukar betecknas O,.
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For att se att isometrier utgor en grupp G sa giller att sammansittningen av tva avbildningar
som bevarar avstanden bevarar avstand och inversen till en avbildning som bevarar avstand
bevarar avstand. Identiteten dr en isometri sa G innehéller ett identitets element och
sammansittningen av isometrier dr associativ. Vi har alltsa att for isometrier géller

1) g1, 826G=g:8:€G

2) geG:>g'I eG

3) (8182)85=81(8283)

4) ldeG

Nir vi nu vet att isometrier utgor en grupp och att de kan skrivas som (O, T) sa kan man reda
ut hur multiplikationen ser ut. Den definieras pa detta vis.

X X X X
—)0] +T] HO](OQ +T1)+T2= 020] +02T1+T2=
X Xy Xy X

(0201, O:T1+T132)=(0,, T2)(0O;, T})

0
Om T= [Oj svarar det mot avbildningar som bevarar origo. Om det &r en ren translation

beskrivs avbildningen som (I, T) diar O= [ &r identitetsmatrisen. Translationerna utgor en
delgrupp av alla isometrier eftersom (I, 7;)(I, T>)=(I, T;+T>) vilket ocksa &r en ren translation.
Dessa utgor en normal delgrupp och vi kan kalla den for H. Att en delgrupp 4r normal
betyder att om HcG sa ér gHg'=H for alla geG sa ir H . For att se att translationerna utgor
en normal delgrupp ska det gilla att for (, T) sa ska (O, T, T)(O, T;)" vara en translation
for alla (O, 7).

0
Hur ser da (0, T;)" ut? Vilj (0, T») sa att (O, T>)(O, T))=(, (OJ) (vilket dr

enhetselementet) och 16s ut (0, T») pa detta sitt:



0
(0, TrH)(O, T))=(0,0, O,;T;+T>) detta ger oss att 0;0=I,d v s 01=0'1 och O,T; +T2=(0J

vilket ger att T,=-0,T; alltsa ar (O, T,) -I= (0'], 0! T)). Nu ar det bara att rikna.
(0, T T)(O,T)"'=(0, T, T)(O™, -0"'T)=(0, T)(O", -0"T1+T)=
(I, -T;+0T+T;)=(, OT)

som ir en translation och vi har hidrmed visat att translationer utgér en normal delgrupp i
gruppen av isomorfier.

For normala delgrupper H giller att man kan definiera kvotgruppen G/H som bestar av
elementen gH med multiplikationen g;Hg,H=g;g,H, och eftersom gruppen av translationer &r
normal sa kan vi utfora denna kvotning. Avbildningen G — G/H ser ut sa hir: (O,T) - O
bilden dr den sa kallade punktgruppen.

Definition 3: Tapetgrupp

Tapetgrupper ér en delgrupp till gruppen av isometrier som uppfyller foljande tva krav.
G dr en tapetgrupp om delgruppen H av translationer i G genereras av tva icke-parallella
(eller skeva) translationer och G/H (dess punktgrupp lat oss kalla den J) ska vara dndlig.

Definition 4: Isomorfi:Om G; och G, dr tva grupper och man har en funktion ¢:G, — G,sa

ar ¢ en isomorfi om den &r bijektiv och @ab)=@(a)@(b) for alla element a, b i G;, da sdger
man att G, dr isomorf med G,. Tva tapeter identifieras som lika om de har isomorfa
tapetgrupper.

Nar vi nu har dessa begrepp maste vi reda ut vilka element som tapetgrupperna innehaller.
Det dr pa elementen vi kan se till vilken grupp en tapet tillhor, och det dr genom dessa som vi
kan se hur manga grupper som existerar och varfor de ér olika. Vilka &r da de mojliga
elementen i tapetgrupperna.

Definitioner av tapetgruppernas element:

1 Rotation:

Lat P vara en punkt i planet, och lat &vara en vinkel mellan 0 och 27 da dr rotationen &
motsols runt punkten P en rotation. Matrisen O for rotationer har determinant +1,

0
orienteringen forandras inte. En rotation som bevarar origo skrivs (O, (0] )

2 Translation: Detta ir forflyttningar av origo. Alla punkter flyttas med samma vektor a. 1
definitionen av tapetgrupper finns tva skeva translationer. Translationer har odndlig ordning.

3 Reflektion:

Om man har en reflektion sa speglas alla punkter vinkelrétt mot en viss linje till en punkt pa
0

samma avstand fran linjen. I matrisnotation skrivs reflektioner som (O, (OJ ) didr O dndrar

orienteringen och har determinant —1, om vi véljer att placera origo pa reflektionslinjen.

4 Glidreflektionselement:
Forst speglar man i en viss linje, sen translaterar man parallellt med denna linje.
Glidreflektioner har odndlig ordning.



For dessa fyra definitioner giller att rorelserna ska gora att vi aterkommer till samma monster
som tidigare, och vi maste visa att dessa element dr de enda mojliga.

Sats 1: Elementen i tapetgrupper utgors av translationer, rotationer, reflektioner och
glidreflektioner.

Bevis av sats 1: Vi kan skriva en isometri pa formen (O, 7T), sa att X avbildas pa OX+T.
O kan som vi tidigare sett skrivas pa tva sitt:

cos@ —sinéd . . . . .
1) O=| . vars determinant dr +1, och ger direkt isometri.
sind cosé

cos@ siné

sin@ —cos@

2) 0:[

J vars determinant ir -1, och kastar om orienteringen.

Vi borjar med att ga igenom fall 1. Antag att O dr som i fall 1, och att det finns en punkt som

0
avbildas pa sig sjdlv, en fixpunkt, och vilj denna punkt till origo. Da kan den skrivas (O, (OJ)

och dr en rotation ¢. En fixpunkt &r 16sningen till OX+7T= X = (0O-)X= -T sa om det(O-1)#0
s finns en 16sning och dirmed en fixpunkt. Ar det(O-1)=0 sé saknas fixpunkt om T=0. I fall 1

cosp—1 —sing

sa dr det (O-1)= = cos” @-2cos @+ 1 +sin’ p=2-2cos . Om 2-2cos @=0 s ir

sing cos@—1
¢=0, d v s ingen rotation och kan skrivas (I, T), vilket dr en translation. Alla punkter flyttas
med 7, X X+7. Hirmed har vi att en direkt isometri dr antingen en rotation eller
translation.

Fall 2: Antag att det finns en fixpunkt och vilj denna till origo. Da skrivs avbildningen

0y, . cosg sing ) o : :
(O, ), diar O =| . ,vilket dr en reflektion i linjen genom origo med lutning
0 sin@ —cos@
@2.

Saknas fixpunkt sa vilj ett godtyckligt origo och lat ¢ vara mittpunkt mellan 0 och ¢(0).

Om 0, g, ¢(q) ligger pa en linje bevaras hela linjen av avbildningen. Om W ér speglingen i
denna linje dr y@ en direkt transformation som bevarar linjen sa W@ dr alltsa en translation
yo=T och ¢= l//'l T=yfT ‘r en glidreflektion.

Om 0, ¢, ¢(q) inte ligger pa en linje, sa 1at r och s vara ortogonala projektioner av 0
respektive ¢(0) pa linjen genom punkterna g och ¢(g) (se bild 2). Vi maste visa att s=¢(r).
Triangeln Ag¢(0)¢(q) ér likbent eftersom avstandet mellan ¢ och ¢{0) och avstandet mellan 0
och g ocksa ir lika med avstandet mellan ¢x0) och ¢(q) eftersom @ ér en isometri. Trianglarna
AOgr och A@(0)¢(q)s dr kongruenta (men motsatt orienterade). Detta giller dven f6r A0gr och
A@O0)p(q)(r) sa s=¢(r). Lat g vara glidreflektionen som avbildar A0gr pa A@(0)@(q)¢(r). da
fixerar g @ punkterna origo, g och r si g” @=id och @=g.



O/ X
-
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(o)
Det behovs en sats for att veta vilka de dndliga punktgrupperna r.

Sats 2: En dndlig delgrupp av O, dr antingen en cyklisk grupp av rotationer som genereras av
en rotation 277/n, eller en grupp av ordning 2n som genereras av en rotation 27n och en
spegling genom fixpunkten. Den senare kallas dihedrala gruppen med 2n element och
betecknas D,

Bevis av sats 2:

Om gruppen endast bestar av direkta isometrier sa maste den besta av rotationer kring origo.
Den genereras av den minsta rotationen . Om nagon rotation ¢ inte dr en multipel av @sa ér
o=k* 6+, dir £ dr mindre dn @ vilket ger en motsigelse eftersom @ skulle vara den minsta
rotationen.

Antag att gruppen innehaller en isometri ¢ som inte dr direkt. Denna maste da vara en
reflektion i en linje genom origo. Lat H vara delgruppen av rotationer i G. H ar da cyklisk och
gruppen innehéller elementen Id, R, K, ..., R*’, ¢, Rp. R’@...., R" @ dir R ir den minsta
rotationen. Vi ska nu visa att det inte finns nagra andra element i gruppen.

Antag att det finns en annan reflektion yi gruppen. Da dr y@ en rotation, eftersom
determinanten av en reflektion dr —1 och da blir tva reflektioner en rotation, eftersom
determinanter dr multiplikativa och (-1)(-1)=1. Sa y@=R" for nagot m, och da ir

y=R" ¢'=R" @

Vi behover en sats som séger att vid en isomorfi av tva tapetgrupper gar rotationer pa
rotationer, translationer pa translationer och sa vidare for att kunna klassificera in alla tapeter i
sina respektive grupper.

Sats 3: Rotationer gar pa rotationer, translationer pa translationer, reflektioner pa reflektioner,
glidreflektioner pa glidreflektioner vid en isomorfi av tva tapetgrupper.

Bevis av sats 3: Lat ¢: G—G, vara en isomorfi mellan tapetgrupper, da dr enhetselementet e i
G det enda som avbildas pa e; (enhetselementet i G;) vilket visar att ordningen av ett element

g 1 G har samma ordning som dess bild ¢(g) 1 G;.



Translationer och glidreflektioner har odndlig ordning medan rotationer och reflektioner har

andlig ordning, darfor maste translationer antingen avbildas pa translationer eller
glidreflektioner. Lat 7 vara en translation och antag att ¢(7) dr en glidreflektion. Vi ska nu
visa att detta ger en motsidgelse om inte translationer avbildas pa translationer och
glidreflektioner pa glidreflektioner.

Viilj en translation som inte kommuterar med ¢(7) det vill sdga ¢(7) 7;#7;¢(7), vilken
translation som helst som inte &r parallell med glidreflektionens linje duger, t ex en som dr
vinkelrit mot denna linje. Det finns ett g sa att ¢(g)= 7; och da maste g antingen vara en
translation eller glidreflektion. Elementet g > (se bild 3b) ir en translation eftersom
reflektionen i glidreflektioner har ordning 2 och tva pa varandra foljande translationer &r en
translation (se bild 3a). Tva translationer kommuterar, sa gz 7= rg” vilket medfor att
KD7° =7 @(1). Men 7;° idr vinkelrit mot glidreflektionens linje eftersom 7; ir det, s& 7;
kommuterar inte med ¢(7) och vi har en motsidgelse. Darmed maste bilden av en translation
vara en translation.

Eftersom vi hirmed ser att translationer alltid gar pa translationer sa maste glidreflektioner ga
pa glidreflektioner. Bilden av en glidreflektion maste vara en glidreflektion eftersom om
@(g)=rdir 7ir en translation s& har vi att ¢ ' (7)=g, ¢ ir en isomorfi och att bilden av en
translation skulle vara en glidreflektion har vi redan visat dr omgjlig.

Vi maste dven visa att bilden av en reflektion &r en reflektion.

Reflektioner har ordning 2 och dérfér maste bilden ¢(g) av en reflektion antingen vara en
reflektion eller en rotation pa ett halvt varv som dven dem ir av ordning tva, dessa #r de enda
element som har ordning tva.

Antag att g dr en reflektion och att bilden ¢(g) &r en vridning ett halvt varv, vi ska nu visa att
detta leder till en motségelse. Lat ge G vara denna reflektion vars bild ¢(g) dr en 180 graders
véndning och vilj en translation 71 G som inte &r vinkelridt mot reflektionslinjeni g, t ex en
translation parallell med reflektionsaxeln. Da &r 7g en glidreflektion. Vi har redan visat att
bilden av translationer gar pa translationer och att bilden av glidreflektioner gar pa
glidreflektioner och darmed maste ¢(7g) ocksa vara en glidreflektion. Men ¢(7g)= ¢(7) ¢(g)
dir ¢(7)¢(g) produkten av en translation och en halvvarvsrotation som 4r en annan
halvvarvsrotation runt en annan punkt (se bild 3c och d), och vi har dirmed en motsigelse och
reflektioner maste ddrmed svara mot reflektioner. Antag att en vridning g ett halvt varv
avbildas pa en reflektion A, s& ¢(g)=h, da ér @' (h)=g, men @' (h) ir en reflektion vilket ir en
motsédgelse och vi har att rotationer avbildas pa rotationer.

Det enda som aterstar nu &r rotationer som inte har ordning 2 och dessa maste da svara mot
rotationer av samma ordning som sig sjilva eftersom ordningen bevaras.
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Rotationer: Tva eller flera likadana rotationer ger en rotation eller identitetsavbildningen. Man
skulle kunna tro att det fanns odndligt manga rotationer, att man kan gora en tapet dir man
aterkommer till samma symmetri efter att ha roterat 9/2m eller 17/2w eller vilken vinkel som
helst och ddrmed skulle det finnas odndligt manga tapetgrupper, men det gar faktiskt inte och
detta inte endast for att definitionen séger att tapetgrupper ska ha en dndlig punktgrupp. Detta
har att géra med att man inte kan ligga ett pussel bestaende av lika antal horningar for vilka
horningar som helst, detta kan endast goras med 3-horniga, 4-hdrniga och 6-hdrniga figurer.
Man kan ocksa argumentera om att det i monstret dr definierat en vektor a av kortast langd
och roterar man monstret i en icke tillaten vinkel finner man en vektor kortare 4n a och
monstret blir forvridet eftersom det var sjidlva vektorn @ som man skulle finna dér, man
kommer helt enkelt inte tillbaks till det tidigare monstret. Sa vad vi behdver nu ér en sats som
redogor for alla de mojliga rotationerna. Man séger att rotationer kan ha ordningen 2, 3, 4
eller 6, eftersom det r efter sa manga rotationer som man aterkommer till monstret pa. Innan
vi visar rotationernas ordning behovs en sats om att punktgruppen verkar pa monstret.

Lat L vara banan av origo, det vill sidga alla punkter som origo avbildas pa ér element i L.
Sats 4: Punktgruppen J verkar pa monstret L, d v s ett element i L avbildas pa ett element i L
av J.

Bevis av sats 4: Om x dr en punkt i monstret sa finns en translation (, X) i G. OmO ligger i J
har vi ett element (O, T) i G. Translationsgruppen &r en normal delgrupp sa

(0, ), X)(O, T)™" ir en translation vars produkt blir (, OX). Alltsé finns translationen

(I, OX) i translationsdelgruppen och dirmed verkar punktgruppen pa monstret L.

Nir vi vet detta kan vi utreda vilka ordningar rotationerna kan anta.

Sats 5: Lat G vara en tapetgrupp och lat P vara origo for en rotation pi G. Da har p ordning
2,3, 4, eller6.



Bevis av sats 5: Alla rotationer i G har 4ndlig ordning enligt definitionen. Vi kan kalla
monstret for L. Om vi har en rotation av ordning ¢, da &r en rotation av denna ordning 277/¢
motsols. Denna rotationsmatris A skrivs

( 27[} . { 27£J
cos| — | —sin| —
Ae q q
. { 27:} ( ZEJ
sinf — | cos| —
q q
Lat a vara vektorn i monstret av kortast langd i L av G. J verkar pa L sa O(a) ligger i L.
Antag ¢>6, da dr 27g < 60°. O4(a)-a édr da en vektor i L som &r kortare dn a (se bild 2a). Om
g=5 sa ir vinkeln mellan 0,’ (a) och a 36° (se bild 4b), da blir vektorn 04’ (a)+a kortare 4n a

och ligger i L vilket motséger definitionen av a. Hirmed &r det visat att rotationer endast har
ordning 2, 3, 4 eller 6.

400 4b

och liggeriJ

Translationer: I en tapetgrupp maste det finnas tva translationsriktningar enligt definitionen
och dessa ska vara lineért oberoende. D v s, det maste finnas tva riktningar man kan ga for att
aterfinna symmetrin. Ett randigt monster med endast en riktning for att aterfinna symmetri
tillhor ddrmed ingen tapetgrupp. Definiera a som den kortaste translationen i tapetgruppen
och b som den nist kortaste som dr skev med a. Tva eller flera likadana translationer f6ljt av
varandra ger en translation.

Sats 6: L dr monstret som spanns upp av vektorerna a och b det vill sidga L bestar av alla
linjdra kombinationer am-+bn dédr m och n 4r hela tal.

Bevis av sats 6: (I, 7)—T ir en isomorfi mellan 7 och R* som 6verfor translationsgruppen H
pa T, och da ir L en delgrupp av R” och varje punkt ma+nb tillhor L. D4 kan vi dela upp
planet i axb parallellogram. Om vi tar en punkt x som ligger i L men inte i
parallellogrammonstret sa vilj ut det parallellogram som innehaller x och har hérnan ¢ som
ligger narmast x. Da dr x-¢ # 0 vektorn, den &r inte @ och inte b och dess ldngd dr kortare dn b.
Men x-c ligger i L eftersom bade x och ¢ gor det. | x-cl <a gar inte , om lal <|x-c|<|bl saira
oberoende av x-c¢ vilket motséger valet av b, dirmed kan inte ett sadant x existera och darfor
ser vi att L byggs upp av ma+nb.

Nir vi nu har sett att man kan dela upp planet i parallellogrammer sa kan vi klassificera dem i
fem olika monster beroende pa vektorerna a och b. Vektorn a dr som tidigare den kortaste och
b den niist kortaste eller lika korta som ér skev mot a. Vi har att | a-b| <| a+b| och vi har
foljande mojligheter.

D lal<lbl<la-bl<|la+b| (parallelogram)

2) lal<lbl<la-bl=|a+b] (rektangulér)



3) lal<|bl=|la-bl<|a+b| (centrerat rektangulir)
4) lal=|bl<la-b|=|a+b| (kvadratisk)
5) lal=lbl=la-bl<|a+b| (hexagonal)

Fallet d |al=|b|<|a-b|<|a+b| ir det samma som att vi har ett centrerat rektangulirt
monster vars basvektorer dr a-b och a+b. For att se hur dessa ser ut titta pa bild 5a-f.
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For att kunna visa att tva tapeter har samma tapetgrupp behver vi en sats.
Sats 7: Om tva tapetgrupper dr isomorfa sa dr deras punktgrupper isomorfa.
Bevis av sats 7: Lat G, G, vara tva tapetgrupper med translationsdelgrupper H och H; och

punktgrupper J och J;. Om ¢: G — G, dr en isomorfi sa dr ¢ (H)=H; enligt sats 3 och dérfor

ger @ en isomorfi fran G/H till G;/H,. Punktgrupperna dr dirmed isomorfa eftersom
punktgruppen J dr isomorf med G/H och punktgruppen J; dr isomorf med G/H;.



Kapitel 2: identifiera de olika tapetgrupperna

I forra kapitlet kom vi fram till de olika elementen och deras egenskaper. I detta kapitel ska vi
se vilka element som kan samverka i de olika tapetgrupperna, och ddrmed fa fram vilka dessa
grupper dr. T ex gar det inte om man har ett kvadratiskt translationsmonster att komma
tillbaks till samma symmetri genom att rotera ett 6:e dels varv, d v s dessa element kan inte
existera i samma grupp.

Notation: For bilderna och bendmningen pa de olika grupperna behover vi lite notation. Det
finns fler sétt att skriva ner elementen till tapetgrupperna och jag anvénder detta.

Vi har p som star for primitiv vilket betyder att monstret som bygger upp tapeten &r en
parallellogram, c star for centrerat monster, s for spegling, g star for glidreflektion. Siffrorna
1, 2, 3, 4, 6, star for rotationer dir 1 &r identiteten alltsd rotation ett helt varv runt, 2 ett halvt
varv, 3 ett 3: e dels varv och sa vidare. Star det tva s bredvid varandra betyder det att det finns
tva axlar som monstret speglas mot. Vektorn a ldgger vi utmed x-axeln sa b blir skev med x-
axeln. De &r definierade som tidigare. J dr punktgruppen, H ir translationsgruppen och L &r
monstret. Ag ér rotationsmatrisen for vinkeln & och B, ir reflektionsmatrisen som speglar en
linje som gar genom origo och lutar vinkeln ¢/2 mot positiva x-axeln.

Nu kommer vi att ga igenom de fem olika monstren L i turordning och se vilka tapetgrupper,
lat oss kalla dem G, som finns i varje.

1) Parallellogram: I detta fall bestar punktgruppen av en delgrupp av {+1}.
Vi finner tva tapetgrupper i detta monster den forsta dr p1, dédr punktgruppen bestar av {7},
dess element #r pa formen (/, ) dir 7= am+bn och m, n ir hela tal.
Den andra tapetgruppen p2 har punktgrupp {+ I} och innehaller ddrmed en rotation ett halvt

0
varv. Lat oss fixera punkten som rotationen roterar kring till origo sa att (-7, (OJ ) ligger i G,
: : 0 N :
detta dr elementen som inte &r translationer. Elementen grupp H(-1, 0 )ser ut pa foljande vis:

0 0
I, T)(-1, (Oj =C(I1 -1 (Oj +T)=(-1, T)=(-1, am+bn) vilket &r alla halv varvs rotationer kring

punkterna Y2(am-+bn).

2) Rektangulért: I detta monster kommer vi att finna fem tapetgrupper. Det finns fyra element
i J, identiteten, halvvarvs rotation, reflektion i x-axeln och i y-axeln. J bestar ddrmed av en
delgrupp av {/, -1, By, By} och vi ir intresserade av grupper som skiljer sig frn de tidigare
grupperna pl och p2.

I den forsta gruppen ps édr J = {1, By} sa G har en reflektion som vi kan vilja utmed en
horisontell linje ( som é&r parallell med x-axeln).

I den andra gruppen pg ir J={I, By} som i ps men den saknar reflektioner, da maste den
innehalla en glidreflektion som foljer en horisontell linje och vi viljer en punkt pa denna linje
som origo. Om man gor samma glidreflektion tva ganger sa far man en translation, sa var
glidreflektion &r pa formen ( By, 1/2ka) for nagot k dir k dr ett heltal. Om k &r ett jamnt tal sa



0
ar (-1/2ka, 1) en translation i G och reflektionen ( By, (OJ )= (I, -1/2ka)( By, 1/2ka) tillhor G

vilket motséger att det inte fanns nagra reflektioner. Darfor dr k ett udda tal och

(Bo, 12a)=(1, -1/2(k-1)a)( By, 1/2ka) ligger i G. De element i G som inte &r translationer &r pa
formen (I, am+bn)( By, 1/2a)=( By, (m+1/2)a+nb). Dessa ir glidreflektioner som gar genom
monsterpunkter eller ligger mittemellan tva monsterpunkter. Lingden av varje glidreflektion
ar en udda multipel av 1/2a. Om vi tittar pa punktgruppen J={I, B} bytes bara horisontellt ut
mot vertikalt och vi far samma grupp som pg.

Nu utgar vi fran att punktgruppen innehaller hela {7, -1, By, B}

I den tredje gruppen p2ss innehaller G en reflektion bade horisontellt och vertikalt.

Den fjirde gruppen p2sg innehaller en reflektion horisontellt men inte vertikalt. Da maste B,
ge en glidreflektion vertikalt i G. Om vi véljer punkten dir horisontalspeglingen korsar
glidreflektionslinjen till origo och det vi kom fram till for pg, sa kan vi anta att (By, 0) och
(Bs 1/2b) ligger i G. Produkten (B 1/2b)(By, 0)= (-1, 1/2b) vilket dr halvvidndning kring 1/4b.
mingderna H, H(By, 0), H(By, 1/2b) och H(-I, 1/2b) utgtr G. Den forsta midngden, H, dr
translationerna. Den andra mingden har utseende (I, ma+nb) (B, 0)=( By, ma+nb). Nir m=0
sa dr isometrin en reflektion horisontellt som gar genom monsterpunkter eller mittemellan
dessa. Om m=0 sa blir speglingarna glidreflektioner vars translationsdel 4r ma. Den tredje
mangden H(-I, 1/2b) innehaller elementen (B, ma+(n+1/2)b) vilket dr alla vertikala
glidreflektioner som gar genom monstrets punkter eller mittemellan dessa. Translationsdelen
for varje glidreflektion dr en udda multipel av 1/2b. Den sista mangden H(-1, 1/2b) utgors av
alla halvvdndningar kring punkterna 1/2ma+1/2(n+1/2)b. Byter vi ut horisontellt med
vertikalt far vi en grupp som &r isomorf med p2gs.

3) Centrerat rektangulért: Ortogonaltransformationerna O, som bevarar L. dr de samma som i
det rektangulira fallet och ddrmed maste punktgruppen vara en delgrupp av J={I, -1, By, Bz},
men det finns tva nya grupper i detta monster.
Den forsta &r cs, dér vi antar att J={1, Bo} och att (Bg, T=v) ger By i G. Detta dr antingen en
reflektion eller glidning horisontellt. Vilj en punkt pa reflektions eller glidreflektionslinjen till
origo sa att 2v dr en multipel av @ och den vertikala riktnigen bestims av vektorn 2b-a och vi
far tva fall.
Det forsta dr att om 2v=ka och k dr jamn sa tillhor reflektionen
(Bo, 0)=(, -1/2ka)(By, 1/2ka) G. Elementen i G som inte 4r translationer har formen
(By, ma+nb)=(By, (m+1/2)a+1/2n(2b-a)). Om n dr jamn och m=-1/2n sa far vi alla
horisontella reflektioner genom monsterpunkterna. Om n dr jimn och m#-1/2n sa blir dessa
reflektionslinjer till glidreflektionslinjer. Translationsdelen i varje glidreflektion &r en
multipel av a. Slutligen, om n dr udda sa har vi glidreflektioner vars linjer ligger mittemellan
tva monsterpunkter. Translationsdelen till dessa glidreflektioner dr en udda multipel av 1/2a
Det andra fallet dr om k dr udda sa ligger (B, ¥2(2b-a))=(1, -1/2(k+1)a +b)(Bo, 1/2ka) i G.
Detta dr en reflektion och flyttar vi origo till reflektionslinjen sa kommer vi tillbaks till det
tidigare fallet. Byter vi ut J={I, Bo} mot J={I, B} sa far vi en grupp isomorf med cs.
Den andra gruppen i detta monster &r ¢2ss vars punktgrupp dr J={1, -1, By, Bz}. Som vi sag i
fallet innan ger By och B, reflektioner i G.

4) Kvadratiskt: For detta monster &r de ortogonala transformationerna O, som bevarar L
dihedralgruppen av ordning atta (D) som genereras av Az, och By och &r vars punktgrupp ér
en del grupp av denna. For att finna nya grupper maste Ay, vara med i J.

Vi hittar tre nya grupper i detta monster. Den forsta dr p4, vars punktgrupp genereras av Az,
d v s den innehaller fjdrdedelsrotationer.



Den andra gruppen &r pdss vars J genereras av Ay, och Bg. Bg ges av en reflektion i G.

Den tredje gruppen &r p4gs. Vi antar att J genereras av Ay, och By, men att By inte ger en
reflektion i G. Vilj den fixa punkten for rotation av ordning 4 till origo sa att (A, 0) tillhor
G och 1t (By, Aa+ub) ge By i G. (Bo, Aa+ub) > =(By, 2Aa) vilket ger att 2\ #r ett heltal.

Om 2A ir ett jamnt tal sa ligger reflektionen (By, ub)= (By, -Aa) (Bo, Aa+ub) i G och vi har en
motségelse eftersom By inte skulle ge en reflektion. Dérfor maste 2A vara udda och

(Bo, 12a+ub)=(, (1/2-Ma)( (By, Aa+ub) vara ett element i G.

Vi har éven att (Agp, 0)(Bo, 1/2a+ub)=( By, 1/2b-pa) och ( By, 1/2b-pa) > =(1, (1/2-w)(a+b))
vilket ger att V2-1 &r ett heltal, och vi ser att glidreflektionen

(Bo, 12a+1/2b)=(1, (1/2-w)b)(By, 1/2a+ub) ligger i G.

Dessa atta mangder utgor G:

H(, 0),

H(-L, 0),

H(Bo, Y2(a+b)),

H(By, Y2(a+b)),

H(Axp, 0),

H(Asz, 0),

H(Bgp, V2 (a+h)),

H(Bsnp2, V2 (a+b)).

Man kan undersoka deras geometriska egenskaper pa detta sétt: Om vi har ett element fran
méingden H(Byy, 2 (a+b)), sa kan den skrivas pa formen

(Br2, (m+1/2)a+(n+1/2)b)=(Brs, Y2(m+n+1)(a+b)+1/2(m-n)(a-b)). Om m+n+1=0 sa far vi
alla reflektioner som lutar 45° mot horisontallinjen och gar mittemellan tva monsterpunkter.
Om m+n+1+#0 och m-n &r ett udda tal sa blir samma reflektionslinjer till glidreflektionslinjer.
Om m+n+1#0 och m-n &r ett jamnt tal har vi glidreflektioner vars linjer gar genom
monsterpunkter.

Om vi istéllet tittar pa mangden H(-I, 0) ser vi att den innehaller alla halvrotationer
(-1, ma+ nb) med centrum i punkterna %2 (ma-+nb)) och sa vidare genom alla mingder.

5) Hexagonalt: Hir innehaller punktgruppen av en delgrupp av dihedralagruppen (D) av
ordning 12 som genereras av Ay;3 och By. Det ér bara grupper med rotationer av ordning 3 och
6 som ger oss nya grupper. I detta monster hittar vi 5 nya grupper.
Den forsta dr p3 vars J genereras av Apps.
Den andra dr p3s1 dir J genereras av A3 och By.
Den tredje dr p31s som kan beskrivas sa hdr. Om vi antar att J genereras av Ayqz och Byys, sa
vilj den fixa punkten for rotationen av ordning 3 som origo sa att (Axqs, 0) tillhor G och lat
(Bn/3, 7\.a+l,lb) ge Bn/3 1G.
(Bys, Aa+ub) > =(1, (A+u)(a+b)) sd A+ ir ett heltal. Vi har dven att
(A3, 0)(Bry3, Aa+ub)=(Br, Mb-a)-pa) och (B, Mb-a)-ua)* = (I, M(2b-a)) vilket ger oss att A
ar ett heltal. Ddarmed ér bade A och W heltal och reflektionen
(Bws, 0)=(1, -Aa-ub)( Bys, Aa+ub) tillhor G. Elementen i G ér pa formen (O, T) dir O &r
matriserna I, Ayz3, Agns, Brs, Br och Bsys. Ga igenom dessa element geometriskt pa t ex
detta vis (By, ma+nb)=(B;, (m+1/2n)a+1/2n(2b-a)) nir n=0 ir det en reflektion i en vertikal
linje och om n=0 sa &r det en glidreflektion i en vertikal linje e t c.
Den fjédrde gruppen ir p6 vars J genereras av Ays.
Slutligen dr den femte gruppen p6ss vars J genereras av A3 och Bg.



De 17 tapetgrupperna.
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pm
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p2mg

p2mm

Pg
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Kapitel 3: visa att de 17 tapetgrupperna ér olika.
For att visa att dess grupper &r olika anvinder vi oss i ett forsta steg av sats 7 som séger att for
isomorfa tapetgrupper sa édr punktgrupperna J isomorfa. De olika grupperna tillhor dessa J.

G J

pl trivial
p2 7

ps V)

pg V4
p2ss ZoX7s
p2sg ZyX7,
p2gg ZoX7Zn
cs 7>
c2ss ZoxZo

p4
pdss
pdgs
p3
p3sl
p31s
po6
poss

J
Zy
D,

Genom denna undersokning ser vi att p1, p4, p6, p6ss inte har samma punktgrupp som nagon
av de andra tapetgrupperna och da vet vi att de inte dr isomorfa med nagon annan grupp

forutom sin egen.

Vi gar igenom vad de olika grupperna innehaller for element, och gar igenom dem med vilken
deras punktgrupp ir och vilken rotation de innehaller.

Utan rotation:

p1- trivial

J =Zz:

ps- en reflektion

pg- en glidreflektion
cs- en reflektion

90° rotationer.



J :Z4

p4- ingen reflektion

J :D4

pdss- reflektion horisontellt och vertikalt

p4gs- reflektion horisontellt och glidreflektion vertikalt.

180° rotationer.

=7,

p2- ingen reflektion eller glidreflektion

J=7/,X7,

p2ss- reflektion horisontellt och vertikalt

p2sg- reflektion horisontellt, glidreflektion vertikalt
c2ss- reflektion horisontellt och vertikalt

p2gg- glidreflektion horisontellt, glidreflektion vertikalt

120° utan 60° rotation

J :Z3

p3- ingen reflektion

J :D3

p31s- reflektion horisontellt

p3sl1- reflektion horisontellt, lutandes 60° och 300° mot positiva x-axeln.

120° med 60° rotation.

J :Z6

p6- ingen reflektion

J=Dg

p6ss- med reflektion horisontellt och vertikalt

Nir man plockar ut de olika elementen far man ut nagra grupper till eftersom sats 3 sdger att
de olika elementen gar pa element av samma typ, men t ex ps och ¢s vet vi dnnu inte om de dr
verkligen dr olika. Men det kan man se sa hiar. Om vi ter en glidreflektion i ps och skriver den
som en reflektion f6ljt av en translation sa tillhor bade reflektionen och translationen ps.
Diremot sa innehaller cs glidreflektioner vars delar inte ingar i gruppen. Titta t ex pa
glidreflektionen (By, 1/2a+1/2(2b-a))=(1, 1/2a)( By, 1/2(2b-a)) och dirfor ser vi att ps inte kan
vara isomorf med cs. Pa liknande sitt visar man att p2ss och ¢2ss inte dr isomorfa.
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