EXAMENSARBETEN I MATEMATIK

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET

Variationskalkyl

av

Erik Flodén

2006 - No 1

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET, 10691 STOCKHOLM






Variationskalkyl

Erik Flodén

Examensarbete i matematik 20 poéng
Handledare: Jan-Erik Bjork

2006






Innehall

1 Introduktion och historik.
1.1 Introduktion. . . . . . . . . . .
1.2 Historik. . . . . . .

2 Teoretisk grund.

2.1 Eulers funktional. . . . . . . .. ... 0o
2.2 J-derivatan. . . . ...
2.3  Extremalfunktionen. . . . . . . . ... ... 0L
2.4 Variationskalkylens fundamentallemma. . . . . . . . . . .. ..
2.5 FEulers differentialekvation. . . . . .. ... ..o
2.6 Den minimerande funktionen &r en extremal. . . . . . . . . ..
2.7 Ett tillrdackligt villkor. (Legendre I) . . . . . .. .. ... ...
2.8 Eulerekvationen for nagra speciella fall. . . . . . . . .. .. ..

28.1 Fberorendastavy’; F=F(y).. .. ... ... ....

2.8.2 F beror endast avy och y’;s F = F(y,y'). . . ... ...

2.9 Funktionaler beroende av tva funktioner. . . . . . . . . . . ..

3 Isoperimetriska problem.
3.1 Legendre-multiplikatorer. . . . . . . .. .. ... ... ... ..

3.2 Det isoperimetriska problemet. . . . . . . . ... ...

10
10
11
13
13
15
15
16
18



3.2.1 Version ett. . . . . . . . . 20

3.22 Versiontva. . . . ... ... 21
3.3 Formen av ett hdngande rep med given ldngd. . . . . . . . .. 22
Brachistochronproblemet, -en liten undersékning. 25
4.1 Egenskaper hos den snabbaste fallkurvan. . . . . . . . .. . .. 26
4.2 Brachistochronens lutning i punkten (a,0). . . . . . ... ... 28
4.3 Falltiden léngs brachistochronen. . . . . . . .. ... ... .. 30
4.4 Ett litet optimeringsproblem. . . . . . . . ... ... ... .. 31
Dynamisk ekonomi. 34
5.1 Ett problem fran ekonomin. . . . . .. .. ... .. ... ... 34
5.1.1  Ett forsta forslag till 16sning. . . . . . .. . .. ... .. 35
5.1.2 Fallet utan lagerkostnad. . . . . . . ... .. ... ... 35
5.1.3 Ett nagot mer generellt fall. . . . . . .. ... .. ... 36
5.1.4  Utgifterna kontinuerligt reducerade. . . . . . . . . . .. 37
5.1.5 Monotont vixande produktionskostnad. . . . . . . .. 38
5.2  Gruvan -ett isoperimetriskt problem. . . . . .. ... ... .. 39
5.3 Ett problem med variabel &ndpunkt. . . . . .. ... ... .. 41
5.3.1 Beloning i &ndpunkten. . . . . . . ... o000 L 41
5.3.2 Variabel &ndpunkt utan beléning. . . . . . . . . . . .. 44
5.3.3 Tolkning av resultatet. . . . . . . ... ... ... ... 45
5.3.4 Konkav vinstfunktion. . . . . ... ..o 0L 47
No6dviandiga och tillrdckliga villkor. 50
6.1 Differentierbarhet -ett alternativ till J-derivatan. . . . . . . . . 50
6.1.1 Definition av linjar och kvadratisk funktional. . . . . . 50
6.1.2 Definition av differentierbarhet for funktionaler. . . . . 51



6.2 Ett forsta nodvandigt villkor. . . . ... 52

6.3 Ett tillrackligt villkor. . . . . . . ..o 52
6.4 Legendres andra villkor. . . . . .. ... ... ... .. .... 53
6.4.1 Lemma. . . ... .. ... ... 53

6.4.2 Sats. (Legendre IT) . . . . ... ... ... ... ... 54

7 Appendix. 56
7.1 Nagra klasser av funktioner. . . . . . . .. ... .. ... ... 56

8 Referenser. 57






Sammanfattning.

Inom ramen for detta examensarbete ryms bade grundldggande teori och ex-
empel pa hur variationskalkylen anvénds. Eulers differentialekvation hérleds
och som teoretisk héjdpunkt visas Legendrevillkoret. Forutom ett antal klas-
siska exempel ryms en liten studie av egenskaper for brachistochronen samt
16sningen till nagra problem fran ekonomin. Darmed ar viss nodvandig teori
klargjord samtidigt som det limnats konkreta exempel pa hur variation-
skalkylen anvénds.






Kapitel 1

Introduktion och historik.

1.1 Introduktion.

Stoffet i denna introduktion hérrér huvudsakligen fran bockerna [1] och [2].

Funktionalen. Med en funktion menas, som bekant, ett variabelt vérde
beroende av andra virden. Man brukar kriva att argumentet x for funktionen
f = f(x) tillhor en viss méngd av vérden, till exempel att z tillhor intervallet
[x1,22]. Med en funktional menas, snarlikt, ett variabelt virde som istéllet
for att vara beroende av virden dr beroende av funktioner. Argumentet for
en funktional I = I(y(x)) ar alltsa en funktion y = y(z), dédr y = y(z) skall
tillhora en sérskild klass av funktioner. Ett exempel pa en sadan klass ar till
exempel klassen av kontinuerliga funktioner med kontinuerlig derivata som
sammanbinder punkterna a och b i planet. Precis som varje speciellt virde
x = xo entydigt bestdmmer virdet f(xg), sa forvantas varje tillaten funktion
y = Yo entydigt bestdmma virdet I(yo). Nagra exempel pa funktionaler &r:

1. Langden L av en kurva y = y(x) mellan punkterna a = (x¢,%0) och
b = (z1,y1) 1 planet, dr en funktional. For varje kurva y = y(z) kan vi, sa
snart vi kdnner till dess ekvation, berdkna

1

Ly(2)) :/ 1+ 12da. (1.1)
o

2. Arean A som innesluts av en enkel sluten kurva uttryckt pa den parametriska

formen
x = xz(t)
y = y(t), to <t <ty



ar en funktional och kan uttryckas som

A(z(t), (1)) = /tt Ji? + g,

3. Enheterna som produceras i en fabrik ackumuleras i ett lager. Vid tiden
T skall foretaget leverera produkterna som ackumulerats i lagret. Lager-
kostnaden per enhet &r c; och antalet enheter i lager vid en tidpunkt ¢ &r
x(t). Den totala lagerkostnaden K &r en funktional

K(x(t)) = /0 " ety

beroende av den funktion x(¢) som beskriver hur lagerackumulationen sker.

Variationskalkyl. Inom olika tillimpningar som exempelvis ekonomi eller
teoretisk fysik dr det ofta nédvindigt att hitta minimum (eller maximum?!)
av en funktional. Vi soker da bland lampliga funktioner y = y(x) den som
minimerar funktionalen I = I(y). Ett enkelt exempel &r att forsoka mini-
mera funktionalen (1.1) for att hitta den kortaste végen mellan tva punkt-
er. Variationskalkylen &r ett redskap for detta. I variationskalkylen &r ofta
utseendet for den minimerande funktionen det centrala resultatet, och funk-
tionalens minsta vérde av underordnat intresse.

Da variationskalkyl anvénds for att finna minimum av en funktional, uppstar
ofta tveksamhet om den optimerande kurvan verkligen ger ett minimum. 2
Att strikt matematiskt visa att sa ar fallet ar komplicerat. Déarfor anviands
ofta geometriska argument for att motivera att den funna kurvan verkligen
ger minimum.

Genom att studera variationskalkyl far man mer &n ett redskap for att 16sa
en stor klass av optimeringsproblem. De teoretiska svarigheter d&mnet er-
bjuder; inte minst vad det géller nédvandiga och tillrdckliga egenskaper for
minimerande kurvor, har lett till utvecklandet av ett flertal teoretiska element
som ar virda att ldra kénna. Variationskalkylens historia och &mnet sa som
det anvands idag utgor alltsa ett fruktbart omrade, vél véirt att studera.

'Hér beskrivs egenskaper for minima av funktionaler. For att finna maximum av funk-
tionalen I(y), se pd minimum for —I(y).

2Detta #r helt analogt med att de stationira losningarna vid envariabel-optimering inte
alla ger upphov till ett 6nskat minimivéarde.



1.2 Historik.

Manga klassiska problem kan formuleras som problem dér den minimerande
kurvan for en funktional soks, -sa kallade variationsproblem.

Brachistochronproblemet &r det problem i vilket utseendet for den kurva
som ger den kortaste falltiden mellan tva punkter skall bestdmmas. Galileo
jamforde redan pa 1630-talet falltider léings cirkelbagen hos en staende cirkel
med falltiderna ldngs polygoner inskrivna i cirklarna. Galileos mening tycks
ha varit att en cirkelbage ger kortast falltid. Ar 1696 lade John Bernoulli fram
brachistochron-problemet och utmanade samtidigt véarldens matematiker att
l6sa det. Losningen &r en cykloid, och bland de som vid denna tid hittade
16sningen finns Newton, Leibniz, 'Hospital och de bada broderna Jacob och
John Bernoulli. Denna episod brukar anses vara startpunkten for utveckling-
en av variationskalkylen.

Ett annat klassiskt problem, som kan losas med hjéalp av variationskalkyl, ar
problemet att bestdmma den storsta arean som kan inneslutas av en enkel
sluten kurva med given omkrets. Losningen, en cirkel, var kidnd redan av de
gamla grekerna. Detta problem kallas fér det isoperimetriska problemet, och
det har gett namn till en hel klass av problem: I ett isoperimetriskt problem
skall en funktional

1

1) = [ Fla.y.y)da

0
minimeras under bivillkoret att en annan funktional

J) = [ Glay.y/)da

skall anta ett pa forhand givet vérde.

Teoretiska bidrag. Bland de som sedan utvecklade variationskalkylen mérks
kanske framst Euler. Ett centralt resultat dr den av honom ar 1744 hiarledda
differentialekvationen p

dz

som nodvéndigt giller for den bage y = y(x) som minimerar funktionalen

F,——F, =0 (1.2)

1) = [ Fla.y.y)da.

0
For ordinéra funktioner av en variabel sa géller som bekant att
fi(z)=0, f"(z) >0

9



ar tillrackligt for att funktionen f skall anta ett minimum i punkten z. I
sokandet efter tillrickliga egenskaper for minimerande kurvor sa studerades
variationskalkylens motsvarighet till andraderivatan, den sa kallade andra
variationen. Ett vilkéint resultat av sadana studier d&r Legendres nédvindiga
villkor om att en minimerande kurva &r lokalt konvex: Egenskapen

Fyy >0 (1.3)

maste gilla lings den minimerande bagen.

Forutom Legendre sa har bland andra Hilbert, Weierstrass och Jacobi lamnat
viktiga bidrag till teorin om egenskaper hos minimerande kurvor. Hilberts in-
varianta integral anvénds i en faltteori for att att visa mer eller mindre lokala
tillrackliga villkor. Jacobis villkor handlar om att sa kallade konjugatpunkter
ej far finnas pa minimerande kurvor. Weierstrass E-funktion kan ses som en
utveckling av Legendres villkor, och &r ett resultat som bygger pa egenskaper
hos den andra variationen. Tillsammans kan dessa element anvindas for att
visa pa tillrackliga egenskaper fér en minimerande kurva.

Variationskalkyl och ekonomi. Med borjan under senare delen av 1920-
talet kom publikationer dér variationskalkyl tillimpas i ekonomiska problem.
Roos, Evans, Hotelling och Ramsey &r nagra av bidragsgivarna. Senare, under
femtio- och sextiotalen, kom fokus mer att skjutas mot teorin om optimal
kontroll, ett omrade néirbesliktat med variationskalkylen.

10



Kapitel 2

Teoretisk grund.

Presentationen i detta kapitel ar framforallt inspirerad av boéckerna [2] och
13]-

2.1 Eulers funktional.

Ett variabelt reellt virde J kallas en funktional beroende av funktionen y(z)
om mot varje funktion y(x), fran en sdrskild klass av funktioner, svarar precis
ett varde for J. Vi skriver J = J(y(z)).

Lat F(x,y,z) vara en reellviard kontinuerlig funktion av tre variabler x,y, z
och lat y(x) vara en deriverbar funktion, fran en sérskild klass av funktioner,
definierad pa ett kontinuerligt intervall [z, o). Bilda for varje funktion y(x)
den nya funktionen

z > F(z,y(x),y'(x)) (2.1)

Vi kan nu definiera den reellviarda Eulerfunktionalen

)= [ Flayla),y(@)de.

1

2.2 J-derivatan.

Lat y(x) vara en deriverbar funktion, och lat h(z) vara en deriverbar funk-
tion med h(zy) = h(xe) = 0, bada definierade pa intervallet [xy, z5]. Givet
Eulerfunktionalen J(y) kan nu den sa kallade J-derivatan for funktionsparet

11



(h,y) bildas. J-derivatan betecknas d.J:

o7 g JW@) +ah(@) - J(y(x)

a—0 a

J-derivatan kallas ocksa for den forsta variationen av J(y).

2.3 Extremalfunktionen.

Definition: Om J-derivatan for en funktion y(z) &r lika med noll for alla
h(x) € C', med h(z1) = h(xz) = 0, sa kallas y(x) for en extremalfunktion till
J.

2.4 Variationskalkylens fundamentallemma.

Lemma. Om en funktion M (z) dr kontinuerlig pa ett intervall [xy, x2] och
om

/ " M(2)h(z)dz = 0
for en godtycklig funktion h(z) € C*, med h(zy) = h(xy) = 0, sa ir M(z) =0
pa intervallet [z, xs).

Bevis. Antag att i en punkt = 2* pa intervallet [z, x5] sa géller att

M (x*) # 0. Vi kommer att visa att detta leder till en motségelse.

Eftersom M (z) &r kontinuerlig och M (z) # 0 for « = 2* sa finns en omgivning
[7, 3] till 2* dér M (x) har konstant tecken. Om vi nu véljer h(x) sa att den
ocksa har konstant tecken i samma omgivning och i 6vrigt &ar lika med noll,

sa har vi att
x*

/:2 M(z)h(x)dz = / ’ M (z)h(z)dz # 0.

*
1 xq

Detta eftersom produkten M (z)h(x) har konstant tecken pa [z}, x}] och i
ovrigt dr lika med noll. En speciell funktion h(z) som uppfyller detta &r

_ [ (@w—a)* (@ —23)* daw € [a7, 23
hw) = { 0 annars,

dar n dr ett positivt heltal. Vi noterar ocksa att denna speciella funktion
ar 2n — 1 ganger deriverbar samt uppfyller h(z;) = h(x2) = 0. Vi har en
motségelse och foljaktligen sa dr M (x) = 0 pa intervallet.

12



2.5 Eulers differentialekvation.

Vi vill gora en undersokning av eventuella extremvérden till en funktional
2
J0) = [ Flay.y)de (2.2
x1

dar tillatna funktioner y = y(z) alla har de fixa &ndpunkterna

y(z1) = 21, y(x2) = 2.

Antag att F(x,y,y’) #r av klassen C?, dvs att F(x,y,y’) har kontinuerli-
ga partiella derivator upp till och med andra ordningen med avseende pa
samtliga argument.

Sats. En kurva y(x) € C? som ger extremum fér funktionalen (2.2) dr en
16sning till differentialekvationen

4
dx
Differentialekvationen (2.3) ar kind som Fulers differentialekvation, eller kort
och gott; Fulerekvationen.

F,——F, =0. (2.3)

Bevis: Antag att ett extremum finns lings kurvan y = y(z), och att y(z) ar
tva ganger deriverbar. Lat en funktion h(x) med h(z;) = h(zy) = 0 vara ett
tillskott ! till y = y(z). Vi definierar nu enparameterfamiljen

y(z, a) = y(z) + ah(z) (2.4)

av jamforelsekurvor till y(x). Med hjilp av funktionalen J(y) och medlem-
marna av familjen (2.4) definierar vi funktionen

p(a) = J(y(z,a)),

som &r reellvird och av en variabel. Vi har att a = 0 ger familjemedlem-
men y = y(x) och att denna medlem ger extremum for funktionalen J(y).
Alltsa foljer att funktionen ¢(a) antar ett extremvirde for a = 0. Utifran
envariabelteori drar vi slutsatsen att ¢’'(0) = 0. Vi har att

z2

ol@) = [ Flay(.a),y(,0)dr.

1

s att 2

!Tillskottet h(z) definieras som skillnaden mellan y = y(z) och en speciell funktion
y* = y*(z), dvs som h(z) = y(z) — y*(x).
2Enligt kiind sats sa dr derivering med avseende pa a under integralen tillaten.
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¢'(a) =

[ eyt a), o' (2, @) o, a) s Pyl a), o (2, @) o ()] d

1 L0y da oy’ da
Eftersom 9 9
~y(,0) = —(y(x) + ah(z)) = h(x)
och 5
oy (,0) = (' (x) + k(@) = I (2)

sa foljer att

2 0 / / 0 /
/I1 [h(z)a—yF(aZ, y(z,a),y'(r,a)) +h (:)s)a—y/F(a:, y(z,a),y'(z, a))}dm.

Eftersom ¢'(0) = 0 sa har vi alltsa relationen

0

0= /: {h(x)a_yF(:v, y(z),y'(x)) + h'(x)a%/F(va y(),y'(«))]dr,

eller med forkortad notation:

0— / C[Eyh(@) + Byl (2)]de, (2.5)

1
Partiell integration av integrandens andra term ger att

T

T2 , o 2, d x2 d
/m "By (@)de = [Fyh(@): - / 1 (- Fy () = / 1 (= Fy ) h(a)da,
detta eftersom h(z;) = h(xy) = 0. Forhallandet som ges av integralen (2.5)
kan alltsa ocksa skrivas

0= /::2 [Fy - %Fy/}h(z)dx.

Vi vill nu anvinda fundamentallemmat fran foregaende stycke. Faktorn

(F, — LF,) &r kontinuerlig lings en maximerande bége y(z), och h(z) dr
godtycklig med egenskaper sa som beskrivits i lemmat. De bada funktionerna
uppfyller alltsa lemmats krav. Vi kan dra slutsatsen att kurvan y = y(x) som

ger extremum for J(y) dr en 16sning till differentialekvatioonen

d
Fy - %Fyl - 0

14



2.6 Den minimerande funktionen ir en ex-
tremal.

Sats. Antag att y(z) minimerar funktionalen J(y) = [ F'(z,y,y')dz. Da &r
y(z) extremal.

Bevis. Lat
p(a) = J(y + ah),

dér tillskottet h € C' uppfyller h(z;) = h(xy) = 0.

Taylorutveckling med avseende pa a ger att

, a290// fa
o) — o(0) = ag'(0) + T,
dir 0 <0 < 1.
Da géller
57 = i ZWHah) = J) . ela) —9(0)
a—0 a a—0 a
/ 2,1 2
_ (1111% ayp (0) + aC'L @ (9@)/ _ CILEI(I]((P,(O) + &@(9@)/2) _ S0/(0)

Enligt envariabelteori dr ¢'(0) = 0. Det dr klart att 0J = 0,vilket betyder
precis att y(x) ar extremal.

2.7 Ett tillrackligt villkor. (Legendre I)

Bland funktionerna ¢ — z(t) sadana att x(to) = zo, x(t1) = x; undersoker
vi nu extremalerna med avseende pa funktionalen,

J(z) = £t 2(t), (8))dt,

dar integrandfunktionen f (¢, z(t), #(t)) antas vara strangt konvex med avseende
pa sina argument (x, ).

Antag att xz(t) 4r en extremal samt att X (¢) 4r en annan godtycklig tillaten
kurva. Antag ocksa att for kurvornas &ndpunkter géller att

l’(to) = X(to) = Xy, l’(tl) = X(tl) = T1.

15



Vi vill nu visa att z(¢) unikt minimerar J(x).

Definiera forst funktionen

och darefter funktionen

11 .

©o(s) :/ flt,x+ sh, &+ sh)dt, 0<s<1,
to

dér alltsa t — x(t) + sh(t) ar en tévlande funktion for varje s i intervallet

[0,1]

Derivering, med notationen f(xz,s) = f(t,z + sh, & + si), ger att

o) = [ 5wy~
_tpdf(w,s)dt | df(z,s)d(v+sh) | df(v,s)d(@ +sh)y
_/to [ a ds T de i di ds }dt_

= /m“ [f(:l?, s)zh + f(x, S)QEB}dt.

Berdakning ger andraderivatan
() =
t1 .
= ] % [f(l’, S):ch + f(ZL', S)xh}dt =
i df(z,s), d(z+sh)  df(z,s), d(i+ sh)

/to L T P L
N (df(x, s); d(z + sh) N df (z, s)z d(i + sh)

dx ds dz ds

_ /t1 [(F(@, 8)ash + f(x,8)ash)h+ (f(z,8)iah + f(z,8)ish )| dt =

to

)h)dt =

t1 . .
= [ [f(2,9)eh® + 2f (2, 8)ashh + (2, 5)a:h?]dt.
to
Det géller att den avslutande integrandfunktionen &r storre &n noll, Vh # 0.
Detta eftersom f ar strangt konvex sa att integrandfunktionens kvadratiska
form dr positivt definit. Det foljer att (s) ar konvex, sa att x(t) ar en unik
extremal. Alltsa minimerar z(t) unikt J(z).

Pa motsvarande sitt visas att om integrandfunktionen f(t, z(t), 2(t)) ar strangt
konkav sa maximerar en extremal ensamt funktionalen J(x).

16



2.8 Eulerekvationen for nagra speciella fall.

Vi har alltsa att en funktion y(x) som minimerar funktionalen

I) = [ Fey.y)ir

maste vara extremal, det vill sdga att y(z) maste vara losning till Eulerek-
vationen

a
dx

Denna andra ordningens differentialekvation kan ocksa skrivas explicit som

F,— —F,=0.
Fy = Foy =y Fyy = y"Fyy =0

I manga speciella fall &ar inte integrandfunktionen F' beroende av samtliga
tre argument x,y samt y’. Nedan foljer nagra fall:

2.8.1 F beror endast av y’; F' = F(y/).

Eftersom
F,=F,y = y’Fyy/ =0

sa reduceras den explicita Eulerekvationen till
y"Fyryr =0.

Foljaktigen dr y” = 0 eller Fyy,y = 0. Om y” = 0, sa &r y = Ciz + Cy och
en 16sning y(z) tillhér en tvaparameterfamilj av rita linjer. Om ekvationen
F,y = 0 har en eller flera rétter y' = k; sa ér y = ko +C, som hor till en en-
parameterfamilj av réata linjer. Dessa losningar ryms i tvaparameterfamiljen
ovan. Alltsa: I fallet F' = F(y') sa ar extremalerna godtyckliga réita linjer

y = Cix + Cs.

Nedan foljer ett exempel pa ett problem av denna typ.

Exempel: Kortaste avstandet mellan tva punkter.

Hitta den kurva i planet av minimal ldngd som sammanbinder punkterna A
och B.

17



Antag att punkterna har koordinaterna A = (x1,y;) respektive B = (x9,y2),
med 1 < zy. Liangden av en kurva y(z) mellan z = z; och z = x5 ges av

integralen
z2
1= ["\1+yrar,
T y

Vart problem kan nu formuleras pa foljande sétt: Vi vill hitta en funktion

y(x) med y(x1) = y1,y(x2) = y2 sadan att dess derivata minimerar integralen
I.

Eftersom integrandfunktionen F'(y") = /1 + 32 inte beror explicit av vare
sig x eller y, sa &r den av typen F' = F'(y') som just beskrivits och problemets
16sning ar en rét linje

y = Ciz+ Cy,

dér konstaterna Cp, Cs ges av villkoret att linjen skall passera genom punk-
terna A och B.

Att extremalen ger en minimal ldngd foljer av att ingen langsta stracka mellan
de tva punkterna kan finnas.

2.8.2 F beror endast av y och y’; F = F(y,¢).

Eftersom
F,y=0

i detta fall, sa har den explicita Eulerekvationen utseendet
Fy—y'Fyy —y"Fyy =0.
Om vi multiplicerar bada led med y’ sa omvandlas vénsterledet till derivatan

L (F —y'F,). Detta verifieras med berékningen

d
Z(F —4'F.)) =
d:l:'( y y)

y/Fy + y"Fy/ o y”Fy/ _ y'QFyy/ _ y'y"Fy/y/ —
?/(Fy - y,Fyy’ - y”Fy’y’)-

En integrering ger att
F—y'F, =C.

Denna relation kallas for Fulerekvationens forsta integral.
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Exempel: Minimala rotationsytor.

Givet tva punkter (z1,y1), (T2, y2) @ planet; bestim den kurva som samman-
binder punkterna och som wvid rotation runt x-azeln ger en yta av minimal
area.

Vi antar att den kurva y(z) som l6ser problemet har y > 0 med y; > 0,ys > 0.
Arean av rotationsytan kurvan y(z) ger upphov till ges av integralen

2
[:27T/ yy/ 1+ y?dx.

1

Problemet bestar nu i att hitta den funktion y(x) som minimerar I. Inte-
grandfunktionen f(y,y’) = yv/1+ y? beror endast av y och y’, och dérfor
implicerar Eulerekvationen sa som just beskrivits att

f_y/.fy’ = 007

som i detta speciella fall &r detsamma som att

2

yy
yy/1+y? — Wi = (.

Introduktion av parametern 3’ = sinh¢, ger y = C cosht och

B @ _ Cysinhtdt

dx = Cl dt,

Y’ sinh ¢
som i sin tur ger att

T = Clt—l—CQ.

Foljaktligen erhalls den onskade ytan genom rotation av en yta med den
parametriska ekvationen

x=Cit+ Cy, y=Cicosht.
Eliminering av parametern ¢ ger oss

ZL’—CQ

1

y = C} cosh

som #r en familj av kedjelinjer. * Konstanterna C; samt C, bestims av att
den sokta kurvan skall passera genom de givna dindpunkterna. *

3Namnet kedjelinje kommer av att det #r denna form som en hingande kedja antar.
Detta visas i avsnitt (3.3).

4Det finns i sjilva verket en tva eller ingen kedjelinje som passerar genom bada
andpunkterna. Se boken [1] for en utforlig beskrivning.
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2.9 Funktionaler beroende av tva funktioner.

Antag att vi har en mer generell funktional pa formen
x2

](y17y2) :/ F(%Z/lyyzayiayé)d%

1

dér funktionerna ¥,y har &ndpunktsvillkoren
yi(1) = Y11, y1(2) = Y12,
Y2(71) = Y21, Ya(T2) = Yoo

For att hitta nodvandiga villkor fér en extremal sa varierar vi en av funk-
tionerna ¥, eller ys, samtidigt som den andra halls fix. Pa sa sétt omvandlar
vi I(y1,y2) till en funktional beroende av endast en funktion y;, dar ¢ = 1
eller i = 2; .

I(y1,y2) = 1(y:).

Detta dr samma typ av funktional som i tidigare avsnitt, och genom att i tur
och ordning variera y; och y, sa far vi

d
Fyo—o-Fy i=12.

Detta ér det system av Eulerekvationer som en maximerande funktional
maste uppfylla.
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Kapitel 3

Isoperimetriska problem.

Ett isoperimetriskt problem &r ett problem dér en funktional f(x) skall mini-
meras samtidigt som den minimerande funktionen x = x(t) skall uppfylla
villkoret att en annan funktional ¢g(z) antar ett pa forhand givet vérde.

I kapitlet visas tva versioner av det ursprungliga isoperimetriska problemet
foljt av problemet att bestdmma formen av ett hdngande rep av given ldngd.

3.1 Legendre-multiplikatorer.

Detta stycke foljer boken [4].

Antag att vi vill maximera
t1
/ F(t.a, @) dt (3.1)
to

under sidovillkoren .
/ g(t,x, &) dt = L, (3.2)

to
l’(to) = Xy, l’(tl) = T,

dér f och g &r tva ganger kontinuerligt differentierbara, och L &r en given
konstant.

Varje tillaten funktion x(t) uppfyller (3.2), sa for ett sadant x géller

Yt dt — / i)~ Aglta @) dE+ AL, (33)

to to
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Den vénstra integralen antar extremvéirden pa exakt samma stéllen som in-
tegralen pa den hiogra sidan. Konstanten A kan viljas sa att (3.2) ar uppfylld.
Eulerekvationen for integralen pa den hogra sidan &r

fo=Age = (o= ge). (3.4

3.2 Det isoperimetriska problemet.

3.2.1 Version ett.

Detta stycke foljer boken [4].

Vi soker i planet den kurva y = y(x) av den givna lingden L som uppfyller
andpunktsvillkoren

y(0) =0, y(1) =0

och maximerar arean mellan kurvan och x-axeln (y > 0 antas).

Arean mellan y(z) och x-axeln ges av integralen

1
/ydx.
0

Eftersom y ar av ldngden L, sa géller att
1
L= / J1+ (v)2de.
; (y')?dx
Den sammansatta integrandfunktionen
y— A1+ ()

d N
d:)s( 1+(y’)2)'

har Eulerekvationen
1=—

En integrering ger att
Ay

V1+(y)?
Efter att ' 1osts ut algebraiskt sa framkommer att
, x—C
’y _=
A2 — (z—C)?

+C.

r = —
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Lat u= A — (x — ()2, med du = —2(z — C) dz. Da géller
(@—/m@@—— A u+D
y(z)= [y =) 5m=

sa att

(y—D)?+ (x — O)* =\

Detta innebér att en del av en cirkel &r extremal. Konstanterna C, D och A
bestdms entydigt av kurvans ldngd L tillsammans med dess &ndpunkter. Vi
ser att extremalen dr unik. Eftersom en storsta area maste finnas! har vi att
denna extremal ger den maximala arean.

3.2.2 Version tva.

Detta stycke foljer boken [5].

Nedan léses en nagot annorlunda variant av det ursprungliga isoperimetriska
problemet med hjélp av Greens formel:

Bland alla enkla slutna kurvor av lingden L 4 planet, hitta den kurva som
innesluter den storsta arean.

Antag att den parametriska representationen

r=x(t), y=y(t)

av varje tdvlande kurva ar kontinuerligt derivbar med avseende pa t. Antag
dessutom att den parametriska representationen beskriver varje given kurva
som positivt orienterad map t samt att to,t; och (zg,yo) alla har samma
varden for varje tavlande kurva.

Enligt Greens formel ? innesluter dessa kurvor en area som ges av integralen

1 rte
— | (xy —yx)dt.
2 t1

Kurvorna ar alla av samma ldngd L som ges av

to
L= \/ 22 + y3dt.
t1 y

L Av geometriska skil kan existensen av en stdrsta area anses uppenbar.
g PP
2 Arean ges enligt Green av f;ol —ydz, f;{: xdy eller 1/2 f;ol xdy—ydz. Givet parametris-

eringen x = z(t),y = y(t) sa kan den sista areaformeln formuleras 1,/2 f;ol (xy — yi)dt.
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Vi soker nu bland dessa kurvor de som maximerar arean och samtidigt &r av
léingden L.

Den utvidgade integrandfunktionen &r

1
F* = §(xy —yi) + M\ /2?2 + y2.

Denna funktion maste uppfylla foljande system av Eulerekvationer:

oF* dOF* - OF*  dOF*
or dt o Oy dt oy

det vill séiga systemet

1'_£<_1 +L)_0
oV T\ T Sy T
1. d1 \j

R _ e — -z :0
@Yt )

En integration map ¢ ger att

M
R/ e
N
Tt ——L =y

VeEa
Los ut (y — Ch) och (Cy — x) och kvadrera varje ekvation separat. Addera de
da erhallna ekvationerna. Da framkommer att

(z = o) +(y—C1)* = N°

Vi har visat att den maximerande kurvan maste vara en cirkel.

3.3 Formen av ett hingande rep med given
langd.

Detta stycke foljer boken [5].

Bestim formen av ett rep av ldngden L som hdnger mellan tva fasta punkter.
Repet dr helt flexibelt och har konstant massa per lingdenhet.
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Denna 16sning bygger pa foljande fysikaliska princip: I ett stabilt system i
jamvikt sa minimeras den potentiella energin, samtidigt som systemet upp-
fyller sina 6vriga villkor.

Antag att repet hénger i ett vertikalt plan. Lat y = y(x) vara en medlem
av den familj av alla mgjliga former repet kan anta, med fixa dndpunkter
och av lingden L. ? Koordinaten z méts i horisontalplanet och y(z) anger
avstandet mellan x och ett annat ténkt horisontellt orienterat plan. Om o
ar repets konstanta massa per lingdenhet, sa ar energipotentialen relativt
y = 0 for ett element av langden ds i punkten (z,y) given av gyo ds dar g
ar konstanten for gravitationens acceleration. Foljaktligen sa dr den totala
energipotentialen for systemet given av

L T2
I=0g [ yds =og [ y\/1+yds,
o9 | wds =09 | “y\1+yPde

dar (x1,y1), (72, y2) ar repets fasta d&ndpunkter med x; < xs.

Enligt principen om minimal potentiell energi sa ges den stabila konfigura-
tionen for repet av den speciella funktion y = y(z) som minimerar integralen
I och for vilken den totala baglangden

T2
J = / 1+ y2dx
1

samtidigt har vdardet L. Vi soker darfor Eulerekvationen till integrandfunk-

tionen
F* = ogy\J14+y? + M1+ y2.

Eftersom denna funktion ar oberoende av z sa reduceras Eulerekvationen
enligt stycke 2.8.2 till
JOF™
Yy o
Y
diar C; &r en konstant. Vilket, med den for detta problem speciella F™* &r
detsamma som

— F* =y, (3.5)

2

(ogy + )\)(%ya —\/1+y?) =0C,

och vi ser att foregaende forhallande uppfylls av funktionen

A 4 og(r — Cy)
y=—— — —cosh —————
og og Ch

3Vi bortser fran de l6sningar dér y inte dr en enkelvird funktion.
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n.2t

n.ef

0.4t

0.2t

n.z 0.4 0.& n.= 1
Figur 3.1: Kedjelinjen icosh 4(x — %), 0 <z <1, ritad med Mathematica.

dar C; och Cy &r integrationskonstanter. Vi har alltsa att repet héanger i en
kedjelinje (ddrav namnet). Konstanterna C, Cy, A kan alltid tilldelas véirden
sa att kurvan y(x) passerar genom punkterna (x1,y1), (22, y2) samtidigt som
kurvans lingd &r L.4

4Detta visas i boken [1].
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Kapitel 4

Brachistochronproblemet,
liten undersékning.

Inspirationen till detta avsnitt harror delvis fran boken [2].

Hitta en kurva som sammanbinder punkterna A och B i rummet sa att en
partikel som ror sig ladngs denna kurva fran A nar B pa kortaste mdjliga tid,
da man bortser fran friktion och resistans i mediet.

Placera koordinatsystemets origo i punkten A, med x-axeln horisontell och
y-axeln vertikalt riktad nerat. Farten for partikeln &r ds/dt = \/2gy, och
foljaktligen; tiden néar denna punkt nar B(x,y;) efter start i A(0,0) ar

)= [,

Vart problem é&r alltsa att hitta en funktion y(x) som minimerar t(y,y').

, y(0) =0, y(z1) =

Eftersom integranden F' = F(y,y’) inte beror explicit av z, sa reduceras
Eulerekvationen sa som beskrivits i avsnitt ( 2.8.2), sa géller att

F—y'F, =C.
I detta speciella fall kan detta forhallande skrivas som
VT

VY Ju(l+y?) B

som kan forenklas till 1/,/y(1 + y2) = Cy, eller y(1 + y"*) = C.

Om vi introducerar parametern ¢t och sétter 3y’ = cot ¢, far vi
C
1+ cot?¢

C
y= =C1Sin2t=71(1—cos2t)
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Vi soker nu x:

d 2C sint cos tdt
dr = —% = SLSCOR I 20 sin*t dt = Cy(1 — cos 2t)dt,
Y cott

sa att )
sin 2t

a::Cl(t— )—FCQZ%(Qt—SIIIQt)—}—CQ

Ekvationen for kurvan uttryckt pa parametrisk form ar alltsa
C C
x—Cy = 71(215 —sin2t), y = 71(1 — cos 2t).

Om vi nu observerar att Cy = 0 (sétt t=0), och modifierar parametern genom
att sitta 2t = t1, sa ser vi att vi har en familj av cykloider uttryckt pa den
vanliga formen

C C
T = 71(151 —sinty), y = 71(1 — costy),

dér C/2 ér radien for den rullande cirkel, som kan bestammas fran villkoret
att cykloiden skall passera genom punkten B(zy,y;) '. Vi kan dra slutsatsen
att brachistochronen maste vara en cykloid.

4.1 Egenskaper hos den snabbaste fallkurvan.

I foregaende avsnitt visades att brachistochronen, den snabbaste fallkurvan,
maste vara en cykloid. Vi skall nu visa existensen av, och nagra egenskaper
for, en sadan kurva mellan punkterna (0, H) och (a,0). Vi later koordinat-
systemet vara orienterat med y-axeln vertikalt riktad uppat, och skriver den
minimerande cykloida kurvan pa den parametriska formen

z(t) = A(t—sint)

y(t) = H+ A(cost —1). (4.1)

Vi konstaterar att y(0) = H och z(0) = 0 sa att kurvans forsta punkt (0, H)
ar den onskade.

Vi ser nu som kortast pa kurvans utseende i denna é&ndpunkt. Derivatorna
med avseende pa tiden ¢, 0 < ¢t < , for systemet (4.1) ar

&t = A(l—cost) >0

Yy = —Asint <0, (4.2)

T boken [1] visas att exakt en sddan cykloid finns fér varje &ndpunkt B.
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och vi ser som forviantat att y minskar samtidigt som x okar med okande
t, 0 <t < . Taylorutveckling ger att nira t = 0 sa ar

t3
t) ~ A—
o(t) ~ AL,
t2
H—y(t)=—A(1 — cost) = _AE’
sa att kvoten dy/dz for t = 0 ges av
dy . (At)? , (At 3
dr A, —A /A 6 T Am TR T

och vi ser att var minimerande kurva stupar lodrétt nerat x-axeln i punkten
(0, H).

Vi vill nu visa att det finns en tidpunkt ¢ dér cykloiden passerar genom
punkten (a,0). Insittning av punkten (a,0) i (4.1) ger upphov till ekvations-
systemet

H = A(1 — cost) (4.3)
dar vérdena for A och t ar okénda. Vi vill nu visa att detta system har en
16sning. Vi ser pa kvoten

{a =  A(t —sint)

a t—sint

H 1—cost
och definierar funktionen )
(t) _ t—sint
N =1 " cost

Enligt Taylors formel sa ar
sint =t — t3R1, cost =1 —t?Ry

med de, nédra t = 0, begrédnsade resttermerna

cos b1t
1= 0<0 <L
och 0.4
RFCOZf L 0<6,<1.
Eftersom Ry # 0 néra t = 0 sa har vi gransvardet
, . t—sint . R . Ry
g (t) =lim 17— 57 = g, =ty =0



Nér t narmar sig ¢t = 27 sa har vi

. . 2T
tllgirg(t) - tllg%r 1—cost >
Funktionen g(t) &r alltsa kontinuerlig pa intervallet 0 < ¢ < 27 med virdeméngden
0 < g(t) < oo. Vi ser att speciellt ingar virdet a/H i virdeméngden sa att
systemet (4.3) har en 16sning. Att (4.3) har en l6sning innebér i sin tur att
det finns en tidpunkt ¢ = ¢, 0 < t < 2m, for vilken den cykloid som genereras
av en cirkel med radien A passerar punkten (a,0).

4.2 Brachistochronens lutning i punkten (a,0).

I foregaende stycke visade vi att det finns ett ¢t = 3, 0 < tg < 27, da den
tidsminimerande cykloida kurvan passerar genom punkten (a,0). Vi studerar
nu lutningen av Brachistochronen for nagra fall med skilda ¢.

Fallet ty = 7. Av utseendet hos den cykloida minimerande kurvan framgar

att p
/ Yy
= — <
y'(x) 7 =0,

om och endast om 0 < ty < 7. Vi ser nu pa det speciella fallet t5 = .
Systemet (4.3) antar for detta ¢t utseendet

(% 25 1

som i sin tur ger att
s
a=—H.
2

Vi har for detta a y'(a) = 0, det vill sdga att brachistochronen gor en mjuk-
landning.

Fallet to < w. Om t, istédllet 4r mindre &n 7 sa géller att

v
< —-H
“=3

sa att y'(a) < 0, och brachistochronen sluttar fortfarande nedat néir den nar
punkten (a,0).

Fallet to > w. Om ty avslutningsvis ar storre an 7 sa galler istéllet att

T
> —H
a 5 1

30



Figur 4.1: Brachistochronen for fallet a = $H med H = 2.

0.25 n.5 n.75 1 1.25 1.5

Figur 4.2: Brachistochronen for fallet a < $H med H = 2.
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1.5}

n.3r

Figur 4.3: Brachistochronen for fallet @ > §H med H = 2.

med foljden att derivatan y'(a) > 0. Vi har alltsa att dndpunkten (a,0) inte
har kurvans minsta y-virde. Istéllet ligger ett segment av den minimerande
kurvan under x-axeln.

4.3 Falltiden lidngs brachistochronen.

Vil kénd fysik och den parametriska formen (4.1) for den snabbaste fallkur-
van ger att
v? = 2g(H — y) = 2gA(1 — cosu).

Vi har att
ds/du = y/i(u)?+ y(u)?
= /A2(1 — cosu)? + A?sin?u (4.5)

= Ay/2(1 — cosu).

Dessutom ar

o ds 2(1 — cosu)
T v /2941 - cosu

du,

=l

sa att den totala falltiden 7 ges av

T = /uo \/g du = \/g U, (4.6)
0 g g
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dér wy ar losningen till systemet (4.3). Om vi ser pa fallet uy = m, dér
A= H/2 sa att
vVH

.
V29

4.4 Ett litet optimeringsproblem.

Det &r klart att den snabbaste fallkurvan mellan tva punkter &dr en cykloid.
Vi vill nu bland kurvor med gemensamma &ndpunkten (a,0) hitta kurvan
med startpunkten (0, H) som ger den kortaste falltiden. Vi soker alltsa det
H som minimerar falltiden. Olika H i systemet (4.6) ger olika vérden pa
radien A, respektive sluttiden ug. Med hjalp av (4.3) ser vi att

Ao
up — sin g
sa att (4.6) kan anta formen

T A \/E Uo
g 0 V9 Vuo — sinug

Vi vill darfor nu hitta det v som minimerar funktionen

u
T(u) = N (4.7)
med derivatan
T'(u) =
Vu—sinu — u(u —sinu)"*(1 — cosu)/2
(u —sinu) B
1 u(1 — cosu)

Vu—sinu  2(u—sinu)3/?’

Vi viljer att studera 7 (u) numeriskt. En utskrift mellan 0.1 < wu < 27 visar
att det dr troligt att 7 (u) har minimum for u = 7.2

Att 7 (m) &r ett minimum verifieras med inséttning av detta virde i funk-
tionens derivata. Grafens utseende troliggér att detta &r derivatans enda
nollstélle.

I intervallet 0 < u < 7 &r 7 (u) sammansatt av kontinuerliga begrinsade
funktioner, vilket innebér att ocksa denna funktion &r kontinuerlig och be-
grinsad. Funktionen kan bete sig ovintat for sma u. *

2Programmet Mathematica med kommandot Plot[u/(Sqrt[u - Sin[u]]), u, .1, 2P4i]
3Det #r kint att u > sinwu, di u > 0 sd att ndmnaren ir skild fran noll da u # 0.
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3.97F

1 wﬁ :

Figur 4.4: 7T (u) = u/v/u —sinu,0.1 <wu < 27.

Direkt insédttning av v = 0 &r inte mojligt, ty
U | B 2 077
Vu —sinu =0 0
Néra noll &r det inte heller mojligt att gora en utskrift av 7 (u). Enligt Taylor
sa ar
sinu ~u—u®/6

for tillrackligt sma u sa att

U V6 u

~

vu —sinu - vusd

niara v = 0. Da géller

\/6 U
lim 7 (u) = lim —— =
u—0 () u—=0 \/y — sin u
i V6 u _ V6 B
_ull}}) v 3 —UIE)I%)\/H—OO
Detta innebér att inga missade minimivérden for sma véirden pa u finns. Det

gar alltsa att acceptera 7 (7) som strangt minimivérde i intervallet 0 < u <
2.
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Detta visar att bland fallkurvorna fran nagon punkt pa y-axeln till punkten
(a,0) pa x-axeln sa #r cykloiden som har lutningen noll i &ndpunkten den
snabbaste.*

4Detta dr inget stringt bevis. Det ir troliggjort att det forhaller sig s.
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Kapitel 5

Dynamisk ekonomi.

5.1 Ett problem fran ekonomin.

Stoffet i detta avsnitt foljer boken [4].

Ett foretag har fatt en order i vilken B produktenheter skall levereras vid
tiden T'. Foretaget soker en produktionsplan for att kunna leverera vid speci-
ficerat leveransdatum till minimal kostnad. Vi ténker oss att kostnaden for
tillverkning av produktenheter 6kar linjart med produktionstakten och att
lagerkostnaden per enhet #r konstant per tidsenhet. Vi later z(t) beteck-
na lagret som ackumulerats vid tiden ¢. Da har har vi z(0) = 0 och skall
uppna z(7T') = B. Lagernivan vid en given tidpunkt #r den samlade tidi-
gare produktionen. Fordndringshastigheten for méangden enheter i lager ér
produktionstakten dx/dt = 2/(t). Foljaktligen ar foretagets kostnad vid en
tidpunkt ¢
[ ()2 (t) + cox(t) = er[2'(1)]? + com(t),

dir den forsta termen &r den totala produktionskostnaden -produkten av
kostnaden for tillverkning av produktenheter och produktionsnivan; den an-
dra termen &r den totala kostnaden for lagerhallning; och ¢q, ¢y dr positiva
konstanter. Foretagets mal dr att hitta en produktionstakt z’(¢) och en lager-
ackumulation z(t) for 0 < ¢ < T som minimerar

| et () + ean(t)]dt, (5.1)

som uppfyller villkoren



5.1.1 Ett forsta forslag till 16sning.

En mojlig plan vore att halla en konstant produktionstakt, namligen 2'(t) =
B/T. Detta ger
/ s =2

vilket ger den samlade kostnaden

/OT{cl(g)szcz }dt = 01%2 +02%

Detta kan vara en godtagbar plan, men vi vet inte om denna plan minimerar
kostnaden.

5.1.2 Fallet utan lagerkostnad.

Anta att lagerkostnaden &r noll: ¢co = 0. Eftersom c¢; &r en positiv konstant
sa kan vi ekvivalent 16sa problemet att minimera

/0 ’ ()] at (5.2)
under villkoren
2(0) =0, z(T)= B, 2'(t) > 0.

Integrandfunktionen z'(t)? #r endast beroende av z’ och Eulerekvationen
reduceras till !
—22" =0, eller ekvivalent; 2" = 0.

Tva integreringar ger att
I(t) = Clt + C

dér cq, co dr integrationskonstanter. Virdena for dessa konstanter ges av prob-
lemets dndpunktsvillkor. Vi har att

z(0) =0=cy, 2(T) =B =c1T + ¢
som ger att losningen till Eulerekvationen med dessa dndpunktsvillkor ar
Bt
t)y=—, 0<t<T.
o(f) = DSt <

Om det finns en 16sning till detta problem sa maste det vara denna.

! Analogt med fallet F' = F(y'), avsnitt 2.8.1.
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5.1.3 Ett nagot mer generellt fall.

Vi soker nu en kurva som minimerar funktionalen (5.1). Eftersom F, = ¢y
och F, = 2cea’ sa dr Eulerekvationen for (5.1)

o —2c17" =0

eller ekvivalent

" C2
t) = —. 5.3
2(0) = o (53)
Tva integrationer ger att
Cgt2
l)=—+kt+k
(t) e, + Rt + Ko
dér integrationskonstanterna ki, ko ges av dndpunktsvillkoren
T2
.CL’(O):O:]{ZQ, LU(T) =B= @ +l{?1T+I€2
401
Foljaktligen &r
B CQT
ki =—= — ko =0
1 T 401 s 2
wat t—T) Bt
(&) —
t) = —, 0<t<T 5.4
ot) = T+ 0SH<T, (54)

ar var eftersokta extremal.

Vi undersoker nu om (5.4) uppfyller villkoret z’ > 0. Fran Eulerekvationen
(5.3) foljer direkt att x” > 0 sa att x ar en vixande funktion av t. Foljaktligen
ar 2/(t) > 0 for alla t endast om initialvillkoret ’'(0) = k; > 0 giiller. Detta
innebér att (5.4) uppfyller villkoret z/(¢) > 0 forutsatt att

B> el”,

> (5.5)

Alltsa ér (5.4) 16sning till problemet om den totala produktionen B ar tillréckligt
stor i forhallande till den tillgéngliga tidsperioden T" samtidigt som lagerkost-
naden ¢, ar tillrackligt liten relativt kostnaden ¢; per producerad enhet.

2 Att detta villkor inte uppfyllts skulle innebéra att produktionstakten initialt var neg-
ativ. Att vi inledningsvis skulle forstéra produktenheter dr inte mojligt eftersom 2(0) = 0,
-inga enheter &r dnnu tillverkade.
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5.1.4 Utgifterna kontinuerligt reducerade.

Vi kan i foregaende exempel istéllet anta att utgifterna kontinuerligt reduc-
eras over tiden med den kontinuerliga takten r. 2 Vi ser inledningsvis pa
problemet att minimera funktionalen

T —rt / 2
e {cl [2'(t)]* + czx(t)}dt,
med sidovillkoren
z(0) =0, z(T) = B.

Berikning ger att F,, = e "¢y och F,, = 2e " ¢12/(t) sa att Eulerekvationen
ar

d
—rt —rt / _
e e (26 ar (t)) = 0.

Derivatan utvecklad ar

d
EFQC, = —2re e (t) + 2e ey 2 (t)
som efter forenklig ger Eulerekvationen
2(t) = ra'(t) + -2 (5.6)
201 ‘

Vi noterar att eftersom 2’ dr ickenegativ * si dr hogerledet av (5.6) posi-
tivt. Foljaktligen sa dr x” > 0 for en optimal plan; i den optimala planen
ar produktionstakten strangt vixande. For att losa Eulerekvationen (5.6)
konstaterar vi inledningsvis att integrandfunktionen varken &r beroende av
x eller t. Gor variabelbytet z/ = wu, sa att x” = u'. Detta ger en forsta
ordningens linjar differentialekvation med konstanta koefficienter:

Co
v =ru+ —.
201

Denna ekvation har 16sningen

C2
¥ =u=ket - —,
27’01

dér ky ar en integrationskonstant. Integration ger

. k‘16rt Cgt

— —— + ko.
T 2rcl+2

x(t)

3For en forklaring av faktorn e~"%, se s10 i boken [4].
4Att 2’ > 0 antogs da vi ville 16sa (5.1). Detta innebir att vi ej forstor producerade
enheter.
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Andpunktsvillkoren

]{71 l{:leT’T CQT
z(0) =0 —+hk, x(T) " e + ko
ger varden for integrationskonstanterna
—k’l T’(B + CQT/Q’I“Cl)
]{72 - ]{31 == T .
r (erT —1)
Foljaktligen ér var sokta losning extremalen
rt __
(B + CQT/QTCl)(e 1) Cgt ’ 0 S " S T, (57)

w(t) = (erT —1) 2y

forutsatt att x’(t) > 0 foljs. Vi kontrollerar detta: Eftersom z” > 0 sa vet vi
att ' > 0 forutsatt att 2/(0) > 0. En enkel berikning ger att 2/(0) > 0 om
och endast om

B> (e —1—7rT)cy/2r%c.

Om denna olikhet géller sa uppfyller alltsa (5.7) villkoret ' > 0 sa att detta
ar den optimala 16sningen.

5.1.5 Monotont vixande produktionskostnad.

Vi fortsétter med antagandet att produktionskostnaden dr en monotont vixande
konvex funktion g(z') av produktionstakten a’. Vi har da

g(0)=0, ¢ >0, ¢ >0 f6r x> 0.

Den kvadratiska produktionskostnaden (5.1) &r tydligt ett specialfall av detta
fall. For att minimera funktionalen

/T e "t [g(:)j’) + czx(t)} dt,

0
med sidovillkoren

ger berdkning att
F, = e—rtcz’ F, = e—rtg/@/)’
d
dt
Eulerekvationen ar alltsa ekvivalent med

9" (@' ()" (t) = rg'(2'(t)) + 2 (5.8)
Samtliga termer forutom z” i (5.8) vet vi dr ickenegativa. Det foljer att dven

a2 ar ickenegativ, sa att en optimal produktionstakt dr strangt vixande med
avseende pa tiden fram till tidpunkten 7" da B enheter samlats.

F:c’ — _,re—rtg/(x/) ‘l‘ 6_”9”(1’,)1'”.
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5.2 Gruvan -ett isoperimetriskt problem.

Stoffet i detta avsnitt &r inspirerat av boken [4].

Antag att en gruva innehaller en méngd A av utvinningsbar malm. Lat z(t)
vara den samlade utvunna méngden vid tiden ¢. Antag att vinsten ges av

funktionalen .
—rtJa(t)dt. 5.9
/0 e x(t) (5.9)

Dessutom géller att

A= / ) dt, 2(0) =0, z(T) = A.

Detta ar ett isoperimetriskt problem, och ett sadant dr mojligt att 16sa med
Lagrange-multiplikatorer sa som beskrivet i avsnitt (3.1).

Vi ser pa maximum for
T
T a(t) = Ni(t)| dt 5.10
| et i) = xi)] (5.10)
Den sammansatta integrandfunktionen &r i detta speciella fall
e " a(t) — \i(t)

sa att Eulerekvationen (3.4) antar utseendet

-

En integrering ger att

CO — e_rtL —
2,/(t)
sa att
et = 2(Cy + N/ (1),
e ¥ = 4(Cy + N)? i(2). (5.11)

Ytterligare en integrering ger att

6—27"15

o 4(Co+ N)? z(t) + Oy,
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sa att
1 —2rt

a(t) = m(—q -5 ).

Eftersom z(0) = 0 sa géller

1
0=—Ci— 5

vilket ger att
1
t)= ———(1—e?").
z(t) 8r(C’o+)\)2( )

Eftersom z(T') = A sa géller

1 —2r
A:m(l—e 2T)

det vill séiga att
e

rA

—2rT
2 — 1—

(Co+ A)
och det ar klart att 4
() = g (1—¢") (5.12)

l6ser detta problem.

Funktionalen (5.9) har integrandfuntionen

f=e" ()
for vilken det géller att

1
. —rt
fm’m’ = —€ 4:1':3/2 < 0.

Vi ser att integrandfunktionen &r konkav med avseende pa & sa att var 16sning
ger maximum. °

Enligt sats (6.4.2) géller nédvindigt f6r minimum av fOT —f(t,z(t),@(t)) dt att — frp >
0. Det innebér att vid maximum av funktionalen fOT f(t, z(t),2(t)) dt galler fiz <O0.
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5.3 Ett problem med variabel &ndpunkt.

Stoffet i detta avsnitt &r inspirerat av boken [4].

5.3.1 Belo6ning i &ndpunkten.

Vi har ett kontrakt: En gruva skall tommas pa sitt innehall av B ton malm
och detta skall vara klart till tidpunkten 7'. I &ndpunkten finns en bonus,
sadan att ju storre méngd malm som ldmnas obruten desto storre blir bonusen.
Detta innebéar att det kan lona sig att inte bryta all malm sa som kontraktet
lovar. Vi later inte &ndpunkten z(7") = B vara given nér vi soker maximum.
Istéllet soker vi funktionen z(t) tillsammans med dess &ndpunkt z(7) = A
sadana att intdkterna maximeras.

Ett generellt fall. Vi ser inledningsvis pa problemet att hitta maximum av

/0 U R (), (1) di + G («(T)). (5.13)

givet 2(0) = 0 och bonusfunktionen G = G(x(7")), dar x(T') ar variabel.

Antag att z*(t) &r den optimala l6sningen, och att z(t) dr en medtavlande
kurva. Definiera

och se pa funktionen
la) = /OT F(t,z* + ah,&* + ah) dt + G(x*(T) + ah(T)).
Det giller att
o(a) = /OT [WF.(t, 2" + ah, &* + ah) + hFy(t, 2" + ah, 3" + ah)| dt+

+h(T)Ga(2*(T) + ah(T)).

Partiell integration tillsammans med egenskapen h(0) = 0 ger att

/0 " Fh(t) dt = [Fih(t)}OT - /0 T(%Fi)h(t) dt =



Funktionen ¢(a) har maximum for a = 0. Envariabelteori ger att ¢/(0) = 0
sa att

0= /0 ' P — %Fi}h(t) dt + F3h(t)|i=r + h(T)Ga(2"(T)). (5.14)

Jamforelsekurvor som ger upphov till A(7") = 0 &r tillatna. For sadana kurvor
antar forhallandet (5.14) utseendet

T d
0= [ [F— S i) at
0 [ dt } ®)
och vi ser att Eulerekvationen giller lings x*.6

Detta innebéar att

d
F,— —F; =0
dt

och det foljer att (5.14) har utseendet
0= Fsh(t)lir + h(T)G. (2" (T))
sa att i &ndpunkten ¢t = T géller
h(t)[Fs + G| =0, Vh(t),
sa att i kurvans dndpunkt géller utéver Euler att
F,+G,=0.
Sammanfattningsvis sa uppfyller en maximerande kurva z*(t) villkoren

d
dt
Z'l Fj;|t:T + G:c|t:T == 0

i. Fp——F;=0 (Euler)

Ater i gruvan.

Vi dr ater i gruvan fran inledningen av stycket (5.3.1). Vi soker kurvan
x = x(t), och dess d&ndpunkt z(7T') = A, sadana att vi maximerar

ATe—”VGE5dt+Jw(B-xav) (5.15)

6Detta foljer av fundamentallemmat, avsnitt 2.4.
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givet x(0) = 0. B &r total ravarutillgang och M &r en positiv konstant.
Bonusfunktionen M(B - a:(T)) ar alltsa linjéar i «(T).

Inledningsvis noterar vi att for mycket sma M sa dr d&ndpunkten z(7) ~ B
och for mycket stora M sa géller istéllet z(7) ~ 0.

For x(t) géller enligt foregande stycke foljande tva villkor:

d e—rt
i. ————==0 (Euler) (5.16)
dt 2, /i(t)
e—T’T
1. - M =0.
2,/x(T)

Av i foljer 7 att for maximerande x(t) giller

x(t) = 1_6%(1 — 6_2”), (5.17)

déar A = x(T). Derivering ger att

. QTA —2rt
#(t) = 1_ 2T ’

sa att it =T géller

SL’(T) o 2r l’(T) 6_2TT.

= 7 (5.18)

Av villkor i sa foljer att

e—2rT

T A
vilket tillsammans med (5.18) ger att

2r x(T) o B e~ T

1—e27¢ IRVER
eller efter att z(7T") 16sts ut:

#(T)

e
SM2y

1— —2rT

z(T) =

Maximum for detta problem ges foljaktligen av
1
t) =
") = g
forutsatt att x(T) < B. 8

(1—e™?M), (5.19)

"Detta #ir samma rikning som leder fram till ekvationen 5.12, med skillnaden att A = 0.
8Se 5.23 for en kommentar.
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5.3.2 Variabel d&ndpunkt utan bel6ning.
Vi vill hitta maximum av
T
/ F(t,z(t), i (t)) dt
0

givet x(0) = 0, déar =(7T") &ar variabel.
Detta &r specialfallet av (5.13) med bonusfunktionen G = 0.

Det foljer att for en maximerande kurva z(t) géller villkoren

d
i. F,— £Fx =0 (Euler)
ii. Fylr = 0.

Tillbaka i gruvan en tredje gang.

(5.20)

I avsnittet (5.3.1) soktes kurvan som maximerar integralen (5.15). Vi om-
formar nu detta problem till ett variabel-andpunkt-problem utan bonus i

dndpunkten: Vi soker x = z(t), med z(0) = 0 som maximerar

/OT e\ Ji(t) dt — Ma(T) + MB =

/(]Te-”\/% dt — M/OTx'(t) dt + MB =
/OT(e—”M — Mi(t) )dt + MB.

Vi soker ekvivalent maximum till
T
i () — Ma(t) )dt. ?
| (e - mi) )

Enligt foregaende stycke sa uppfyller en maximerande kurva z(t)

" — M)=0 (Euler)
()

d
z.%(Q\/i

(5.21)

(5.22)

9Det avslutande uttrycket kan tolkas som att det betalas en avgift som beror av mo-

mentana brytningstakten @ (t).
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—rT

1. - M =
2,/x(T)
Villkoret ¢ ger att
—rt
M =0y
2,/2(t)
sa att i &ndpunkten géller
—rT
M=,
2,/a(T)

Villkoret #i ger nu att Cy = 0. Da géller att

—rt

6 —
2,/x(t)
eller t
6—7‘
= t
o = Vi)
och det foljer att
€—2T’t
ap ~
En integrering ger att
6—27’t
t)=———=+C
w0 =g T O
Eftersom z(0) = 0 sa géller att
1
Ch = ————
LT8Ry
och den maximerade kurvan har aterigen visat sig vara
1
t) = (1 —e 7).
o(t) = g (1= )

5.3.3 Tolkning av resultatet.
Toémd gruva.

Av Eulerfunktionen (5.16) foljer att
\/} = 006_”
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och givet en tomd gruva sa giller for vinsten V = V(B) att

T T ] — 2T
B :/ —rt . — / —2rt — e
V(B)= | e Vi(t) dt = Cy [ ettt Co| o |
Vi vet att
&= Cge "
sa att . . -
1—e™ "
B:/ ; dt=C2/ g = o2~ ],
0 * 0 Jo ‘ 0{ 2r }
Det foljer att
1—e 2T 12
Co = VB[——]""
2r
sa att vinsten ges av
1—e 2T, 421 —e 2T 1—e 2T 12
V(B) \/_[ 2r } [ 2r } \/7{ 2r

Slutsats: Om vi vill maximera vinstfunktionen (5.15) och det géller att

MB > @[71 _;M]m

sa dr det mer lonsamt att inte bryta nagon malm.

Allmant.

Lat B beteckna méngden malm i gruvan. En helt témd gruva ger, enligt

foregaende avsnitt, vinsten
1— 6—27‘T} 1/2
2r

V(B) = VB|

Om vi har den totala méingden B ton och fram till tiden T bryter § ton
(6 < B) sa ges vinsten istéllet av

V(e) = VB[] " 4 M(B - ).

Vi vill nu maximera V() med avseende pa (3. For ett maximerande [ géller
V'(B) =0 sa att

1 1_6—27"T1/2
2\/3[ 2r " =m
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det vill séiga att

1 1— —2rT /
\/BZQM{ 2e7° }12

sa att -
1 (1—e™
= <B.
g 4M2[ 2r } -
Detta innebér att
1— 6—27‘T
wrps )
2r
Slutsats: Vid maximal vinst géller nodvéndigt
1— 6—2rT
> |— :
B> | e (5.23)

Detta betyder att for x(t), som formulerad i (5.19), géller att z(7T") < B vid
optimal brytning.

5.3.4 Konkav vinstfunktion.

Vinstfunktionen har liksom tidigare utseendet
1— 6—27"T 1/2
V(B) = /B[ —] "+ M(B-5).

Det giller att

1 [1 —e 7T 12

! — _M
Vo) =5l ,
sa att . -
" _ —e T q1/2
vV [ﬁ] - 453/2 [ o <0

och vi ser att vinstfunktionen V() ar konkav.

V/(B) > 0. Antag att V'(B) > 0. Da géller att

1 — —2rT
2MVB < [———]".
2r
Eftersom V' > 0 for alla § sa antar V() inte maximum i intervallet
0 < B < B. Istéllet maximerar § = B funktionen V().
Slutsats: Vid e
VB < L)

r
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1
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I

Figur 5.1: V() med V'(B) > 0.

sa toms hela gruvan.

V'(B) < 0. Eftersom V'(0) > 0 och V'(B) < 0 sa foljer, givet en kontinuerlig
V'(53), att i intervallet 0 < 8 < B finns ett § sadant att funktionen V([3)
maximeras.

Slutsats: Vid

—2rT

]_ _
IMVB > [726
"

sa finns ett uttag 3, (6 < B), sadant att vinsten maximeras. Det innebér att
inte hela gruvans innehall bryts.

}1/2

Kommentar: Vi kan se M som en parameter som styr méngden bruten malm
6. Ett okande M ger ett minskande 3. En 6kad brytning ger upphov till
en okad sysselséttning. Detta innebér att om vi vill 6ka sysselsdttningen sa
minskar vi M. Eftersom

abTE

sa ger en relativt liten fordndring av M upphov till en motsatt och storre
forandring av 3. Se pa okningen fran M, till M;: Vi har att

M1 M1 . C(] %12 o ﬂO

2
Lo (=)=
<) TG T &

Detta resonemang skulle kunna utvidgas till ett vidare perspektiv, exem-
pelvis till att gélla sysselsédttningen i ett samhélle. Klart ar naturligtvis att

bonusfunktioner som démpar produktionen ocksa minskar sysselsidttningen.
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Figur 5.2: V() med V'(B) < 0.

Foregaende resonemang pekar mot att det &r relativt effektivt att stimulera
produktionen genom att ta bort démpande bonusar. Detta givet den mycket
enkla bonusfunktionen i exemplet med gruvan.
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Kapitel 6

Nodvandiga och tillrackliga
villkor.

Detta avsnitt foljer boken [3].

6.1 Differentierbarhet -ett alternativ till J-
derivatan.

6.1.1 Definition av linjir och kvadratisk funktional.

Definition. Funktionalen L(y(x)) kallas linjar om den den uppfyller féljande
villkor:
L(ay(x)) = aL(y(x)), for alla konstanter a,

L(yi(z) + y2(r)) = L(y1(z)) + L(ya(z)).

Exempel. Funktionalen

ar en linjar funktional.

Definition. En funktional som uppfyller villkoren
B(z +y,z) = B(z,2) + B(y, 2)
Bl(ax,z) = aB(z, z)
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B(x,y + z) = B(z,y) + B(z, 2)
B(z,az) = aB(z, z)

for alla tillatna funktioner xz,y, z och alla konstanter a kallas fér en bilinjir
funktional.

Definition. Om vi sitter y = z i en bilinjar funktional sa som nyss definierats
sa far vi ett uttryck som kallas for en kvadratisk funktional.

Exempel. Uttrycket

T2

Bla,y) = [ a(y(tat

1

ar en bilinjar funktional om z,y &r kontinuerliga funktioner pa intervallet
[x1, x2]. Motsvarande kvadratiska form &r

A(z) = B(z,z) = / Y22 (t)dt.

1

6.1.2 Definition av differentierbarhet for funktionaler.

Definition. Funktionalen J(y) &r differentierbar om tillskottet
AJ = J(y(x) + h(zx)) = J(y(x))

kan skrivas pa formen
AJ = @i(h) + €A,

dér ¢1(h) ar en linjar funktional och € — 0 sa snart ||h| — 0. ¢1(h) kallas
den forsta variationen av J(y) och betecknas §.J.

Definition. Funktionalen J(y) dr tva ganger differentierbar om tillskottet
AJ = J(y(x) + h(x)) = J(y(z))
kan skrivas pa formen
AT = 1(h) + pa(h) + €||h]%,

déar o(h) ar en linjar funktional, po(h) &r en kvadratisk funktional, och déar
¢ — 0 nér ||h]] — 0. Den kvadratiska funktionalen ¢(h) kallas den andra
variationen av funktionalen J(y) och betecknas 6%J.

53



6.2 Ett forsta nodvindigt villkor.

Sats. Ett nodvindigt villkor for funktionalen J(y) skall anta ett minimum

for kurvan y = g &r att
§2J(h) >0 (6.1)

for y = g och alla tillatna h.
Bevis. Enligt definition har vi att

AJ(h) = 6J(h) + 62 J(h) + || h||?, (6.2)

dér ¢ — 0 nér ||h]| — 0. Enligt satsen (2.6) ar §J(h) = 0 for y = g och alla
tillatna h '. Foljaktligen antar (6.2) formen

AJ(h) = §*J(h) +<||h|]? (6.3)

for y = g. For tillrickligt sma ||h|| kommer tecknet for AJ(h) att vara det-
samma som tecknet for 62J(h). Antag nu att 62.J(ho) < 0 fér nagon tillaten
ho. Da har vi for alla o # 0, oavsett hur sma, att

52J(Oéh0) = a252J(h0) < 0.

Foljaktligen kan (6.3) goras negativ for godtyckligt sma ||h||. Denna motségelse
bevisar satsen.

6.3 Ett tillrackligt villkor.

Definition. En kvadratisk funktional ¢o(h) &r positivt definit om det finns
en konstant k£ > 0 sadan att

@a(h) > k[[h|]?
for alla h.

Sats. Ett tillrickligt villkor for att funktionalen J(y) skall anta ett minimum
for y = g &r, forutsatt att den forsta variationen 6.J(h) = 0 for y = ¢, ar att
dess andra variation §2.J(h) dr positivt definit for y = .

Bevis. For y =y har vi 0J(h) = 0 for alla tillatna h, och salunda &r
AJ(h) = §*J(h) +<||h|?,

T sjélva verket aterstar att visa att 0.J(h) s& som definerad i avsnitt 2.2 dr linjér.

o4



dér € — 0, nér ||h]] — 0. Dessutom géller for y = y att
0T (h) = k||h|I*
for nagon konstant & > 0. Alltsa finns nagot tillrackligt litet e; sadant att
le] < 1k da ||k < e1. Det foljer att
1
AJ(R) = 62J(h) +¢<||h|* > §k||h||2 >0

da 0 < ||h]| < 1. Detta innebér precis att J(y) har minimum for y = 9.

6.4 Legendres andra villkor.

6.4.1 Lemma.

Ett nédvandigt villkor for att den kvadratiska funktionalen
b
52J(h) = / (PR + Qh?)dx, (6.4)

a

definierad for alla funktioner h(x) € Di(a,b),? sadana att h(a) = h(b) = 0
skall vara ickenegativ &r att

P(z) >0, (a <z <b). (6.5)

Bevis. Antag att (6.5) inte géller, antag till exempel att P(xy) = —203
(8 > 0) i nagon punkt x, i [a, b]. Da existerar, eftersom P(z) &r kontinuerlig,
ett o > 0 sadant att a < xg — a, g+ a < b, och

Plx) <=0, (zvp—a<z<z0+ ).

Vi konstruerar nu en funktion h(z) € D;(a,b) sadan att funktionalen (6.4)
ar negativ. Lat

-2 w(x—xp) .. .
o) = { Bln " zfi(?rfnz(r]s. pErsmTe (6.6)
Da har vi att ,
/ (PR + Qh?)dzx = (6.7)

2Se appendix for definition.
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To+a 2 2 _ To+a _ 2 2
/ ' P7T—2sin2 de+/ ' Qsin* Mdm < - br +2Ma
To—Q o (6] To—Q o o
(6.8)

déar
M = max |Q(x)]. (6.9)

a<z<b

For tillrickligt sma « sa antar hogerledet av (6.8) negativa vdrden och
foljaktligen antar ocksa (6.4) negativa virden med funktionen h(x) sa som
definierad i (6.6). Ddrmed &r lemmat visat.

6.4.2 Sats. (Legendre II)

Ett nodvandigt villkor for att funktionalen

b
J(y) = / F(z,y,y)dz, y(a) = A, y(b) =B
skall ha ett minimum lings kurvan y = y(z) ar att olikheten
Fyy 20
(Legendre-villkoret) géller i varje punkt av kurvan.

Bevis. Lat F'(z,y,y’) ha partiella derivator upp till grad tva med avseende
pa alla dess argument. Vi ser nu pa en funktional av formen

J(y) = /:F(w,y,y’)d:c, (6.10)

definierad for kurvor y = y(x) med &ndpunkterna y(a) = A, y(b) = B.

Forst ger vi funktionen y(x) ett tillskott h(x) med &ndvillkoren h(a) = h(b) =
0. Dérefter skriver vi, med hjélp av Taylors sats, tillskottet till J(y) som

AJ(h) =J(y+h)—J(y) =

b 1 b _ _ _
/a (Fyh+ Fyl)da + / (F, h? + 2F y hl () + Fypyh®)dw,  (6.11)

ddr dverstrykningen F, betecknar att derivatan beréiknats lings en mellan-
liggande kurva

Fyy = Fyy(z,y+0h,y +0K), (0<6<1)

och pa motsvarande sitt for F,,, och Fy,
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Om vi erséitter Fy,, Fy,, och F,,, med derivatorna F,,, F,, och F,, eval-
uerade i punkten (z,y,y’) sa kan vi istéllet skriva (6.11) som

b 1 b
AJ(h) = / (Fyh + Fy/h’)dx + 3 / (Fyyh2 + 2Fyy/hh’(x) + Fy/y/h’2)dx + e,
’ ’ (6.12)
dar € kan skrivas som

1 b
: / (e1h? + 2e0h (z) + £5h'?)da.

Eftersom derivatorna Fy,, F,, och Fy,, alla &r kontinuerliga sa foljer att
€1,82,€3 — 0 nér ||h||; — 0. 2 Forsta termen i hogerledet av (6.12) &r §J(h)
och den andra termen, som ér kvadratisk i h, ir den andra variationen 6%J(h).
Alltsa har vi for funktionalen (6.10) att

b
527(h) = % [ Rl + 2F bl () 4 Fyyp )i (6.13)

Vi vill nu skriva detta uttryck pa en annan form. Partiell integration, till-
sammans med #ndvillkoren h(a) = h(b) = 0, ger att *

b b, d
/a 28, hhdr = — / (5= Fuy )i

Med hjélp av denna likhet kan (6.13) skrivas som

b

52J(h) = / (PR + Qh?)dx, (6.14)
dar ) ) J
P =P(a)=3F,y, Q=Q() = 5(Fy — —Fy)-

[ lemmat i stycke 6.4.1 visades att ett nodvéandigt villkor fér att en funktional
pa formen (6.14) skall vara icke-negativ &r att P(x) > 0.

I sats (6.2) visades att ett nodvéndigt villkor for att en funktional J(y) skall
ha ett minimum #r att dess andra variation §2J(h) &r icke-negativ. Dirmed
ar satsen (Legendre II) visad.

3Detta med normen ||h||; definierad som [|hlj1 = max,<z<p ||h]| + max,<z<p [|[P]-
1S pa [7 fh'de = [fR), — [ f'hdz | dér f = Fyyh.
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Kapitel 7

Appendix.

7.1 Nagra klasser av funktioner.

1. C eller C(a,b) bestar av alla kontinuerliga funktioner definierade pa det
slutna intervallet [a, b]. Normen i C definieras som

[yllo = max [y(z)].

a<z<b

2. C! eller C'(a,b) bestar av alla funktioner definierade pa det slutna inter-
vallet [a, b] som &r kontinuerliga och har kontinuerlig forstaderivata. Normen
definieras som

lylly = max y(x)| + max [y'(x)].

a<z<b a<z<b

3. C" eller C™(a,b) bestar av alla funktioner definierade pa det slutna inter-
vallet [a, b] som &r kontinuerliga och har kontinuerliga derivator upp till och
med ordning n. Normen definieras som

lylln = Bizo max |y (z)|.

a<z<b
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