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Sammanfattning

I ett ekosystem lever manga arter tillsammans i ett begrdnsat omrade
och konkurrerar siledes om t ex féda och utrymme. De forsoker dven att
anpassa sig till de stdndigt vaxlande miljoférandringarna for att uppné
den optimala tillvixten for arten.

Sambandet mellan hur vil arterna kan foga sig och férdndringar i mil-
jon kan beskrivas av matematiska modeller och det &r bl a intressant att
understka hur den totala biomassan paverkas av milj6férandringarna.

Vi har studerat de matematiska modeller som tidigare 16sts numeriskt
och gjort motsvarande analytiska berdkningar. For att se att de numeriska
resultaten &dr rimliga har dven 16sningarnas stabilitet undersokts. Vid jaim-
forelse av de numeriska och de analytiska 16sningarna har dataprogramet
Mathematica anvints for att askadliggora resultaten grafiskt.

For att kontrollera hur tillférlitliga approximationerna som anvénts i
de numeriska berdkningarna dr, har en alternativ ansats baserad pa linedra
differentialekvationer anvints.
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1 Inledning

Ett ekosystem &r ett ekologiskt system som bestar av alla levande varelser och
deras milj6 inom ett visst omrade. I ekosystemet lever djur och vixter tillsam-
mans och péverkar saledes varandra, bade direkt (t ex en kanin &ter griset, men
kan i sin tur ocksa bli uppéten av en rav) och indirekt (alltfor manga befintliga
trad gor det svarare for en ny liten planta att fa tillrickligt med solljus for att
véixa och bli stor).

De levande delarna i ekosystemet &r uppbyggda i tre nivaer; individerna,
populationerna samt samhéllet. Varje individ (varje enskild organism) tillhor
en art och tillsammans bildar individer av samma art inom ett geografiskt om-
rade en population. Populationerna &r i sin tur grundstenarna i samhallet, dvs
samhéllet bestar av en grupp populationer inom ett geografiskt omrade [1]. Eko-
system dr bland det mest komplexa som finns. De varken férsvinner eller blir fler
- de bara omvandlas i och med de milj6féréandringar som var planet genomgar.

I detta examensarbete kommer vi att fokusera pa den funktionella gruppen
som ett ekosystems minsta enhet. Vi definierar en funktionell grupp som en
méangd arter vilka delar liknande resurser och fiender. Skillnader mellan arterna
i en funktionell grupp beskrivs huvudsakligen av variationerna i hur effektivt de
utnyttjar resurserna i ekosystemen, hur bra de undviker fiender samt kéinslighet
for andra variabler i omgivningen, exempelvis temperatur.

Av ovanstaende definition f6ljer att arter inom en funktionell grupp konkur-
rerar hardare om resurser, medan arter i olika grupper visserligen fortfarande
kan konkurrera, men &r relativt sett mer komplementéra i sina resursanvind-
ningar.

I appendix finns en férteckning 6ver de relevanta symboler som anvinds i
uppsatsen.

2 Bakgrund

Dynamiken, dvs férédnderligheten, hos en funktionell grupp av N stycken arter
kan modelleras genom att berékna dynamiken hos var och en av arterna for sig.
Att konstruera modeller av flera arters gruppbeteende samtidigt har dock ett
flertal férdelar. Till exempel slipper man problemen med urskiljning av arter och
vidare ignorerar en artbaserad ansats variationer inom en art. Dessutom under-
lattar det att ha modeller av fler arter om man i framtiden vill vidareutveckla
dem till mer komplexa modeller av ekosystem, mer lika dem som férekommer i
den verkliga naturen.



Utgangspunkten for det hiir examensarbetet dr artikeln “Phenotypic diversity
and ecosystem functioning in changing environments: A theoretical framework”
[2]. T artikeln diskuteras matematiska modeller som kan beskriva det fenotypiska
medelvirdet och den fenotypiska variansen inom en funktionell grupp. Tanken
dr att dessa modeller ska kunna utvecklas for att senare kunna beskriva ett helt
ekosystem.

I artikeln gérs numeriska berdkningar av de resultat som fas fram. Detta ger

grafer 6ver hur bl a den fenotypiska variansen och den totala biomassan varierar
med avseende pa de miljomaissiga fordndringarna.
Att ett problem l6ses numeriskt innebir att man gbr en approximation och
sedan, ofta m h a datorer, anvinder nagon metod (t ex iteration eller inter-
vallhalvering) f6r att fa fram ett ungefirligt resultat. Ju fler ganger man later
upprepa metoden desto noggrannare blir resultatet, men det kommer alltid att
finnas ett trunkeringsfel, dvs det fel som uppkommer da man avbryter en grins-
virdesprocess innan man har natt gransen [3].

3 Syfte

I detta examensarbete gor vi analytiska berdkningar av de ekvationer som i den
ursprungliga artikeln studerats numeriskt. Detta gor vi for att se huruvida de
Overensstimmer, vilket i sidana fall innebér att de numeriska berdkningarna dr
korrekta.

Analytisk matematik &r en sammanfattning av de omraden inom matemati-
ken som behandlar differential- och integralanalys eller har utvecklats ur dessa.
Det bygger med andra ord pa rdkning med olika gransvirden, t ex derivator,
integraler och o&dndliga summor. En analytisk l6sning av ett problem &verens-
stdmmer béttre med verkligheten dn en numerisk 16sning eftersom felmarginalen
ar mindre. Den &r ocksa mer generell, medan en numerisk 16sning endast géller
i just det fallet man for tillfdllet studerar.

Vi vill m h a analytiska berdkningar presentera en teori dar vi hérleder ek-
vationer som beskriver en grupp arters samverkande egenskaper i en forinderlig
miljo.

I avsnitt 6 foreslar vi en alternativ approximation till ekvationerna, fram-
tagen fran ett annat tankesitt, for att jimfora om vi far samma resultat som
artikeln [2] fick med den approximation som anvéndes dér. Om de &verens-
stdmmer innebir det att resultaten fran den ursprungliga approximationen dr
tillforlitliga.



4 Modell

Vi tittar pa en funktionell grupp i en miljé och antar att tillvixthastigheten av
biomassan inom gruppen beskrivs av en funktion f som beror av de tre variab-
lerna z, E och Cr.

Variabeln x definieras som artens fenotyp. Med fenotyp menas antingen en
organisms hela skepnad, eller en viss specifik egenskap (t ex firg eller langd pa
benen). Fenotypen bestdms bade av gener och av miljéfaktorer.

Varje art, j, har ett unikt vérde, z;, dvs den j:te artens fenotyp. Den funktio-
nella gruppens fenotyp &r méngden av alla arters fenotyper{zi,z2, ..., ;, ..., xn },
dir N &r antal arter i gruppen. Vissa morfologiska (utseende/form) eller fysio-
logiska (normala kroppsfunktioner) sdrdrag hos arterna, sisom strukturer som
underléttar upptag av ndring vid laga resurskoncentrationer eller férsvar mot
fiender, kan paverka hur stora tillvixtfunktionen f:s begrinsningar dr. Om néa-
gon art investerar tid och energi i egenskaper som minskar paverkan fran en
begrinsande faktor, kommer den ofrankomligen att lida av nackdelar m a p en
annan begrinsande faktor. En art som exempelvis anpassat sig béttre efter tem-
peraturforédndringar har till exempel blivit sdmre pa att forsvara sig mot fiender.

Den andra variabeln, F, ir en tidsvarierande miljovariabel. Den beskriver
hur t ex temperatur, pH-viirde, resurskoncentration eller méngden fiender vari-
erar Over tiden.

Tillvaxtfunktionen f beror &ven pa gruppens totala biomassa Cr (ekv. 2 pa
foljande sida). Den beskriver all biomassa inom den funktionella gruppen och
det ekosystem den lever i.

Vi definierar C; som biomassan hos den j:te arten. Dynamiken hos en funk-
tionell grupp med N stycken arter kan déarfor beskrivas av foljande ekvation:

dC; L
T;Z.f(xjaE7CT)'Cj +Zj7]:17 ...... ,N (1)
dar ddC;j ar fordndringen av biomassan hos den j:te arten (dvs férandring-
en av C;) och 4; & immigrationen/emigration till/fran ekosystemet, dvs en fix

mingd extern 6kning/minskning av biomassan.

Modellen med manga arter (ekv. 1) representerar biomassans dynamik hos
varje art i den funktionella gruppen i termer av endogena (inre) och exogena
(yttre) processer, t ex resurskonkurrens respektive immigration. Vi fokuserar
péa tre makroskopiska egenskaper fér att karaktirisera komplicerade monster
hos den funktionella gruppen. De tre egenskaperna dr den totala biomassan
(Cr), fenotypens medelvarde (T) och fenotypens varians (V). Ekvationerna for
dessa foljer nedan:



Cr=Y.C (2)

Den totala biomassan dr summan av alla arters biomassa i den funktionella
gruppen.

1N
T = —— C . .
€ Cr ; J Ty (3)

Det fenotypiska medelvardet beskriver “medelarten”, dvs den art i den funk-
tionella gruppen som ligger i mitten av fordelningskurvan. Denna art &r ofta
dven den art som har den storsta biomassan i den funktionella gruppen, men
det behdver inte vara sa. Det kan dock ibland vara ldmpligt att gdra den ap-
proximationen.

N

v_ClT;cj.@Ij)? @)

Variansen, V', beskriver den fenotypiska spridningen inom den funktionella
gruppen, dvs “artdiversiteten”.

4.1 Tillvaxtfunktioner

En tillvixtfunktion beskriver hur den totala biomassan inom en funktionell
grupp 6kar/minskar med tiden, ¢. Vi beskriver forst en konstant forandringsgrad
av miljon. En sddan &r mycket orealistisk eftersom miljon hela tiden féréndras,
men den tillater oss att undersdka de grundférhallanden som rader i ekosyste-
met. I avsnitt 7.1 ger vi ett forslag pad hur man kan bdrja behandla fallet da
forandringsgraden inte dr konstant. Den forsta tillvixtfunktionen vi studerar dr
en gaussisk funktion:

f (2B, Cr) =p- e @D <1 - ?) - (5)

dar H(z,E) = © — E beskriver skillnaden mellan artens faktiska fenotyp-
virde och miljovariabeln. Eftersom f far en snabbare tillvixt med ett dkande
varde pa p, kan p ses som en fertilitetsvariabel (dvs {6rmagan att fa avkomma
per capita hos arten). Denna variabel dr ocksd viktig fér att kunna anvinda
tillviixtfunktionen pa olika sorters ekosystem. Den bestdmmer néimligen skillna-
den mellan t ex trid och bakteriers olika tillvixt, vilka paverkas mycket olika
av samma miljéférandringar och vars livslingd dessutom skiljer sig mycket, at
(dvs de tidsperioder man viljer att rikna pa dr inte desamma). Termenl — %
beskriver konkurrensen mellan arterna i den funktionella gruppen, dér variabeln
K ar den maximala biomassan. Om Cr = K har biomassan natt sitt maximum
vilket leder till att tillvixtfunktionen kommer att ha ett negativt virde, dvs

biomassan kommer minska. Variabeln ¢ 4r en mortalitetsvariabel och beskriver



dédligheten eller nedbrytningen inom gruppen. For ett godtyckligt virde paF
dr arten som karaktfiriseras av den optimala fenotypenz,,: = ¥ den med den
hogsta tillvixten vid en given tidpunkt, . Vi definierar A = F — 7.

I de numeriska berdkningarna [2] har man sett hur biomassans fordelning
foljer det miljoméssigt bestimda optimumet med en viss férdréjning, A. Kur-
vorna f6r E(t) och biomassans férdelning kommer alltsd att vara mycket lika,
forutom det faktum att E(t) kommer att ligga lite fore/efter, beroende pa om A
ar positiv eller negativ. Kurvorna ¢ver E(t) och biomassans fordelning kommer
att rora sig med konstant hastighet och forma en rorelse med en stabil form som
man kan se i figur 1 nedan:
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Figur 1. Figuren som &r himtad fran [2] visar hur ovanstdende beskrivna forskjutning ser ut

Aven om arter konstant ersitts i ett samhille, nar grupproportionerna ett
jamviktslige och vi kan undersdka relationerna mellan dessa. Hogre fordndrings-
grad av miljévariabeln leder till hogre A och hogre fenotypisk varians (V'), samt
lagre C'r.

For att underlédtta matematiska analyser av systemet anvinder vi en kvadra-
tisk tillvéixtfunktion. Denna kan anvéndas i stillet for den gaussiska tillvixtfunk-
tionen eftersom dessa har liknande grafisk form. Den kvadratiska tillviixtfunk-
tionen kan skrivas som:

foB.or) =p- (1= C02) - (1- ) - ©

w

Alla variabler i tillvixtfunktion 6 har redan definierats med undantag for vari-
abeln w, vilken beskriver bredden pa tillvixtfunktionen.



4.2 Harledning av forindring av biomassa, fenotypiskt me-
delvarde och fenotypisk varians

Modellen med flera arter (ekv. 1 pa sidan 7) har flera nackdelar; den behover
manga ekvationer och dessutom ar det svart att fa forstaelse for de sammanlag-
da egenskaperna utan tillgang till simuleringar. Genom att approximera nagon
av de tva tillvixtfunktionerna med en taylorutveckling kan vi reducera modellen
med flera arter till tre ekvationer som fangar in dynamiken hos gruppens makro-
skopiska karaktaristik, sdsom samhillets totala biomassa, fenotypiskt medelvér-
de och fenotypisk varians (métning av artdiversitet). Det forenklade systemet
belyser de mekanismer som ligger bakom den fenotypiska variansens paverkan
pa ekosystemets karaktdristik. Om en kontinuerlig artfordelning anvinds kan
(ekv. 1 pa sidan 7) skrivas om till:

dC(z,t)
dt

Det gar dven att skriva om (ekv. 2 pa sidan 8, ekv. 3 pa sidan 8 och ekv. 4
pa sidan 8) pa motsvarande sitt:

= f(z, E(t),Cr) - c(x,1) +i(z) (M)

Cr = /c(z,t)da:

_ 1
T = oy c(x,t) - xdx (8)
V = C%/c(a:,t)(i—xﬁdx

Sedan kan tillvixtfunktionen f approximeras med en taylorutveckling kring
det fenotypiska medelvirdet  dar variablerna E(t) och Cp uteldmnas eftersom
vi for tillféllet ser dem som konstanta:

fa@) = fi(@) - (- 2 )
1=0

diir fi(2) = (%) - f(2)]/a!

Den totala biomassans férandring kan nu skrivas som:

o = [ewn s@ae+ [ i@
/iﬁ(i’) (z _)i~c(x,t)dx+/i(x)d:p

=0

I
)
\
8

10



Vi definierar centralmomentet:

M; = (clT) - /(x _ 3 e t)da (10)

dar den huvudsakliga anledningen till att vi taylorutvecklar kringT &r att
vi vill ha en s& bra approximation som mojligt och dirfoér vill ligga mest vikt
dér biomassan ar som storst, dvs i T. % kan nu skrivas om ytterligare m h a

centralmomentet M; :

Lo~ o Y h@ Mt
= Crlfo(@)+ f2(Z) - Mo+ f5(Z) - M3+ ...]+ 1 (11)

dér den totala migrationen definierars enligt [ i(z)dz = I, dvs det totala yttre
flodet av biomassa till/fran ekosystemet. Vi avslutar taylorutvecklingen efter de
tva forsta termerna eftersom vi bara &r intresserade av fenotypens medelvirde
och fenotypens varians, och noterar att My = 1, M7 = 0 och My = V. D3 fas
foljande approximation av den totala biomassans féréndring:

% =Cr-[fo(@) + fa(@) - V] +1 (12)

Notera att andraderivatan #r negativ eftersom tillvixtfunktionen har sitt
maximum i oy = F, 84 linge T &r i F:s omgivning. Termen inom hakparante-
serna beskriver gruppens produktivitet, vilken alltsa bestdms av tillvixten hos
genomsnittsarterna som representeras av fo och en negativ term (p g a att fo
dr mindre dn noll) proportionell mot den fenotypiska variansen. Foér ett stortV’
ar medeltillvixten fér hela gruppen ligre &n for ett mindre V' p g a en hogre
proportion av suboptimala arter. Inom jordbruk representeras ofta den funktio-
nella gruppen av en enda art fér att minimera variansen och darmed optimera
produktiviteten. Det gors genom att vélja en art néra optimumet.

S = T - Cp definieras for att kunna hirleda uttrycket for % med hjilp av
(ekv. 8 pa foregaende sida).

95 = [z c(z,t) - f(x)dz + [z -i(z)dz

En taylorutveckling av f(z) kring Z (ekv. 9 pa foregiende sida) sitts in:
5 = - /c(z t)- if(i) (x —7)'dx + /C(:z: t)- if(f) (x—z)da
dt ’ ¢ ) i

=0 1=0

+/x <i(z)dx

11



Anvindning av centralmomentet M; (ekv. 10 pa foregaende sida) ger:
B =z Cp Y fi(z) - My + Cr -3 fi(®)Miy1 + 1 - &
Eftersom S = z-Cr far vi att % =9 . Cr4+z- %. Vi loser ut %:

dt

dz ds _ - . dCr

ar e T g
dt Cr
— CLT'(j’OT'Zfi(f)'Mi+CT'Zfi(i)Mi+1+I~f>
(o Y ne) Mo+ 1)
dz I
‘:’d*f = Zfi(a’:)-Mi+1+C—T(5:—j;)
= fi(Z) - Mz + fo(Z) - Ms + +CLT(:Ic—i)

dér Z dr det yttre fenotypiska medelviirdet, dvs det som kommer fran de immi-
grerande individerna. En avkapning av taylorutvecklingen ger:
dz I
—=f@) - V+— (-7 13
= h@ Vg @) (13)
Ekvationen beskriver gruppens medelfenotypiska konvergens mot den art vars
fenotyp medfor optimal produktivitet. Eftersom den férsta termen &r stérre ju
storre V' &r, ser vi att ett stort V' ger snabb efterféljande respons hos den funktio-
nella gruppen vid féréndring i miljon. Det betyder att en funktionell grupp med
stor fenotypisk varians anpassar sig battre till miljoféréandringar dn en grupp
med en liten varians.

For att fa ekvationen for forindringen av den fenotypiska variansen kan vi
hérleda derivatan av centralmomentet (%), dér z varierar med tiden. Fér att
kunna goéra detta definieras S; = M; - Cr som sedan deriveras m a p ¢:

ds;  dM; dCr

T T AT

S; = Cr (1) ~/(:L‘—x)9 c(x, t)dx
Cr

% = (/—j'(x—f)j_l'(jla;-C(z,t)dx+/(x—i)j-dc(dxt’t)-d:zz)

12



Insiittning av formlerna for 22 (ekv. 13 pa féregiende sida) och dc(w Y (ekv. 7
pa sidan 10) ger:

% = (/—j z—z) <Zfz . z+1+C{T($—$)>'C(ﬂfvt>d$
" / (=2 - (f(a, E(®),Cr) - cla,t) + i(a) - da)

Taylorutveckling av f(x, E(t),Cr) kring Z (ekv. 9 pa sidan 10) och inséttning
ger:

= (/ —j (Zfz My + CIT (i—a?)) - e(w, t)dx
+/$—x (Zflm v 7) (:c,t)+i(x)>-dm)
= (O H@ Mo [ i -0 el )
_/_j.(m_j)jfl.CiT(@—gz)-c(x,t)dx
+> filz / (z —z)"™ - c(z, t)da + / (z — ) - i(x)dx)
= B = (Y@ Min (5 Cr M) = - =) G Cr Myt
3 Fi@) Mg cT+/<w—x> i(a)dz)

For att f4 fram S dar visatt in 96T (ekv. 11 pa sidan 11)

och far:

dt

= > fil@) Mg - "Mj—l)—ci(f M1+ fil®) - My
I
+OLT/(:c75:) z)dx — M <Zf;z M+CT)

Centralmomentet M; f6r de immigrerande arterna av ordnings kring = definieras
som:

M;=~- /(:c — &)%i(x)dx (14)

13



(xr — x)7 utvecklas m h a binomialsatsen pa foljande sitt:

(@-zy = @-@+i-3)
{binomialsatsen} = EJ: (;) (z— j)z (& — i-)j—i
i=0

Vi siitter in centralmomentet M, (ekv. 14 pa foregiende sida) och utvecklingen
dM

av (x —2)7 i =% ovan.
dM; N :
e D fil@) - [Miyy = My~ My = j- Moy - My ] +
i=1

i=0

Nu kan fordndringen av variansen fas enligt:
D =My = f1(2) Ma+ fo(2)- (My— M3) + ...+ &= ((V = V) + (% — 5:)2> :

dir V ar den yttre fenotypiska variansen, dvs de immigrerande arternas va-
rians. Vi bryter av utvecklingen igen eftersom vi vill begrinsa antalet variabler
i modellen.

For fordndringen av variansen V' &r bidraget fran skevheten och kurtosis
viktigt medan de for fordndringen av biomassan Cp och medelviirdet T ar for-
sumbara. I artikel [2] har man approximerat skevheten till M3 = - (z — z)3.
Skevheten beskriver hur mycket en kurva lutar, dvs hur symmetrisk en kurva
dr. En symmetrisk kurva har skevhet = 0. Om den ar negativ lutar kurvan at
vanster, dvs den vinstra svansen &dr lingre. Om skevheten &r positiv lutar den
at hoger, dvs den hogra svansen ar lingre. Fordelningen av arter dr vanligen
skev eftersom den optimala arten ligger pa nigon sida av medelarten.

Det fjarde centralmomentet har approximerats till My = o - V? i artikel
[2], dvs en konstant multiplicerat med det andra momentet i kvadrat (\3).
Det fjarde centralmomentet beskriver kurvans toppighet (kurtosis), dvs hur stor
andel biomassa som ligger i svansarna. Kurtosis definieras som %;; — 3. En
normalférdelad kurva har kurtosis = 0 [4]. De positiva konstanterna o och
har uppskattats fran simuleringsresultat.

@ fl(z).g.(x—:z)3+f2(f)-(a—1)-v2+CiT ((f/— V) n (gz—;z-)z) (15)

Notera att f; alltid har samma tecken som (E — T), s& den forsta termen &r
alltid positiv (0 1 optimum). Den andra termen &r alltid negativ eftersom fo < 0
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och a > 1 enligt definition och darfor, nir F = T (dvs da medelarten r lika
med den optimala arten, och milj6férhallandena &r konstanta), kommer den
fenotypiska variansen att avta p g a konkurrerande exklusion. Foérdndringen i
miljon gor att E skiljer sig fran T och eftersom den forsta termen oSkar, 6kar
dven den fenotypiska variansen.

Simuleringar [2] har visat att endast milj6forindringar generellt sett inte
ricker for att bibehalla fenotypisk varians en ldngre tid, utan &ven externa
faktorer, t ex immigration, maste existera.

5 Analytiska l6sningar av modellen

I detta avsnitt ska vi gora analytiska berdkningar pa forindringar av den totala
biomassan (Cr), fenotypens medelvirde () och den fenotypiska variansen (V)

for att senare kunna se hur de ser ut grafiskt. Resultatet vill vi jamfora med de
resultat som fatts fran de numeriska berdkningarna [2].

in
Vi definierar A= F —T<=T—-E=—-Aoch f; = dflz’!'f

Vi borjar med att anvénda den kvadratiska tillviixtfunktionen (ekv. 6 pé
sidan 9) och i avsnitt 5.2 kommer vi utféra motsvarande berdkningar med den
gaussiska tillvixtfunktionen (ekv. 5 pa sidan 8).

o= (= (52 (1-) p—t=(1-57) - (1- %) p—¢

Forstaderivatan med avseende pa z:

fi=—2 (EE) (1-G5) = 221 %)
Andraderivatan med avseende pa z:
=B Q-G =-& (1-%)

Ur de tre differentialekvationerna (ekv. 12 pa sidan 11, ekv. 13 pa sidan 12
och ekv. 15 pa foregaende sida) 16ser vi ut V, Cp och A. Vi later ‘fl—]f vara
konstant och den funktionella gruppen befinna sig i ett jamviktslige, ett sk

steady state dar V, Cp och A dr konstanta men T varierar med miljévariabeln

15



E(t). Vi loser ut variansen ur (ekv. 12 pa sidan 11) pa foljande satt:

dc
dtT = (fo+V-f2)- Cr+1=0
I A2 CT pV CT
=l =7 (1‘ z)'“‘K)‘wz =%
<:><1_A2) vo_ __t !
w?)  w? p-(1-5) Crp-(1-G)
2
I—7.
=V wil—¢ ng) +w? - A2 (16)
Cr-p-(1-F)

Den totala biomassan 16ses ut ur 42, dir 48 = 4& _ dz.
dt dt dt dt

‘2—? =fi-V+ FIT (Z—z)—A=0,dar A= ‘%, dvs miljofériandringen ar

konstant.

2V p-A -
= =5 -(1—%)+C—IT(3:—$):A

Ett forenklande antagande som &r rimligt att gora dr att & = T eftersom
de immigrerande arterna kan ha bade ligre och hogre fenotypiskt medelvirde
in de redan befintliga arterna vilket tillsammans ungefir utgor det fenotypiska
medelvirdet i den funktionella gruppen. Detta ger:

2V-p-A
e

Cr
(1- ?)

2~A
= Cr = K-<1 w) (17)
A lses ut ur (ekv. 15 pa sidan 14):
d—V:f1~ﬂ.A3+f2'(a71)~V2+i((V—V)+(:E—:z~)2>:0
dt Cr

Som ovan later vi £ = 7 vilket ger:

_ B-A%2p-A Cr. (a—1)-VZ.p Cr

0 = T.(l—?),T'(lif)
I 1/ ~ —
o (P-vi@-ap)
= -1 (V-V) = CT.(l_C;(T).(ﬁ.iz.gp_(a_ligwlp)
¥ 1/4

_ —wQ.I.(V—V) (a—l)~V2

o <CT'( “Cryopp 28 ) (18)
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Berikningarna ger foljande svarlosliga ekvationssystem av polynomekvationer:

w?(I—¢-Cr) 2 2
= WO 2 A
Grr- )

_ w?-A
Cr =K (1-35%) (19)
_ 1/4
_ —w? 1 (V=V) (a—1)-V?2
A= (CT'(l—C;?)'QPﬂ tep )

5.1 Forenkling av systemet

For att forenkla berdkningarna bortser vi fran de yttre paverkande faktorerna
(V, & och I) och tittar bara pa hur den funktionella gruppen férandras. Vi far
da de nya ekvationerna:

dCr

W:[fo-FV-fz]'CT:O (20)
%:V-fl—Azo (21)

Vi anvinder ekvationsystemet ( 19) for att 16sa ut variablerna A, V' och Cr,
som pa grund av de nya férenklade villkoren har féréindrats till:

. —w 2 A2
V = p-(l—CTT) +w A
w?-A
Cr=K- (1 - 2V-p-A) (23)
_ {(a—1).V? 1/4
A= ()

Vi borjar med att 16sa ut Cp ur ekvationen for V' i ekvationssystem ( 23):

l A? 14
— o, - 1T —= =
p-(1—3F) w w
Cr l
= (1-—) = 5
K 'y (1 _ <Aw+QV>)
l
—Cr = K-(1- ) (24)
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(Ekv. 24 pa foregéende sida) och ekvationen for Cr i ekvationssystem ( 23
pa foregaende sida) sitts lika med varandra:

K‘(lf 2 )
p-(1— 23
@#

p- (124541

— 2plVA

— 2UVA

= V- (20A+ A)

=V

A w?
K.(17V-2p-A)
A-w?
2pV A

A%+ V
2
Aw?op- - 22
Aw? — AN? — AV
A-(w? — A?)
A (w? — A?)
20A+ A (25)

Variansen V 16ses ut ur ekvationen for A i ekvationssystem ( 23 pa foregiende

(=)

sida):

At =

—V

20

oY

(26)

dér vi kan forkasta den negativa losningen eftersom variansen alltid maste vara
positiv. Varianserna i (ekv. 25) och (ekv. 26) sdtts lika med varandra:

A (w? — A?)

2UA+ A

= A (w® - A?)

<= 2BIA® + (AB + A) - A? — Aw?
Aw?

- 2B¢

AB+A L,

AS
— + 2B¢

2 2
b A%, Sitt B = b
a—1 a—1
B-A%.20A+ AB - A\?
0
0 (27)

Numeriska berdkningar fran [2] ger oss virden pa de okéinda konstanterna:

2.122
0.015
0.164
0.1

1
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Med Mathematicas hjilp fas tre rotter till (ekvation 27 pa féregaende sida),
dér endast det positiva virdet for A &r intressant eftersom A = z,,; — T och
medelarten aldrig kan vara béttre anpassad &n den optimalt anpassade arten:

A, = —30.9941
Ay = —14.4293
Ay = 9.84565

For dessa val av parametrar ser tillvixtfunktionen f(z, E,Cr) ut pé foljande
sitt med tre olika viarden péa variabeln Cr:

0k, 0o
0.4 e
bR
i
T
0.2 -
"
-
i
DLE— — i
- 9
S -
0.1 S g
.
T
-
TRV ST e - = WO L L i A
2 4 m:::

Figur 2. Figuren visar hur tillvixtfunktionen varierar m a p A med tre olika virden pd Cr. Den
heldragna linjen har Ct = 8, den langstreckade linjen har Cr = 5 och den kortstreckade linjen har
CT =1.

Figur 2 visar att tillvixtfunktionen minskar med vixandeA, dvs ju simre
anpassad medelarten &r till de radande milj6férutséttningarna desto mindre
blir tillvixten. Vi ser att en tillvixtfunktion med en storre total biomassa
snabbare blir negativ dn da det inte finns lika mycket biomassa i systemet. Det
betyder att nir den totala biomassan nidrmar sig sitt maximala varde (K)
kommer biomassan att minska vilket t ex kan bero pa att de resurser som finns
i ekosystemet dr maximalt utnyttjade.

5.1.1 Bevis for att ekvation 27 endast har en positiv rot

For att undersbka om (ekv. 27 pa foregaende sida) har fler &n en positiv rot
boérjar vi med att lata A — oo for att se vad som hander da.

Aw?

Eftersom 57, &r en konstant kan vi konstatera att vinsterledet gar mot oo
da A gor det. Genom att sitta A = 0 ser man att funktionen A3 + A2BB+€A A% —

‘;‘Tﬁj; blir negativ, vilket innebér att det nagonstans i intervallet [0, co[ finns ett
nollstélle.
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Genom att derivera funktionen och sedan satta derivatan till0 undersdker vi
om det sker teckenbyten dd A > 0, dvs om derivatan har nagra positiva rotter:

3 |, AB+A 2 Aw?
d(AJF 2& 'Afzge)

dA =0
2(AB + A)
2 _— . f—
<~ 3A° + 5B0 A 0
AB+ A
2 _— =
— A° + YT, A 0
__AB+A

< A1 =0o0ch Ay = S B7

Vi ser att A inte byter tecken nigon gang da A > 0, vilket betyder att det
endast kan existera en rot till ekvationen d& A ar storre &n 0, samt att denna
ar positiv eftersom den oderiverade ekvationen (ekv. 27 pé sidan 18)— oo da
A — 0.

Vilket skulle visas.

5.1.2 Grafer 6ver A, V och C7r med avseende pa A

For att kunna jamfora vara analytiska resultat med dem fran de numeriska be-
rikningarna fran [2] gérs m h a Mathematica grafer 6ver A, V och Cpr med
avseende pa A, dvs fordndringen av miljovariabeln E(t). A tillats variera fran
0.0001 till 0.1 eftersom det &r det intervall som anvinds i artikel [2]. Graferna
ritas upp med med en logaritmerad z-axel eftersom det &r intressant att se hur
grafen ser ut for flera sma virden pa A. Tva olika virden pa mortalitetsvariabeln
¢ anvénds for att se hur denna variabel paverkar systemen.

I figurerna 3 och 4 pa nista sida ges grafer ver hur A férdndras med A,
med tva olika virden pa ¢:
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Figur 3. Figuren visar hur A varierar med A d& £ = 0.1
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Figur 4. Figuren visar hur A varierar med A da ¢ = 0.01

Figurerna 3 och 4 visar att skillnaden mellan det optimala virdet paz och
det faktiska medelvirdet dkar med stérre miljoforandringar. Det beror pa att
arterna far svarare att hinna anpassa sig till de nya milj6férhallandena da dessa
dndras snabbt. De tva olika virdena pa{ visar att skillnaden mellan medelarten
och den optimala arten minskar da det & méanga som dor, dvs daf dr stort.
Det kommer sig av att det dr de sdmst anpassade arterna som i forsta hand inte
Overlever.
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Figurerna 5 och 6 nedan visar grafer 6ver hur variansen forédndras med A,
med tva olika virden pa ¢:

u
mn
]
0
an
20
20

10

o it g 1 et f it S
a_00ol 0_00d5001 g.00b_01 n_050_1

Figur 5. Figuren visar hur variansen varierar med A da £ = 0.1
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0.0001 0.0005001L  0.00B.01 0.050.1

Figur 6. Figuren visar hur variansen varierar med A da ¢ = 0.01

Ay figurerna 5 och 6 framgar att variansen dkar med A, dvs om milj6forénd-
ringarna dr stora blir det svarare for en art att bli den optimalt anpassade arten
och dirmed konkurrera ut de andra. Istillet blir det manga olika arter vilket i
sin tur ger en stor varians. De olika virdena pa ¢ visar &ven hér, precis som i
fallet med A, att variansen Okar da det inte dr sd manga som dor samt att det
dr de bist anpassade som klarar miljoférandringarna.
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I figurerna 7 och 8 nedan visas grafer 6ver hur den totala biomassan forand-
ras med A, med tva olika virden pa ¢. Dessa visar att den totala biomassan
minskar d& A okar.

&

o.oool o.00Ds001 o.00E_01 o.050.1

Figur 7. Figuren visar hur den totala biomassan varierar med A d& ¢ = 0.1

Cr

s.8

G.6

2

0.0o0l o.0oos00L o.0o0R_01 o.050.1

Figur 8. Figuren visar hur den totala biomassan varierar med A d& £ = 0.01

Att den totala biomassan minskar beror pa att stora miljéférandringar gor
att alla de arter som inte klarar att anpassa sig till de nya forhallandena dor.
Néar ¢ ar storre finns det inte lika manga arter vilket gér att minskningen sker
lite fortare.

I figur 9 ses de grafer som fatts genom numeriska berikningar [2], i dessa

har £ = 0.1 anvints. En jimforelse av dessa grafer med vara analytiska l6sning-
ar (se figurerna 3, 5 och 7) visar att de &r mycket lika. Skillnaden dr att Cp
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minskar mer hir dn i det analytiska fallet, vilket kan bero pa val av virden
pé parametrarna. Vi kan dock dra slutsatsen att vara analytiska berdkningar
overensstdmmer med de numeriska berdkningarna.

Total
Biomass (Cy)

Ax=
(Xopt —Xaverage)

Phenotype
40 variance (V)

[T S R N RN

o
So--NnWsOON®®O

.0001 0.001 0.01 0.4 0001 0.001 0.01 0.1

Rate of change of E(t), i.e.,¥ Rate of change of E(t), i.e.,¥

Figur 9. Figuren visar graferna 6éver A, V och Cr frAn numeriska berfikningar med £ = 0.1. Den

véanstra visar A och till hoger visar den 6vre Cr och den undre V.

5.1.3 Stabilitet av 16sningen fran den kvadratiska tillvixtfunktionen

For att understka om en l6sning till ett system &r relevant i sammanhanget
studerar vi l6sningens (Ags:s) stabilitet. Stabilitetsegenskaper visar hur ett sy-
stem uppfor sig nér det dr nira men inte precis vid en given jamviktspunkt.
Om man startar nira jamviktspunkten kan systemet antingen stanna kvar nira
punkten eller rora sig bort ifrdn den. En 16sning sigs vara stabil om systemet
startar néra l6sningen och stannar kvar dér eller till och med nérmar sig den [5].

For att undersoka stabiliteten skapar man en matris, M, bestaende av de
partiella derivatorna till de tre differentialekvationerna, i vilken den stationéra
punkten Agj sdtts in.

dgi  dg1  dgi
%CT &m Zziv
_ g2 agz agz
M = dCr dA 4V (28)
dgs dgs  dgs
dCr dA AV

Vi kallar hogerledet i (ekv. 20 pa sidan 17) f6r g1, (ekv. 21 pa sidan 17) for
g2 och (ekv. 22 pa sidan 17) for gs.
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Utrdkning av de partiella derivatorna i systemet:

P 0= pe-v B

dg
o &
V.p D A?
+OT<1U2P7<1U]2

a
dOT w

dgy - _ Q'Z"CT'A.<1_OT>

dA w2 K

g1 — _p'CT.<1_CT>

dv w? K

dga 2-p-V-A

E T WK

dga  _ _2-p-V‘(1_CT)

dA w2 K

dga  _ 2'p'A.<1CT>

av w2 K

%; - K.LW~(—2~B~A4+(@—1)-V2)
dgs  _ W’.<1_CT)

dA w2 K

dgs  _ _WU'V-I?.<1_CT)
dv w? K

Systemet dr stabilt om matrisens samtliga egenvirdens realdelar ir negativa.
Anledningen till detta beskrivs i det allménna fallet d& vi har en2x2-matris:

;L _la b
u—Nu—{c d}u

Losningarna till systemet ovan ges av:

u=eMg (29)
Differentialekvationen ' = Nu ger tillsammans med ovanstaende exponential-
funktion att e’z = Nu, vilket betyder att A ir ett egenviirde till V.

(Ekvation 29) vixer da A dr stort och positivt, och avtar d& A &r negativt.
Eftersom vi inte vill att funktionen ska divergera fran jamviktspunkten &r det
nodvindigt att alla egenviirden A har en negativ realdel [6].

I vart system och med de parametrar som valts i avsnitt 5.1 har matris ( 28 pa

foregaende sida) egenvirdena (—0.152532 + 0131896:), (—0.152532 — 0.131896%)
och (—0.0143915), vilket visar att den stationfira punkten dr stabil.
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Genom att fixera alla variabler utom A kan vi understka hur stabiliteten
paverkas da A dkar/minskar. Med hjilp av Mathematica har vi ritat upp egen-
virdenas realdelar for att underscka om systemet ar stabilt for alla virden pa
A. Figur 11 visar M:s tre egenvirdens realdelar (dir tva av dem &r lika):

Egenwirden

&

0000l 0_00os00L o.oo0p_ 0l 00501

Figur 10. Figuren visar matrisen M:s tre egenvéardens realdelar

Har ser vi att 16sningarna ar stabila eftersom egenvirdena har negativa re-
aldelar. For att vara sidkra pa vad som hinder for stérre A &n 0.1 ritar vi upp
dem i ett storre intervall:

Egenwirden

0.4

Figur 11. Figuren visar matrisen M:s tre egenvirdens realdelar i ett storre intervall.

Hir kan man se att det 6vre egenviirdet blir positivt ddA > 1.4 vilket innebér
att 16sningen inte dr stabil for dessa virden pa A. Anledningen till detta vet vi

inte.
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5.2 Beridkningar med den gaussiska tillvixtfunktionen

I det hir avsnittet undersdks vad som hinder da den gaussiska tillvixtfunktion
(ekv. 5 pa sidan 8) anvinds.

Vi later H(Z,E) = — E = —A, dvs differensen mellan fenotypens medel-
virde och dess optimala virde.

T B2 C 2 C
= poe BB (1 _ZT) _p_p. A (120 -
fo p-e (1 K) p-e <1 K> Y4
ho o= —2p'(f—E)~6[:”E]2~(1—%):2p-A-6A2-(1—?)
T E12 C L C
fo = (=2p-e P F] -<1—Ig>—|—4p-(x—E)2~e_[‘”_E] .(1_KT>)/2!

- p-e‘AQ-(l—C;)-(2A2—1)

Vi vill 16sa ut variablerna A, V' och Cr ur de tre forenklade differentialekvatio-
nerna (ekv. 20- 22 pa sidan 17) och borjar med att 16sa ut Cr ur (ekv. 20 pa

sidan 17):
2 C
= A (12T
0 = (p-e (1 K) 1
+V—p'eA2~<1—C;>-(2A2—1))~CT
Lt _ (@ (1o oa2 -
@m = (1 K>+V (1 K) (2A% —1)
1
= K-[(1-
< Cr ( pre . (1+V-(2A2 — 1))) (30)

Cr 16ses ut ur (ekv. 21 pa sidan 17):

2p~AeA2-<1—CT)-V = A

K
Cr A
A
= K 2p-V - A e B2
—0p = K-(1-— 4 (31)
o= -V -A-e A7
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V 16ses ut ur (ekv. 22 pa sidan 17):

2 C
= AL AL e A (12 2L
0 = B-A”-2p-A-e <1 K)

(al)‘vlp.eﬂ.(lC}?>~(12A2)

=0 = 28-A'—(a—1)-V? (1-2A?

23 - A4
=V = G0 0oy
26 2
=V = \/(04—1)-(1—%2)'A (32

Den totala biomassan i (ekv. 30 pa foregdende sida) satts lika med den totala
biomassan i (ekv. 31 pa foregaende sida) f6r att fa ut variansen:

L A
K'<1_p-e‘A2~(1+V~(2A2—1))) - K'(1_2p-V-A-e‘A2)
— ¢ B A
p-e 2 (1+V-(2A2-1)  2p-V-A-e 8
¢ A
1V .@AZ-1)  2.A

=V (20-A-A- (24 -1))

—V

WA—A@Ea-y Y

(Ekv. 33) sétts lika med (ekv. 32) {or att 16sa ut A:

23 A7 A
(a—1)- (1-2A2) % A A (287 1)
23 . A?
T lacn -2y Y T @A—A @A)
g 24 7 & 6,0 s, 1 q, (a=1) » (a—1)

5.2.1 Grafer 6ver A, V och C1 med avseende pa A

Om samma virden som i avsnitt 5.1 anvinds pa konstanterna och om A dven
hér tillats variera fran 0.001 till 0.1 kan grafer 6ver A, V och Cp ritas. Vi borjar
med grafen 6ver A med avseende pa A:
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Figur 12. Figuren visar hur A varierar med A d& ¢ = 0.1.

Som i fallet med den kvadratiska tillvixtfunktionen (ekv. 6 pa sidan 9), har
vi dven har att A Okar med vaxande A, dvs skillnaden mellan medelarten och
den optimala arten Gkar nir miljon fordndras och det tar tid for arterna att
anpassa sig till de nya férhallandena.

Graf Over variansen med avseende pa A:

0.1

Of; i ; i i L
0_0001 g.00o5001 o.00b_01 g.a50.1

Figur 13. Figuren visar hur V' varierar med A da £ = 0.1

Denna graf &r likadan som den vi fick i fallet med den kvadratiska tillvixt-
funktionen med undantag fran skalan pa variansaxeln. Denna skillnad beror pé
val av virde pa variabeln w.
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Graf 6ver Cp med avseende pa A:

7.6 &

0000 000z 0. 00050 0010 00z  0Q.00% 0.0L1

Figur 14. Figuren visar hur Cr varierar med A da ¢ = 0.1.

Aven grafen for Cr visar liknande resultat som nér vi anvinde den kvadra-
tiska tillviixtfunktionen.

P& samma sétt som vi jamforde graferna i avsnitt 5.1.2 med graferna i figur
9, sd ser vi att dven graferna ovan liknar dem. Detta tyder pa att vi dven
kan anviéinda den gaussiska tillviixtfunktionen fér att gora korrekta analytiska
berdkningar.

5.2.2 Stabilitet av losningen fran den gaussiska tillvixtfunktionen

Endast en av de atta losningarna till attondegradsekvationen (ekv. 34 pa si-
dan 28) dr intressant eftersom den &r den enda som bade &r positiv och reell.
Detta har vi inte bevisat men de numeriska berédkningar som gjorts tyder pa att
det verkar gélla for alla val av virden pa de olika parametrarna.

Vi kallar hogerledet i (ekv. 20 pa sidan 17) for hy , (ekv. 21 pé sidan 17) for
ho och (ekv. 22 pa sidan 17) for hs och far foljande partiella derivator:
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dhy
dCr
dhq
dA
dhq
av
dgs
dCr
dhso
dA
dho
av
dhg
dCr
dhg
dA

dhy
dav

p-eA"’.(1_V.(1_2A2)).((1_CT)_OT> .y

K’ K
2p-A-CT-e’A2-(1—%)~(1—V~(1—2A2)—2V)
2 C
Cpee 2 1 X0y 0 (1 — 2A2
p-e (1-—57) Cr-(1-247
—2V.p-A.e A
K
2V -p-e 2 -(1—ﬁ) (2A2% — 1)
P K
C
LA _ T
2p-A-e (1 K)
pet (—2BA* + (0 —1)- V2 (1 — 2A2))
K
—AZ? Cr 4 2 2
2p-A-e -(1—?)~(—25A —(a—1)-V°-(1-2A%)
+46- A% =2 (a—1)-V?)
—2p-V-e_A2-(1—%)~(a—l)-(1—2A2)

Matrisen M blir da:

dhy  dhy  dhy
)

M=| b2 diz di (35)
dhz  dhg  dhg
dCr dA av

Nér vi séitter in den positiva 16sningen i matrisen ( 35) blir inte realdelarna
till dess egenvirden negativa, dvs 16sningen #r inte stabil. Andras diremotA till
ett ldgre virde. t ex A =0.07, far vi negativa realdelar till egenviirdena, dvs da
dr den stationdra punkten stabil. Detta kan vi betrakta ndrmare i grafen nedan:
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Figur 15. Figuren visar det storsta egenvirdet till M.

Figur 15 visar det storsta egenvérdet till matris ( 35 pa foregdende sida).
Héar kan man tydligt se att egenvérdet &r positivt fér A > 0.07. Detta beror
troligen pa att grafen 6ver den gaussiska tillvixtfunktionen dr relativt flack i
andarna. T maste darfor vara nira det optimala vardet pax (vilket dr hogst
upp pé toppen av kurvan) fér att derivatan i punkten T ska vara tillrickligt
stor for att  ska striva mot x,p:. Om derivatan i  néstan ar 0, dvs avstandet
till xope Ar for stort, kommer inte T att ha nagon mdjlighet att na dit, vilket
gbr att systemet inte lingre kan vara stabilt. Det &r alltsa det som hinder om
miljofordndringarna ar alltfér stora och arterna inte hinner anpassa sig.

6 En alternativ approximation

Vi vill kontrollera approximationen som anvéndes i artikeln [2] for att se om de
grundliggande ekvationerna i modellen (ekv. 2 - 4 pa sidan 8) ar rimliga. Darfor
anvinds ett annat tillvigagangssitt for att fa fram en alternativ ekvation for
fordndringen av Cr.

I (ekv. 7 pa sidan 10) fixeras T vilket gbr att ¢ blir en funktion som endast
beror pat . Dakan (ekv. 7 pa sidan 10) skrivas som en lineér differentialekvation:

de(t) iy
o~ () clt) =i(z) (36)

eftersom vi dven ser Cr som en konstant.

Vi loser differentialekvation ( 36) m h a metoden med en integrerande faktor
och anvinder den kvadratiska tillvixtfunktionen (ekv. 6 pa sidan 9) for att un-
derldtta berdkningarna. Den integrerande faktorn till differentialekvation ( 36)
ar e~ P 7], dir F(t) berdknas nedan:
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= [swa= fa-EL=Ep) 0= - na
(1*%) p-/(l—(m)“')dt—/mt

= (1- %) p- /(% S(w? = (B(t) — x)2(t))dt — 1t
Or 1 (E(t) — z)°

= _— — . . —_— 2 _—— —_

_(At- z)?

34 ) — £t

eftersom E(t) = At och digt) = A. Vi har dven bortsett fran integrationskon-
stanten.

6.1 Forenkling av den nya approximationen

Vi borjar med att se hur F'(¢) ser ut da ett fixt  anviinds. Resultatet kan senare
anvindas for att se hur funktionen ser ut for ett godtyckligtz. For enkelhetens
skull valjs z = 0:

Cr A% .3

Fit) = (1-5)p(t- 5,

) — ot (37)

Bada leden i differentialekvation ( 36 péa foregaende sida) multipliceras med
den integrerande faktorn e=¥®) vilket ger [7]:

d%ﬂ PO f@)ot) e O = (g e P
e~ F@)
— d(c(t) d: oy i(z) - e~ FW
< c(t) = eF(t)(/i(x) e FOg) 4. Q- e

dér @ dr en godtycklig konstant.

Q-ef® nar sitt maximala virde nir F(t) (ekv. 37) 4r som storst. Det innebér
att ocksd c(t) nar sitt maximum da, vilket gor att den andra termen kommer
att vara mycket storre &n den forsta termen (integralen kommer att ga mot ett
litet virde da F'(t) (ekv. 37) &r stort (eftersom xlirgoe_“' = 0)). Detta betyder

att vi helt kan bortse fran den forsta termen i ekvationen.

= c(t)~ Q- ef'® (38)
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F(t) (ekv. 37 pa foregaende sida) nar sitt maximala véirde i tidpunktenty, vilket

dF(t
d:E):O

intraffar da
— f(t)=0

Detta kan anvindas for att beridkna tg:

e R S A
E(to)*ﬂi‘z - o é
=, = (1-%%)p

14
<= E(ty) = w-,/1—
1-F)p
14
<— A-tg = w-,/1- e , eftersom E(tg) = A-to
(1-FF)p
ol —f
=ty = ’ (=)

A

6.2 Forskjutning i tiden

T avsnitt 6.1 forenklades F'(t) genom att x sattes till ett fixt varde. Nu vill vi
se hur c skulle se ut om den inte bara var beroende av ¢, utan &ven av x. Det
ger en forskjutning i tiden som beskriver hur snart efter en féréindring i miljon
som responsen fran arterna blir synliga. En sadan forskjutning 6kar ju stérrex
ar och ger:

clz,t) =Q-ef't=%) (39)

F(t) (ekv. 37 pa foregéende sida) approximeras med en andragradsekvation
i ndrheten av dess maximala virde genom taylorutveckling:

1"

F(t) = Flto) + 3 - F' (t0) - (t ~ to)’ (40)

dar ¢y ar tidpunkten da F(t) antar sitt maximum.
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Taylorutvecklingen av F'(t) sdtts in i ¢(x,t) och ger:

C((Eﬂf) =Q- ea+b(t7%7t0)2 (41)
dér a och b beror pa f (b &r negativ).
a och b fas genom att sétta in taylorutvecklingen av F(t) (ekv. 40 pa férega-

ende sida) i (ekv. 39 pa foregaende sida) och sedan sitta det lika med (ekv. 41).
Detta ger:

1 17
F(t0)+§~F (to) - (t —t0)> = a+b-(t—ty)?
< a = F(t)
1 1"
b = 3 - F (o)

Vi vill nu uttrycka a och b i de grundparameterar som tidigare anvénts for att
kunna jamfora den nya ansatsen med den tidigare approximationen. Vi borjar
med att rdkna ut a:

Cr A2~t8
a = (1*?)'17 (to T2 ) — Lo
w- [1— £
Y e el Y S TS GV
—a = (1-=5)p-( = /] )
K A 3w?
w1 — —5—
-5
A )
7
Cr v C0=-SE)p, 2 4
<~ a 1 K . +
(-G p ) G g )
o1 —f
o~ (S 3T
A
w- J1— —4— Cr
Vo a=-FF)w, 20-F)-p-20
—=a = ( 1 Py ( K3 ) (42)
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Vi rdknar nu ut b:

1 17
= —-F (t
b 5 I (to)
.y - L Z2-E(t) E'to) Cr
b= 2 w? (1 K) p
—A2.¢ Cr
= b = " O'(lf?%p
£
w — CT
_A2. S‘*T“’ Cr
= (1= 2Ly
b 02 ( K) p
A 11— —¢
(1-=F)p Cr
= = (11— = 4
b ” L==)p (43)

6.3 Den nya approximationens biomassa och fenotypiska
varians

Den totala biomassan:
Cr= [ clat)de~Q e [7 eblt=5—10)" gy
Vi antar att Cr &dr kiind och 16ser ut Q m h a standardintegralen [8]:

o _az? _1 s
/0 e dx—Q\/; (44)

dar o > 0. Vi far:

CTQ~ea-2-|A|~<; _”b) (15)

eftersom b < 0.

Cr
< Q = —_—
s
ec - A “a/ s
Vi kan ocksa bestdmma variansen:

V= ffooo CLT (x — )% c(x,t)dz , dir T kan approximeras med (t — tg) - A.

Vi substituerar (t — § — to) = m och anvinder standardintegralen [9]:

1
/xe‘“”Qd;v — — . w (47)
2a
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Detta ger:

V=% —C%T~m~m~Q-ea“’m2 -|—Aldm , dir det tillkommer ett minustecken
eftersom integrationsgrinserna férandrades vid substitutionen (—oco blev oo och
tvirtom).

A oo
< {partiell int.} <=V = —C—.e“/ m~m-Q-ebm2dm
T — 00
A 1 2 > <1 2
=V = ——.e*. L ehm _ = . bm
Cr QHm 2" }m [ dm]

Med anvindning av standardintegralen ( 44 pa féregaende sida) far vi:

A, 1 1 s
A “ T
=V = _CT-Qb e -Q[— b}

o~ ataeaial i
- Op-2b e AT b

=V = - ! [— W}
VE-2b b
1

—V =

1
V = —
2|b]
w
—V =
7 (1_C
2- A\ 1= o=ty (1-52).p
=V = (48)
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6.3.1 Beroendesamband mellan V resp. A och Cr

For att senare kunna jamfora resultaten fran denna alternativa ansats med
graferna fran de analytiska berdkningarna (se avsnitt 5.1.2) vill vi &ven 16sa ut
A. For att gora det anvinder vi oss av att A = At—7 och att T kan approximeras
till ¢(x,t):s maximala virde. Anledningen till att det &r rimligt att gora det &r
att om c(x,t) vore symmetrisk s skulle dess maximala virde vara precis det
fenotypiska medelvirdet.

C(ZE, t) = Q . 6a+b(t7%7to)2 — Q ce% . eb(t,%7t0)2
chla; t) _ Q- i -2b (t— % ity GHlt— % —to)?

For att {a fram c(z,t):s maximala vérde sdtter vi dess derivata till noll:

de(z,t)
=0

dzx

-e%-2b T PRy
‘:’QT~<t—z—to>-eb“ A= 0
<:>t—£—t = 0

A 0

T = (t—to)'A

vilket approximeras till Z. Denna approximation kan anvindas for att fa fram
en ny formel for A:

A = E@t)-Z
— A = At—(t—t())'A

|
g
=
I

— A (49)

Vi vill nu undersoka hur V' och A beror pa Cr. Cr sitts in i ekvationerna for V'
och A som beriknats fram i avsnitt 6.3 med den alternativa approximationen.
Nar Cp sétts in i ekvationerna fér V' och A som vi fick fran de analytiska
berdkningarna av den urspungliga approximationen fas féljande samband mellan
V respektive A och Cr. De forenklade formlerna i (ekv. 23 pa sidan 17) dar
immigrationen = 0 anvénds:

V:L%erzfA2 (50)
p-(1=F)
((a—1)-v\*

A_<2ﬁ ) (51)

(Ekv. 51) sétts in i (ekv. 50):
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—w?l -1
Vo= T (@—1)
p-(1—F) 20
—1 —w?l
26 p-(1-%)
—w2C€T +w2
=y = 2w
a—1

wp (1= )= 0

p-(1-52)-(1+ /1)

—=V =

(Ekv. 50 pa foregaende sida) sétts in i (ekv. 51 pa foregdende sida):

? 1/4
(a—l)'(p_(l_icl})‘“1’2—A2)2
A = 5
23
esa? = Jol —w?t + w? — A?

— A =

6.3.2 Samband mellan C1 och A

For att kunna se hur Cr beror pa A maste vi 16sa ut Cr genom att uttrycka in-
tegrationskonstanten @) pa ett annat sitt. I (ekv. 38 pa sidan 33) approximerades
c(t) ~ Qer® och vi viljer, pa samma sitt som i avsnitt 6.1, integrationskon-
stanten sa att integralen gar mot 0 i punkten ¢ = ¢ eftersom c(t) méaste vara

begrinsad fér att vara intressant.

Ur modellen kan man se att ¢(t) — 0 eftersom f(z, E(t),Cr) — —oo da
t — —oo. Det innebar alltsd att dven immigrerande arter/individer dér ut nés-
tan direkt. Fran den ursprungliga formeln c(t) = e ( [i(2)-e T dt)+Q-eF'®
ser vi att ef’®) — oo da F(t) #r stort och positivt. Det enda siittet att kunna
begréinsa c(t) dr dirfor genom att fa [ie=7®dt + Q att ga mot 0 da t — —oo.

Eftersom integralen dr lika med 0 da ¢t = ¢y far vi att:

Q=" ie FWat
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Pa liknande sétt som vi gjorde i avsnitt 6.2 kan vi dven hir approximera
tredjegradsekvationen —F'(t) med en andragradsekvation i omrédet nirat =
—1p. Da fas:

Q~ / T jenthtHo) gy (54)

Héar &r konstanterna a och b desamma som i avsnitt 6.2. Skillnaden fran
innan &r att vi nu ar tvungna att rdkna med migrationen, vilket vi tidigare
inte gjorde eftersom vi férenklade utrikningarna genom att sitta den till noll.
Det dr nu inte ldngre mojligt, vilket innebér en viss skillnad i resultaten. Om
vi tar med forskjutningen i tiden som vi diskuterade i avsnitt 6.3 och sétter in
(ekv. 54) i (ekv. 45 pa sidan 36) fas:

1 /=
= e o —Al [ 2 ]2
— CT — /OC 7:eaA*b(iitho)th €% A l
- b
— Cr = A ’/% / e”(t”‘))zdt-/ i(x)dt
Are*s - . .
— Cr = — dér b < 0 och 7 &r en migrationskonstant (55)

(Ekv. 55) kan anvindas for att f4 approximationen avV (ekv. 48 pa sidan 37)
att bero enbart pa Cr, for att i néista avsnitt kunna jamfora den med den ti-
digare variansen (ekv. 52 pa foregéende sida). Vi borjar med att 16sa ut A ur
(ekv. 55) dér vi sedan sdtter in virdena fora (ekv. 42 pa sidan 35) och b (ekv. 43
pa sidan 36):
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Cr-b

- e2e
_A. leT
Crp - #.(1_%
— A = - ——
2(( (;—CTT)'p).(Q(l—L{)-p—2{
1-me
w- 17‘5’7 o ’
(( “A*TTMJ )'((lé)wé)) 1= ﬁ .
) - COr. | X VTEIP Ty,
1-me - ” ( K) »
X 1— 0 1— 0
SNV asey 0ot (o (VTGS Or
A 3 -7 w

<w. 1_(1%)4))((1_?).1,_4)

1—
=Ty,
Bin [ Sz | L0 (1 - Gr).

T w

6.3.3 Jamforelse av de tva approximationerna

For att kunna dra slutsatser om approximationerna i artikel [2], jAmfor viV
och A fran respektive ansats. De tvi olika formlerna for variansen ar:

w? (p- (1= F)—0)

[ ]
p(1-SE)-(14+/ 1)

(ekv. 52 pa sidan 39) och

° W ekv. 48 pa sidan 37).
244/ (1=SF ) p=0)-(1- GF)p ( )

Har anviands sambandet mellan A och Cr som vi fick fram i avsnitt 6.3.2 for att
gora en korrekt jamforelse av de tva olika variansformlerna. Nér (ekv. 56) sitts
in i (ekv. 48 pa sidan 37) fas:
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vV = (
w [1——% ((1——T)p—€)
(1_91>,,> K
2. — XAt/ =% p-0-0-%)p
3ln<i.7r7."w( 1— o (177T)-p>>
(1——=)p
1
=V = .
=D
. 77 i —_— CT .
? 3in| 2. 1——2f —.1-SI) =%
i (1*C7T)-p &P
in (725 (- e A=) p
V o (1 K)P

Genom att rita upp grafer 6ver de tva olika varianserna kan vi littare jamfora
dem:

Vapmra:
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Figur 16. Figuren visar hur variansen med den nya ansatsen varierar med Cp
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Figur 17. Figuren visar hur den ursprungliga variansen varierar med Cr




Figur 16 visar att variansen 0kar med en Skande biomassa, medan figur 17
visar pa att variansen minskar nir biomassan natt sitt optimum. Det senare kan
bero pa att konkurrensen mellan de funktionella grupperna blir fér stor vilket
gbr att sdmre anpassade grupper slas ut. En forklaring till varfor figurerna skil-
jer sig at kan vara att funktionen som ger figur 16 tar hansyn till migration som
ger ett utbyte av arter vilket i sin tur leder till en 6kning av den fenotypiska
variansen.

Vidare jamfors de tva formlerna for A; (ekv. 49 pé sidan 38) och (ekv. 53
pa sidan 39):

A:
A = w-,/1—-

De tva ovanstiende formlerna for A dr mycket lika. Skillnaden kan ses som
en forskjutning i tiden eftersom den bara utgors av en konstant. Forskjutning-
en beskriver att A fran den alternativa ansatsen dr nagot mindre &n A fran
den ursprungliga approximationen. Det betyder att responsen hos arterna pa
milj6forindringarna sker snabbare i det forsta fallet.

7 Slutsatser

Ett ekosystem ir ytterst komplicerat. Med numeriska beridkningar har forfattar-
na av [2] beskrivit hur en funktionell grupp péaverkas av miljoforandringar inom
ett ekosystem. Miljofordndringarnas inflytande har i [2] simulerats genom att
studera hur fenotypens medelvirde (Z), fenotypens varians (V) och den totala
biomassan (Cr) férdndras 6ver tiden, ¢.

For att understka dessa tre differentialekvationer analytiskt har vi studerats
dem ett jdmviktsldge och for att gora berdkningarna mer hanterbara har ytt-
re faktorers paverkan (t ex migration) pa den funktionella gruppen forbisetts.
Att studera differentialekvationerna i ett jamviktslidge déar vi bortsett fran de
yttre faktorernas paverkan gav ett ekvationssystem med tre obekanta variabler.
For att kunna jimfora vara l6sningar till ekvationssystemet med de numeriska
resultaten i [2] ritades dessa upp grafiskt. Jamforelsen visade att de olika 16s-
ningarna (numeriska respektive analytiska) liknade varandra. Det betyder att
de ursprungliga numeriska berékningarna ar korrekta.

Aven 16sningarnas stabilitet har undersokts, eftersom det endast #r de stabi-

la 16sningarna som upptrader i praktiken. Det beror pa att man, sa snart man
avviker det minsta fran en instabil 16sning, kommer att avligsna sig mer och
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mer. Slutsatsen blev att 16sningarna #r instabila for hoga virden pa A. Aven
vid de numersika berdkningarna i [2] kunde man observera att l3sningarna blev
orimliga for héga vérden pa A, men detta kunde da inte forklaras.

For att bekrifta att de approximationer som ligger till grund for de tre dif-
ferentialekvationerna &r tillfredstéllande gjordes en ny ansats for att beskriva
dynamiken i ekosystemet. Denna ansats bygger pa att l6sa den linedra diffe-
rentialekvationen av ¢(t) m h a metoden med den integrerande faktorn som
hittades genom att fixera x. For att fa ansatsen mer verklighetstrogen gjordes
funktionen ¢ om till att aterigen bero pa bade x och ¢, och pa si sitt innefatta
en realistisk tidsférskjutning. For att kunna understka hur den tidigare approxi-
mationen och den nya ansatsen dverensstdmmer jamfordes beroendesambanden
mellan V respektive A och Cr i de bada fallen. Diskussion kring de grafer och
formler som jamforelsen resulterade i, ledde till slutsatsen att migrationen har
en vésentlig inverkan pa dynamiken i ett ekosystem.

7.1 Tillimpning av vara resultat vid en ickekonstant mil-
joforandring
Om man skulle vilja ga vidare med dessa biologiska modeller med mal att kunna

beskriva ett mer realistiskt ekosystem, vore f6ljande en intressant angreppsvin-
kel.

Om systemet skulle vara mer verklighetstroget och likna den miljo som vi le-

ver i skulle miljoférandringen inte vara konstant utan varierande, dvs% # A.

Det som da #r intressant att veta dr vintevirdena av f6rindringarna avA i

kvadrat uttryckt i < (%)2 >, dir <> betecknar vinteviirdet. Varfor det #r

. 2 s pae .
onskvart att uttrycka < (%)2 > i termer av < (%) > dr for att man vill

se hur skillnaden mellan den optimalt anpassade arten och den verkliga me-
delarten beror av miljoforandringarna. Anledningen till att vi dr intresserade av
termerna i kvadrat &r att de annars kommer att variera sa att ungefar hilften
&r negativt och hiilften &r positivt, vilket ger < (%2) >= 0. Vidare beriikningar
skulle alltsa resultera i nonsens.

Simuleringar dir man har anvint en varierande, men ickekonstant milj6-

férandring, har gett liknande resultat som i fallet med en konstant varierande
forandring [10]. Att kunna bekrifta detta analytiskt vore darfor av stort intresse.
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A Appendix

A.1 Symbollista

x En arts fenotyp
x; Den j:te artens fenotyp
E Tidsvarierande miljévariabel
Cr Total biomassa
f(z,E,Cr) Tillvaxtfunktion
C; Den j:te artens biomassa
i; Migration till/fran ekosystemet
z Fenotypiskt medelviirde
v Fenotypisk varians
P Fertilitetsvariabel
K Maximal biomassa
l Mortalitetsvariabel
Topt Den optimala fenotypen
A E-z
w Bredd pa fordelningskurvan
M; Centralmomentet kring &
1 Total migration
T Fenotypiskt medelvirde hos de immigrerande arterna
M; Centralmomentet for de immigrerande arterna kring @
14 Fenotypisk varians fér immigrerande arter
Q En positiv konstant
I6) En positiv konstant
A @ , en konstant
dt
B 26
a—1
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<>

Matris med partiella derivator

Biomassan med fixerat

Integrationskonstant

Den primitiva funktionen till tillvixtfunktionen

Tidpunkt da den primitivafunktonen F'(¢) nar sitt maximum
F(to), en konstant

1
§F”(t0), en negativ konstant
t * t

1 b

Beteckning pa vantevirde
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