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1. Abstra
tThe Mellin transform is a 
lose relative of the integral transforms ofLapla
e and Fourier. A major use of Mellin transforms is in asymptoti
analysis. The paper starts with basi
 and fundamental properties of theMellin transform. Then there is a dis
ussion about the fundamental
orresponden
e between asymptoti
 expansion of an original fun
tionand the singular expansion of its transform. The main appli
ation inthis this paper is to use this fundamental 
orresponden
e to �nd thepole for the Riemann zeta fun
tion.
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2 2. FörordJag vill ta
ka min handledare Rikard Bøgvad som gav mig uppslagetför uppsatsen o
h vars hjälp o
h handledning gjort det möjligt attskriva arbetet. Jag vill o
kså ta
ka Elias Amselem för givande samtalangående matematik o
h andra tekniska detaljer.
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4 3. Definition av MellintransformenDe�nition 1. Låt f(x) vara lokalt integrerbar över (0, +∞) o
h s ∈ C.Mellintransformen för f(x) de�nieras då av
M{f(x); s} = f ∗(s) =

∫ +∞

0

f(x)xs−1dx (1)Området för vilket Mellintransformen är de�nierad visar sig vara enremsa i det komplexa talplanet, se kapitel 5. Den största öppna remsan
〈α, β〉 där integralen konvergerar kallas för den fundamentala remsan.I den fundamentala remsan är Mellintransformen analytisk.4. Vad är Mellintransformen bra för?Mellintransformen har ett nära släktskap med Lapla
e o
h Fouriersintegraltransformer. Det �nns många tillämpningar där det visar sigatt Mellinformen (1) är bättre att använda istället för Lapla
e ellerFourietransformerna. Ett stort användningsområde för Mellintransfor-men är inom den asymptotiska analysen. En referens för detta är [2℄,ur vilken nedanstående beskrivning tagits. Mellintransformen användsdär för att beräkna asymptotiska uppskattningar av summor på formen

G(x) =
∑

k

λkg(µkx) (2)där x → 0 eller där x → ∞. Dessa summor kallas för harmoniskasummor eftersom de representerar en lineär superposition av "harmo-ni
s"(där λk är amplituden o
h µk är frekvensen) för en basfunktion
g(x). Harmoniska summor dyker ofta upp i kombinatorisk matematik,i analysen av algoritmer o
h i olika datastrukturer. Mellinbehandlingenav harmoniska summor har där spelat en avgörande roll i framgångenmed att analysera algoritmer samt att utföra beräkningar för paramet-rar i kombinatoriska strukturer.Prin
ipen är att det �nns ett fundamentalt samband mellan indivi-duella termer i den asymptotiska utve
klingen för en funktion anting-en vid noll eller i oändligheten o
h för dess transformerade funktionssingulära punkter. Det man kan säga är att asymptotisk utve
kling fören funktion har ett fundamentalt samband med den transformeradefunktionen f ∗(s).Ett användningsområde för detta som jag har fördjupat mig i, äratt med hjälp av Mellintransformen �nna polen för Riemanns zeta-funktion ζ(s). Genom att beräkna Mellintransformen för funktionen
f(x) = e−x

1−e−x leder detta fram till Eulers Gamma o
h Riemanns zeta-funktion. Det fundamentala sambandet mellan utve
klingen för funk-tionen f(x) vid noll o
h den singulära utve
klingen för Γ(s) o
h ζ(s)utnyttjas sedan för att �nna polen för ζ(s).



55. När existerar Mellintransformen?Området för vilket Mellin transformen är de�nierad visar sig vara enremsa i det komplexa talplanet. Här introdu
eras 〈α, β〉 som notationför den öppna remsan för komplexa tal s = σ+ it sådant att α < σ < βdär σ o
h t är reella tal.För att visa att Mellintransformen
∫ +∞

0

f(x)xs−1dx < ∞ (3)konvergerar på detta intervall skrivs den om som
f ∗(s) =

∫ 1

0

f(x)xs−1dx +

∫ +∞

1

f(x)xs−1dx. (4)Om integralen ∫

∞

a
är generaliserad i ändpunkterna, kan man dela uppintegralen i två bitar eller �era beroende på om det �nns �era bitarsom är generaliserade. Man kan sedan säga att integralen konvergerarom var o
h en av delarna gör det. Om den inte konvergerar är dendivergent o
h följaktligen existerar den ej [1, s 308℄.De�nition 2. [1, s 301℄ Om gränsvärdet

lim
X→+∞

∫ X

a

f(x)dx (5)existerar, säg lika med A, säges den generaliserade integralen
∫ +∞

a

f(x)dx (6)vara konvergent. Talet A kallas då dess värde. Om gränsvärdet inteexisterar säger man att den generaliserade integralen är divergent.De�nition 3. [1, s 304℄ Om gränsvärdet
lim

ε→0+

∫ b

a+ε

f(x)dx = A (7)existerar kallas den generaliserade integralen
∫ b

a

f(x)dx (8)konvergent med värdet A. Om gränsvärdet inte existerar kallas dendivergent.



6Sats 1. (Jämförelsesatser) [1, s 306℄Om
0 ≤ f(x) ≤ g(x) (9)för alla x i integrationsintervallet så gäller: a) om den generaliseradeintegralen med g(x) som integrand är konvergent så är integralen medf(x) som integrand o
kså konvergent. b) om den generaliserade integra-len med f(x) som integrand är divergent så är integralen med g(x) somintegrand o
kså divergent.En viktig observation som kommer att användas i beräkningar förMellintransformens existens på intervallet 〈α, β〉 är attLemma 1.

∫

∞

0

|f(x)xs−1|dx =

∫

∞

0

|f(x)|xRe(s)−1dx (10)där s = σ + it o
h att Re(s) = σ.Bevis.
∫

∞

0

|f(x)xs−1|dx =

∫

∞

0

|f(x)||xs−1|dx =

=

∫

∞

0

|f(x)||xRe(s)−1|dx =

∫

∞

0

|f(x)|xRe(s)−1dx.Detta eftersom
|xs| = |elog(xs)| = |es log(x)| = |e(σ+it) log(x)| = |eσ log(x)eit log(x)| =

= |eσ log(x)||eit log(x)| = |eσ log(x)|| cos(t log(x)) + i sin(t log(x))| =

= |xσ|
√

cos2(t log(x)) + sin2(t log(x)) = |xσ| = xσ = xRe(s).I beräkningarna har Eulers formel samt trigonometriska ettan an-vänts. Alltså enligt beräkningarna fås
|xs| = xσ = xRe(s). (11)

�



7Nu undersöks när den första intergralen i ekvation (4) existerar.De�niera mängden av talen A
τ[0,1] = {A ∈ R|

∫ 1

0

|f(x)|xA−1dx < ∞} (12)för vilka integralen
∫ 1

0

|f(x)|xA−1dxkonvergerar, o
h låt
α = inf τ[0,1]. (13)Antag att A ∈ τ[0,1]. Om A

′

> A så följer av sats 1 att
∫ 1

0

|f(x)|xA′
−1dx ≤

∫ 1

0

|f(x)|xA−1dx < ∞,d.v.s. A
′ ∈ τ[0,1]. Detta ger att för alla A > α så kommer A ∈ τ[0,1],d.v.s. integralen

∫ 1

0

|f(x)|xA−1dxkonvergerar i intervallet ]α,∞[. Av lemma 1 så är
∫ 1

0

|f(x)xs−1|dx =

∫ 1

0

|f(x)|xRe(s)−1dx. (14)Om Re(s) > α så är integralerna (14) konvergenta. Av absolutkonver-gens följer då o
kså att integralen
∫ 1

0

f(x)xs−1dxkonvergerar.Nu undersöks när den andra integralen i ekvation (4) existerar. Ef-tersom xB ≥ xB′ om B′ ≤ B o
h x ∈ [1,∞[, så följer på samma sättsom ovan att
∫

∞

1

f(x)xs−1dxkonvergerar, då Re(s) < β, där
β = sup{B ∈ R|

∫

∞

1

|f(x)|xB−1dx < ∞}. (15)Sammanfattningsvis fås av dessa beräkningar en sats.



8Sats 2. Området för vilket Mellintransformen
f ∗(s) =

∫ +∞

0

f(x)xs−1dxexisterar är en fundamental remsa 〈α, β〉, där α, β ges av (13, 15).
a

Figur 1. Området för α.
b

Figur 2. Området för β.



96. Uppskattning av den fundamentala remsanTalen α o
h β kan vara svåra att �nna. Enligt satsen nedan �nnsen lättare metod att uppskatta remsan för vilket Mellintransformenexisterar.Sats 3. Villkoret
f(x)x→0+ = O(xu) (16)o
h
f(x)x→+∞ = O(xv) (17)när u > v garanterar att f ∗(s) existerar i remsan 〈−u,−v〉. Den fun-damentala remsan är alltså i
ke tom om u > v.Här påminns om vad stort ordo är.De�nition 4. [5℄ Vi säger att funktionen f(x) är stort ordo av xn när

x → a om |f(x)| ≤ C|x − a|n i någon omgivning av a, där C är någon(tillrä
kligt stor) konstant. Detta skrivs vanligen
f(x) = O(xn) (18)Existensen av Mellintransformen garanteras alltså för lokalt integrer-bara funktioner där gradtalet för exponenten vid noll är strikt större ängradtalet för exponenten vid oändligheten. Monom xc o
h konstanterhar inte någon transform, som kan ses med lemma 2.För beviset delas Mellintransformen

f ∗(s) =

∫ +∞

0

f(x)xs−1dxi två delar
f ∗(s) =

∫ 1

0

f(x)xs−1dx +

∫

∞

1

f(x)xs−1dx.Om man antar att f(x) är integrerbar längst positiva reella axeln såmåste den första integralen var begränsad vid noll o
h den andra inte-gralen vid oändligheten.Lemma 2.
∫ 1

0

xγdx =

{ konvergerar om γ > −1divergerar om γ ≤ −1
(19)

∫

∞

1

x̺dx =

{ konvergerar om ̺ < −1divergerar om ̺ ≥ −1
(20)



10Lemma 3. Om f(x) = O(xu) när x → 0+ så gäller att τ[0,1] ⊃ ]−u,∞[.D.v.s. om Re(s) > −u så konvergerar
∫ 1

0

f(x)xRe(s)−1dx.Spe
iellt är inf τ[0,1] ≤ −u (där τ[0,1] de�nieras som den reella mängdenav de α där integralen konvergerar, se ekvation (12)).Bevis.
∫ 1

0

|f(x)|xRe(s)−1dx ≤ M

∫ 1

0

xu+Re(s)−1dx.Den sista integralen konvergerar, enligt lemma 2, när u+Re(s)−1 > −1
⇔ Re(s) > −u.

�Lemma 4. Om f(x) = O(xv) när x → ∞ så gäller att τ[1,∞] ⊃ ] −
∞,−v[. D.v.s. om Re(s) < −v så konvergerar

∫

∞

1

f(x)xRe(s)−1dx.Spe
iellt är
supτ[1,∞] ≥ −v (där τ[1,∞] de�nieras som den reella mängden av de βdär integralen konvergerar).Bevis.

∫

∞

1

|f(x)|xRe(s)−1dx ≤ M

∫

∞

1

xu+Re(s)−1dx.Den sista integralen konvergerar, enligt lemma 2, när u+Re(s)−1 < −1
⇔ Re(s) < −v.

�Dessa två beräkningar ger att bägge integralerna konvergerar o
hMellintransformen existerar om Re(s) > −u o
h Re(s) < −v. Des-sa begränsningar på s de�nierar två halvplan. Den första ett vänstrahalvplan o
h den andra ett högra halvplan. Skärningen av dessa tvåhalvplan ger den fundamentala remsan.
〈−u,−v〉Exempel 1. För funktionen

f(x) =
1

1 + x
(21)får man, om man Laurentutve
klar vid noll, i skivan |x|<1
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1

1 + x
=

1

1 − (−x)
=

∞
∑

n=0

xn(−1)n.Detta ger att
∞

∑

n=0

xn(−1)n = 1 − x + x2 + · · · · · = O(1) = O(x0)då x → 0+.För utve
klingen i oändligheten, i området |x|>1
1

1 + x
=

1

x(1 + 1
x
)

=
1

x(1 − (− 1
x
))

=
1

x

∞
∑

n=0

(
1

x
)n(−1)n =

=
1

x
+

(−1)

x2
+

1

x3
+ · · · · · = O(x−1)då x → ∞. Detta ger enligt sats 3 att intervallet blir

〈−u,−v〉 = 〈0, 1〉.

Figur 3. Intervallet 〈0, 1〉 för funktionen f(x) = 1
1+x

.



12 7. Beräkning av transformerExempel 2. [4, s 345 - 354℄ Beräkning av transformen för f(x) = 1
(x+1)där den fundamentala remsan är 〈0, 1〉 enligt exempel (1).Enligt de�nitionen av Mellintransformen

M{ 1

(x + 1)
} =

∫ +∞

0

xs−1

(x + 1)
dx = lim

ρ→+∞

ε→0+

∫ ρ

ε

xs−1

(x + 1)
dx .Använd att

zs−1 = (reiθ)s−1 = (elog(reiθ))s−1 =

= e(s−1) log(reiθ) = e(s−1)(log(r)+iθ)där z = reiθ, o
h vi väljer här den gren av logaritmen som är de�nieradför 0 < θ < 2π, alltså inte på positiva reella talaxeln.Sätt nu
f(z) =

zs−1

(z + 1)
.För x > 0, är f(x) inte de�nierad, men p.g.a. valet av logaritm,

lim
z→x

Imz>0

f(x) =
xs−1

(x + 1)
,där högerlet nu tolkas som en reell funktion, för x > 0

lim
z→x

Imz<0

f(x) =
xs−1e(i2π)(s−1)

(x + 1)
=

xs−1e(si2π)e−i2π

(x + 1)
=

xs−1e(si2π)

(x + 1)
.Identiteten

e(−i2π) = cos(−2π) + i sin(−2π) = 1,har använts ovan.Välj 0< ε < ρ. Nu skapas en sluten kurva som har segmentet [ε, ρ]o
h förgrenings punkten i origo o
h polen vid z = −1. Se �gur 4 nedan,där ε är radien för den lilla 
irkeln o
h ρ är radien för den stora 
irkelnsamt att polen z = −1 ligger i det inre av kurvan. Nu behövs Cau
hysresidy sats
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Cr

Se

g1

g2

Figur 4. Området för den slutna kurvan i exempel 2.Sats 4. (Cau
hys residy sats) [4, s 312℄ Om Γ är en enkelt slutenpositivt orienterad kurva o
h f är analytisk på Γ förutom i punkterna
z1, z2, z3, ..., zn o
h inuti Γ, så är

∫

Γ

f(z)dz = 2πi

n
∑

j=1

Res(f ; zj). (22)I detta fall, eftersom
∫

Γ

f(z)dz =

n
∑

j=1

∫

Cj

f(z)dzså kan integralen skrivas som summan av segmenten
(

∫

Sε

+

∫

Cρ

+

∫

γ1

+

∫

γ2

)f(z)dz = 2πiRes(f ;−1) . (23)Integralen för den övre sidan där logaritmen inte är de�nierad
∫

γ1

f(z)dz =

∫ ρ

ε

xs−1

(x + 1)
dxanvänds i integralen för den undre sidan för att göra omskrivningen
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∫

γ2

f(z)dz = −
∫ ρ

ε

xs−1esi2π

(x + 1)
dx = −esi2π

∫

γ1

f(z)dzDetta ger att
∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz =

∫ ρ

ε

xs−1

(x + 1)
dx − esi2π

∫ ρ

ε

xs−1

(x + 1)
dx =

= (1 − esi2π)

∫

γ1

f(z)dz .När ε → 0+ o
h ρ → +∞ fås
lim

ρ→+∞

ε→0+

(

∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz) = (1 − esi2π)I .På 
irkeln med radien ρ > 1 gäller att
|f(z)| =

|zs−1|
|z + 1| ≤

ρs−1

ρ − 1(enligt triangelolikheten)
|
∫

Cρ

f(z)dz| ≤ 2πρs−1

ρ − 1som går mot noll då ρ går mot oändligheten eftersom 0 < s < 1.För 
irkeln med radien ε < 1 gäller
|f(z)| =

|zs−1|
|z + 1| ≤

εs−1

1 − ε

|
∫

Sε

f(z)dz| ≤ 2πεs−1

1 − ε
.Även denna integral går mot noll då ε går mot noll.När ε → 0+ o
h ρ → ∞ fås i ekvationen (23) att

0 + 0 + (1 − es2iπ)I = 2πiRes(f ;−1) . (24)Nu beräknas residyn för enkelpolen z = −1.
Res(f ;−1) = lim

z→−1
(z + 1)f(z)dz = lim

z→−1
(z + 1)

zs−1

z + 1
=

= lim
z→−1

zs−1 = lim
z→−1

e(s−1) log(z) = e(s−1) log(−1) =
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= e(s−1) log(eiπ) = e(s−1)iπ = esiπe−iπ = −esiπ.Om beräkningen för residyn nu används i ekvation (24) fås

(1 − es2iπ)I = 2πi(−esiπ)

I =
2πi(−esiπ)

(1 − es2iπ)
=

2πi(−esiπ)(−e−siπ)

(1 − es2iπ)(−e−siπ)
=

=
2πi

(−e−siπ + esiπ)
=

2πi

(esiπ − e−siπ)
=

π

sin(sπ)där identiteten
sin(az) =

(eiaz − e−iaz)

2ihar använts, se [4, s 112℄.Enligt dessa beräkningarna är alltså Mellintransformen
M{ 1

(x + 1)
} =

∫ +∞

0

xs−1

(x + 1)
dx =

π

sin(sπ)
, (25)när s tillhör den fundamentala remsan 〈0, 1〉.Exempel 3. Låt H(x) var Heavisides stegfunktion som de�nieras av

H(x) =

{

1 0 ≤ x ≤ 1
0 x > 1Mellintransformen är

M{H(x)} =

∫ +∞

0

H(x)xs−1dx =

∫ 1

0

H(x)xs−1dx+

∫ +∞

1

H(x)xs−1dx =

=

∫ 1

0

1 · xs−1dx + 0 = [
xs−1+1

s − 1 + 1
]10 = [

xs

s
]10 =

1

sd.v.s.
H∗(s) =

1

s
(26)som konvergerar för s > 0. Den fundamentala remsan är intervallet

〈0, +∞〉. Detta eftersom H(x) = O(x−a) vid x → ∞ för alla a > 0 o
h
H(x) = O(x0) då x → 0, så att fundamentala remsan innehåller 〈0, a〉för alla a > 0.



16 8. Likhet med Lapla
etransformen o
hFouriertransformenGenom att göra variabelbytet x = e−u visar det sig att Mellintrans-formen är ekvivalent med Lapla
etransformen.Om
x = e−uså är

u = − ln(x)o
h
dx

du
=

d(− ln(x))

du
= −1

x

dx = −xdu = −e−uduo
h gränserna
u → +∞ då x → 0 o
h u → −∞ då x → ∞.Variabelbytet ger

M{f(x)} = f ∗(s) =

∫ +∞

0

f(x)xs−1dx =

∫ +∞

0

f(x)xsx−1dx =

=

∫

−∞

+∞

f(e−u)(e−u)s(e−u)−1(−e−u)du =

= −
∫

−∞

+∞

f(e−u)e−useue−udu =

∫ +∞

−∞

f(e−u)e−usdudär s = σ + it.Detta visar att Lapla
etransformen för en funktion av u är den sam-ma som Mellintransformen för en funktion av x. Om sedan σ = 0 förden reella delen av s = σ + it fås Fouriertransformen
∫ +∞

−∞

f(e−u)e−itudt .Eftersom Fouriertransformen har en invers medför det att även Mell-intransformen har det.Sats 5. (Inversions satsen) Låt f(x) vara integrerbar med den funda-mentala remsan 〈α, β〉. Om c är sådan att α < c < β o
h f ∗(c + it) ärintegrerbar, så håller likheten
f(x) =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

f ∗(s)x−sds (27)



17nästan överallt. Om f(x) är kontinuerlig så håller likheten överalt på
(0,∞).Låt f(x) vara lokalt integrerbar med den fundamentala remsan 〈α, β〉o
h sty
kvist kontinuerlig i en omgivning av x0. Då gäller för något 
 iintervallet (α, β)

lim
T→∞

1

2πi

∫ c+iT

c−iT

f ∗(s)x−sds =
f(x+

0 ) + f(x−

0 )

2
. (28)Inversen f(x) för f ∗(s) kan beräknas med inversionsformeln (27)d.v.s. f(x) o
h f ∗(s) utgör ett transformpar. Den inversa transfor-men ges alltså genom att beräkna integralen längst den vertikala linjen

Re(s) = c där c ∈ R, o
h c ligger i den fundamentala remsan 〈α, β〉.För att bestämma inversen beräknas två olika utve
klingar för f(x).Utve
klingen vid noll baseras på polerna för f ∗(s) i det vänstra halv-planet o
h utve
klingen vid oändligheten motsvarar polerna i det högrahalvplanet. 9. InversberäkningarExempel 4. Enligt tidigare beräkningar har det visat sig att
f(x) =

1

1 + xo
h
f ∗(s) =

π

sin(πs)utgör ett transformpar. Polerna för f ∗(s) är s = 0,±1,±2, ... d.v.s. närs är ett heltal så att sin(πs) = 0. Den inversa Mellintransformen gesav
f(x) =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

π

sin(πs)
x−sds (29)där 
 är ett reellt tal sådant att 0 < c < 1. Detta eftersom den funda-mentala remsan är 〈0, 1〉 (se beräkningar i tidigare kapitel). Med hjälpav Cau
hys residyteorem kan integralen beräknas direkt, utan hjälp avinversions satsen. Detta görs genom att ta limes för det rektangulä-ra området 〈−∞, c〉, 〈c,∞〉. Det som fås är ett område i det vänstrahalvplanet som motsvarar utve
klingen för f(x) vid noll o
h ett områdetill höger som gäller utve
klingen vid oändligheten, se �gur 5 nedan. Idet första av dessa fall består kurvan längs vilket integralen tas av dethorisontella segmentet från c+ iT till −T + iT , det vertikala segmentet

−T +iT till −T−iT , det horisontella segmentet −T−iT till c−iT samtdet vertikala segmentet c − iT till c + iT . T är en parameter som går



18mot oändligheten vilket medför att limes för det sista av dessa segementnärmar sig den inversa Mellin integralen. För att undvika polerna till
f ∗(s) d.v.s. heltalen, så parametriseras T = (2j+1)

2
, med j ∈ Z.Kurvan för det andra fallet består av det vertikala segmentet från

c + iT till c − iT , det horisontella segmentet från c − iT till T − iT ,det vertikala segmentet T − iT till T + iT o
h slutligen det horison-tella segmentet T + iT till c + iT . Om det nu visar sig att alla dessabidrag förutom det 
entrala vertikala segmentet går mot noll då j gårmot oändligheten så har Mellinintegralen beräknats på två olika sätt.Det visar sig enligt Cau
hys residysats att Mellinintegralen är lika medsumman av residyerna vid polerna inuti de två områdena.

Figur 5. Området för den slutna kurvan i exempel 4.Här påminns om en sats som kommer att användas i beräkningarnasom följer.Sats 6. [4, s,170℄ Om f(s) är kontinuerlig på kurvan Γ o
h om |f(s)| ≤
M för alla s på Γ, så gäller att

|
∫

Γ

f(s)ds| ≤ ML (30)där L är längden av Γ. Spe
iellt är
|
∫

Γ

f(s)ds| ≤ max
s∈Γ

|f(s)| · L (31)



19Beräkningar på övre horisontella segment;
| π

sin(πs)
| = | 2πi

eiπs − e−iπs
| = | 2πi

(eiπs − e−iπs)

eiπs

eiπs
| =

= | 2πieiπs

e2iπs − 1
| =

|2πieiπσe−πt|
|e2iπσe−2πt − 1| =

2πe−πt

|e2iπσe−2πt − 1|Eftersom |e2iπσe−2πt − 1| → 1 då t → ∞ o
h att e2iπσ roterar runtenhets
irkeln fås
| π

sin(πs)
| ≤ 4πe−πt.Undre horisontella segmentet;

| π

sin(πs)
| = | 2πi

eiπs − e−iπs
| = | 2πi

(eiπs − e−iπs)

e−iπs

e−iπs
|

= | 2πie−iπs

1 − e−2iπs
| =

|2πie−iπσeπt|
|1 − e−2iπσe2πt| =

2πeπt

|1 − e−2iπσe2πt|Eftersom |1 − e−2iπσe2πt| → 1 då t → −∞ o
h att e−2iπσ roterar runtenhets
irkeln fås
| π

sin(πs)
| ≤ 4πeπt.Beräkning för vertikala segment;

| π

sin(πs)
| = | 2πi

eiπs − e−iπs
| (32)Det som nu visas är att nämnaren har ett minsta värde.

eiπs − e−iπs = eiπ(σ+it) − e−iπ(σ+it) =

= e−πt(cos(πσ) + i sin(πσ)) − eπt(cos(πσ) + i sin(πσ)) =

= (e−πt − eπt) cos(πσ) + (e−πt + eπt)i sin(πσ))Nämnaren blir då
|eiπs − e−iπs| =

√

(e−πt − eπt)2 cos2(πσ) + (e−πt + eπt)2 sin2(πσ)) =

=
√

(cos2(πσ) + sin2(πσ))e−2πt + 2(sin2(πσ) − cos2(πσ)) + (cos2(πσ) + sin2(πσ))e2πt =

=
√

e−2πt + e2πt + 2(sin2(πσ) − cos2(πσ)). (33)



20 Deriverar (33) o
h bestämmer nollställen.
d

dt
(
√

e−2πt + e2πt + 2(sin2(πσ) − cos2(πσ))) =

=
(−e−2πt + e2πt)

√

e−2πt + e2πt + 2(sin2(πσ) − cos2(πσ))
= 0

e2πt

√

e−2πt + e2πt + 2(sin2(πσ) − cos2(πσ))
=

e−2πt

√

e−2πt + e2πt + 2(sin2(πσ) − cos2(πσ))

e2πt = e−2πt

t = 0.Vilket ger att t = 0 är ett globalt minimum. Om t = 0 i ekvation (32)fås
| π

sin(πs)
| ≤ | π

sin(πσ)
|.Beräkningar av max för |x−s| på de olika segmenten; Enligt ekvation(11) är |x−s| = x−Re(s).På segmentet [c + iT,−T + iT ] är

max{|x−s|| − T < Re(s) < c} = |x|−c.På segmentet [−T + iT,−T − iT ] är
max{|x−s||Re(s) = −T} = |x|T .På segmentet [−T − iT, c − iT ] är

max{|x−s|| − T < Re(s) < c} = |x|−c.På segmentet [c − iT, T − iT ] är
max{|x−s||c < Re(s) < T} = |x|−c.På segmentet [T − iT, T + iT ] är

max{|x−s||Re(s) = T} = |x|−T .På segmentet [T − iT, c + iT ] är
max{|x−s||c < Re(s) < T} = |x|−c.Beräkningar för utve
klingen vid noll dvs |x| < 1.Använder sats 6.

|
∫

−T+iT

c+iT

π

sin(πs)
x−sds| ≤ (c + T )|x|−c4πe−πT → 0 (34)eftersom T → ∞, |x| < 1 o
h exponentialfunktionen dominerar.
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|
∫

−T−iT

−T+iT

π

sin(πs)
x−sds| ≤ 2T |x|T | π

sin(−πT )
| = 2T |x|T π → 0 (35)eftersom |x| < 1 o
h där Tj = 2j+1

2
, vilket medför att sin(−πT ) = 1.

|
∫ c−iT

−T−iT

π

sin(πs)
x−sds| ≤ (c + T )|x|−c4πe−πT → 0 (36)då T → ∞.Längst det 
entrala vertikala segmentet beräknas integralen med Cau
hysresidysats. P.g.a. (34, 35, 36) o
h Cau
hys residysats tillämpad på denvänstra rektangeln i �guren, så är

2πif(x) = lim
T→∞

∫ c+iT

c−iT

π

sin(πs)
x−sds = 2πi

∞
∑

n=0

Res(f ∗(s);−n).D.v.s.
f(x) =

∞
∑

n=0

Res(f ∗(s); s = −n) =

∞
∑

n=0

xnπ

[ d
ds

(sin(πs))]s=−n

=

=

∞
∑

n=0

xnπ

π cos(−πn)
=

∞
∑

n=0

xn(−1)n.Detta ger den inversa Mellintransformen
f(x) =

1

1 + xför |x| < 1, se exempel (1).Nu ska vi på liknande sätt studera |x| > 1.
|
∫ T−iT

c−iT

π

sin(πs)
x−sds| ≤ (T − c)|x|−c4πe−πT → 0då T → ∞.

|
∫ T+iT

T−iT

π

sin(πs)
x−sds| ≤ 2T |x|−T | π

sin(−πT )
| = 2T |x|−Tπ → 0då T → ∞, eftersom |x| > 1.

|
∫ c+iT

T+iT

π

sin(πs)
x−sds| ≤ (T − c)|x|−c4πe−πT → 0.då T → ∞.



22 Beräkning för vertikala, 
entrala segmentet. Som tidigare fås nu
2πif(x) = lim

T→∞

∫ c−iT

c+iT

π

sin(πs)
x−sds = −

∫ c+iT

c−iT

π

sin(πs)
x−sds =

= −2πi

∞
∑

n=1

Res(f ∗(s); n)

f(x) = −
∞

∑

n=1

Res(f ∗(s); n) = −
∞

∑

n=1

x−nπ

[ d
ds

(sin(πs))]s=n

=

= −
∞

∑

n=1

x−nπ

π cos(πn)
= −

∞
∑

n=1

x−n(−1)n.Detta känns igen som
f(x) =

1

1 + xför |x| > 1, se exempel (1).Sammanfattningsvis har här visats att inversa Mellintransformen av
f ∗(s) = π

sin(πs)
är f(x) = 1

1+x
, o
h alltså veri�erat inversionsformeln iett spe
ialfall.10. Transformens fundamentala egenskaperSats 7. Om f(x) o
h g(x) har Mellintransformerna f ∗(s) o
h g∗(s) såhar f(x) + g(x) Mellintransformen f ∗(s) + g∗(s).Bevis.

M{f(x)+g(x)} =

∫ +∞

0

[f(x)+g(x)]xs−1dx =

∫ +∞

0

[f(x)xs−1+g(x)xs−1]dx =

=

∫ +∞

0

f(x)xs−1dx +

∫ +∞

0

g(x)xs−1dx = f ∗(s) + g∗(s)

�Detta visar o
kså att Mellintransformen är lineär o
h med sammaförfarande som ovan fås en sats.Sats 8. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s) så har af(x) där a ären konstant Mellintransformen af ∗(s).Sats 9. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s) så har f(ax) Mell-intransformen a−sf ∗(s), där a är ett positivt reellt tal.



23Bevis. Gör variabelbytet
ax = t

x =
t

a

dx

dt
=

1

a
.Gränserna blir: t → 0 då x → 0 o
h t → ∞ då x → ∞.

M{f(ax)} =

∫ +∞

0

f(ax)xs−1dx =

=

∫ +∞

0

f(t)(
t

a
)s(

t

a
)−1dt

a
=

∫ +∞

0

f(t)tsa−st−1aa−1dt =

=

∫ +∞

0

f(t)ts−1a−sdt = a−s

∫ +∞

0

f(t)ts−1dt = a−sf ∗(s)

�Sats 10. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s), så har f( 1
x
) Mell-intransformen f ∗(−s).Bevis. Gör variabelbytet

u =
1

x

dx

du
=

−1

x2

dx = −x2du = −du

u2
.Gränserna blir: u → 0 då x → ∞ o
h u → ∞ då x → 0.

M{f(
1

x
)} =

∫ +∞

0

f(
1

x
)xs−1dx =

∫ 0

+∞

f(u)(
1

u
)s−1 1

u2
(−1)du =

= (−1)

∫ 0

+∞

f(u)u−suu−2du =

∫ +∞

0

f(u)u−s−1du = f ∗(−s)

�Sats 11. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s), så har f(xρ) Mell-intransformen 1
ρ
f ∗( s

ρ
), där ρ är ett reellt tal skilt från noll.



24Bevis. Inför variabelbytet
xρ = u

x = (xρ)
1

ρ = (u)
1

ρ

dx

du
=

1

ρ
u

1

ρ
−1

dx =
1

ρ
u

1

ρ
−1

du.Gränserna blir: u → ∞ då x → ∞ o
h u → 0 då x → 0.
M{f(xρ)} =

∫ +∞

0

f(xρ)xs−1dx =

∫ +∞

0

f(u)(u
1

ρ )s−1(
1

ρ
)u

1

ρ
−1

du =

=
1

ρ

∫ +∞

0

f(u)u
s
ρ u

−1

ρ u
1

ρ u−1du =
1

ρ

∫ +∞

0

f(u)u
s
ρ
−1

du =

=
1

ρ

∫ +∞

0

f(x)x
s
ρ
−1dx =

1

ρ
f ∗(

s

ρ
)

�Sats 12. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s) så har xνf(x) Mell-intransformen f ∗(s + ν). Här är ν ett positivt reellt tal.Bevis.
M{xνf(x)} =

∫ +∞

0

xνf(x)xs−1dx =

∫ +∞

0

f(x)xνxsx−1dx

=

∫ +∞

0

f(x)x(s+ν)−1dx = f ∗(s + ν)

�Sats 13. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s) så har df(x)
dx

Mell-intransformen −(s − 1)f ∗(s − 1).Bevis. Använder partiell integration [1, s 252℄ på integralen :
M{df(x)

dx
} =

∫ +∞

0

df(x)

dx
xs−1dx =

= [f(x)xs−1]+∞

0 −
∫ +∞

0

f(x)(s − 1)x(s−1)−1dx =

= −(s − 1)

∫ +∞

0

f(x)x(s−1)−1dx = −(s − 1)f ∗(s − 1)

�



25Sats 14. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s) så har x
df(x)
dx

Mell-intransformen −sf ∗(s).Bevis.
M{xdf(x)

dx
} =

∫ +∞

0

x
df(x)

dx
xs−1dx =

∫ +∞

0

df(x)

dx
xsdx.Använd nu partiell integration på den sista integralen

M{xdf(x)

dx
} = [f(x)xs]+∞

0 −
∫ +∞

0

f(x)sxs−1dx =

= −s

∫ +∞

0

f(x)xs−1dx = −sf ∗(s)

�Sats 15. Om f(x) har Mellintransformen f ∗(s) så har f(x) log(x) Mel-lintransformen df∗(s)
ds

.Bevis.
df ∗(s)

ds
=

d

ds
(

∫ +∞

0

f(x)xs−1dx) =

∫ +∞

0

d

ds
(f(x)xs−1)dx =

=

∫ +∞

0

[xs−1 d

ds
(f(x)) + (f(x)

d

ds
(xs)x−1]dx =

=

∫ +∞

0

[0+f(x)xs log(x)x−1]dx =

∫ +∞

0

f(x) log(x)xs−1dx = M{f(x) log(x)}.Här utnyttjades derivatan av en exponential
d

ds
(xs) =

d

ds
elog(xs) = xs log(x).

�På liknande sätt kan en rad andra viktiga satser för Mellintransfor-men härledas. De härledda satserna sammanfattas i tabellen nedan:
f(x) f ∗(s) 〈α, β〉

f(x) + g(x) f ∗(s) + g∗(s) 〈α1, β1〉 ∩ 〈α2, β2〉
af(x) af ∗(s) 〈α, β〉 a är en konstant
f(ax) a−sf ∗(s) 〈α, β〉 där a är ett positivt reellt tal
f( 1

x
) f ∗(−s) 〈−α,−β〉

f(xρ) 1
ρ
f ∗( s

ρ
) 〈ρα, ρβ〉 där ρ är ett reellt tal skilt från noll.

xνf(x) f ∗(s + ν) 〈α − ν, β − ν〉 där ν är ett positivt reellt tal.
df(x)
dx

−(s − 1)f ∗(s − 1) 〈α − 1, β − 1〉
x

df(x)
dx

−sf ∗(s) 〈α, β〉
f(x) log(x) df∗(s)

ds
〈α, β〉



26 Här följer nu några exempel på hur satserna kan användas för atthärleda nya identiteter.Exempel 5. Transformen av H(x) log(x) är −1
s2 . Vi vet ju att

M{H(x)} =

∫ +∞

0

H(x)xs−1dx =
1

s(se exempel (3)).Använd nu sats 15: M{H(x) log(x)} = df∗(s)
ds

. Alltså är
M{H(x) log(x)} =

∫ +∞

0

H(x) log(x)xs−1dx =
d

ds
(f ∗(s)) =

d

ds
(
1

s
) =

=
−1

s2
.Exempel 6. Gammafunktionen de�nieras genom att sätta f(x) = e−xi Mellintransformen

Γ(s) = M{e−x} =

∫ +∞

0

e−xxs−1dx (37)för s > 0. Faktorn e−x → 0 då x → ∞. Alltså konvergerar den gene-raliserade integralen oberoende av värdet på s då limes går mot oänd-ligheten. Vid små gränsvärden går e−x → 1, o
h faktorn xs−1 → ∞ då
s < 1. Restriktionen att s måste vara positiv är bara för att garanterakonvergens vid gränsvärden nära noll. Enligt sats 3 är
e−x = O(1) = O(x0) då x → 0+ o
h e−x = O(x−b) då x → ∞ förvarje b > 0. Detta medför att Gammafunktionen är analytisk i denfundamentala remsan 〈0, +∞〉.Exempel 7. Betrakta nu funktionen e−x log(x) som har transformen
Γ′(s). Ty

Γ(s) = M{e−x}o
h då ger sats 15
M{e−x log(x)} =

∫ +∞

0

e−x log(x)xs−1dx =
d

ds
Γ(s) = Γ′(s).



27Exempel 8. Här använder vi egenskaperna hos Mellintransformen for-mellt, d.v.s. utan att bekymra oss om konvergensen hos de oändligasummorna. Med funktionen
f(x) =

e−x

1 − e−x
= e−x(1+e−x+e−2x+e−3x+. . .) = e−x+e−2x+e−3x+. . .får man Mellintransformen

M{ e−x

1 − e−x
} =

∫ +∞

0

e−x

1 − e−x
xs−1dx =

∫ +∞

0

(e−x+e−2x+e−3x+. . .)xs−1dx =

=

∫ +∞

0

(e−xxs−1 + e−2xxs−1 + e−3xxs−1 + . . .)dx =

=

∫ +∞

0

e−xxs−1dx +

∫ +∞

0

e−2xxs−1dx +

∫ +∞

0

e−3xxs−1dx + . . . =Använder nu sats 9
M{f(ax)} = a−sf ∗(s)vilket medför att

= M{e−x} + M{e−2x} + M{e−3x} + . . . =

= 1−sΓ(s) + 2−sΓ(s) + 3−sΓ(s) + . . . = Γ(s)(1−s + 2−s + 3−s + . . .) =

= Γ(s)(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ . . .) = Γ(s)ζ(s)där

ζ(s) =

∞
∑

k=1

1

ksär Riemanns zetafunktion.Detta resultat ska användas senare. Här sammanfattas detta i ensats, o
h bevisas mer strikt.Sats 16.
M{ e−x

1 − e−x
} = Γ(s)ζ(s)om s ∈ 〈1,∞〉.



28Bevis. 1 − e−x = x · g(x) där g(x) 6= 0, för x ∈ C.Alltså är
e−x

1 − e−x
=

e−x

x
· 1

g(x)
.Ur detta ses att

e−x

1 − e−x
= O(x−1)när x → 0, o
h

e−x

1 − e−x
= O(xa)

∀ a < 0 när x → ∞, o
h alltså är enligt sats 3 Mellintransformende�nierad för s ∈ 〈1,∞〉. Samma gäller för Mellintransformen till
e−nx

1 − e−x

n ≥ 0.I stället för den oändliga utve
klingen utnyttjar vi
e−x

1 − e−x
= e−x(1 + e−x + . . . + e−nx +

e−(n+1)x

1 − e−x
).Som ovan i exempel 8, får vi då

M{ e−x

1 − e−x
} = Γ(s)(

1

1s
+ . . . +

1

ns
) + M{e−(n+1)x

1 − e−x
}.Alltså ska vi för att få satsen visa att s ∈ 〈1,∞〉 ⇒

lim
n→∞

M{e−(n+1)x

1 − e−x
} = 0.Välj ε > 0, godty
kligt. Bestäm δ > 0 s.a.

0 ≤
∫ δ

0

|x
s−2

g(x)
|dx < ε.Detta är möjligt eftersom s ∈ 〈1,∞〉 o
h g(x) är analytisk i en omgiv-ning av 0 o
h spe
iellt begränsad.Då är

In = |
∫

∞

0

e−(n+1)x

1 − e−x
xs−1dx| ≤

∫ δ

0

|x
s−2

g(x)
|dx + e−nδ

∫

∞

δ

| e−x

1 − e−x
xs−1|dxeftersom

|e−(n+1)x| ≤ 1om x ∈ [0, δ] o
h
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|e−nx| ≤ e−nδom x ∈ [δ,∞[.Välj nu n >> 0 s.a. den andra summanden är mindre än ε. Observeraatt

∫

∞

δ

| e−x

1 − e−x
xs−1|dx < ∞eftersom integralen i Mellintransformen är absolutkonvergent. Sam-mantaget

In ≤ 2εom n >> 0. Alltså
lim

n→∞

In = 0,o
h därmed är satsen visad.
�Exempel 9.

M{e−x2} =

∫ +∞

0

e−x2

xs−1dx =
1

2
Γ(

s

2
)Här har sats 11 använts.11. Tillämpningar på Gamma o
h zeta funktionernaKapitlet börjar med en viktig sats, som behövs för att beräkna singu-lära utve
klingar. Denna sats leder sedan till att polen för Riemannszetafunktion kan beräknas. Först påminns om en de�nition från kom-plex analys.De�nition 5. [4, s 355℄ En funktion f säges vara meromorf i de�ni-tionsmängden D om den i varje punkt i D är antingen analytisk ellerhar en pol. Om f i D har polerna {aα}αǫA med multipli
iteterna mαså skriver man

f ∗(s) ≍
∑

αǫA

1

(s − aα)mα
,o
h kallar det f ∗(s) singulära utve
kling.



30Sats 17. låt f(x) ha transformen f ∗(s) med den fundamentala remsan
〈α, β〉. Antag att f(x) har Ma
laurinutve
klingen

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + aξx

ξ + O(xγ)i en omgivning av x = 0, där −γ < −ξ ≤ α. Då är f ∗(s) fortsätt-ningsbar till en meromorf funktion i remsan 〈−γ, β〉, där den har densingulära utve
klingen
f ∗(s) ≍ a0

s
+

a1

s + 1
+ . . . +

aξ

s + ξ
.Bevis. Antag att f(x) har en Ma
laurinutve
kling i x = 0

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + aξx

ξ + O(xγ). (38)För s i den fundamentala remsan s ∈ 〈α, β〉 gäller att
f ∗(s) =

∫

∞

0

f(x)xs−1dx =

∫ 1

0

f(x)xs−1dx +

∫

∞

1

f(x)xs−1dx =(använder antagandet (38))
=

∫ 1

0

[a0 + a1x + a2x
2 + . . . + aξx

ξ +O(xγ)]xs−1dx +

∫

∞

1

f(x)xs−1dx =

=

∫ 1

0

a0x
s−1dx +

∫ 1

0

a1xxs−1dx +

∫ 1

0

a2x
2xs−1dx + . . .

. . . +

∫ 1

0

aξx
ξxs−1dx +

∫ 1

0

O(xγ)xs−1dx +

∫

∞

1

f(x)xs−1dx =

= a0[
xs

s
]10 + a1[

xs+1

s + 1
]10 + a2[

xs+2

s + 2
]10 + . . .

. . . + aξ[
xs+ξ

s + ξ
]10 +

∫ 1

0

O(xγ)xs−1dx +

∫

∞

1

f(x)xs−1dx =

=
a0

s
+

a1

s + 1
+

a2

s + 2
+ . . .+

aξ

s + ξ
+

∫ 1

0

O(xγ)xs−1dx+

∫

∞

1

f(x)xs−1dx.Enligt lemma 3 konvergerar integralen
∫ 1

0

O(xγ)xs−1dxpå intervallet 〈−γ, +∞〉. Integralen
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∫

∞

1

f(x)xs−1dxkonvergerar enligt sats 2 på intervallet 〈−∞, β〉, vilket medför att sum-man av de två integraler är analytisk på remsan 〈−γ, β〉. Den singularautve
klingen för f ∗(s) är alltså
a0

s
+

a1

s + 1
+

a2

s + 2
+ . . . +

aξ

s + ξ
.

�Exempel 10. Funktionen f(x) = e−x har utve
klingen
e−x =

∞
∑

n=0

(−1)n

n!
xn (39)i x = 0. Enligt sats 17 har då Gammafunktionen Γ(s) = M{e−x} (seekvation (37)) den singulära utve
klingen

Γ(s) ≍
∞

∑

n=0

(−1)n

n!

1

s + n
(40)i hela C.Exempel 11. Enligt sats 16 är

Γ(s)ζ(s) =

∫

∞

0

e−x

1 − e−x
xs−1dxi den fundamentala remsan 〈1,∞〉.Beräknar utve
klingen för e−x

1−e−x i en omgivning av x = 0. f(x) =

1 − e−x är analytisk o
h har nollställe för x = 0 d.v.s. f(0) = 0.Utve
klingen blir då
f(x) = 1 − e−x = 1 − (1 − x +

x2

2!
− x3

3!
+ . . . + (−1)n xn

n!
+ . . .) =

= x − x2

2!
+

x3

3!
− . . . − (−1)n xn

n!
+ . . . =

= x(1 − x

2!
+

x2

3!
− . . . + (−1)n+1 xn

(n + 1)!
+ . . .)

= xg(x).



32g(x) är en analytisk funktion som uppfyller g(0) 6= 0. Eftersom h(x) =
e−x är en analytisk funktion med h(0) 6= 0, så fås utve
klingen (förnågra tal Bn)

e−x

1 − e−x
=

h(x)

xg(x)
=

1

x
(B0 +

B1x

1!
+

B2x
2

2!
+

B3x
3

3!
+ . . .+

Bnx
n

n!
+ . . .) =

=
B0

x
+

B1

1!
+

B2x

2!
+

B3x
2

3!
+ . . . +

Bn+1x
n

(n + 1)!
+ . . . =

=
∞

∑

n=−1

Bn+1
xn

(n + 1)!
. (41)

Bn+1 kallas Bernoullitalen: B0 = 1, B1 = (−1)
2
, osv. Alltså fås av dettaen sats:Sats 18. Den singulära utve
klingen för Γ(s)ζ(s) är

Γ(s)ζ(s) ≍
∞

∑

n=−1

Bn+1

(n + 1)!

1

(s + n)
. (42)Ett generellt fenomen som observeras i exemplen ovan är att

xn ⇔ 1

s + n
.Med hjälp av de singulära expansionerna för Γ(s) o
h Γ(s)ζ(s) kanpolen för ζ(s) bestämmas. Enligt den singulära utve
klingen (40)

Γ(s) ≍
∞

∑

n=0

(−1)n

n!

1

s + n
=

1

s
+

(−1)

s + 1
+

(1)

2(s + 2)
+

(−1)

6(s + 3)
+ . . . ,har Gammafunktionen poler för s = 0,−1,−2,−3, . . .. Vid en jämfö-relse med den singulära expansionen (42)

Γ(s)ζ(s) ≍
∞

∑

n=−1

Bn+1

(n + 1)!

1

(s + n)
=

B0

s − 1
+

B1

s
+

B2

2(s + 1)
+

B3

6(s + 2)
+. . . ,så observeras att den o
kså har en pol i s = 1. I en liten skiva runt

s = 1 fås
Γ(s)ζ(s) ≍ B0

s − 1
+ g(s)där g(s) är en analytisk funktion i skivan. Om sedan uttry
ket dividerasmed Γ(s) fås
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ζ(s) ≍

B0

s−1
+ g(s)

Γ(s)
=

1

(s − 1)
· B0

Γ(s)
+

g(s)

Γ(s)
.Eftersom Γ(s) är en analytisk funktion nära s = 1, så har

(s − 1)ζ(s) ≍ (s − 1)(
1

(s − 1)
· B0

Γ(s)
+

g(s)

Γ(s)
) =

B0

Γ(s)
+ (s − 1)

g(s)

Γ(s)
)ett gränsvärde 6= 0 när s → 1. Med samma teknik följer att s = 1 ärden enda polen till ζ(s). Alltså har följande sats visatsSats 19. ζ(s) är en meromorf funktion med en enda enkelpol i s = 1.Av beviset för sats 19 följer attKorollarium 1.

ζ(−m) = − Bm+1

m + 112. GammafunktionenHär samlas en del egenskaper hos Γ- funktionen o
h alternativa bevisför redan använda.Gammafunktionen fås genom att sätta f(x) = e−x i Mellintransfor-men
Γ(s) = M{e−x} =

∫ +∞

0

e−xxs−1dxför s > 0. Gammafunktionen är analytisk i den fundamentala remsan
〈0, +∞〉.Med partiel integration veri�eras funktionalekvationen

Γ(s + 1) =

∫ +∞

0

e−xx(s+1)−1dx =

∫ +∞

0

e−xxsx1x−1dx =

=

∫ +∞

0

e−xdx = [−e−xxs]+∞

0 −
∫ +∞

0

(−e−x)sxs−1dx =

= 0 + s

∫ +∞

0

e−xxs−1dx = sΓ(s) (43)vilket tillåter att utvidga Γ(s) till en meromorf funktion i hela komplexatalplanet C.Gamma funktionen Γ(s) uppfyller o
kså Γ(1) = 1.
Γ(1) =

∫ +∞

0

e−xx1−1dx =

∫ +∞

0

e−xx0dx =
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=

∫ +∞

0

e−xdx = lim
T→+∞

[
e−x

−1
]T0 = 0 − (−1) = 1 . (44)Med funktionalekvationen (43) kan uttry
ket

Γ(s) =
Γ(s + m + 1)

s(s + 1)(s + 2) . . . (s + m)
(45)härledas. Eftersom Γ(s + 1) = sΓ(s) o
h

Γ(s + 2) =

∫ +∞

0

e−xx(s+2)−1dx =

∫ +∞

0

e−xxs+1dx =

= [−e−xxs+1]+∞

0 −
∫ +∞

0

(−e−x)(s + 1)x(s+1)−1dx =

= 0 + (s + 1)

∫ +∞

0

e−xx(s+1)−1dx =

= (s + 1)Γ(s + 1) = (s + 1)sΓ(s)d.v.s.
Γ(s + 2) = (s + 1)sΓ(s) (46)

Γ(s + 3) =

∫ +∞

0

e−xx(s+3)−1dx =

∫ +∞

0

e−xxs+2dx =

= [−e−xxs+2]+∞

0 −
∫ +∞

0

(−e−x)(s + 2)x(s+2)−1dx =

= 0 + (s + 2)

∫ +∞

0

e−xx(s+2)−1dx = (s + 2)Γ(s + 2) =

= (s + 2)(s + 1)sΓ(s)samt att
Γ(s + 3) = (s + 2)(s + 1)sΓ(s) (47)Detta resulterar i att

Γ(s + m + 1) =

∫ +∞

0

e−xx(s+m+1)−1dx =

∫ +∞

0

e−xxs+mdx =

= [−e−xxs+m]+∞

0 −
∫ +∞

0

(−e−x)(s+m)x(s+m)−1dx = 0+(s+m)

∫ +∞

0

e−xx(s+m)−1dx =

= (s + m)Γ(s + m) = (s + m) . . . (s + 2)(s + 1)sΓ(s)



35alltså
Γ(s + m + 1) = (s + m) . . . (s + 2)(s + 1)sΓ(s).Vilket ger att

Γ(s) =
Γ(s + m + 1)

(s + m) . . . (s + 2)(s + 1)s
.Detta visar att uttry
ket för Γ(s) ovan pre
is som (54) har enkelpolerför s = 0,−1,−2,−3, . . ..Med samma resonemang som ovan kan man visa att om s = n ifunktionalekvationen där n är ett positivt heltal fås

Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n − 1)(n − 2) . . . 3 · 2 · 1 = n!.Om s = s − 1 i (43) fås
Γ(s) = (s − 1)Γ(s − 1)där

Γ(s − 1) = (s − 2)Γ(s − 2).Alltså kan uttry
ket skrivas som
Γ(s) = (s − 1)Γ(s − 1) = (s − 1)(s − 2)Γ(s − 2) (48)osv.På liknande sätt kan man visa att om s = 1 − s i (43) fås
Γ(1 − s) = (−s)Γ(−s) = (−s)(−1 − s)Γ(−1 − s)osv.En annan viktig funktionalekvation för gammafunktionen är Eulersre�exionsformel

Γ(s)Γ(1 − s) =
π

sin(πs)
(49)Om s = 1

2
i formeln fås att

Γ(
1

2
)Γ(1 − 1

2
) =

π

sin(π 1
2
)

Γ(
1

2
)Γ(

1

2
) = π

[Γ(
1

2
)]

1

2 = π
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Γ(

1

2
) =

√
π (50)där den positiva roten väljs, eftersom Γ(1

2
) > 0. Gammafunktionensfaktoriseringsegenskaper kan o
kså användas för att beräkna t.ex. Γ(7

2
).Exempel 12. Genom att använda funktionalekvationen Γ(s + 1) =

sΓ(s) på Γ(7
2
) samt ekvation (50) fås att

Γ(
7

2
) = Γ(

5

2
+ 1) =

5

2
Γ(

5

2
) =

5

2
Γ(

3

2
+ 1) =

5

2

3

2
Γ(

3

2
)

=
5

2

3

2
Γ(

1

2
+ 1) =

5

2

3

2

1

2
Γ(

1

2
) =

5

2

3

2

1

2

√
π =

1 · 3 · .5
23

√
πOm n är ett jämt positivt heltal kan på liknande sätt ett genereltuttry
k skrivas. Detta görs genom att sätta s = n+1

2
i ekvation (48)vilket ger

Γ(
n + 1

2
) = (

n + 1

2
− 1)(

n + 1

2
− 2)Γ(

n + 1

2
− 2) =

= (
n − 1

2
)(

n − 3

2
)Γ(

n − 3

2
) = (

n − 1

2
)(

n − 3

2
)(

n − 5

2
) . . .

· · ·(n − (n − 5)

2
)(

n − (n − 3)

2
)(

n − (n − 1)

2
)Γ(

n − (n − 1)

2
) =

= (
n − 1

2
)(

n − 3

2
)(

n − 5

2
) . . . (

5

2
)(

3

2
)(

1

2
)Γ(

1)

2
) =

=
1 · 3 · 5 . . . (n − 1)

2
n
2

√
π. (51)Gammafunktionen introdu
erades av Euler [3℄. Den kan o
kså skri-vas, för alla rella eller komplexa tal s, med formeln

1

Γ(s)
= seγs

∞
∏

m=1

{(1 +
s

m
)e

−s
m } (52)där γ är Eulers konstant som de�nieras av

γ = lim
m→∞

[1 +
1

2
+

1

3
+ . . . +

1

m
− log m] ≃ 0, 5772. (53)Med (52) kan man visa att

Γ(s) = lim
m→∞

m!ms

s(s + 1)(s + 2)(s + 3) . . . (s + m)
. (54)För varje s = 0,−1,−2,−3, . . . , har Γ(s) enkla poler.



37Exempel 13. För att beräkna residyn vid polen s = −3 fås enligt (54)
Res(Γ(s),−3) = (s + 3)Γ(s)s→−3 =

= lim
m→∞

s→−3

m!ms

s(s + 1)(s + 2)(s + 4) . . . (s + m)
=

= lim
m→∞

m!m−3

(−3)(−2)(−1)(1)(2)(3) . . . (m − 4)(m − 3)
=

= lim
m→∞

m!m−3

(−3)(−2)(−1)(1)(2)(3) . . . (m − 4)(m − 3)
·(m − 2)(m − 1)m

(m − 2)(m − 1)m
=

= lim
m→∞

m!m−3(m − 2)(m − 1)m

(−3)(−2)(−1)(1)(2)(3) . . . (m)
=

= lim
m→∞

m−2(m − 2)(m − 1)

(−3)(−2)(−1)
= lim

m→∞

m−2(m2 − 3m + 2)

(−3)(−2)(−1)
=

= lim
m→∞

(1 − 3
m

+ 2
m2 )

(−3)(−2)(−1)
=

=
1

(−3)(−2)(−1)
=

(−1)3

3!
.Generellt sett är residyn vid en pol s = −n där n är noll eller ettpositivt heltal

Res(Γ(s),−n) =
(−1)n

n!
=

(−1)n

Γ(n + 1)
.Summan av residyerna vid polerna på den negativa reella axeln inklu-sive origo för Γ(s) är

∞
∑

n=0

(−1)n

n!
= 1 − 1 +

1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− . . . =

1

e
.
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