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1. ABSTRACT

The Mellin transform is a close relative of the integral transforms of
Laplace and Fourier. A major use of Mellin transforms is in asymptotic
analysis. The paper starts with basic and fundamental properties of the
Mellin transform. Then there is a discussion about the fundamental
correspondence between asymptotic expansion of an original function
and the singular expansion of its transform. The main application in
this this paper is to use this fundamental correspondence to find the
pole for the Riemann zeta function.



2. FORORD

Jag vill tacka min handledare Rikard Bggvad som gav mig uppslaget
for uppsatsen och vars hjialp och handledning gjort det mdjligt att
skriva arbetet. Jag vill ocksa tacka Elias Amselem f6r givande samtal
angaende matematik och andra tekniska detaljer.
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3. DEFINITION AV MELLINTRANSFORMEN

Definition 1. Lat f(z) vara lokalt integrerbar 6ver (0, +00) och s € C.
Mellintransformen fér f(x) definieras da av

—+00

M{f(x);s} = [(s) = (2)a" " dx (1)

0

Omradet for vilket Mellintransformen &r definierad visar sig vara en
remsa i det komplexa talplanet, se kapitel 5. Den storsta 6ppna remsan
(a, B) dér integralen konvergerar kallas for den fundamentala remsan.
I den fundamentala remsan dr Mellintransformen analytisk.

4. VAD AR MELLINTRANSFORMEN BRA FOR?

Mellintransformen har ett néira sliktskap med Laplace och Fouriers
integraltransformer. Det finns manga tillimpningar dar det visar sig
att Mellinformen (1) &r béttre att anvinda istéllet for Laplace eller
Fourietransformerna. Ett stort anvindningsomrade for Mellintransfor-
men ar inom den asymptotiska analysen. En referens for detta ar [2],
ur vilken nedanstaende beskrivning tagits. Mellintransformen anvéinds
dar for att berdkna asymptotiska uppskattningar av summor pa formen

Gr) = 3 Meglupe) 2)
k

dir x — 0 eller dir z — oo. Dessa summor kallas for harmoniska
summor eftersom de representerar en linedr superposition av "harmo-
nics"(dér A\; dr amplituden och puy dr frekvensen) for en basfunktion
g(x). Harmoniska summor dyker ofta upp i kombinatorisk matematik,
i analysen av algoritmer och i olika datastrukturer. Mellinbehandlingen
av harmoniska summor har dir spelat en avgorande roll i framgangen
med att analysera algoritmer samt att utfora berdkningar for paramet-
rar i kombinatoriska strukturer.

Principen &r att det finns ett fundamentalt samband mellan indivi-
duella termer i den asymptotiska utvecklingen for en funktion anting-
en vid noll eller i odndligheten och for dess transformerade funktions
singuldra punkter. Det man kan siga ar att asymptotisk utveckling for
en funktion har ett fundamentalt samband med den transformerade
funktionen f*(s).

Ett anvindningsomrade for detta som jag har fordjupat mig i, ar
att med hjilp av Mellintransformen finna polen fér Riemanns zeta-
funktion ((s). Genom att berdkna Mellintransformen for funktionen
flz) = % leder detta fram till Eulers Gamma och Riemanns zeta-
funktion. Det fundamentala sambandet mellan utvecklingen fér funk-
tionen f(z) vid noll och den singulidra utvecklingen for I'(s) och ((s)
utnyttjas sedan for att finna polen for {(s).



5. NAR EXISTERAR MELLINTRANSFORMEN?

Omradet for vilket Mellin transformen ar definierad visar sig vara en
remsa i det komplexa talplanet. Hér introduceras (a, 3) som notation
for den 6ppna remsan for komplexa tal s = o+t sadant att a < o0 < 3
dédr o och t ar reella tal.

For att visa att Mellintransformen

+oo
i (z)2* ' < o (3)

konvergerar pa detta intervall skrivs den om som
1 400
f*(s) :/ f(x)z* tdx + f(z)z* tdx. (4)
0 1

Om integralen faoo ar generaliserad i &ndpunkterna, kan man dela upp
integralen i tva bitar eller flera beroende pa om det finns flera bitar
som &r generaliserade. Man kan sedan sidga att integralen konvergerar
om var och en av delarna gor det. Om den inte konvergerar dr den
divergent och foljaktligen existerar den ej [1, s 308|.

Definition 2. [1, s 301] Om grénsvirdet

X
Jim [ @ )
existerar, siag lika med A, siges den generaliserade integralen
“+o00
f(z)dz (6)

a

vara konvergent. Talet A kallas da dess virde. Om grénsvirdet inte
existerar sdger man att den generaliserade integralen ar divergent.

Definition 3. [1, s 304] Om grénsvirdet

lim flz)de = A (7)

e=0F Jote
existerar kallas den generaliserade integralen

[ s 0

konvergent med virdet A. Om griansvirdet inte existerar kallas den
divergent.
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Sats 1. (Jamforelsesatser) |1, s 306]
Om

0< fx) < g(x) (9)
for alla x i integrationsintervallet si gdller: a) om den generaliserade
integralen med g(z) som integrand dr konvergent s dar integralen med
f(x) som integrand ocksd konvergent. b) om den generaliserade integra-

len med f(x) som integrand dr divergent sd dar integralen med g(x) som
integrand ocksa divergent.

En viktig observation som kommer att anvidndas i berdkningar for
Mellintransformens existens pa intervallet («, 3) ar att

Lemma 1.

/ T f@)adr = / @) (10)
0 0

dir s = o + it och att Re(s) =o.

Beuwis.

/ ") = / @) =
0 0

- / (@)% dg = / (@) e
0 0
Detta eftersom

|£L’S| _ |elog(x5)| _ |6slog(x)| _ |€(a+it) log(x)| — |6Ulog(x)eitlog(x)| —

= |e7108(@) | it 1o8(@)| — |e718(@)) | cog(tlog(x)) + isin(tlog(x))| =

= |$U|\/0082(t log(z)) + sin?(tlog(x)) = |27| = 27 = 2R,

I berdkningarna har Eulers formel samt trigonometriska ettan an-
vants. Alltsa enligt berdkningarna fas

2% = 27 = 2R, (11)

O



Nu undersoks nér den forsta intergralen i ekvation (4) existerar.
Definiera méingden av talen A

1
To,1] = {A € R| / |f(2)]z* dae < oo} (12)
0

/ (@) et

a = inf 79 ). (13)

for vilka integralen

konvergerar, och lat

Antag att A € 7p9,1). Om A" > A sa foljer av sats 1 att

[ @< [ 1@t <o
0 0

dvs. A € Tjo,1]- Detta ger att for alla A > a sa kommer A € 7).

d.v.s. integralen
1
[ 1r@let-as
0

konvergerar i intervallet |a, 0o[. Av lemma 1 s& ar

/ | F(2)* Y de = / F(@)]aRedz, (14)

Om Re(s) > a sa ér integralerna (14) konvergenta. Av absolutkonver-
gens foljer da ocksa att integralen

/1 f(z)z*dx
0

Nu undersoks nér den andra integralen i ekvation (4) existerar. Ef-
tersom 28 > 2% om B’ < B och x € [1,00[, sa foljer pa samma sitt

som ovan att
o0
/ f(z)z*dx
1

konvergerar, da Re(s) < 3, dér

konvergerar.

B =sup{B € R| /100 |f(z)|z5 dr < oo}, (15)

Sammanfattningsvis fas av dessa berdkningar en sats.
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Sats 2. Omradet for vilket Mellintransformen

+oo
fr(s) = (2)2* " da
0
existerar ar en fundamental remsa («, 8), dir o, 5 ges av (15, 15).

A Im(s)

Re(s)

FiGUR 1. Omradet for o.

A Im(s)

Re(s)

FIGUR 2. Omradet for 5.



6. UPPSKATTNING AV DEN FUNDAMENTALA REMSAN

Talen « och 3 kan vara svara att finna. Enligt satsen nedan finns
en lattare metod att uppskatta remsan foér vilket Mellintransformen
existerar.

Sats 3. Villkoret

f(@)z0+ = O(z") (16)
och

f(@)atoo = O(2") (17)
ndr u > v garanterar att f*(s) existerar i remsan (—u, —v). Den fun-
damentala remsan ar alltsd icke tom om u > v.

Har paminns om vad stort ordo ar.

Definition 4. |5] Vi siger att funktionen f(z) dr stort ordo av 2" nér
x — aom |f(x)] < Clr —a|™ i nagon omgivning av a, dir C &r nagon
(tillréickligt stor) konstant. Detta skrivs vanligen

f(x) = O(") (18)

Existensen av Mellintransformen garanteras alltsa for lokalt integrer-
bara funktioner dar gradtalet fér exponenten vid noll ar strikt storre dn
gradtalet for exponenten vid odndligheten. Monom z¢ och konstanter
har inte nagon transform, som kan ses med lemma 2.

For beviset delas Mellintransformen

+oo
fr(s) = (2)z* dx
0

i tva delar

[i(s) = /01 f(z)z*tdw + /100 f(z)z*dx.

Om man antar att f(z) dr integrerbar lingst positiva reella axeln sa
maste den forsta integralen var begrinsad vid noll och den andra inte-
gralen vid odndligheten.

Lemma 2.

1
/ P — { konvergerar om v > —1 (19)
0

divergerar om v < —1

/OO 22de — kqnvergemr om o< —1 20)
1 divergerar om o > —1
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Lemma 3. Om f(z) = O(z") nirx — 07 sd gdller att 101 O ]—u, ool.
D.v.s. om Re(s) > —u sd konvergerar

1
/ f(x)xRe(s)_ldx.
0

Speciellt dr inf 1j01) < —u (ddr 7o) definieras som den reella méingden
av de a ddr integralen konvergerar, se ekvation (12)).

Beuis.

1 1
/ |f(ll') |£L'Re(8)_1dll§' < M/ l’u+Re(8)_1dl’.
0 0

Den sista integralen konvergerar, enligt lemma 2, nir u+Re(s)—1 > —1
< Re(s) > —u.
U

Lemma 4. Om f(z) = O(z") ndr x — oo sd gdller att o] O ] —
00, —v[. D.v.s. om Re(s) < —v sd konvergerar

/ f Re (s) 1dl’
Speciellt dr

SUPT[1,00] = —V (dar T,0c] definieras som den reella mdingden av de 3
dar integralen konvergerar).

Beuis.

/ |f($)|l’Re(8)_1dllf < M/ l’u+Re(S)_ld2§'.
1 1

Den sista integralen konvergerar, enligt lemma 2, nir u+Re(s)—1 < —1
< Re(s) < —v.
U

Dessa tva berdkningar ger att bigge integralerna konvergerar och
Mellintransformen existerar om Re(s) > —u och Re(s) < —v. Des-
sa begridnsningar pa s definierar tva halvplan. Den forsta ett vinstra
halvplan och den andra ett hogra halvplan. Skdrningen av dessa tva
halvplan ger den fundamentala remsan.

<_u7 _U>
Exempel 1. For funktionen

1
1+z

fx) =

far man, om man Laurentutvecklar vid noll, i skivan [z]<1

(21)
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Detta ger att

ix"(—l)" =l—z+2°4 - =0(1) = 0(2")

n=0
dixz— 0.

For utvecklingen i odndligheten, i omradet [x/>1

1 1 1 1 1o o
l+z a:(l—{—%) - x(l—(—%)) - ;nZ:O(E> (=1)" =
=%+(;21)+%+ ..... :O(I_l)

da x — o00. Detta ger enligt sats 3 att intervallet blir

(—u, —v) = (0, 1).
Im(s)
A
0 1 -

Re(s)

FIGUR 3. Intervallet (0,1) for funktionen f(z) = 1J+x



12

7. BERAKNING AV TRANSFORMER

Exempel 2. [4, s 345 - 354| Berdkning av transformen for f(z) = (x}rl)

dar den fundamentala remsan dar (0, 1) enligt exempel (1).

Enligt definitionen av Mellintransformen

Iy 1 Foo  s—1 p i pops—l p
{(x+1)}_/0 (z+1) x—iﬂo‘}/a CES

Anvdand att

zs—l _ (T€i€>s_1 — (elog(reie))s—l —

_ 6(8—1)10g(7’ei9) _ 6(8—1)(10g(7’)+i6)

dir z = re', och vi viljer hir den gren av logaritmen som dr definierad
for 0 < 0 < 2w, alltsa inte pa positiva reella talazeln.

Sdtt nu

l.s—l
lim f(x) = ,
It (@) (z+1)

ddr hégerlet nu tolkas som en reell funktion, for x > 0

lim f(z) p51le(2m)(s=1)  gs—1g(si2m) —i2m  g.s—1(si2m)
11m X)) = = —=

Im=<0 (z+1) (x+1) (x+1)
Identiteten

2™ = cos(—2m) 4 isin(—27) = 1,

har anvdnts ovan.

Vilj 0< e < p. Nu skapas en sluten kurva som har segmentet [, p|
och forgrenings punkten i origo och polen vid z = —1. Se figur 4 nedan,
ddr e dar radien for den lilla cirkeln och p dr radien for den stora cirkeln
samt att polen z = —1 ligger i det inre av kurvan. Nu behdvs Cauchys
residy sats
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Im(s)

F1GUR 4. Omradet for den slutna kurvan i exempel 2.

Sats 4. (Cauchys residy sats) |4, s 312] Om T' ar en enkelt sluten
positivt orienterad kurva och f dr analytisk pa I forutom i punkterna
21,29, 23y ey Zn OCh tnuts I, sa dr

/Ff(z)dz = 2mi Z Res(f; 2;). (22)

I detta fall, eftersom

/Ff(z)dz = é/og f(z)dz

sa kan integralen skrivas som summan av segmenten

(/E+/Cp+/w+/w)f(z)dz:2mReS(f;—1) : (23)

Integralen for den ovre sidan ddar logaritmen inte ar definierad

/71 f(z)dz = /: (;:11)dx

anvdnds 1 integralen for den undre sidan for att gora omskrivningen
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/‘yzf(z>d’z:_/€‘p%dx:_65i27r/;1f(2)d2

Detta ger att

_ P xs—l s127 g xs_l
/Anf(z)alzjt/wf(z)al,z—/€ ($+1)da7—e /€ ($+1)d:)3

(1= e /, F(2)dz .

Nir e — 0% och p — +oo fis

p—+oo
e—0t

lim (/ f(z)dz +/ f(2)dz) = (1 — eI .
71 72
Pa cirkeln med radien p > 1 galler att

£ (2)]

|Zs—1| ps—l

= <
lz4+1] = p—1

(enligt triangelolikheten)

-1

1

2mp?

[ e <
Cy p—
som gar mot noll da p gar mot odndligheten eftersom 0 < s < 1.

For cirkeln med radien € < 1 galler

_ ‘zs—1| 68_1
P&l = s 1=
2mes™1
| | f(2)dz| <
Se — £

Aven denna integral gir mot noll di e gdr mot noll.

Nir e — 07 och p — oo fas i ekvationen (23) att

040+ (1— e =27miRes(f; —1) .

Nu beriknas residyn for enkelpolen z = —1.
Zs—l
R ;—1) = 1li 1 dz = li 1 =
es(f;—1) = lim (z + 1)f(2)dz = lim (2 + 1) ——

— lim Zs—l = lim e(s—l)log(z) — e(s—l)log(—l) —

z——1 z——1

(24)
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s—1)log(e'™) — e(s—l)iw — esiﬂ —im sim

:e( € = —¢€

Om berdkningen for residyn nu anvinds i ekvation (24) fas

(1 . es2i7r)] — 27_‘_7;(_652'#)

I 27i(—es') _ 271 (—e5™) (—em) _
(1 _ es2i7r) (1 _ es2i7r)(_e—si7r)

211 271 T

(_e—siw + esiw) (esiw _ e—siw) o SiIl(Sﬂ')

ddr identiteten
(eiaz _ 6—iaz)

sin(az) = 5
i

har anvints, se [4, s 112].

Enligt dessa berikningarna dr alltsa Mellintransformen

400 5~ 1 T
= 25
r+1) CES LA / (x + 1 sin(sm)’ (25)

ndr s tillhor den fundamentala remsan (0, 1).

Exempel 3. Lit H(x) var Heavisides stegfunktion som definieras av

1 0<z<1
H(I):{ 0 :c;l_

Mellintransformen dr

400 1 400
M{H(z)} = H(z)z* tdr = / H(z)z* tdo+ H(z)z* 'dr =
0 0 1
1 s—1+1 s
_ sl _ 1_ P 1
_/0 e+ 0= [ =[Sl =
d.v.s.
. 1
H'(s) = — (26)

som konvergerar fér s > 0. Den fundamentala remsan dr intervallet
(0,400). Detta eftersom H(x) = O(z~*) vid x — oo for alla a > 0 och
H(z) = 0O(2%) did x — 0, sd att fundamentala remsan innehdller (0, a)
for alla a > 0.
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8. LIKHET MED LAPLACETRANSFORMEN OCH
FOURIERTRANSFORMEN

Genom att gora variabelbytet x = e~ visar det sig att Mellintrans-
formen &r ekvivalent med Laplacetransformen.

Om
rz=e"
sa ar
u=—In(z)

och

dr _d(-In(z)) 1

du du oz

dz = —xdu = —e "du
och grinserna
u— +ooddxz — 0ochu— —oco0da x— 0.
Variabelbytet ger

+o0o “+oo
MU} =16 = [ fade= [ e =
0 0

— ) Oof(e_u)(e_u)s(e_u)_l(—e_u)du —

o0
=— fleT")e e e ™ du =
+o0 -
diar s = o + it.
Detta visar att Laplacetransformen for en funktion av u dr den sam-
ma som Mellintransformen for en funktion av 2. Om sedan ¢ = 0 for
den reella delen av s = o + it fas Fouriertransformen

+o0
fleT")e ™ du

+o0o )
fle ™ )e " dt .
— 00
Eftersom Fouriertransformen har en invers medfor det att dven Mell-
intransformen har det.

Sats 5. (Inversions satsen) Lat f(x) vara integrerbar med den funda-
mentala remsan («, ). Om ¢ dr sidan att o« < ¢ < 3 och f*(c+it) dr
integrerbar, sa haller likheten

fla) = - / T p(s)eds (27)

211 Jo—ioo
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ndstan overallt. Om f(x) ar kontinuerlig sa haller likheten Gveralt pa
(0,00).

Lat f(x) vara lokalt integrerbar med den fundamentala remsan (v, (3)
och styckuvist kontinuerlig © en omgivning av xo. Da gdller for nagot c¢ 1
intervallet (o, 3)

lim L/C ' f*(S)I_st: f(l'(—;_)‘l’f(l'a) (28)

Inversen f(z) for f*(s) kan berdknas med inversionsformeln (27)
d.v.s. f(x) och f*(s) utgor ett transformpar. Den inversa transfor-
men ges alltsa genom att beridkna integralen lingst den vertikala linjen
Re(s) = ¢ dir ¢ € R, och ¢ ligger i den fundamentala remsan (a, 3).
For att bestimma inversen beréknas tva olika utvecklingar for f(z).
Utvecklingen vid noll baseras pa polerna for f*(s) i det vinstra halv-
planet och utvecklingen vid odndligheten motsvarar polerna i det hégra
halvplanet.

9. INVERSBERAKNINGAR

Exempel 4. Enligt tidigare berdkningar har det visat sig att

f@) =
och
N s
J7s) = sin(7s)

utgor ett transformpar. Polerna for f*(s) drs =0,£1,£2, ... d.v.s. nir
s ar ett heltal sa att sin(ws) = 0. Den inversa Mellintransformen ges
av

1 c+ioco T .

Jw) = 2mi /c_ioo sin(ws)x ds (29)
ddir c dr ett reellt tal sadant att 0 < ¢ < 1. Detta eftersom den funda-
mentala remsan dr (0,1) (se berdkningar i tidigare kapitel). Med hjdlp
av Cauchys residyteorem kan integralen berdknas direkt, utan hjdlp av
inversions satsen. Detta gors genom att ta limes for det rektanguld-
ra omrddet (—oo,c), (c,00). Det som fas dr ett omrdade i det vinstra
halvplanet som motsvarar utvecklingen for f(x) vid noll och ett omrade
till héger som gdiller utvecklingen vid odndligheten, se figur 5 nedan. I
det forsta av dessa fall bestar kurvan ldngs vilket integralen tas av det
horisontella segmentet fran c+iT till =T'+ T, det vertikala segmentet
—T+4T till ='T'—4T', det horisontella segmentet —T'—iT till c—iT" samt
det vertikala segmentet ¢ — T till ¢+ 4T. T dr en parameter som gar
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mot odndligheten vilket medfor att limes for det sista av dessa segement
ndrmar sig den inversa Mellin integralen. Fér att undvika polerna till
f*(s) d.v.s. heltalen, sd parametriseras T = (2j2—+1), med j € 7.

Kurvan for det andra fallet bestar av det vertikala segmentet fran
c+ 1T till c — 4T, det horisontella segmentet fran ¢ — i1 till T — T,
det vertikala segmentet T — iT till T + 'T" och slutligen det horison-
tella segmentet T+ T till ¢ +T. Om det nu visar sig att alla dessa
bidrag forutom det centrala vertikala segmentet gar mot noll da j gar
mot odandligheten sa har Mellinintegralen berdknats pa tva olika sdtt.
Det visar sig enligt Cauchys residysats att Mellinintegralen dar lika med
summan av residyerna vid polerna inuti de tva omradena.

“Im(s)
-T+iT iT| c+T T+iT
-T ¢ T Re(s)
T-iT -iT c-iT T-iT

FiGUR 5. Omradet for den slutna kurvan i exempel /.

Har paminns om en sats som kommer att anvindas i berdkningarna
som féljer.

Sats 6. |4, s,170| Om f(s) dr kontinuerlig pa kurvan I' och om | f(s)| <
M for alla s pa U, sa gdller att

| / f(s)ds| < ML (30)

dir L dr ldngden av I'. Speciellt dr

| [ #ds| < max|(s)| - (31)
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Berdkningar pd ovre horisontella segment;

T 27i 2mi el
sin(ﬂs)| - |ei”8 - e—iﬂ8| - |(ez’7rs — eims) e”5| =
o 2mie™  2mie™eT ™ 2me ™
= |62i7rs _ 1| - |e2i7rcre—27rt _ 1| - |62i7r06—27rt _ 1|

2imo ,—2 2imo

Eftersom |e*™e~*™ — 1| — 1 dd t — oo och att e
enhetscirkeln fas

roterar runt

7T | < dme™.

Undre horisontella segmentet;

sin(7s)

T 2mi B 271 e~ims
|SiI1(7TS) | o ‘ezﬁrs _ e—iT(S‘ - | (6i7rs _ 6—i7rs) €_i7r5‘
271.,&'6—2%3 |27Ti€—i7roe7rt| 27’(‘6“

- |1 _ e—2i7rs| - 1 — e 2imoc2n| - 1 — ¢ 2imoc2m|

Eftersom |1 — e72™¢e*™| — 1 dd t — —o0 och att e *™ roterar runt
enhetscirkeln fds

T | < dme™.

Berdikning for vertikala segment;

sin(7s)

T 271

| (32)

sin(7s) | |e”5 — gims
Det som nu visas ar att nadmnaren har ett minsta varde.

TS —ims im(o+it)

e —e —e —im(o+it) _

= e ™(cos(no) + isin(mo)) — e™(cos(mo) + isin(ro)) =

= (e7™ — ™) cos(mo) + (7™ + €™)isin(no))

Namnaren blir da

|ei7rs _ 6—i7rs| _ \/(6—7rt _ e7rt)2 COS2(7TO') + (6—7rt + ewt)2 sinz(wa)) =

= \/(COS2(7TO') + sin*(7o))e~27 + 2(sin*(7o) — cos?(mo)) + (cos?(mwo) + sin? (7o) )2t =

= \/6—27# + 27t + 2(sin?(no) — cos?(no)). (33)
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Deriverar (33) och bestammer nollstdllen.

%(\/e—%t + €2 + 2(sin*(7o) — cos?(7o))) =

(_6—27rt + 627rt)

= - 0
Ve 2t 4 e2mt 4 9(sin’ (7o) — cos?(7a))
e27rt e—27rt
Ve 2t 4 e2mt 4 9(sin’ (7o) — cos?(7a)) a Ve 2t 4 et 4 9(sin®(no) — cos?(no))
e27rt — e—27rt
t=0.

Vilket ger att t = 0 ar ett globalt minimum. Om t = 0 i ekvation (32)
Jas

™ ™

<|

sin(7s) sin(mo)

Berikningar av maz for |x=%| pa de olika segmenten; Enligt ekvation
(11) Gr |x=%| = p~Re(®),

Pa segmentet [c + T, =T + T dr
max{|x"*|| — T < Re(s) < ¢} = |z|7“

Pa segmentet [T +iT, =T —iT] dr
max{|z~*[|Re(s) = —T} = |z|*.

Pa segmentet [—T —iT,c —iT] dr
max{|x"*|| — T < Re(s) < ¢} = |z|7“

Pa segmentet [c — T, T —iT] ar

max{|z”°||c < Re(s) < T} = |z|7°.
Pa segmentet [T —iT,T + 4T ar

max{|z~*||Re(s) =T} = |z|~7.

Pa segmentet [T —iT, c + 4T dr

max{|z”°||c < Re(s) < T} = |z|7°.

Berikningar for utvecklingen vid noll dvs |x| < 1.
Anvdnder sats 6.

—T+4iT T

—Sds| < T —cqre~™T 0 ”
‘C-H'T Siﬂ(ﬂ's)x s| < (c+T)|z|"Ame™™ — (34)

eftersom T — oo, |x| < 1 och exponentialfunktionen dominerar.
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T—iT T T
|/ , v~%ds| < 2T ||" | ———=| = 2T |2|"7 — 0 (35)
1 sin(ws) sin(—nT)

eftersom || < 1 och dir T; = 2L vilket medfor att sin(—7T) = 1.

c—iT
| / T 2%ds| < (c+ T)|x|*4ne™™ — 0 (36)
7 sin(7s)

da'T" — oo.

Langst det centrala vertikala segmentet berdknas integralen med Cauchys
residysats. P.g.a. (34, 35, 36) och Cauchys residysats tillimpad pa den

vdnstra rektangeln i figuren, sa dar
c+iT T

2mif(x) = Ill—r>r<>lo e SIn(ms)

x~°ds = 2mi Z Res(f*(s); —n).
n=0

D.v.s.

for |z| < 1, se exempel (1).
Nu ska vi pa liknande sdtt studera |x| > 1.
T—iT

T
—sd < T _ —04 —nT O
| o sin(ﬂs)x s| < ( c)|x| “dme —

daT — 0.

T+iT T
|/ v %ds| < 2T |z| | ——| = 2T |z| "7 — 0
o sin(m sin(—nT)

da T — oo, eftersom |z| > 1.

c+iT
z~*ds| < (T — c)|z| “4me™™ — 0.

da'T — oo.

T4ar Sin(ms)
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Berdikning for vertikala, centrala segmentet. Som tidigare fas nu

c—iT c+iT
2mif(z) = lim T adds = —/ T asds =

T—oo [, or sin(ms) _r sin(mws)

= 271y Res(f*(s);n)

e} —-n

o) = = 3 Res(F (o)) = =3 i T

2 (sin(7s)) 5=y

n=1
:_;W:—;x (=1)™.

Detta kdnns igen som

for |x| > 1, se exempel (1).
Sammanfattningsvis har har visats att inversa Mellintransformen av

f*(s) = @ ar f(z) = H%, och alltsa verifierat inversionsformeln i

ett specialfall.

10. TRANSFORMENS FUNDAMENTALA EGENSKAPER

Sats 7. Om f(x) och g(x) har Mellintransformerna f*(s) och g*(s) sd
har f(x) + g(x) Mellintransformen f*(s) + g*(s).

Beuis.

M{f(@)+g(x)} = / @) tgla)a dr = / @ g(e)a de =

—+00

- [ st / " g@)eide = £(s) + g°(5)

U

Detta visar ocksa att Mellintransformen &r linedr och med samma
forfarande som ovan fas en sats.

Sats 8. Om f(x) har Mellintransformen f*(s) sd har af(x) dir a dar
en konstant Mellintransformen af*(s).

Sats 9. Om f(x) har Mellintransformen f*(s) sa har f(ax) Mell-
intransformen a=° f*(s), ddr a dr ett positivt reellt tal.
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Bewvis. Gor variabelbytet

ar =1
t
r= -
a
dx_l
dt  a

Granserna blir: ¢t = 0da x — 0 och t — oo da £ — 0.

M{fla)) = [ fla)e e =
0
= [Tl = [T e =
400 400
= fta dt = a™* fOtdt = a=* f*(s)
0 0

O
Sats 10. Om f(x) har Mellintransformen f*(s), sd har f(L) Mell-
intransformen f*(—s).

Beuvis. Gor variabelbytet

u=—
x
dr -1
du 22
d
dr = —2°du = ——Z.
U

Granserna blirr v - 0da z — oo och u — oo dd z — 0.

+o0 0
MUQY = [ Qe e = [ (- 1du =
= (-1) 8 fu)uSuu"?du = i h (w)u=*"tdu = f*(—s)

U

Sats 11. Om f(x) har Mellintransformen f*(s), sa har f(z*) Mell-
intransformen %f*(%), dar p dr ett reellt tal skilt frdan noll.
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Bewis. Infor variabelbytet

¥ =u

D=

7= (a)r = (u)
de 1

de _ 1 1,
du p
1 1_
dr = —u% Ldu.
p

Gréanserna blir: v — oo da £ — oo och u — 0 da £ — 0.

“+oo

M= [ parpta= [ f<u><ui>8-1<%>ui—1du -
0 0
[T @t a2 [ el
e A =
1 +00 .y 1 s
= P d — _f*( =
A flx)zr ™ dx pf (p)
U

Sats 12. Om f(x) har Mellintransformen f*(s) sd har x¥ f(x) Mell-
intransformen f*(s +v). Hér dr v ett positivt reellt tal.

Beuis.

+o0o +o0o
M{z"f(z)} = /0 o’ f(x)r" dr = f(z)z"z z ™ de

0
—+00

= f(2)xC) e = f*(s+v)

0

U
Sats 13. Om f(x) har Mellintransformen f*(s) sa har f—x Mell-
intransformen —(s — 1) f*(s — 1).

Bevis. Anvinder partiell integration [1, s 252| pa integralen :

df +oo df s_ldx _
= [f(x)z* Mg 0 f(:c)(s 1)z D1y =
+oo
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Sats 14. Om f(z) har Mellintransformen f*(s) sd har x% Mell-
intransformen —sf*(s).

Beuwis.
df (z), _ /+°° df (@) v, _ /+°° df (z) ,
Anvénd nu partiell integration pa den sista integralen
d oo
mETEy ey~ [ s =
x 0
“+oo
=—s f(z)z*tde = —sf*(s)
0

O

Sats 15. Om f(x) har Mellintransformen f*(s) sa har f(x)log(z) Mel-
ar(s)

lintransformen =
* S

Beuwis.

df*(S) o d +oo a1 B 400 d - B
et N DR B O

—+00

= /0 00[0+f(x)933 log(x)z ™ dr = (z) log(z)z* tdr = M{f(x)log(x)}.

0
Har utnyttjades derivatan av en exponential

d — ielog(xs

g(xs) s ) = 2 log(x).

O

Pa liknande sédtt kan en rad andra viktiga satser for Mellintransfor-
men harledas. De hirledda satserna sammanfattas i tabellen nedan:

f(z) S (s) (a, B)
fl@)+g(@) | f(s)+g°(s) | {ar,B1) N {as,Ba)
af(z) af*(s) (o, B) a ar en konstant
f(ax) a=*f*(s) (o, B) dar a ar ett positivt reellt tal
f(2) fr(=s) (—a, =)
f(zP) %f*(%) (pa, pB3) dér p ar ett reellt tal skilt fran noll.
z¥ f(x) ff(s+v) (a0 — v, B —v) dar v ar ett positivt reellt tal.
T [ -6-1Df(-D] (@a-1,8-1)
e —sf(s) (o, B)
f () log(x) o (o, 3)
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Hér foljer nu nagra exempel pa hur satserna kan anvindas for att
harleda nya identiteter.

Exempel 5. Transformen av H(z)log(z) dr . Vi vet ju att

—+00

M{H(z)} = H(z)z*'dr = !

0 s
(se exempel (3)).
Anviind nu sats 15: M{H (z)log(z)} = L Alltsé dr

M) og(e)} = [ () og(a)e e = (76 = 55 =
-1

Exempel 6. Gammafunktionen definieras genom att sdtta f(x) =e™"
i Mellintransformen

I(s) = M{e ™} = /0 e ldy (37)

for s > 0. Faktorn e ™ — 0 da x — oo. Alltsa konvergerar den gene-
raliserade integralen oberoende av vdrdet pa s da limes gar mot odnd-
ligheten. Vid smd grinsvirden gir e=® — 1, och faktorn x*~! — oo dd
s < 1. Restriktionen att s mdaste vara positiv dr bara for att garantera
konvergens vid grinsvdrden ndra noll. Enligt sats & dar

e = O0(1) = O(2°) di x — 0T och e™® = O(x7%) dd x — oo for
varje b > 0. Detta medfor att Gammafunktionen dr analytisk @ den
fundamentala remsan (0, +00).

Exempel 7. Betrakta nu funktionen e=*log(x) som har transformen
I(s). Ty

[(s) = M{e™}
och da ger sats 15

M{e "log(x)} = /0 h e " log(z)x* 'dx = %F(s) =T"(s).
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Exempel 8. Har anviander vi egenskaperna hos Mellintransformen for-
mellt, d.v.s. utan att bekymra oss om konvergensen hos de odndliga
summorna. Med funktionen

fla) = =e P (l+e e Fqe . ) = e Tte T e 4 .

far man Mellintransformen

—x —+oco —x “+oo
M{ ° —}= / 67_3:5—1dx = / (e e Hqe 4. )a¥ dy =
1—e* 0 1—e>® 0

+oo
:/ (e—:cxs—l + €—2xxs—l + €—3xxs—l 4. )dl’ —
0

—+o0 —+o0 —+o0
= / e Tt Vdr + / e 25 e + / ey + ... =
0 0 0

Anvdnder nu sats 9

M{flax)} = a™f*(s)
vilket medfor att

= M{eT + M{e T} + M{e ) +... =

=17T(s)+27°T'(s) +37°T'(s)+...=T(s)(1°+27°+37°+...) =
= T(s)(g o + 31 L) = T(s)C(s)
dar

)=

1

e
Il

ar Riemanns zetafunktion.

Detta resultat ska anvindas senare. Har sammanfattas detta i en
sats, och bevisas mer strikt.

Sats 16.

—x

e
1—e*

M{ }=T(s)¢(s)

om s € (1,00).
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Bevis. 1 —e™* =z - g(x) déir g(z) # 0, for z € C.
Alltsa &r

Ur detta ses att

niar x — 0, och

l—e"
V a < 0 ndr x — o0, och alltsa &dr enligt sats 3 Mellintransformen
definierad for s € (1, 00). Samma géller for Mellintransformen till

n > 0.

I stéllet for den odndliga utvecklingen utnyttjar vi

e e~ (n+1)z

— _1‘1 —X L. —nx
i ef(l+e“+...+e +1—e—~"f

Som ovan i exempel 8, far vi da

).

M e T . 1 1 M e~ (nt+l)z
() =T b oMy,
Alltsa ska vi for att fa satsen visa att s € (1,00) =
e—(n—i—l)x
lim M{ }=0.

n—oo l—e=

Vilj € > 0, godtyckligt. Bestdm 6 > 0 s.a.

4 l.s—2
0< / | |de < e.
o 9()

Detta &r mojligt eftersom s € (1, 00) och g(z) dr analytisk i en omgiv-
ning av 0 och speciellt begriansad.
Da ar

oo ,—(n+1l)x 0 ,.5—2 () —
I, =| / ¢ 25 ldz| < / 1 |da + e—"5/ -
0o l—e™® o 9(x) ;s l—e™®

eftersom

|6—(n+1)x| <1
om z € [0, d] och
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|€—nx‘ S e—né

om x € [d, 00.
Viljnun >> 0s.a. den andra summanden dr mindre dn €. Observera
att

l—e®

o e—x
/ | 5 dr < o0
5

eftersom integralen i Mellintransformen &dr absolutkonvergent. Sam-
mantaget

1, < 2e
om n >> 0. Alltsa
lim I,, =0,

och darmed ar satsen visad.

Exempel 9.
+00 1
M{e™"} = / e 2"y = ZI(2)
) 272

Har har sats 11 anvdnts.

11. TILLAMPNINGAR PA GAMMA OCH ZETA FUNKTIONERNA

Kapitlet borjar med en viktig sats, som behdvs for att berdkna singu-
lara utvecklingar. Denna sats leder sedan till att polen fér Riemanns
zetafunktion kan berdknas. Forst paminns om en definition fran kom-
plex analys.

Definition 5. [4, s 355] En funktion f séges vara meromorf i defini-
tionsméangden D om den i varje punkt i D dr antingen analytisk eller
har en pol. Om f i D har polerna {a,}aca med multipliciteterna m,,
sa skriver man

F(s) = Zﬁ

acA
och kallar det f*(s) singuldra utveckling.
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Sats 17. lat f(x) ha transformen f*(s) med den fundamentala remsan
(a, B). Antag att f(x) har Maclaurinutvecklingen

f(x) = ap+ arx + agr® + ...+ aga® + O(z")

i en omgivning av x = 0, dir —y < =§ < «. Da dr f*(s) fortsditt-
ningsbar till en meromorf funktion i remsan (—~, 3), ddr den har den
singuldra utvecklingen

QAo ay Qg

f(s>x;+8—|—1++8—|—£

Bevis. Antag att f(z) har en Maclaurinutveckling i x =0

f(2) = ap+ a17 + ax® + ...+ aea® + O(27). (38)

For s i den fundamentala remsan s € («, 3) géller att

0o 1 0o
_= 8_1d = S_ld S_ld ==
/0 f(z)x* dx /0 flz)x*dx + /1 f(z)x* dx

(anvinder antagandet (38))

1 [e'9)
:/ [ap + ayx + agx® + . ..+a§x5+0(:c“’)]:cs_1d$+/ f(z)a*de =
0 1

1 1 1
— / apx® tdx + / apzx® " tdx + / asx’xtdx + ...
0 0 0

1 1 00
..+/ agxfxs_ldx—l—/ O(:c”’)xs_ldij/ f(x)r* Mz =
0 0 1

s LUS+1 x8+21
= [S] +a1[ +1] +CL2[8+2]0+...
+ [x8+§]1+/10< Nl +/°Of<>s-1d
.. Ag¢|—— xr')x X xXT)x xr =
55"’50 0 1
agp ay 'y 51 sl
= d d
S+S+1 +2 / (x :)3+/ f(z x.

Enligt lemma 3 konvergerar integralen

1
/ O(z")z*dx
0

pa intervallet (—~, +00). Integralen
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konvergerar enligt sats 2 pa intervallet (—oo, 3), vilket medfor att sum-
man av de tva integraler &r analytisk pa remsan (—~, 3). Den singulara

utvecklingen for f*(s) ar alltsa

QAo aq a9 Qg
+ + + ...+ .
s s+1 s+2 s+¢&

Exempel 10. Funktionen f(x) = e " har utvecklingen

—z - _1nn
=y U

n=0

(39)

i x = 0. Enligt sats 17 har di Gammafunktionen T'(s) = M{e "} (se

ekvation (37)) den singuldra utvecklingen

(D" 1
I'(s) <
(s) ;0 nl s+mn
i hela C.
Exempel 11. Enligt sats 16 dr
T(s)C(s) = / T gy

Jo l—e®
i den fundamentala remsan (1, 00).
Berdknar utvecklingen for % i en omgivning av x = 0. f(x
1 — e™® dr analytisk och har nollstille for v = 0 d.v.s. f(0

Utvecklingen blir dad

Y 2 .]}'3 .
fley=1—¢e"= —(1—x+§—§+ +(—1)
¢ LT
G S VS S
=z(l—=+—=—...
2l " 3l (n+ 1)!

(40)
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g(x) ar en analytisk funktion som uppfyller g(0) # 0. Eftersom h(x) =
e~ dr en analytisk funktion med h(0) # 0, sd fas utvecklingen (for
ndgra tal By,)

e® h(z) 1 Bix  Byx®> Bsa? B, z"

= = —(B e co) =
l—e™ ag(x) x( o 1! * 2! * 3! L n! )
. BQ Bl Bg[lf Bgl’2 i Bn+1ll§'n .
R TR 3T () T
o xn
=N B . (41)
n;1 T n+1)

B11 kallas Bernoullitalen: By =1, By = (_2—1), osv. Alltsa fas av detta
en sats:

Sats 18. Den singulira utvecklingen for I'(s)((s) dr

o0

C(s)¢(s)= )

n=-—1

Bn+1 1
(n+1H(s+n)

(42)

Ett generellt fenomen som observeras i exemplen ovan ar att

1
s+n

Med hjilp av de singuldra expansionerna for I'(s) och I'(s)((s) kan
polen for ((s) bestimmas. Enligt den singuldra utvecklingen (40)

" &

nl s+n s s+1 2(s+2) 6(s+3)

ceey

NN Y VL S S B B

har Gammafunktionen poler for s = 0, -1, —2,—3,.... Vid en jamfoc-
relse med den singuldra expansionen (42)

_ Bn+1 1 o B() Bl BQ B3

n+1)!(s+n) =1 s +2(s—|—1)

)+...,

n=-—1

sa observeras att den ocksa har en pol i s = 1. I en liten skiva runt
s =1 fas

B
I(s)¢(s) = —= +g(s)
s—1
dér g(s) dr en analytisk funktion i skivan. Om sedan uttrycket divideras
med I'(s) fas
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_ Lo+ g(s) _ 1 B 9(s)
)= e ~GoD T Te)

Eftersom I'(s) r en analytisk funktion nira s = 1, sa har

(5= D0(s) = (s~ D525 ffg) T 1?8) - ffg) 5= DZ)

ett gransvirde # 0 nar s — 1. Med samma teknik féljer att s = 1 &r
den enda polen till {(s). Alltsa har f6ljande sats visats

Sats 19. ((s) dr en meromorf funktion med en enda enkelpol i s = 1.

Av beviset for sats 19 foljer att

Korollarium 1.

(-m) = -2

m—+1

12. GAMMAFUNKTIONEN

Hér samlas en del egenskaper hos I'- funktionen och alternativa bevis
for redan anvénda.

—T

Gammafunktionen fas genom att sétta f(z) = e~* i Mellintransfor-

men

“+o00
['(s)=M{e ™"} = / e ¥ ldx
0

for s > 0. Gammafunktionen ar analytisk i den fundamentala remsan
(0, +00).

Med partiel integration verifieras funktionalekvationen

+o0o +oo
[(s+1)= / e gt gy = / e “rtrta dy =
0 0

+o0o +oo
= / e rdr = [—e "2t ]T — / (—e ")sz* tdo =
0 0

+oo
=0+ 5/ e ¥ dr = sI(s) (43)
0

vilket tillater att utvidga I'(s) till en meromorf funktion i hela komplexa
talplanet C.

Gamma funktionen I'(s) uppfyller ocksa I'(1) = 1.

+o0 +o0o
(1) = / e "'ty = / e aldr =
0 0
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+o0o . ) e T T
= e ’dr= lim [—];=0—(-1)=1.
0

T—4o00 —1

Med funktionalekvationen (43) kan uttrycket

B I'(s+m+1)
PO = e+ e m

hérledas. Eftersom I'(s 4+ 1) = sI'(s) och

+oo +o0
I'(s+2)= / e "ty = / e Tt dr =
0 0

+o0o
_ [_6—:cxs+l]8—oo o /0 (—6_:0)(5 + 1)£E(S+1)_1d:13 _

+o0o
=0+ (s+1) / e 2ty =
0

=(s+DIl(s+1)=(s+1)sI'(s)

d.v.s.
I(s+2)=(s+1)sI'(s)
+00 +oo
I'(s+3) = / e~ Ty = / e Tt idy =
0 0
+o0o
_ [_6—:cxs+2]8—oo o / (—6_:0)(5 + 2)$(S+2)_ld:13 _
0
+o0
=0+ (s+2) / e gDy = (s + 2)T(s 4+ 2) =
0
= (s+2)(s+ 1)sI'(s)
samt att

I(s+3)=(s+2)(s+1)sI'(s)

Detta resulterar i att

+o0 +oo
F(s+m+1)= / e Tglstmi =gy — / ettty =
0 0

+o0 +o0
= [—e—%5+m]g°°—/0 (—e ) (s+m)xtT™ 1y = O+(s+m)/0 e

=(s+m)'(s+m)=(s+m)...(s+2)(s+1)sI'(s)

(44)

(46)
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alltsa

Cis+m+1)=(s+m)...(s+2)(s+ 1)s['(s).
Vilket ger att

B F(s+m+1)
') = ) 61 oeT s

Detta visar att uttrycket for I'(s) ovan precis som (54) har enkelpoler
for s=0,—-1,—-2,-3,....

Med samma resonemang som ovan kan man visa att om s = n i
funktionalekvationen dar n &r ett positivt heltal fas

'n+1)=nl'(n)=n(n—1)(n—2)...3-2-1=nl
Om s =s—11 (43) fas

['(s)=(s—1DI'(s—1)

dar

I(s—1)=(s—2)'(s —2).

Alltsa kan uttrycket skrivas som

Cis)=(s=1)I'(s—=1)=(s—=1)(s = 2)'(s —2) (48)

OSV.

Pa liknande sétt kan man visa att om s =1 — s i (43) fas

M1—s)=(=s)'(=s) =(=s)(—=1 =s)['(-1—)

OSV.

En annan viktig funktionalekvation for gammafunktionen dr Eulers
reflexionsformel

T
I'(s)['(1 —s) = 49
(00— 5) = s (49)
Om s = % i formeln fas att
1 1 T
P =5) = —
2 27 sin(my)
1 1
r'=Ir-=)=
(N(G) =
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I'(;)=vT (50)

dar den positiva roten valjs, eftersom F(%) > 0. Gammafunktionens
faktoriseringsegenskaper kan ocksa anvindas for att berdkna t.ex. F(%)

Exempel 12. Genom att anvinda funktionalekvationen I'(s + 1) =
sU(s) pd T'(Z) samt ekvation (50) fis att

7 3 5.9, 5.3 933

Q) =rG+1)=5IG) =G +1)=5510)
53 .1 531 1 531 1-3-.5
=5 G5 Q) =5V =y VT

Om n &r ett jimt positivt heltal kan pa liknande sitt ett generelt
uttryck skrivas. Detta gors genom att sidtta s = "TH i ekvation (48)
vilket ger

F(n—gl):(ng—l_l)(n—gl_2)F(n—2|—1_2):
:(ngl)(n;?))r(n;?)):(ngl)(n;i’))(n;S)
n—(n—>5) m—=3), n—(n—-1)_n—(n-1)

L [

n—1 n—3 n—>5 5.3.,1. 1)
O A0 -
S ] (51)

Gammafunktionen introducerades av Euler [3]. Den kan ocksa skri-
vas, for alla rella eller komplexa tal s, med formeln

= (

1 st S| =s
— = se’’ 1+ —)em 52
o T e (52)
dir v dr Eulers konstant som definieras av
li [1+1+1+ + ! 1 ] ~0,5772 (53)
= lim —+-+...+— —logm| ~ .
7= 573 m g )

Med (52) kan man visa att

s

‘ m!m
[(s) = Jim, s(s+1)(s+2)(s+3)...(s+m)

For varje s = 0,—1,—2,—3, ..., har I'(s) enkla poler.

(54)
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Exempel 13. For att berikna residyn vid polen s = —3 fas enligt (54)

Res(I'(s), =3) = (s + 3)['(s)s——3 =

S

mlm
T (st 1)(s+2)(s+4).. . (s+m)
' mlm=3 B
" A ) CDMRE) . (m—A)(m—3)
mlm=3 (m—2)(m—1)m

m=2 (=3)(=2)(=1)(1)(2)(3) ... (m = 4)(m = 3) (m — 2)(m — 1)m

m!m=3(m —2)(m — 1)m

TR D DWE) . m)
i m~2(m—2)(m—1) i m~2(m* —3m+2)
m—oo  (=3)(=2)(-1) m—oo (=3)(=2)(=1)

— lim (1_%_'_%) _
m—oo (—=3)(=2)(—1)

_ 1 (-1)°
- (=3)(=2)(-1) 3

Generellt sett ar residyn vid en pol s = —n dér n ar noll eller ett

positivt heltal

Res(I'(s), —n) = (—nll)" = Fg;zi)nl) :

Summan av residyerna vid polerna pa den negativa reella axeln inklu-
sive origo for I'(s) &r

= (-1)" 1 1 1 1

n=0
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