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HERMITEPOLYNOM 3

1. INLEDNING

Arbetet kommer i mangt och mycket behandla en uppséattning poly-
nom som gar under namnet Hermitepolynom'.

Lat oss inledningsvis titta pa de forsta i raden av dessa, for att pa
sa sitt bilda oss en uppfattning vad kommande sidor kommer handla
om:

po(z) = 1

m(zr) = 2z

po(z) = 42* -2

p3(r) = 8% — 12z

pa(x) = 162" — 482% + 12

ps(r) = 322° — 1602° + 120z

ps(z) = 642° — 4802* + 72027 — 120

Jag ska forsoka presentera specifika egenskaper som dessa polynom
har samt ge en liten inblick i hur de praktiskt anvénds och i vilka syften.

2. HERMITEPOLYNOM

Hermitepolynomen betecknas vanligtvis som H,(x) dir n &r grad-
talet for det specifika polynomet.

En vanlig definition av polynomen gors med hjilp av Rodrigues
formel:

Definition 1. Ldat n vara ett heltal. Hermitepolynomet av grad n ges

da av .
H _— ]. " I2 $2 2.]_
n(z) = (=1)"e" —e (2.1)

Exempel 1. Ldt 0ss m.h.a. formel (2.1) berikna vardet for de fem
forsta H,(x), och jimfora resultatet med polynomen givna i inlednin-
gen. Vi borjar med att rikna ut derivatorna:

%6_362 = (=2z)e™

2
_dcinz e = % (%6_m2) = % ((—Qx)e_mg) = (42° — 2)e*
d? d [ d? d
e = R e S R

d* e d [ d . d 2
—e™ = | —e | = —( (122 = 83e ™™ | =
dzt© dx (d:c3e ) dx (( z = 8a7)e )

= (12 — 4822 + 162%™

1Efter den berémde matematikern Charles Hermite
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Sétter vi in dessa vdrden i definitionen av H,(x) for respektive n-vdrde
far vi

Ho(x) = 1

Hy(z) (=1)e* (=22)e™™ = 2z (2.2)
Hy(x) ¢ (42 — 2)e™™ = 4a? — 2

Hj(x) (—1)e” (122 — 82°)e ™ = 8z® — 12z

Hy(z) = € (12 — 482 + 162%)e™ = 162* — 4822 + 12

Vi ser att dessa fem Hy(x) dr identiska med de fem forsta p,(z) givna
1 inledningen.

Lat oss nu visa att H,(x) verkligen ar polynom for alla n.
SATS 1. H,(z) dr polynom fér alla heltal n.

Bewvis. Vi har redan visat att pastaendet ér sant for n =1, 2.
Fran ekvation (2.1) f6ljer att:

2

dn
— (e—ﬁ) = (—1)"H,(z)e® (2.3)
Lat oss anta att H,_;(x) dr ett polynom av grad n — 1.
Sétter vi m = n — 1 i ekvation (2.3), far vi
a1 2 2
— (e—z ) — (—1)" YH, i (z)e® (2.4)

Deriverar vi (2.4) m.a.p. x far vi (2.3), dvs.

g () = g (o (7)) g (o) =

Y ()] e ) s (a) (20
d 2

= (1) [Haa ()] €7 4 (= 1) Hyoa ()22 =

alltsa
Hy(z) = (2;(; - %) H,1 () (2.5)

och om H,_; dr ett polynom av grad n — 1, s& far vi enligt (2.5) att
H,(x) ar ett polynom av grad n, och pastaendet &r sant for alla n enligt
induktionsprincipen. Il

Néar vi nu bildat oss en uppfattning om hur dessa polynom ser ut
och hur de effektivt kan uttryckas i en kompakt form, kan vi borja
titta pa vilka egenskaper de har och var i matematiken de visar sig
vara anvandbara.
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Lat oss borja med att titta pa en viss differentialekvation dér det
visar sig att Hermitepolynomen dyker upp i l6sningarna.

3. HERMITES DIFFERENTIALEKVATION

Hermites differentialekvation dr ett special fall av ett Sturm-Liouville
problem.

Definition 2. Lat p(z) > 0, r(z) > 0 och q(x) vara givna funktioner,
ai, as, by och by vara givna konstanter och egenvirdet \ vara den okinda
parametern. En differentialekvation dver ett intervall a < v < b pa
formen

(r@)y @) + (alx) + 2p(@))y(@) =0,  a<z<b  (31)
tillsammans med randvillkoren

{aly(a) + ay(a) = 0
biy(b) + bay'(b) = O

kallas for ett Sturm-Liouville problem (S-L problem).

S-L-problem spelar en viktig roll inom tillimpad matematik. Den
tillhérande teorin hjélper oss t ex vid 16sningen av en mingd randvéirde-
sproblem (olika matematiska formuleringar av problem fran fysiken).

Exempelvis kan man med hjilp av S-L teorin 16sa olika “varmeproblem”
och “vagproblem” (se vidare [4]).

Definition 3. Differentialekvationen:
y' —2zy +2ny =0 (3.2)

ddr n dr ett icke-negativt heltal, kallas Hermates differentialekva-
tion.

Observation 1. Ldt i Definition 2, [a, b] ersdttas med (—oco, 00), p(x) =
e q(z) =0, 7(x) = e /% och A\ = 2n. Vi ser da att ekvation (3.1
blir

dx dx

som dr definierad pa —oo < x < oo. Deriwerar vi uttrycket inom par-
entesen samt multiplicerar bida sidor med e*/? far vi ekvation (3.2).

d 25 2
(em /2—y> +2ne "2y =0 (3.3)

SATS 2. Hermitepolynomen H,(x) dr lésningar till ekvationen (3.2).

Beuis. Lat oss forsdka bevisa denna sats i tva steg: ett dar vi forsoker fa
en allmén bild 6ver hur I6sningarna kommer se ut, och det andra dar vi
forsoker visa en koppling mellan dessa losningar och hermitepolynomen.
Steg1: Lat

[e.9]

y = Zajxj. (3.4)

J=0
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Da ar
o
y'= jaal
=1
och

y'= i = Daga’
j=2

Om vi stoppar in dessa i ekvation (3.2) far vi:

Zj(j — Dajaz’™? — Qijajxj_l + ZnZajxj =0
=2 j=1 =0

som kan skrivas som:

ST +2)( + Dajaer? =Y 2jaja’ +3 2naja’ =0
§=0 §=0 =0

Alltsa har vi att:

o

Z <(j +2) (U + 1) ajs2 — 2ja; + 2naj>a:j =0

j=0

och vi far den rekursiva relationen
(J+2)(+1)aje —2ja; +2na; =0, j=0,1,2,...

Ur denna kan vi 16sa ut a;9:

o 2G-w
G2+ "

7=0,1,2,... (3.5)

Vi observerar hir att varje a, kan for jaimna n skrivas som en multipel
av ag och for udda n som en multipel av a; pa féljande sitt:
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L
= 5 ap=—nag
o 201-n)  2(1-n)
R IR TG e TR
_ 2(2—-n) _22-n)  22-n) —2n
“EeTer ™ 43 T g T2 T
_2@2-n)(=n)

41 0
_ 2(3—n) 23-n)  2(3-mn) 2(1—-n)
BTBTB+)®T 5.4 BT 5.4 3 T
:22(3—n)(1—n)a

5! !
24 —n) 2(4-n)  24-n) 22-n) —2n
CL6—<4+2>(4+1>G4— 65 a4 = 65 . 43 . 5 ag=
_ 23(4 —n)(2 — n)(—n)ao

6!

Stoppar vi in dessa a-vérden i (3.4) far vi att

y(@) = ao+ a1z + apr® + a3z’ + agxt +asx® + ... =
22(2 —n)(—n
= a0<1+(—n)x2—|— ( 4l)< )x4+...)—|—
2(1 — 22(3 —n)(1 —

Resultat ovan kan sedan uttryckas som féljande lemma:

Lemma 1. Varje losning till ekvation (3.2) kan skrivas som:

y(ZE) = aoyj,n(x) + alyu,n(x)
dar

yin(r) = 1+ (—n)z*+... (endast jamna potenser)

Yun(T) = T+ @x?’ +... (endast udda potenser)

Att I6sningarna i lemma 1 &r polynomiella kan man illustrera med
féljande exempel.

Exempel 2. Lit oss betrakta fallet n = 6, samt begynnelsevirde prob-
lemet dir y(0) = ag = 1 och y'(0) = a1 = 0, dvs. lat oss titta pd
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losningen till
y'—2x4+2-6y=0

y(0) =1 (3.6)
y(0)=0
Da ay = 0 foljer det fran lemma 1 att alla udda potenser kommer

forsvinna fran losningen, och det som blir kvar dr

y(x) = aoyjn(T)

vt har vidare givet att ag = 1, ur detta foljer att

a = —n-ay=—06

ay, = 22(2*;1!)(%) Cag = 22(2*46!)(*6) — 4

P 23(47n)(27n)(7n)a _ 2°(4-6)(2-6)(=6) _ _ 8
6 6! 0 6! 15

Hur blir det med ag?
=0

—
LG _206-6
* T 6+2)6+1)°
Vi vet dessutom fran relationen (3.5) att ayg kommer vara en multipel
av ag, att a1o kommer vara en multipel av a9 osv. Resultatel blir med
andra ord att

a8:a10:a12:a14:...:0
alla jamna potenser storre dn 6 kommer alltsa forsvinna fran losnin-

gen och det som blir kvar dr 4 nollskilda koefficienter. Vi far foljande
polynom,

y(z) = ag <1 + (—n)a? + ZEEm g0y PU-mCon)(n) ze) _
= 1— 62?4 4a* — 2af

En heltalsmultipel av detta polynom dr vad som i inledningen definier-
ades som hermitepolynomet av grad 6:

Hg = 6425 — 4802* + 7202% — 120

Observation 2. Hermitepolynomen dr i sin grundform definierade till
att den ledande koefficienten ska vara 2", dir n dr det specifika poly-
nomets gradtal.

Vill vi att l6sningen till ekvation (3.6) ska vara pd just denna form,
dterstar det bara att transformerar dess ledande koefficienten till 2°.
Detta dstadkommer vi genom att multiplicera y(z) med

15

— .20 =120
8

dvs.
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8
—120y(x) = —120- <1 — 62” + 4t — 1—5x6> =
= 6425 — 480z + 72022 — 120

Vi fick redan hdr en inblick i att en koppling existerar mellan lds-
ningarna till ekvation (3.2) och hermitepolynomen, det formella beviset
tllustreras dock 1 steg 2 nedan.

Det visar sig att ekvation (3.2), dir n = 0,1,2,... alltid kommer ha
en polynomiell 16sning av grad n. Vi kan sammanfatta detta i féljande
sats:

SATS 3. Lat n vara etl positivt heltal.
(1) Om n dar jamnt, sa kommer begynnelsevirde problemet:
ap = 1,a; = 0 ge oss en polynomiell losning till ekvation (3.2).
(2) Om n ar udda, sa kommer begynnelsevirde problemet:
ap = 0,a1 =1 ge oss en polynomiell losning till ekvation (3.2).
For ett fixt heltal n definierar vi:
| yun(x) noudda
Yn(2) = { Yin(x) njdmnt
som en ldsning till ekvation (3.2).
(3) alla polynomiella lésningar till ekvation (3.2) skriver vi som

Steg2: Da vi vet hur l6sningarna kommer se ut kan vi nu bevisa hur
dessa kan kopplas till hermitepolynomen. Lat oss bérja med en vi-
dareutveckling av observation 2, och avrunda med ett formellt bevis.

Observation 3. v, ,, och y;, dr bida dndliga, och den ledande koeffi-
cienten kan ldtt fas fram m.h.a. den rekursiva relationen (3.5).

Exempel 3. Ldt n vara jimnt.

B 2(n—2—mn) o 2(-2)
T 24 2m -2+ nn—1) "2
B 2(n—4—n) B 2(—4)
2 = A At ) T —2)(n—3)
B 2(n—6—mn) B 2(—6)
Gt = i —6+2)(n—6+1) """ (n—d)(n—5 "
2(2 — n) 2(2 — n)
“T 2re+n™T 13 ®
v = 2(0 —n) " :2(—n)a :2(—n)
? 0+2)(0+1) " 10T 21
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fran detta far vi att

S22 A A6 22-m) 2Aon)
" nn—1) (n—2)(n—-3) (n—4)(n—75) 4-3 2.1
(= 1)"n(n—2)---6-4-2 2M/2(—1)n/?
B n!  (n—1(n-3)---5-3-1

Férn =6 far vi alltsa
26/2(_1)6/2 23(_1)3 —8
a6 = = = —
(6—1)(6—3)(6—05) 5-3-1 15
dvs. samma som 1 exempel 2.
For udda n kommer den ledande koefficienten bli:
2(n—1)/2(_1)(n—1)/2
nn—2)(n—4)---5-3-1
Enligt observation 2 kan man nu transformera varje 1sning v, (x)
till att vara pa formen H,(z).

SATS 4. Lat n vara ett heltal. Vi far att
H, () = tyya(z)

an, =

dar
L (—1)"/2. —(n71)(n;/32)---5-3-1 : 2" ddr n jamnt
" (—1)(n=1/2. n(n_?(iﬁf/);'a&l 2" dir n udda
och

H,(z) = Hu(x)

Alltsa har vi sett att l6sningarna y,, ar, sanir som pa multiplikation
med en konstant, Hermitepolynomen. Varfor detta dr sant kommer
strax behandlas, men forst ett nyttigt lemma:

Lemma 2. Om y, dr en polynomiell l6sning till ekvation

y'(x) = 22y (x) + 2ny(z) = 0 (3.7)
sa dr vyl en polynomiell losning till
y'(x) = 22y (z) + 2(n — 1)y(z) = 0 (3.8)

Beuwis. Lat oss fixera ett heltal n, samt observera att om man deriverar
ett n-polynom far man ett nytt polynom av grad n — 1. Vi kan vidare
satta
Yn = fn
y’:z = fn—l
Da y, 16ser ekvation (3.7) foljer det fran lemma 1 att f,,_; 19ser
y' () = 2zy'(x) + 2(n — D)y(z) = 0

alltsa loser y/, ekvation (3.8).



HERMITEPOLYNOM 11

Korollarium 1. Det gdller vidare att:

yq/z =Cpn *Yn—1 (39)

Om vi antar att y,, dr en polynomiell 16sning till ekvation (3.2), kan
ekvationen efter omskrivning uttryckas som:

1 1 /
alw) = = (i(2) — 22y, (=) (3.10)
Vidare vet vi att

d ’ —x2 _ 1" —z? ’ —z? _

— (@) = yi@)e —2my,@)e =
= e (yl(x) — 2a9,(x))
=

z? d / —z? _ 7 o /
e = (v@e™) = yia) - 20, ()

och ekvation (3.10) kan skrivas som:

() = e () ) (.11)

enligt den rekursiva relationen (3.9) kan vi skriva (3.11) som

Cn 22 d 2
olw) = =52 = (s ()e ™)
For att forenkla rédkningen nagot, kan vi lata C,, = &=, dvs.
(@) = ~Cue” - (pua(w)e™) (3.12)
() = —=Che® — (yn_1(x)e .
Y dr Yn—1

Vi kan nu “upprepa” formel (3.12), samt samla alla konstanta faktorer
i C-tal:

Ynr () = _On—16$2% (yn—z(x)e_ﬂ”Q)
Yn—a(w) = - n—QGmQ% (yn—s(x)e_””2>
: y B}
) = o () )
yi(z) = —016352% <6—$2>
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Vi far alltsa att:

22 d 2 d g2 —22\
yn(z) = —Chre %<[—Cnle %<yn,2(:c)e )16 )-

2 d 2 2 d g2
= (=1)%*C,Cp_1€" . (ex e — <yn_2(x)e )) =

2 d? 22
= (=1)2C,Cp_1e" ) (yn_g(x)e ) =

2 d3 2
= (1) CCaaCrze™ o (ynoal@)e ™) =

. 2 dn—1 2
= (=1)"1C,CHh1Cp g Coe™ —— (yl(:c)e’“ ) =

dxm1
n 172 dn _$2
= (<1)"CoCiCrsy - CoChe %(e )
dvs. p
ya(z) = C(=1)"e %(e— ) (3.13)

dér C' = C1Cy - - - C,,. Enligt ekvation (2.1) kan vi nu skriva losningarna
som:

yn(z) = C - Hp(x) (3.14)

vilket bevisar pastaendet att Hermitepolynomen loser differentialekva-
tionen (3.2), och ger oss samtidigt ett intressant tillimpningsomrade
for polynomerna. U

Fran teorin om Hermites differentialekvation visar det sig vidare att
man kan hérleda en rekursiv relation fér Hermitepolynomen. Lat oss
nu forsoka géra just detta.

4. HERMITEPOLYNOMENS REKURSIVA RELATION

Da H, ar losningar till ekvation (3.2), far vi fran lemma 2 att H,,
uppfyller ekvationen:
y" —2xy’ +2ny =0
samt att
H,\(x) = c- Hy(x) (1.1)
Tittar vi ndrmare pa ekvation 4.1 ser vi att den ledande koefficienten
for H) ., (z) kommer vara 2"t (n+1) och f6r ¢H,(z) dr den ¢2". Vi far
alltsa att
2n+1(n + 1)%’”
c-2"z"
Ekvation 4.1 blir m.a.o.

1, () = 2(n + 1) H, (2) (4.2)

}:>c:2(n+1).
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om vi vidare later indexeringen for H)_ (x) att vara n, far vi
H)(x) =2nH, () (4.3)
Ett resonemang liknande det ovan ger ocksa relationen
HY 1 (2) = 2(n + D H) (2)
denna tillsammans med relation (4.3) ger oss

HY (1) = 2(n + DH(2) "2 2(n + 1)2nH,_i(x)  (4.4)

D& hermitepolynomen loser differentialekvationen (3.2) kan vi skriva
detta som

Hy () =22 Hy oy (2) 42(n 4+ 1) H g (2) = 0

(1.4) (4.2)
=

2(n+1)2nH, 1(x) — 222(n + 1) H,(z) + 2(n 4+ 1)H,y1(x) =0
=

2(n+1)2nHy—1(x)  222(nt1)Hp(x) + 2(n+1)Hp41(x) -0
2(n+1) 2(n+1) 2(n+1)
=
2nH, () — 2z H,(z) + Hyp1(x) =0
=
Hy1(x) =22H,(x) — 2nH,_1(x) (4.5)

Relation (4.5) brukar kallas Hermitepolynomens rekursiva relation.
Lat oss nu vianda blicken pa egenskapen att Hermitepolynomen &r
ortogonala, och férklara inneboérden av detta.

5. ORTOGONALITETEN

Jag forséker har ge en inblick vad som menas med ortogonala funk-
tioner, vi borjar med ett par definitioner:

Definition 4. Styckvis kontinuerliga funktioner C,(a,b): Lat f
vara kontinuerlig pa a < x < b, utom mdjligen i ett visst dndligt antal
punkter xi,..., T, 1

rp=a<r1 <9< ...<xp_1<b=uzx,
Vi antar att alla ensidiga gransvarden for f existerar

f(xat) = xligla f(z), f(xo—) = lim f(z)

T>Tq r<Tq

Om detta gdller sd har vi att Cy(a,b) dr ett funktionsrum, dvs. om
f17f2 € Cp(a’a b)7 C1,C2 € R; sa

cifi + cafo € Cypla,b), fif2 € Cyla,b).
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Om Cy(a,b) dessutom dr ett euklidiskt rum, finns en inre produkt,
som definieras som

(i fo) = / f(2)g(x)da

och uppfyller axiomen:

(1) (f +g.h) = (f,h) + (g, )
(3) (f,.f)=0

dir f,g,h € Cy(a,b).
Vi definierar normen for f som

1= (f, F)? = (/abf(x)%)m

samt avstdndet mellan tvd funktioner i Cy(a,b) som

If =gl = (/ab(f(x) - g(rv))zdx) "

Med dessa definitioner i grunden kan vi nu ge oss pa en definition av
vad som menas ortogonalitet.

Definition 5. (Ortogonalitet)
Twa funktioner i Cy(a,b) sigs vara ortogonala om inre produkten mel-
lan funktionerna dr noll, dvs. om

/ f(@)g(x)de = 0 (5.1)

Det ar brukligt att man normaliserar ortogonala funktioner pa ett
liknande sétt som for vektorer, dvs. delar funktionen med dess norm.

Exempel 4. Vi kan ldtt visa med givna definitioner pa inre produkt
och norm, att normen av en normerad funktion dr lika med 1:

(e ) = e ([ 7)™
1)

@l =

Vi kan nu utvidga definitionen av ortogonalitet och normalitet till
att dven gilla for en hel méngd av funktioner, eller riattare sagt for en
family av funktioner.

Definition 6. En familj funktioner {1(z),}_, kallas ortogonal om

(Yn, V) =0 din=m
En familj {¢(x),}_, kallas for ett ON-system om

(¢m¢m):{0 din#m

1 dan=m
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Lat oss titta pa ett exempel som forhoppningsvis hjilper oss att
forsta begreppen ortogonalitet och ON-system lite béttre.

Exempel 5. Betrakta familjen {cosnx}°%, i intervallet 0 < z < 7>

fo oS m: oS mxdx din#m

fo cos® nxdx = din=m

(cosnx,cosmz) = {
27

_{ f0005n+m)x+cos(n— m)xdr =0, din#m

o cos® nxdx = 5, din=m

Vi har alltsa att i intervallet 0 < x < 7 sd ar familjen {cosnx}
ortogonal om n # m. For att {cosnz}o°, ska bli ett ON-system mdste
Vi MOTMETa COS NI:

CcoS Nx 2
m:\/;cosnx, (n:]_,Q,)

Familjen {\/gcos nac} dr nu ett ON-system.?

n=1
5.1. Ortogonala polynom. Innan vi ger oss pa att betrakta poly-
nom, lat oss gora en liten utvidgning av Definition 5:

Definition 7. En familj av funktioner { f,(z)}°, sdgs vara ortogonal
med viktfunktion v(z) pd intervallet [a,b] om:

/fn ) fm(@)v(2)dz = 0 (5.2)

for varje m # n, dir v(z) dr en firx icke-negativ funktion som inte dr
beroende av m och n.

En viktig klass av ON-system &r just den som bestar av ortogonala
polynom {p,(z)}:2,, dér n dr polynomets grad.

Forutom egenskap 5.2 besitter dessa manga andra anvindbara egen-
skaper i stil med de som hér visas for Hermitepolynomen.

Ortogonala polynom &r av stor betydelse i matematisk fysik, approx-
imations teori, teorin om mekanisk kvadratur osv.

5.2. Hermitepolynomen och ortogonalitet. Det visar sig att f6l-
jande géller for Hermitepolynomen och viktfunktionen v(x) = e’ pa
intervallet —oo < z < oo:

e o dam#n
/_ e " Hpy(v)Hy(x)dx = { 2ipl/E dan —m (5.3)

(e 9]

Qpéminner om att:

. — COST - COS Y — SN T - i1 1 cos(x cos(x —
{ cos(z +y) = cosx - cosy sinz-siny coszcosy = (x +y) + cos(x — y)
cos(x —y) =cosx-cosy +sinz - siny 2

familjen {cosnz}22, (observera att n tillats vara 0), anvinds bla. for att fa
fram Fouriers cosinus serier
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Exempel 6. Visa att (5.3) gdller!

Bewvis. Fran Observation 1 vet vi att Hermitepolynomen l6ser differen-
tialekvationen (3.3), vi kan alltsa skriva:

e 4 (e-IQH;(x)) + 2nH,(z) =0 (5.4)

dz

Lat oss dessutom skriva denna ekvation da H,,(x) utgor losningen:

e”jQ% (e‘rQan(x)> + 2mH,,(z) = 0 (5.5)

multiplicerar vi ekvation (5.4) med H,,(z), ekvation (5.5) med H,(z)
och subtrahera dessa, far vi:

e (Hm(@d% (e—wQH,g(x)) —~ Hn(x)% <e—$2H;n<x>>> +
—2(m — n)Hy () H,(z) = 0

Hola) (e H@)) = 5 (Holohe ™ i) ) - e Ho) 0

Z ] (5.7)
H, () (e‘szT’n(:p)) = (Hn(x)e_”"QH;I(x)) - e—xQH;l(x)Hiléz)

stoppar vi in (5.7) och (5.8) in i (5.6) och integrerar denna fran —oo
till oo far vi:
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Vi ser att (5.9) &r pa formen: ett polynom delat pa en exponentialfunk-
tion. Det finns ett standardgrénsvirde som lyder lim, . ﬁ—: = 0 och
observationen att ett godtyckligt polynom:

x4 a, 12" . .+a113+a0| <|apx"+an_12"+. . . Fajx"+agx™| =

= (an + ap_1+ ...+ a1+ ag)x"| < |b,||z"|
gor att uttrycket (5.9) dr lika med noll. Dvs.

/ ¢ Hy(z)H, () =0, dam#n (5.10)
Vi har saledes visat att polynomen H, (x) dr ortogonala med avseende
péa viktfunktionen e**. Det som aterstar att visa &r vad integralen i
(5.3) blir d& m = n.

Lat oss definiera funktionen I som

I(n,m) = /_00 e " H,(x)H,n(z)dz. (5.11)
Da ar
Im—1,n+1)= /Oo ¢ Hy1(x)Hp 1 (z)dz = 0 (5.12)

Vi har i avsnittet om Hermitepolynomens rekursiva relation sett att
foljande relation galler:

H,1(z) =22H,(x) — 2nH,_(2) (5.13)
om vi sétter in (5.13) i (5.12) far vi

/00 e—l’QHn_l(x) <2an(x) - 2an—1(x)>dx —0

= / 2z H,_1(z)H,(z)dz — Qn/ e Hy_1(x)Hp_1(z)dz =0
I(nfrnfl)
= / 2xe ™ H,_1(z)H,(x)dz = 2nl(n — 1,n — 1) (5.14)
Enligt Rodrigues formel (2.1) definierades hermitepolynomen som
v _ e
Hn — (—1)" 22 %
(1) = (-1 o

M.h.a. denna far vi att ekvation (5.14) blir:

/00 2z (—1)”_16“"’2dn—_le_g”2 (—1)"ex2£e_x2 dr =
_ dan=t dxn B

=2nl(n—1,n—1)

> —z2422 _1)\2n—-1 dn—l —z2 z2 dn —z2 o
= 2ze (—1) e e | ome dx =
o " "

=2nl(n—1,n—1)
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= (—1)/_002xe ’ |:d$"16 2} {%e 2] dr =

=2nl(n—1,n—1) (5.15)

Vi observerar nu att:

e i () = () e () =
d

—_= ex

varav ekvation (5.15) blir:

oo i 2
—00 T

Observera vidare att:

I(n,n) = /_OO e H,(x)H,(z)dx =

= /_C: 612% (6712) j% (e*ﬁ) dx (5.16)
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vi ser att (1) ar lika med I(n,n), och (2) blir om vi partialintegrerar:
dar 2 22 dar—1 g2 >
@) = Lz— (<) ( o (€ ))]Oj
* d d” 2 22 dr—1! 2
i )] (e () -
PR )]
- ¢ dx™ © dxn1 ¢ B

o

TS
. dxnt+l dan—1
dvs.
dr d! N
onI(n —1,n—1) = I(n,n) — {er% (<) (e)} .
* 2 dn+1 —z2 dn_l —a?
+/_ooe g () g () e 617

:I(n+l,n7\1r) enl. (5.16)
Vi vet fran (5.12) att I(n+1,n — 1) = 0, samt att
d" —z? —x
o <€ ) = pn(z)e
dér p,(x) ar ett polynom av grad n (se ex 1). Vi far alltsa att:
e$2£ (€_$2> ! (6_$2> - [6$2 (z)e™™ 6_332]00 =
dzm dxn—1 B P Pt —oo

—00

2

o0

= [ n(x)Pn—le_gEQ] =

o Pu(OPea ()~ pa(ps (6)
00 ef?
=0
och ekvation (5.17) blir:
2nl(n —1,n—1) = I(n,n) (5.18)

Ur denna rekursiva relation far vi da att:
I(n,n) = 2nI(n—1,n— 1) = {upprepad anvindning av (5.18)}
= 2n2n—1)I(n—2,n—2)] =
= 22n(n—-1)[2(n—-2)I(n—3,n—3)] =

_ 2"n(n—1)(n—2)-...-2-11(0,0)
= 2"n1(0,0)
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Med hjilp av definitionen av I (se (5.11)), ser vi att:

1(0,0) = / T ey (5.19)

(e 9]

Lemma 3. Den generaliserade integralen i ekvation (5.19) dr lika med

VT, ds.
1(0,0) = /7

Beuvis. Lat oss borja med att titta pa 1(0,0)%:

1(0,0)* = / _x2dx/ e dr =
/ e’ dx/ e ¥’ dy = {#ndrar inte l5sningen}
U/:7"2 rT= u= r—00=U—00
/0 /0 e ’l”d’f’de = \du=2rdu 7u=0 - }

1 e}
= —/ d@/ e‘”rd—u =
2 Jo 0 r

— W/O “du-w[—eiu]gozﬂ(oJfl):

= 7

88
8

/ v’ dedy = {polira koordinater}

o0
[e.9]

5’8

och vi far alltsa att:

1(0,0) = /7

U

Fran lemmat foljer vidare att
I(n,n) = / P Hy (@) Hy(2)dz = 2'nl/E (5.20)
Alltsa géller (5.3). O

Den just beskrivna ortogonalitetsegenskapen kan vi nu anvinda for
att utveckla diverse olika styckvis kontinuerliga funktioner i termer av
Hermitepolynom.

5.3. Utveckling i serier.

SATS 5. En styckvis kontinuerlig funktion f(x) kan uttryckas i termer
av Hermitepolynom:

i ol (2) = { f(z), ddr f(x) dr kontinuerlig

w, ¢t alla diskontinuitetspunkter

dar

o = m,f/ e f (o) Hy (o) de.
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Denna ortogonala serieutveckling brukar kallas Fourier-Hermite
seriteutveckling.

Lat mig illustrera utvecklingen med ett konkret exempel.

Exempel 7. Betrakta f(x) = e, dir a dr ett godtyckligt reellt eller
komplext tal. Enligt satsen ovan har vi att:

= cuHu(z) (5.21)

ddr

1 > —2?4azx
Cn = N e H,(x)dx =

—a:2+a:v 1)7163:

wf/

— 2"n'\/_ —e_ “da (5.22)
Lat oss paminnas om att, gwet tvd funktioner g(x) och f(x), kan vi
partialintegrera produkten f(x)g'(x) enligt foljande:

/ @) @)de = [F)g(a)) s / Syl

lim f(z)g(x) =0

r—+0o0o

och om

far vt alltsa att

/ fla)g'@ytr = - [ Z F(@)g(a)d (5.23)

Dé vi i (5.22) har
o d’n,
/ e . g (e_x2> dx

samt att )
Se Fx 1
d?’L
lim e . — (e_”2> = lim e*- p”(f) —
r—+too dx™ T—Fo00 er
= {Std. gransvdirde: lim M :()}
n—=+oo et
=0
far vi att
> axr dn 7I2 > d axr dn_l 712
/_of g () e = —/_m@@ ) g () o=

> ax dnil 7ZB2
= —/_ ae e (e )dx

[e.9]
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Upprepar vi denna process n ganger, samt observerar att

dn axr n _axr
e (e**) =a"e
far vi
/OO axr dn ( —1'2) d ( 1)7’1, /OO n _axr —x2d
e . — (e x = (— a"e’ e " dx =
= (—1)”/ a"e™ " dy
dvs.
(C D v _ o
- — CLCE_ x d —
2nnl\/m _ooe dn©
a” o 2
— ar—x d —
2rnl/m J_ o ‘ v
_ a™ 6(71)<127ax+(%)27(%)2)dx _
2rnly/m o
= a 6(71)(17%)2+%d1‘ =

a” 2 ° a)? = g
= a/4 (—1)(:2—7) _ Y x b}
2"n!\/7_r6 o c o du { dy = dx

= 2n§!ﬁe“2/4 N eV dy = {se lemma 3}
a” 2
— a /4 =
2”n!\/7_re VT
. a" a2/4
2]

Vi kan alltsd enligt (5.21) uttrycka funktionen e, ddr a dr ett godty-
ckligt reellt eller komplext tal, som

0 n
ar __ _a%/4 a _
e =e EZO 2nn!Hn(x), 00 < T < 00

Nog om detta lat oss nu titta pa Hermitepolynomens Genererande
funktion, vad denna &r bra for och hur den anvinds praktiskt. Men
forst lite allmint om genererande funktioner

6. GENERERANDE FUNKTIONER

Definition 8. Ldt ag,aq,as, ... vara en talféljd, funktionen
G(t) = ap + art +ast® + ... :Zaktk (6.1)
k=0

kallas for talféljdens genererande funktion.
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Att en foljd har G(t) som genererande funktion brukar ibland beteck-
nas:

{ar}Zo 2 G(1)

Observation 4. Om endast dndligt manga element i foljden dr skilda
fran noll far vi alltsd att G(t) da blir ett polynom.

Exempel 8. Den genererande funktionen for foljden 1,1,1,... drt ex
1
G(t)=——
t)=1—
om [t| < 1, dvs.
1
Gx)=1+t+t*+t*+... = {geo. serien} = -

Den genererande funktionen dr ett forsok att ga fran en foljd av tal
till en funktion for att pa sa sdtt mojliggéra anvindandet av analysme-
toder i kombinatoriken. Anvénds flitigt i 16sningen av kombinatoriska
problem men &ven i l6sandet av vissa differentialekvationer.

En annan hjilpsam funktion dr den exponentiellt genererande funk-
tionen:

Definition 9. Ldt ag, a1, aso, ... vara en talféljd. Funktionen
g4 Wy 2 U « XU
B(t) = ao+ it + 5t + .+ ot +..._Zk!t (6.2)
k=0

kallas for talféljdens exponentiellt genererande funktion.

Exempel 9. Den exponentiellt genererande funktionen for féoljden i
er. 8 ar:

E(t) =¢
for alla reella t, dvs.
11, 1 L
E(t):1+it+§t +..+ 5t + ... ={Std. Taylor serie} =e

Lat oss nu aterga till vara polynom och visa hur de faller in i teorin
om genererande funktioner.

6.1. Hermitepolynomen och genererande funktioner.

SATS 6. Det visar sig att foljden {Hy(x)},o, av hermitepolynom har
den exponentiellt genererande funktion:

E(z,t) = e (6.3)

dar |t] < oo, duvs.

2 = H
eth—t _ Z l;{:('x)tk (64)
k=0 )
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Bevis. For att visa att (6.4) géller, kan vi till att borja med Tay-
lorutveckla €27~ runt ¢ = 0, dvs.

1" O"E
E(x,t)=) — —— (6.5)
dér |t| < oco. Vidare har vi att:
O*E O e _Jatp=a? 2w
otk |,y otk (6 > — / 2a:t—t2:z2—(x—t)2/
k
_ (€w2—<z—t>2) _
otk -0
2 E)k ( 2 )
e e .
(@ ()L

Lat oss nu titta lite nirmare pa uttrycket i (6.6), mera bestdmt pa:

och gora en jamforelse med:

(6.7)

t=0

dd—; (e_IQ) (6.8)

Vi observerar att varje derivering av (6.7) kommer ta ner en faktor
—2(xz — t)(—1) och att exponentialfunktionen kommer kvarsta i varje
term. JAmfor vi detta med derivering av (6.8) som tar ner en faktor
—2z, drar vi slutsatsen att, da deriveringen av (6.7) sker runt ¢ = 0 ser
vi att det som skiljer (6.7) fran (6.8) &r faktorn (—1)%, dvs.

) ) o

Vi far alltsa att:

t=0

O*FE 22 k d* 2 b 22 d* _p2) 21)
|, ¢ (H) o (¢ )>:<—1> o () E @)
som visar att (6.4) géller. O

Det visar sig att (6.4) spelar en viktig roll i teorin om Hermitepoly-
nomen.

6.2. Tilldmpningar av Hermites genererande funktion. Vi har

1 avsnitt 3 och 4 fatt se hur hirledningen av den rekursiva relationen

fér hermitepolynomen kunde se ut. Nu nér vi introducerat Hermites

genererande funktion kan denna héirledning férenklas avsevirt:
Betrakta differentialekvationen

OE(x,t)

o — (20 = 20)E(z,1) = 0 (6.10)
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Anm 1. En potensserie kan alltid deriveras term for term innanfor
sin konvergensradie.

Ekvation (6.4) insatt i (6.10) ger oss:

Z 1 1 _9g Z 22 t"“ 0
nO\n_ , now—/

> Hn 1 > > TLHn_l(l') n__
HZ:O = ZO +2nzzo—”! " =0

=
Hyp1(z) —22H,(x) +2nH,—1(z) =0, n=123,...
Detta dr den rekursiva relationen fér Hermitepolynomen som vi héarled-
de i avsnitt 4, ekvation (4.5).
Vi kan, nér vi nda ar i gang, dven visa att relationen (4.3) enkelt kan
hérledas med hjélp av den genererande funktionen samt sambandet:
0E(zx,t)

—2tE(z,t) =0
: (2,1

vi far ndmligen:

_ n+l __
Doy~ il
n= n= OW—/

n:=n—1

ZH/ —ZZanl —0

n=0
<:>

H (x) =2nH, 1(x), n=1,2,3,...

som &r lika med relation (4.3).

Polynomen jag hittills behandlat brukar man ofta kalla for “fysikerns
hermitepolynom”, da dessa vanligtvis uppkommer inom fysiken. Det
finns dock en alternativ definition av hermitepolynomen.

7. EN ALTERNATIV DEFINITION

Foljande definition av hermitepolynomen brukar kallas den proba-
bilistiska definitionen:

Definition 10. Ldt n vara av ett heltal. De probabilistiska hermitepoly-
nomen av grad n ges av:

() = (—1)res2 L (e—m) (7.1)

dz™



26 D. RAFAILOVIC

Vi kan med denna formel ldtt fa att de forsta fem probabilistiska poly-
nomen ar:

(7.2)

|

8
w
|

[O%)

S

[\

—~ T~~~
\/\./\Ei\./\/
Il
8
[\
|
—_

Lat mig hir papeka att de bada definitionerna inte &r ekvivalenta.
Det géller ndmligen att:

H,(z) = 2"/*H,(V2x) (7.3)

Teorin fér de probabilistiska polynomen kan vi nu latt fa fram genom
nagra enkla substitutioner samt lite rdkning. Lat oss ge ett exempel pa
detta genom att harleda de probabilistiska hermitepolynomens rekur-
siva relation.

7.1. Rekursiv relation for de probabilistiska hermitepolynomen.
I avsnitt 4, kom vi fram till att hermitepolynomens rekursiva relation
kunde skrivas som:

H,1(z) =22H,(x) — 2nH,_(2) (7.4)
Denna tillsammans med (7.3) ger oss:

2(“+1)/2Hn+1(\/§x) = szn/Z]f_]n(ﬂx)—2n2(”_1)/2ﬁn_1(\/§x)

2(”+1)/2Hn+1(x) i 2—1/2I2(n+2)/2]:1n($) _ n2(”+1)/2Hn_1(95)
=
22 E () = 22TV H, (2) — n20 D2 H, L (2)
= n+1)/2 1 n+1)/2 [
Hn+1(x) = xz( Q(n)il)}/én(x> B n2( 2():+{_)[721(x)
=
Hoyi(z) = aH,(z) —nH,(x) (7.5)

Introduktionen av de probabilistiska polynomen gor jag framforallt i
syfte med att pavisa en kombinatorisk tolkning av hermitepolynomen
som jag alldeles strax ska paborja. Den resterande teorin horande till

dessa lamnar jag till ldsaren att sjélv utforska (se till exempel teorin
for He,(x) 1 [1]).
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8. EN KOMBINATORISK TOLKNING AV HERMITEPOLYNOMEN

Lat oss borja med att allmént titta pa hur ortogonala polynom och
kombinatorik hor ihop.

8.1. Ortogonala polynom och enumeration. Lat oss betrakta en
méangd objekt S™, dir n indikerar att mangden beror pa en parameter
n, som &r ett heltal. Lat oss vidare dela upp denna méngd i mindre
disjunkta delménger, dvs. gora en partition i n + 1 delméngder:

st=Jsk (8.1)
k=0

Da vi gjort detta ar det vidare naturligt att betrakta den genererande
funktionen:

pa(z) =) |Sk|2* (8.2)

och hoppas pa att analysen relaterad till polynomen &r néira besldktad
med kombinatoriska strukturen av den dndliga mingden S™.

Lat oss gora ytterligare ett utvik fran den tinkta genomgangen och
forst infora och forklara begreppet matchning.

8.2. Matchningar. Hir f6ljer en kort genomgang:

Definition 11. Ldt [n] vara en n—mdngd, alltsd en mdngd med n el-
ement. Vi kan illustrera detta som en mangd av punkter som vi kallar
1,2,...,n:

° (] R L4

1 2 n

En matchning dr en partition av [n] i disjunkta delmdingder med hdgst
2 element.

M.a.o0. ar en matchning en uppdelning av mdangden [n] i delmédngder
sadana att dessa bestar av antingen disjunkta 2-delmangder eller en-
skilda punkter, s.k. horn.

Exempelvis (om n =5) kan en matchning se ut som:

*—@ ® *—@

1 2 3 4 5

dvs. vi later hdr (1,2) och (4,5) utgdra de disjunkta 2-delmingderna
och vi betraktar punkt 3 som en enskild punkt. Vi siger vidare att 1 ar
hopparat med 2, och 3 med 4.

Med detta sagt inser vi att dven:

1 2 3 4 5

ar en matchning, men hdr star alla punkter for sig sjilva. Den andra
extrem wvarianten av en matchning dr ndr alla punkter dr hopparade
med nagon annan punkt. Detta kallas for en perfekt matchning och
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finns forstas bara ndr antalet punkter dr delbart med 2, alltsa ndr n dr
jamndt.

Man kan dessutom se en matchning som en involution av [n], dar de
oparade talen dr fixa punkter av matchningen och de parade talen dar
transpositioner.

Nedan foljer lite kombinatorik hérande till matchningar:

8.3. Upprikning av mdjliga matchningar. Lat oss anta att
S™ = {alla mojliga matchningar av en n-méngd}
Lat oss vidare anta att
Sy = {méjliga matchningar av en n-méngd | k oparade hérn}

Vi kan illustrera en sadan matchning pa foljande sitt:

o ° ° s o—e o—e ce
N’ s J
k st oparade hérn ngk st par

Lat oss forsoka berdkna storleken av mangden S}'. Men forst ett litet
lemma som hjilper oss reda ut vissa saker:

Lemma 4. Lat P(n, k) vara antalet k-permutationer och C(n, k) vara
antalet k-kombinationer ur en n-mdngd (det ar underforstatt att ele-
menten i denna n-mangd dr olika). Da gdller foljande:

P(n,k) = C(n, k)k! (8.3)
dvs.

nn—1)n—-2)...-(n—k+1)= <Z)k'

Lemmat kan bevisas pa foljande sétt:

P(n, k) = C(n, k) : k!
# satt att vilja och ordna = # satt att vilja - # sitt att ordna

Exempel 10. Ldt oss nu ge en kompakt formel for |S}|.

(1) Vi kan vilja k st punkter fran en n-mdngd pa C(n, k) majliga
satt (det viktiga har ar att k har samma paritet som n for att
n — k ska vara delbart med 2).

(2) Dé vi gjort detta, har vi n — k punkter kvar, ur dessa viljer vi
nu ut tvd punkter. Detta kan giras pa C(n — k,2) mdjliga sdtt.

(3) Vi kan fortsitta att vilja tva punkter tills alla resterande punk-
ter dr hopparade, dvs. vi far

Cn—k—2,2),Cln—k—4,2),...,C(2,2)

mojliga utfall.
(4) Déa vi pa detta sdtt kommer fi antalet ordnade par, maste vi
“dela bort” ordningen, dvs. dela med antalet par i fakultet.
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Slar vi thop resonemanget ovan, far vi den sékta storleken pa mdangden
Sk

(2)-(3)
Cln—k,2)Cn—k—2,2)---C(2,2)

571 = Cln. k) , (8.4)
N—— o
(4)
ddr vi kallar antalet par for p, dvs. p = ”T’k

Vi kan forenkla uttrycket i (8.4) ndgot, vi observerar forst att:

nn—1)---(n—k+1)

C(n,k) = I
samt att:
Cn—ky2) = Lhook2tl = (=hnkol)
Cln—Fk—-22) = (nfkf2)(n;k7272+1) _ (nfk72)2(nfk73)
4

n—kn—-k-1)Mn-k—2)---1

C(n—k,2)C(n—k—-2,2)---C(2,2) = ( o

ddir 2P kommer fran att ndmnaren for varje kombination av par kommer
vara 2, och vi har ju som sagt p st mojliga par.

Ater till (8.4):

. Cn—FE2)Cn—k—2,2)---C(2,2)
Sil = Cln.k)- > -
nn—1--(n—k+1) (n—kn—k—-1)n—k—-2)---1
k! ' pl2p
vi ser hdr att tdljaren kommer vara lika med n!.
I ndmnaren observerar vi att p! - 2P kan skrivas som

pl-2F = (p(p—1)(p_2)...1) . <2.2...2) =

= 2p(2p—-2)(2p—4)---2
Vi observerar vidare att:
1 1

pt- 2 2p(2p —2)(2p — 4) - -2
_ @p-D(2p-3)---1 1 -
2p—1(2p—3)---1 2p(2p—2)(2p—4)---2
(2p—1)(2p—3)---1 _
2p(2p — 1)(2p—2)(2p — 3)(2p —4) -+ -2 - 1
(2p—1)(2p—3)---1
(2p)!
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Vi kan alltsd skriva (8.4) som:

n-2p—1)2p—3)---1

Noterar vi dven att
n=k+2p=k=n—2p
far vi att (8.6) blir:
n-2p—-1)2p—3)---1
S = 8.7
i (0= 2)L- () &7
Da det dessutom ar kdnt att
m)!
Clm.r) = o =
dvs.
n!
C(n,2r)= ———————,
1:27) = )i~ 3p)
kan vi skriva (8.7) som:
: (n—2p)!- (2p)!
n!
- p-1)(2p—3)--1=
(n —2p)!(2p)! ( ) )
—_———
C(n,2p)
— C(n,2p) Gp—1)(2p—3)--1 (8.5)

som dr ett smidigt sdtt att uttrycka storleken pa mdngden av alla match-
ningar med k oparade horn.

Da detta ar avklarat lat oss ta en titt pa hur allt detta kommer spela
in i teorin om hermitepolynomen.

8.4. Matchningar och Hermitepolynomen. Det vi vill uppna ér
en koppling mellan mingden S™ och hermitepolynomen. Vi bérjar med
att vikta varje disjunkt par med (—1) och varje oparat horn med z. Vi
kan illustrera detta pa foljande sitt:

k st horn p st par
Matchning: "o ° o \ o S B
Vikt: r xr (—=1) (—1)

Da vi gjort denna konstruktion kan vi nu betrakta féljande polynom:

2]
pulz) =Y IS5k (-1)"2" (8.9)
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Vi kan latt rdkna ut virdet for polynomen da n =0 och n = 1:
0!
0'0!
=l-z-1=2x2

po(z) =[S 2°(~1)2 1-1=1
m@) = [Si]a'(-1)

Vi ser att po(x) = Ho(x) och pi(x) = Hy(x). Om vi nu kan visa att
dessa polynom aven uppfyller den rekursiva relationen:

[Ml[=]

pn—l—l(I) - $pn<I> - npn_l(x),

som ju dr den rekursiva relationen for de probabilistiska hermitepoly-
nomen (se (7.4)), sa kan vi dra slutsatsen att p,(z) = H,(z) for alla
heltal n.

SATS 7. Lat S™ vara mdngden av alla mdjliga matchningar, och S}
vara den delmdingd som innehdller k oparade horn. Om

Pnt1(z) = 2pp(x) — npn_1(z) (8.10)
ddr
ln/2] L
pu(x) = |SpI(=1)"7 * (8.11)
och
15]
st = sy (8.12)
k=0

sd dr pn(z) = Hy, ().
Bewvis. Vi har alltsi att:
|5
st =) st (8.13)
k=0
och
[25]
Poi(z) = D[S (1)
k=0

n+l—=k
2

" (8.14)

lat oss titta nirmare pa |S; .
Vi vet att

Sy = {matchningar av n element ‘ k oparade h('jrn} .

Da vi dr ute efter storleken av S,:}H maste vi forst bilda oss en uppfat-
tning 6ver hur denna méngd kan se ut.

ISP har vi en extra punkt jimfort med SP. Vi inser att det finns
tva mojliga scenarier for denna utvidgning fran mangden S™, ndmligen
mojligheten att den extra punkten &r ett oparat horn samt mdéjligheten
att den utgor ett disjunkt par med nagon annan punkt i méngden.



32 D. RAFAILOVIC

Vi kan illustrera detta genom att fixera punkten n + 1 och lata:
Sttt =AU B = |Spt = |Al + | B
dar

A = {alla matchningar ‘ punkt n + 1 ar ett oparat h('jrn}

B - {alla matchningar punkt n + 1 utgdr ett par med nagon }

annan punkt i mdngden

Lat oss titta lite ndrmare pa mangderna A och B, samt forsdka bestdm-
ma storleken pa dessa:

A: Vi borjar med att titta pa mangden A

e Punkt n 4+ 1 har vi som sagt fixerat, samt antagit ar ett
oparat horn.

e Resten av punkterna utgoér en n-méangd.

e DA slutmalet &r att k oparade horn ska véljas ur (n + 1)-
méngden, och vi vet att punkt n+ 1 &r ett sadant horn, sa
far vi att ur den resterande n-méngden ska vi vilja k — 1
oparade horn. M.a.o. far vi att:

Al = [Si4 |

B: Nu till mingd B
o Aterigen later vi punkt n+ 1 vara fixerad, men nu antar vi
att denna utgor ett par med nagon annan punkt i mangden.
Det finns n st mdéjliga kandidater till punkter som n+1 kan
vara hopparad med.
e Lat oss vilja en av dessa, sig punkt p:

*——o

n+1 p

e Da detta ar gjort ska vi nu vilja k oparade hérn ur en
(n — 1)-méngd, dvs. n+1 punkter minus de tva punkter
som utgor det valda paret.

e Punkt p kan ju som sagt vara nagon av punkterna 1,...,n,
alltsd n mojliga utfall, och vi far:

Bl =n s
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Nu ater till ekvation (8.14):
25
pasi(r) = Y [SpHHat(=1)

k=0

]
(141+ 1Bl )2*(-1)

J
(EAERIE - DELCSY

n+l1—=k
—5 —

»

n+l1—=k
2

k

Ln

+
= o

v ‘

n+l—=k
2

b
Il
o

r——
|3
[

5]
Spa (1) Y s At T =
k:=‘12+1 k=0
a2 2
[Splat (=)™ Y n] syt ab(-1) T =

.

£
I
o

,_
3

k=0 k=0
5] ) 5]
=z ) [SpaM(=1)"7 +(=Dn DY SR =1 =
k=0 J k=0 J
pa(a) pi (@)
= CL’pn(x) - npn—l(x)
vilket bevisar pastaendet. U

Vi inser snabbt att vi genom denna koppling dven far ett alternativ
satt att uttrycka de probabilistiska polynomen, ndmligen:

Definition 12. Ldt n vara ett heltal. De probabilistiska hermitepoly-
nomen av grad n ges av:
Bt
i)=Y (Cn2per= -3 1) (1)
k=0
Det arbetet hittills behandlat ar tdnkt att vara den introduktion i
amnet, som utlovades i borjan. Det skulle dock vara trevligt att avrun-
da allt med en tillampning av den just lista teorin. Lat oss gora detta
genom att betrakta ett fall fran nationalekonomin dar polynomen vis-

ar sig anvindbara (OBS! Foljande avsnitt forutsitter att lasaren har
grundliggande nationalekonomiska kunskaper).

9. NAIRU SKATTNING

Om méngden arbetslosa i ett land minskar, blir f6ljden att kon-
sumenternas sammanlagda kopkraft 6kar. Detta i sin tur gor att virdet
pa pengarna minskar (inflation). Inflationen minskar landets foretags
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internationella konkurrenskraft som resulterar i 6kad arbetsloshet. Res-
onemanget ovan brukar kallas Phillipsrelationen, och numera &ar det
vanligt att man tillimpar féljande standardmodell for att representera
relationen:
m—m =0 (u —uy) +0X; + &

déar 7 ar en skattning pa den faktiska inflationen i landet och =7y ar
den forviantade inflationen. Modellen utgar vidare fran att betrakta
skillnaden mellan den faktiska arbetslésheten (u;) och NATRU* (u}).
Med X, forsoker man fanga upp effekten av utbudschockar pa inflatio-
nen och slutligen far ¢, i traditionell mening representerar feltermen i
denna regressionsanalys.

For att fa ett grepp om inflationsforvintningarna ar det brukligt att
man i modellen antar att dessa foljer en “slumpvis vandring”, mera
specifikt antar man att 77 = m._q, dvs.

T — T—1q :ﬁ(ut—uf)+(5Xt+et (91)
Later vi dessutom Am, = my — w1 kan vi skriva om ekvation (9.1) till
Aﬂ't:B(Ut—U:)—F(SXt—'—Et (92)

Ekvation (9.2) kan man nu skatta med den autoregressiva modellen:
Aﬂ't = /B(L) (U/t — u:) + 5(L)A7Tt,1 + ’}/(L)Xt + & (93)

dir L dr “lag operatorn®. 3(L),d(L) och ~(L) blir alltsi hir “lag poly-
nom” dir L indikerar férdréjningen i modellen. Virt att notera ér ocksa
att den nya feltermen ¢; ar seriellt okorrelerad i denna modell.

Aven om skattning dr mojlig, si #r den alltjimnt inte enkel att
genomfora da modellen dr icke-linjér i sina parametrar. For att kringga
dessa svarigheter kan vi héir anta att NAIRU &r oberoende av tiden,
och vi kan da gora foljande omskrivning av ekvation (9.3):

Am, = B(D)u, — BVt + 6(L)Amy +v(L)X, +e (9.4)

dér antagandet ovan illustreras av 5(1). Om vi dessutom later:
p=—pB(L)u;
far vi att ekvationen blir:
A’ﬂ't =u-+ B(L)Ut + 5(L>A7Tt71 + ’Y(L)Xt + € (95)

Efter antagandet och omskrivningen kan man nu skatta modellen med
en minsta kvadratmetod. Ur denna kan man vidare fa att NAIRU da

4NAIRU star f6r Non-Accelerating Inflation Rate-of-Unemployment, och &r ett
begrepp som vissa ekonomer boérjat anvinda ndr de talar om den lagsta ar-
betsloshetsnivan som inte ¢kar inflationen, dvs. NAIRU representerar en s.k.
jimviktsarbetsloshet.

5Lag &r eng. for fordrijning, dvs. “fordréjningsoperatorn”
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blir:
g—— (9.6)

dar
p
B(1)=> B
n=1

och dér p star f6r lag polynomet 5(L)’s gradtal.

Den hittills beskrivna modellen géller saledes da NAIRU &r oberoende
av tiden. Pa senare ar har en hel del forskning dgnats at att ta fram
en modell diar NAIRU tillats variera med tiden en s.k. TV-NATRU
modell®.

Jasjeet Singh Sekhon presenterade 2001 en sadan modell dar han med
hjilp av Hermite polynom serier av ordning 6 skattar en tidsberoende
NAIRU (se [7]).

Sekhon bidrag kan sammanfattas med att han i den hittills beskrivna
modellen later:

7=1
dar
H, = Hermitepolynom av grad n
t = tids argumentet centrerat runt 0

som i sin tur gor att ekvation (9.5) blir:
l
Am =" a;H;y(t) + B(L)u + 6(L) ATy +v(L) Xy + e (9.7)
j=1

och TV-NAIRU blir:
A
- i aiH; 4 (t
0 = Z]_1A 754 l() (9.8)
p(1)

Valet av vilken grad Hermitepolynom serien kommer ha gors genom
att anvinda Mallows C,. Den nuvarande modellen véljer, som namnt
tidigare, en Hermite serie av grad 6.

Innan vi tar farvil lat mig for de historieintresserade ligga fram
en kort redogérelse for hur hermitepolynomen i smatt och speciella
funktioner” i stort utvecklats genom tiden .

6TV =Time-Varying
"En redogorelse om speciella funktioner kinns nédvéindig da hermitepolynomen
tillhor detta omradet inom matematiken.
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10. HISTORISK REDOGORELSE

Ett av de barande budskapen genom detta arbete ér att hermitepoly-
nomen ar en typ av ortogonala polynom. Dessa ortogonala polynom i
sig faller inom en gren av matematiken som kallas speciella funktioner,
alltsa funktioner som inte ér elementira - de vanliga som alla kiinner
till - men som dyker upp i manga sammanhang och fatt ett namn som
sirskiljer dem fran andra funktioner.

Historiskt sett priglas matematiken av fall, dir man gjort samlingar
av anvindbara funktioner eller “hjalpmedel”, som sedan flitigt anvints
av andra matematiker vid l6sandet av diverse problem. Dessa samlingar
ar i en vidare mening just vad som menas med speciella funktioner.

Den tidigaste formen av dessa har anor fran det antika Babylon, dar
man hittat samlingar som troligtvis anvindes vid l6sandet av diverse
multiplikations- och divisionsproblem.

Dessa bada operationer hade dnnu inte hunnit utvecklas. Divisionen
blev héar istillet reducerad till addition och subtraktion av multiplikati-
va inverser (reciprokler). Multiplikationen & andra sidan blev reducerad
till addition och subtraktion av kvadrater. Man skulle kunna sdga att
sa gott som all rakning i det antika Babylon hade formen av anvindan-
det av tabell, alltsa markerar detta tiden da speciella funktioner gor
entré pa den matematiska scenen. Nu har ju forstas multiplikation och
division blivit nagot som alla far ldra sig, men i borjan av sin historia
var de alltsa speciella funktioner.

Nasta bidrag till omradet kom med utvecklingen av trigonometrin,
dar egyptiern Rhinds papyrus fran 1650 f.Kr riknas som ett av de
tidigare verken®.

Arkeologer har dven hittat tabeller fran Babylon som behandlar tem-
at sekanter, sa trigonometrifunktioner dék upp dven hér och vi kan se
samma utveckling som fér multiplikation och division. Via de grekiska
astronomerna och sa smaningom Kopernikus och hans bok De Revolu-
tionibus blir dessa speciella funktioner nagot som alla matematiker far
lara sig i borjan av sin karriér.

Kopernikus startar dessutom en langvarig tradition dir matematiker,
en tid framat tiden, alltid hade med ett appendix om speciella funk-
tioner baktill i sina verk.

Da trigonometrin idag inte dr sa olik den beskriven av Kopernikus,
skulle man lite 16st kunna siga att denna i viss man blev “fardigstélld”
av Kopernikus och nu stod andra “tabellsamlingar” pa tur. Vid ar 1614
blir sa logaritmer ett nytt tillskott till de speciella funktionerna och
efter bara ett par ar fanns det en stor méngd logaritmtabeller i cirku-
lation.

8Rhind tar upp problem med pyramider som kriivde trigonometri att 15sas.
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Mitten av 1600-talet skulle man kunna sidga var tidpunkten da alla
de elementéra funktionerna som vi kinner till var pa plats, och detta
markerar dven borjan pa en ny epok for omradet speciella funktioner.

1600-talet var namligen tiden da differential och integralkalkylen bor-
jade gro, och i dess spar borjar dven fler av dagens speciella funktion-
er upptickas. De flesta av dessa exploderade fram pa scenen och allt
hénde relativt snabbt. Runt 1700-talet dyker exempelvis Besselfunk-
tioner upp, och under 1720 startar Fuler en stor industrialisering av
differential och integralkalkylen och han borjar studera manga av da-
gens speciella funktioner.

Euler upptéacker gammafunktionen samt definierar Besselfunktionen
for undersdkning av bl.a. cirkuldra tunnor. Han systematiserade de
elliptiska integralerna, som ett par ar tidigare hade upptickts. Vidare
introducerar han zetafunktionen samt undersdker polylogaritmer.

I slutet av 1700-talet sker sa ytterligare ett par upptéckter av speciel-
la funktioner som behovdes for potentialteorin och himlamekaniken.
Legendre funktioner - dven kallade Laplace funktioner - kommer exem-
pelvis in i bilden runt 1780.

Omkring 1800-1850 var den komplexa analysen stor och detta var
tidpunkten da manga periodiska funktioner upptiacks. Ett par ar senare
skulle blickarna istéllet riktas mot den harmoniska analysen och man
kan séga att det var hir de, for oss intressanta, ortogonala polynomen
dyker upp.

Chebyshevs intresse for bade mekanikens teort och den approxima-
tiva flodesteorin brukar riknas som startskottet for teorin om dagens
ortogonala polynom. Pa f6ljande sitt beskriver Roy (se [8]) Cheby-
shev’s bidrag till omradedet ortogonala polynom:

Chebyshev was probably the first mathematician to recog-
nise the general concept of orthogonal polynomials. A
few particular orthogonal polynomials were known be-
fore his work. Legendre and Laplace had encountered the
Legendre polynomials in their work on celestial mechan-
1cs in the late eighteenth century. Laplace had found and
studied the Hermite polynomials in the course of his dis-
coveries in probability theory during the early nineteenth
century. Other isolated instances of orthogonal polyno-
mials occurring in the work of various mathematicians
1s mentioned later. It was Chebyshev who saw the possi-
bility of a general theory and its applications. His work
arose out of the theory of least squares approrimation
and probability; he applied his results to interpolation,
approrimate quadrature and other areas. He discovered
the discrete analogue of the Jacobi polynomials but their
importance was not recognized until this century. They
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were rediscovered by Hahn and named after him upon
their rediscovery.

Fran citatet framkommer dven, att det var Laplace som forst kom i
kontakt med hermitepolynomen.

Det skulle dock dréja till mitten av 1800-talet férrén polynomen fick
den form som detta arbete behandlat. Den som har storst fortjanst i
detta dr forstas den som fatt ge namn at polynomen, ndmligen Charles
Hermite. Exempelvis skriver Hermite runt 1890 nagra artiklar dar dér
polynomen dyker upp (se t ex referenserna i [11]). Det var i samband
med forsok att 16sa differential ekvation (3.2) som polynomen dok upp -
och det var forstas den differentialekvation som vi behandlat i avsnittet
om Hermites differentialekvation.

De historiska fakta som just givits &r till storre delen framlagda av
Stephen Wolfram, och vidare ldsning om speciella funktioner kan goras
i “The History and Future of Special Functions” (se [12]).
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11. ARBETET I FORMLER

Hermitepolynomen:
n x? dn —z2
Hy(z) = (—1)" %<e )

H,(z) = % <67t2+2tx>

t=0

Den probabilistiska definitionen:

dn
_ (_1\npz2/2 Y (%2
H,(x) = (=1)"e s <e >

H,(z) = ((n)(Qp —1)(2p—3)--- 1)x”—2p

2p

Hermites differentialekvation:

H/(z) — 2xH] (x) +2nH,(z) =0 n=0,1,2,...

Hermites rekursiva relationer:
H!(x) =2nH, ()
Hy1(x) =22H,(x) — 2nH, _1(x)
Hyi(z) = 2H,(z) — nH,_1(z)

Ortogonalitet:
e |0, dan=#m
/_OO e Hy(x) Hin () dv = { 2"nly/m, dan=m

Serieutveckling:

i H,(z) = f(z), dar f(z) ar kontinuerlig
Entinlt) = w, i alla diskontinuitetspunkter

1 o 2
Cp = W/—oo e " f(x)Hy(x)dx

Hermites genererande funktion:

— Ha(2)
2rt—t2 n n
e = ZO ol t
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