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Sammanfattning

Arbetet gar ut pa att bevisa Baires kategorisats och att redogora for vissa av dess
tillampningar.

Speciellt anvander vi denna sats for att visa nagra klassiska resultat i funktionalanalysen:
satsen om den dppna avbildningen, Banachs sats och Banach-Steinhaus sats. Dem tillampar vi
sedan bl.a. for att visa att de flesta kontinuerliga funktioner inte &r kontinuerligt deriverbara
samt att det finns kontinuerliga periodiska funktioner vilkas Fourierserier divergerar i vissa
punkter.






Forfattarens tack

Jag skulle vilja rikta ett stort tack till min handledare Andrzej Szulkin for intressanta
diskussioner, mycket bra forklaringar av teorin och ett stort tdlamod med denna gravida och
ibland smatt korkade forfattare.

Ett stort tack aven till min man, UIf, som har kommit med vardefulla asikter och fragor och
hjélpt mig med “underverket” Microsoft Word.

Och till sist vill jag ge en stor kram till mina hérliga och busiga barn som i tid och otid stért
mig i pluggandet genom aren och fatt mig att fa perspektiv pa tillvaron!
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1 Introduktion

Jag borjar arbetet med att i kapitel 2, Definitioner, géra en sammanstélining av de definitioner
som kommer att anvandas senare i arbetet, detta for att lasaren pa ett enklare satt ska kunna
satta sig in i satserna utan att snubbla pa uttryck som anvands.

Sen i kapitel 3, Baires kategorisats, gar jag vidare till sjalva grundsatsen for detta arbete,
Baires kategorisats. Satsen visar att om ett metriskt rum ar fullstandigt sa ar det av andra
kategorin.

Innan jag gar in pa sjdlva satsen och beviset for denna sa definierar jag Baires kategorier som
ar en nddvandighet for resten av arbetet.

| kapitel 4, Banachrum och deras elementéra egenskaper, sa borjar jag med att definiera vad
ett Banachrum ar, darefter sa gar jag igenom tre exempel pa Banachrum:
det reella rummet R", det komplexa rummet C" och till sist det rum som vi kommer att

anvanda i senare satser, funktionsrummet C [a,b] )

Jag gar aven igenom linjara operatorer mellan Banachrum i detta kapitel. Dar visar jag att om
den linjara operatorn T ar bijektiv sa ar ocksa inversen linjar.

Till sist i detta kapitel visas den viktiga satsen att den linjara operatorn, T , &r kontinuerlig om
och endast om den &r begrénsad.

Kapitel 5, Satsen om den dppna avbildningen och dess konsekvenser, behandlar satsen om
den 6ppna avbildningen, som sdger att en surjektiv och begrénsad linjar operator, T , mellan
tva Banachrum &r en 6ppen avbildning, d.v.s. den linjara operatorn, T , avbildar surjektivt
6ppna mangder pa dppna mangder.

Detta kapitel tar d&ven upp Banachs sats, avsnitt 5.2, som séger att bilden av ett Banachrum,
TX , antingen &r av forsta kategorin i dess malmangd, Y , eller sa ar bilden lika med hela

malmangden, TX =Y , och inversen, T ardien begrénsad linjar avbildning.
For att kunna bevisa Banachs sats sa anvander jag mig av satsen om den 6ppna avbildningen.

Och slutligen i detta kapitel s gar jag igenom en tillampning av Banachs sats, avsnitt 5.3.
Denna tillampning sager att rummet Cl[O,l] av kontinuerligt deriverbara funktioner pa
intervallet [0,1] ar av forsta kategorin i rummet C[0,1] av kontinuerliga funktioner pa [0,1].
Detta innebdr att ”de flesta” kontinuerliga funktioner inte &r kontinuerligt deriverbara.

| kapitel 6, Banach-Steinhaus sats, gar jag igenom Banach-Steinhaus sats. Denna sats sager att
om X och Y &rtvd Banachrum och (Ta) ar en familj linjara operatorer mellan dessa rum,

samt om dessa operatorer ar likformigt begransade i varje punkt x e X sa ar de likformigt
begransade. Med andra ord sa sager satsen att likformig begransning i varje punkt x
implicerar x-oberoende likformig begransning.

I avsnitt 6.2, En enkel tillampning, anvénder jag mig sen av Banach-Steinhaus sats for att visa
att det normerade rummet X av polynom x(t) =ay+ot+..+ o, t* inte &r fullstandigt.



Och dven i avsnitt 6.3, Tillampning pa Fourierserier, anvander jag mig av Banach-Steinhaus
sats for att visa att det existerar reellvarda kontinuerliga periodiska funktioner vilkas
Fourierserier divergerar i vissa punkter.



Linjara operatorer

Satsen om den dppna avbildningen Banach-Steinhaus sats

Det normerade rummet av alla
polynom &r inte fullstandigt.

C'[0,1] &r av forsta kategorin i C[0,1]

Det existerar kontinuerliga periodiska funktioner
vilkas Fourierserier divergerar i vissa punkter.




2 Definitioner

For lasarens bekvamlighet har vi har sammanstallt aterkommande definitioner i arbetet.
Definitionerna redovisas i bokstavsordning.

Banachrum: Ett Banachrum &r ett fullstandigt normerat rum.

bijektiv: Lat X och Z varatva mangder och f en funktion, f:X —Z .Dasags f vara
bijektiv om det for alla z e Z finns exakt ett element x € X sadant att f(x) =z. f ar
bijektivom f &r bade injektiv och surjektiv.

3% Y

Cauchyfoljd: En foljd x, av element i ett metriskt rum X Kallas for en Cauchyfoljd om det
till varje £ >0 finnsett N sadantatt d(x,,X,) <& om m,n> N . Alternativt kan detta
uttryckas som att d(x,,X,) —0 da min(m,n) - .

definitionsmangd: Lat X och Z vara tvd mangder och f en funktion, f:X — Z, da kallas
méngden X for en definitionsméangd till f .

fullstandigt: Ett metriskt rum ségs vara fullstandigt om varje Cauchyfdéljd ar konvergent.

linjart funktionsrum: Ett linjart rum kallas for ett linjart funktionsrum om dess element &r
(skalar- eller vektorvarda) funktioner definierade pa en mangd M , och addition och
multiplikation med skalér sker punktvis, d.v.s. f +g och cf definieras genom

(f+9)(x)=f(x)+g(x) och (cf)(x)=cf(x).

gransvarde av foljd: En (oandlig) foljd x, i ett metriskt rum X ségs ha gransvardet x om
det for varje & >0 existerar ett N s&dant att n> N medfor att d(x,,x)<¢. (Andliga foljder
anses inte ha nagot gransvarde).

hopningspunkt: Lat S vara en delméngd till ett metriskt rum X . En punkt x sigs vara
hopningspunkt till S om det finns en foljd (X, ) av punkter, alla skilda fran x,i S sadan att

X, > X dd k—>oo.

ingenstans tat: En delméngd E till ett metriskt rum X s&gs vara ingenstans tati X om det
slutna holjet till E inte har nagra inre punkter.
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injektiv: Lat X och Z varatva mangder och f en funktion, f:X —Z .Dasags f vara
injektiv om f (x)= f(z) implicerar att x =z . Alternativt uttryckt ar funktionen injektiv om
varje varde i dess vardemangd motsvaras av exakt ett vérde i dess definitionsmangd.

N

1 o

inre punkt: Punkten x ségs vara en inre punkt till mdngden M < X , om det finns ett klot B
med medelpunkten i x sadantatt B< M .

klot: Om a é&r en punkt i ett metriskt rum X , kallas mangden {x:d(x,a) <r} for det slutna
klotet med medelpunkt a och radie r . Det 6ppna klotet, som betecknas med B(a,r),
definieras pa motsvarande satt fast med strang olikhet <.

kontinuerlig: Om X och Z &r metriska rum &r funktionen f : X — Z kontinuerligi x om
det for varje & >0 existerar ett & >0 s&dant att d(f(x), f (z))<g om d(x,z)<5.

o0
konvergens av serie: En serie Z X, i ett normerat rum ségs vara konvergent med summa s
k=0

n
om delsummorna s, = > X, har gréansvérdet s dad n—o.
k=0

likformig kontinuitet: Om X och Z &r metriska rum ar funktionen f : X — Z likformigt
kontinuerlig om det for varje & >0 existerar ett 5 >0 sadant att det for alla x,,x, € X med

d(x,%,)<& galleratt d(f(x,),f(x,))<e. (Skillnaden mot vanlig kontinuitet ar att for

likformigt kontinuerliga funktioner gar det att finna ett & som ar anvandbart 6ver hela
rummet.)

metrik: Lat M vara en mangd. En reellvérd funktion d : M x M — R sags vara en metrik pa
M om den uppfyller féljande villkor:
a) (positivitet) d(x,y) >0 foralla x,y och d(x,y)=0 daochendastda x=y.

b) (symmetri) d(x,y)=d(y,x) foralla x,y .
c) (triangelolikheten) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) foralla x,y,zeM .

malmangd: Lat X och Z vara tvd mangder och f en funktion, f:X — Z, da kallas
mangden Z for en malmangd till f .
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norm: En reellvard funktion x — N(x) pa ett linjart rum V (reellt eller komplext) kallas for
en norm om den uppfyller féljande tre villkor:

a) (homogenitet) N(cx)=|c|N(x) foralla skalarer ¢ ochalla xeV .

b) (triangelolikhet) N(x+y) < N(x)+ N(y) foralla x,yeV .

c) (strikt positivitet) N(x) >0 for alla x och N(x)=0 om och endastom x=0.
Normer betecknas ofta med x| .

normerat rum: Ett linjart rum V forsett med en norm | . | kallas for ett normerat rum. Det

forses med metriken d(x,y) =|x-y|.

omgivning: Lat M vara en delméngd till ett metriskt rum X . M ségs vara en omgivning till
punkten x, om det finns ett £ >0 sadant att varje punkt y med avstand < ¢ till x ligger i

M.

randpunkt: Punkten x ségs vara en randpunkt till méangden M , om det godtyckligt ndra x
finns bade punkter i M och punkter utanfér M .

sluten mangd: En méngd &r sluten om dess komplement &r en éppen mangd. Alternativt: den
innehaller alla sina randpunkter.

slutet hélje: L&t M vara en delméngd till ett metriskt rum X . Med det slutna héljet M av
M menas den minsta slutna mangd i X som innehaller M . Den kan ocksa karakteriseras
som méngden av inre punkter och randpunkter till M eller méngden av alla punkter som ar
gransvarde till ndgon konvergerande foljd i mangden M .

surjektiv: Lat X och Z varatva mangder och f en funktion, f:X —Z .Dasags f vara
surjektiv, om det for varje z i Z finnsett x i X sadant att f(x)zz . Detta innebér att varje

varde i en surjektiv funktions malméangd motsvaras av minst ett varde i dess
definitionsméngd, eller ekvivalent, att funktionens malméangd &r lika med dess vardemangd.

»A
»B

B OWN B

tat: L&t M och N vara delmangder till ett metriskt rum X, M cN.Om M > N s& ségs
M varatati N . Detta kan ocksa uttryckas sa att varje punkt i N &r gransvarde av en foljd
av punkteri M .

vardemangd: En vardeméngd eller bildmangd & méngden av alla véarden en funktion kan
anta. Givet en funktion f fran mangden X till mangden Y saar f (X) vardemangden till

f . Observera att vardemangden till f inte sakert & samma sak som malméngden Y , utan
begransas till de varden som f verkligen antar, vardemangden ar alltsd en delméngd av Y .

12



yttre punkt: Lat M vara en delmangd till ett metriskt rum X . Punkten x sdgs vara en yttre
punkt till mangden M , om dess komplementi X , M€, &r en omgivning till x.

Oppen mangd: En mangd &r 6ppen om den &r en omgivning till alla sina punkter. Alternativt:
den innehaller ingen av sina randpunkter.

ovre begransning: Talet K sags vara en 6vre begransning till funktionen f pa mangden M
om f(x)<K foralla xeM .
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3 Baires kategorisats

3.1 Definition

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [1], [4] och [5].)

En delmédngd E till ett metriskt rum X ségs vara
a) ingenstanstati X om det slutna holjet till E inte har nagra inre punkter.
b) av forsta kategorini X om E ar unionen av upprakneligt manga ingenstans tata
méngder.
¢) avandrakategorini X om E inte dr av forsta kategorini X .

Varje reellt tal betraktat som en mangd &r en ingenstans tat delmangd av R. Sa en specifik
punkt i Q &r ingenstans tat i R och tar man alla dessa punkter, som &r en uppréknelig mangd,
sa ar de av forsta kategorin i R, enligt b) i definitionen ovan. Alltsa ar Q samtidigt av forsta
kategorin i R och en tit delmangd av R. Q &r en tat delméngd i R eftersom varje intervall, hur
litet det &n &r, innehaller rationella tal.

Sats. En uppraknelig union, av mangder av forsta kategorin, ar av forsta kategorin.

Bevis. Lat A= U A, , darvarje A, ar av forsta kategorin.

n=1
Enligt definition ar dd A, =(J A,,, , déar varje A, ar ingenstans tat.
m=1

Eftersom méngden {(n, m) : neN, me N} ar uppraknelig (enligt [4], Sats 2.12) och

A= U A, d.v.s. A &ren uppréknelig union av ingenstans tata méngder sa &r A av forsta

n,m=1

kategorin. V.s.b.

Rummet R &r fullstdndigt, och dédrmed av andra kategorin i sig sjalvt enligt Baires
kategorisats nedan.

En viktig slutsats fran satsen ovan ar att irrationella tal ar av andra kategorin i R, for annars
vore R=Q U (R-Q) av forsta kategorin i R.

Vi noterar ocksa att rummet R, betraktat som {(x, y) eR?: y=0} (och dédrmed en delmangd

av R?) &r ingenstans tat i R Allts& ar R av andra kategorin i sig sjalvt men av forsta
kategorin i R?. Slutsatsen &r att det & meningsldst att tala om kategorin av en viss mangd A
utan att ange det rum i vilket A betraktas.

14



3.2 Baires kategorisats

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [1] och [5].)

Sats. Om ett metriskt rum X =@ ar fullstandigt, s ar det av andra kategorin i sig sjalvt.

Notera. Det féljer da att om X =& ar fullstandigt och
(3.1) X ={JA
k=1

dar alla A, érslutna, da innehaller tminstone en av mangderna A, en icke-tom 6ppen
delmangd.

Bevis. Antag att det fullstiandiga metriska rummet X =& &r av forsta kategorin. Lat
(3.2 X =JM,
k=1

och varje M, &ringenstans tati X . Vi skall konstruera en Cauchyfoljd ( p, ) med
hopningspunkt p som inte finns i ndgon M, , d.v.s. vi hittar en motsagelse till (3.2).

Genom antagande sd & M, ingenstans tati X , d.v.s. M_l innehaller inga inre punkteri X .
Men X innehaller inre punkter eftersom ett metriskt rum alltid ar 6ppet i sig sjalvt. Detta

[ _C R
innebar dd att M, = X och da far viatt M, = X —M, ar en 6ppen och icke-tom mangd,
—0=C
eftersom vi tagit bort en sluten mangd. Vi kan saledes vélja en punkt p, i M, och ett 6ppet

klot, B,, med medelpunkten i p, och radien &, . Vi kan dessutom anta att &, <%.

My

B,

—cC 1
B, =B(p;;&) M, 51<E

Vi forsétter nu vidare med att konstatera att M, genom antagandet ar ingenstans tat i X och

som M, ovan s& innehaller M, inga inre punkteri X . M, innehaller dé inte heller det

Oppna klotet B(pl;%gl). Eftersom B, kan men inte behdver skara M, far vi nu en av

foljande tva situationer:

15



1) Att B, inte skar M, :

2) Att B, skar M, :

Vilken av situationerna som jag nu valjer spelar ingen roll eftersom jag kommer att anvanda
. . —2C
mig av snittet mellan B, och M, .

16



Vi har nu att M_ZC N B(pl;%gl) ar en icke-tom och dppen méangd. Vi kan nu aterigen valja en

punkt p, i den méangden och ett dppet klot, B,, med medelpunkten i p, och radien &, .
Vi har alltsa att

—C 1 1
B, =B(p,;&,) =M, mB(pl;Egl)' 52<§51

Vi fortsétter pa ovanstaende satt och far da till slut en foljd av klot:
Bk:B(pkv‘gk)y 8k <2_k
saatt B,M, = och

Bch(Dk:%ek)cBK, k=12,...

Vi har da for varje m och n>m att B, B(pm;%gm) c B,, och det foljer att om n,k >m,
sa ar

d( Py P ) <d( Py, P ) +d (P, Py ) < 28 <275
Alltsa ar (pk) en Cauchyfdljd, och den konvergerar mot ett p e X eftersom X &r
fullstandigt. D& p,, € B, for m>k, maste ocksa p € B, , och detta géller for alla k .
Eftersom B, cM_mC saserviatt pg M, fornagot m,saatt pe 0 M., = X . Detta

m=1

motsager att pe X . V.s.b.

Att X ar fullstandigt ar viktigt, for t.ex. om man tar X = Q, som inte ar fullstandigt, sa ar Q
av forsta kategorin i sig sjalvt.
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4 Banachrum och deras elementéra egenskaper

4.1 Definitioner

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referens [1].)

En norm pé ett linjért rum X ar en funktion | - |: X — R s&dan att

9 |20

b) [x|=0 = x=0

) lax|=all¥

d) x+ | <|x]+]y (Triangelolikheten)

x och y ovan dr godtyckliga vektorer i X och « en godtycklig skaldr.

Ett linjart rum med en norm kallas for ett normerat rum.
En metrik d pa X definieras genom normen pa foljande satt:

d(x,y)=|x-Y| (x,y € X)
Det foljer ur a)-d) att d(x,y)=0 om och endastom x=0, d(x,y)=d(y,x) och
d(x.y)=[x=y|=[(x=2)+(z-y)|<[x- 7| +|z-y|=d(x2) +d(z.).

Alltsa ar d verkligen en metrik.
Ett normerat rum som &r fullstdndigt m.a.p. metriken d ovan kallas fér Banachrum.

4.2 Exempel pa Banachrum

4.2.1 Detreella rummet R" och det komplexa rummet C".

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referens [1].)

Rummet R" bestar av mangden av alla ordnade n-tuplar av reella tal, som vi skriver pa formen
x=(&,né), y = (1,017, 08V,
och metriken for detta rum definieras enligt

@) d(6y)=(&-m) +ot (& -m)

Rummet C" bestar av mangden av alla ordnade n-tuplar av komplexa tal med en metrik
definierad enligt

(42)  d(xy)=ylg - +.+lg -7,
Nar n=1 sa har vi det komplexa planet C med den vanliga metriken definierad enligt
d(xy)=[x-Yy].

|2
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C" ar ett komplext linjart rum medan R" &r ett reellt linjart rum. De ar normerade med en
norm definierad enligt

(43) ”X”:[JZ_;‘é:J‘zj _ |§1|2+.--+|§n| :

Vi ska nu visa att R" och C" ar fullstandiga, d.v.s. att de & Banachrum:

Sats. Rummen R" och C" &r fullstandiga.

Bevis. Vi tittar pd rummet R" och vi har metriken definierad enligt (4.1). Vi tittar nu pa en
godtycklig Cauchyfoljd (x,, ) i R" och skriver denna pa formen x,, = (51(m),...,§n(m)) .

Eftersom (x,,) &r en Cauchyfoljd s& har vi att for varje & >0 s finns detett N s3dant att

n V2
(4.4) d(xm,x,){z(gj(m)—gj“))J <&, (mr>N).

j=1

Eftersom (gj(m) —§j(r))2 <d(Xy,x )° <& for varje j , s& &r foljden (.fj(l),fj(z),...) en
Cauchyfoljd av reella tal for varje j=1,...,n. Eftersom R &r fullstandigt, se [1] sats 1.4-4, sa
konvergerar foljden till ndgot &;, d.v.s. §j(m) — & ddm—> .

Om vi anvander dessa n st gransvérden s& kan vi definiera x=(¢&,...,&, ) € R". Genom att lata
r — oo far vinu frén (4.4) att d(x,,x)<e om m>N .

Det har visar att x &r gransvardet till (x,,) och bevisar att R" ar fullstandigt eftersom (x,,)
var en godtyckligt vald Cauchyfoljd.

Att visa att C" r fullstandigt gors pa samma sétt som for det reella rummet R", med den

2 2
skillnaden att (gj(m) —§j(r)) ersitts med ‘.»;JW —gj(r) V.s.b.

Metriken for dessa rum, som fas fran (4.3), ser alltsa ut pa foljande sétt:

d0ey)=fe-yl=yla -nf .l -mf
och detta &r standardmetriken pa R" respektive C" .

4.2.2  Funktionsrummet C[a,b]

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referens [1].)

Med C [a,b] betecknar vi méngden av alla reellvarda funktioner x,y,... av en variabel som &r

definierade och kontinuerliga pa ett givet kompakt intervall J = [a,b].
Vi definierar normen som
@45) |x|= rpeajx|x(t)| .
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Det &r Iétt att verifiera att ||x| uppfyller a)-d) ovan.
Vi skall nu visa att funktionsrummet C|[a,b] ar fullstandigt.

Sats. Rummet C[a,b] med normen (4.5) ar fullstandigt.

Bevis. Lat (x,,) vara en Cauchyféljd pa C [a,b] . Givet ett £ >0, sa finns det alltsd ett N
sadant att for alla m,n> N har vi att
(4.6)  d(X,,X,)= m:;gx|xm(t)—xn (t)| <& dar J [a,b].
te

For varje fixerat t=t, € J , har vi da

X (t) = X, (o) < & (m,n>N).
Detta visar att (x(t,), X, (t,),...) ar en Cauchyféljd av reella tal. Eftersom R &r fullstandigt s&
konvergerar foljden, x,(t,) = x(t,) d&@ m —o.
Pa det har sattet kan vi till varje t e J associera ett unikt reellt tal x(t) .
Detta definierar (punktvis) en funktion x pa J och vi visar att x € C[a,b] och x, — x:

fran (4.6) och med n— oo sd har vi att

ntgx|xm(t)—x(t)|£g (m>N).
Och da for varje te J,

|xm(t)—x(t)|s,9 (m>N).
Detta visar att (x,,(t)) konvergerar likformigt mot x(t) pd J . Eftersom dessa x,, ar
kontinuerliga pd J och konvergensen likformig, s ar gransvardet x kontinuerlig pa J .
Hérav sa foljer att x < C[a,b] och aven att x,, — x. Detta bevisar att C[a,b] ar fullstandigt

och &r da ett Banachrum. V.s.b.

4.3 Linjara operatorer mellan Banachrum

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [1] och [3].)

Lat X och Y vara tva Banachrum, och Iat T vara en avbildning fran X till Y . T kallas
aven for en operator, vilket kommer att anvandas i detta arbete.

Om y=Tx sakallar vi y for bilden av x och mangden T’l(y) for inversa bilden av y . For

en delmangd A av X saskriver vi T(A) ={Tx: Xe A} . Méngden T(X) , Som dven
betecknas TX , kallas for vardemangdenav T .

T kallas for en linjar operator fran X till Y om
T (A% +4,X%) =4 Tx +A4,Tx, foralla X, X, i X och alla skalérer 4, 4, .
Det foljer att T(0)=T(2-0)=2T(0), sdatt T(0)=0.

Om TX =Y sasager viatt T avbildar X pa Y ,elleratt T &r en surjektiv avhildning.

Om Tx, =Tx, medfor att x, = x, sa kallas T for en injektiv avbildning.

Och T kallas for en bijektiv avbildning nar den ar bade surjektiv och injektiv.

20



Sats. Lat X och Y vara vektorrum, bada reella eller bada komplexa. Lat T : X —Y varaen
linjar operator. Da galler att:

(@) Inversen T1:TX — X existerar om och endast om Tx =0 medfér att x=0.

(b) Om T existerar sd &r det en linjar operator.

Bevis. (a) Antag att Tx =0 implicerar att x=0. Lat Tx, =Tx,. Eftersom T é&r linjar, s& har vi
att:

T(x —%)=Tx—-Tx,=0 séatt x, —x, =0 enligt vart antagande.
D4 foljer nu att Tx, =Tx, implicerar att x, = x, och T existerar eftersom T &r en bijektion.

Och motsatsen galler ocksg, d.v.s. om T existerar och Tx=0 s& ar Tx—-T0=0. Allts&
maste x =0 p.g.a. injektivitet.

(b) Vi antar att T existerar och ska da visa att T~ &r linjér. Vi betraktar x,,x, € X och
deras bilder:

Y, =TX och Y, =TX,.
Da galler att
x =Ty, och X, =T7y,.

T ér linjar, sa for alla skalarer, « och S, galler det da att
ay,+ BY, =aTx + T =T (ax + f%,).

Eftersom vi har fétt att x; =T‘1yj sa ger detta att

Til(ayl +ﬂy2) =aX + X%, ZaTilyl +ﬂT71Y2 )
och detta bevisar att T~ &r linjar. V.s.b.

Lat X och Y vara linjara metriska rum. En linjar operator T fran X till Y kallas for
kontinuerlig om Tx, —Tx d& x, — X.

Om X och Y &r Banachrum sa kallas en linjar operator T begransad om det finns en
konstant M sa att det for alla x géller att [Tx|< M |x|. Det minsta sédant M kallas for

normenav T och vi betecknar den med [T

Saledes far vi foljande:
|
ITl= N
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Sats. En begransad linjar operator ar likformigt kontinuerlig. Om en linjar operator ar
kontinuerlig i en punkt s& ar den begransad.

Bevis. Antag T &r begransad, da galler att:
[T, =T, <|[T|[-[% = x| < & foralla x och x, i X med ||x1—x2||<ﬁ,

alltsa ar T likformigt kontinuerlig.
Antag nu att T ar en linjar operator som &r kontinuerlig i x,. D& finns det ett § >0 sadant att

[Tx = Tx, | <1 for alla x sddana att |x—x,|< 5.
nz

2]

iTz:Tw:T(W+x0)—T(x0)

2]

For varje z#0i X sé&satter vi w=-—, dar  (0,5) ar fixerat. D& har vi att:

och
ﬁ”n” = ||T (W+%) =T (% )|| <1, eftersom
o -]l <5

Konsekvensen av detta blir att
[Tz| <77*|z] och T &r da begransad. V.s.h.

Det foljer speciellt att T &r kontinuerlig om och endast om den &r begrénsad.

5 Satsen om den 6ppna avbildningen och dess konsekvenser

5.1 Satsen om den Oppna avbildningen (Open-mapping theorem)

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [5] och [2].)

Definition. X, betecknar det 6ppna klotet B(O,g) i X och Y, betecknar da, pa samma sétt,
det oppna klotet B(0,5) i Y .

Sats. Lat X och Y vara Banachrum och lat T vara en begransad linjar avbildning fran X
till Y .Om TX =Y , sd avbildar T Oppna mangder av X pa dppna mangder av Y .

Bevis. Beviset ges i tre delar.
@) Antag att vi har visat att:

(5.1) foralla £>0 sa existerar det ett 6 >0 s&dant att TX, o VY;.
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Lat G vara en 6ppen mangd i X . Vivill visaatt TG &r 6ppen, d.v.s. att for alla y, e TG sa
existerar det ett 6 >0 sadantatt y,+Y; = TG.

Lat y, =Tx, och sedan véljer vi ett ¢ >0 sddant att x, + X, = G. Vélj sedan &ven & >0 som
i (5.1), och da om (5.1) géller sa fas:

TCoOT(Xg+X,)=Yy +TX, DYy, +Ys.
Likhetstecknet géller pga att det ar en linjar avbildning.

Det aterstar nu att visa (5.1).

(b) Till del (b) anvéands Baires kategorisats.
Det géller att X =|_JkX,,, vilket ger att

k=1

Y =TX =0kTXg,2 cfjkaj.

k=1 k=1

Vi anvéander nu Baires kategorisats vilket ger att k'ITg,2 har inre punkter for nagot k, vilket i
sin tur ger att 'ITS,Z har inre punkter, eftersom om yeY é&reninre punkt i k'ITg,2 , sa dr
y/keY eninre punkt till TX,, .
L4t YeY varaeninre punkti TX,,, daexisterarett 5>0 sidantatt ¥+Y; <TX,,,.
Omvinu later yeY,, sa géller detatt y+y em (och y em) och att det existerar
tva foljder:

y, =Tx e€TX,, , V' =Tx" €TX,,, sddanaatt y, >y , y' >y+vy.
Nu sétter vi x, = x." — ", d& galler att:

Tx, =Tx" —Tx' vilketgdrmot y+y-y=y.
Dessutom sa galler det att

| % ||£H X, H+H X" H<g,d.v.s. x eX,.

Vi har nu visat att:

(5.2) foralla &>0 saexisterar det ett & >0 sadant att for alla y eY; och for alla &, >0
sd existerar x e X, sadant att ||y - Tx| < & .

Vi vill nu komma fram till att y =Tx och i del (c) visar vi detta mha (5.2).

(c) Vi ska nu alltsa visa att x i (5.2) kan valjas sa att Tx= .
L&t & >0 varagivet och Iat &, =¢/2" . For varje € =¢, kan vi valjaett § =5, sadant att
(5.2) galler, som &, véljer vi &, ., . Eftersom & i (5.2) kan goras mindre s& kan vi anta att
0, —>0.
Givet ett fixt y Y, s existerar det enligt (5.2) ett x, € X, sddant att |y —Tx,| < &,, d.v.s.
Yy =y-Tx €Yy .
P& samma satt ser vi att det existerar ett x, € X, sédant att ||y, —Tx,| < &, d.v.s.
Yo =Y =T =y -Tx -Tx, €Y, .

23



Om vi nu fortsétter pd samma satt sa far vi till slut ett x, € X, sadant att:
Yo=Y -TX —..—TX €Ys .
Och eftersom &, — 0 s ger detta att y, — 0.
Nu ska vi visa att s, =%, +...+ X, ar en Cauchyfoljd och det gér vi genom att anvanda
triangelolikheten:
|
2 %

n=k+1

<Y < 3 /2 <s/2".

n=k+1 n=k+1

Nu foljer att s, — x for ndgot x e X och da féar vi att
y,=Y-Ts, = y—Tx och eftersom y, —0 ger detatt y=Tx.
Det géller &ven att

o0
=%,
n-1

Alltsd far vi slutsatsen att varje y eY; kommer franett xe X, d.v.s. TX, oY, . Ddrmed har
vi visat (5.1). V.s.b.

si||xn||<ig/2” —¢,dvs. att xe X,
n=1

n=1

Som en foljdsats till satsen om den 6ppna avbildningen sa skall vi visa foljande resultat:

5.2 Banachs sats

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [5] och [2].)

Sats. Lat X och Y vara Banachrum och lat T vara en injektiv, begransad linjar avbildning
fran X till Y . D& &r TX antingen av forsta kategorin iY ellers& &r TX =Y och T en

begransad linjar avbildning.
Bevis. Beviset ges i tva delar.

@) Om TX inte ar av forsta kategorin sa r det av andra kategorin och da ska vi visa att
TX =Y.

Vi borjar med att visa att TX =Y :

Lat oss da anta att TX &r av andra kategorin och vi anvander ett liknande resonemang som i
satsen om den 6ppna avbildningen.

L&t X, ={xe X :|x|<1} och TX = EOJTkXl . Eftersom TX &r av andra kategorin s3 medfor
k=1

det att TkX, har inre punkter for nagot k och detta i sin tur medfor att TX, har en inre punkt.

Latnu y varaen inre punkt till TX,, da existerar det ett § >0 sadantatt y+yeTX_, foralla
y med |y| <.

Eftersom y e TX,, sa existerar det ett X € X, sadantatt TXx =Y.

Nu tittar vi pa mangden
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T(X,-X)=T(X;)-V.
Eftersom X € X, , innehéaller TX, —X origo, och eftersom y ar en inre punkt till TX,, &r
origo en inre punkt till TX, —y . Detta ger att TX =Y .
Det sista inses genom att [ata y €Y och sedan véljaett a>0, sa litet att ay e TX , och
eftersom TX ér ett linjart rum sa maste dven y e TX . Da detta kan goras for varje yeY , sa

farviatt TX =Y .
Vi har nu visat att om TX &r av andra kategorin sa géller att TX =Y .

(0) Det Aterstar att visa att T~ &r begransad.
Att T~ &r begrénsad &r ekvivalent med att T~* &r kontinuerlig, som vi visat i avsnitt 4.3. Vi
behover saledes visa att for varje delmangd G < X som ar 6ppen sa galler det att varje
-1
(T‘l) (G) &r Gppen.
Men vi har ju att
—1 -1
(T7) 6=Tc
ar oppen enligt satsen om den 6ppna avbildningen. V.s.b.

Att T &r linjar, om den existerar, har visats i avsnitt 4.3.

5.3 Entillampning av Banachs sats

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [5] och [1].)

Sats. Rummet C*[0,1] &r av forsta kategorin i rummet C[0,1].

Bevis. Vi har att X = Cl[O,l] ar det normerade rummet av alla kontinuerligt deriverbara
funktioner pd J =[0,1] med en norm definerad enligt

||x||X =max(|x(t)|+|x'(t)|).

ted

Vi visar i senare sats i detta avsnitt att X &r fullstdndigt, vilket vi antar tills vidare.

LAt Y =C[0,1] med en norm definierad enligt ||x||Y = ntw%x|x(t)| ochlat T: X Y dar

Tx=xX.
Tx éar alltsd samma funktion som x, men vi "glémmer” att den &r deriverbar i rummet Y . Vi
far da att

[y =, = meox|x(6) < max [ (6)] [ (1)) = ] -

ted ted
Alltsd ar T en begransad operator med |[T|<1 och den &r uppenbart injektiv.

Eftersom det finns kontinuerliga funktioner som inte ar kontinuerligt deriverbara, t.ex. om
y(t)=+/t, satillhér y rummet Y men ej rummet X , s aralltsd T(X)=Y .
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Eftersom T (X ) =Y s& medfér nu Banachs sats att Cl[O,l] ar av forsta kategorin i C[0,1],
d.v.s. att "de flesta” kontinuerliga funktioner i C[0,1] inte tillhor Cl[O,l]. V.s.b.

Mangden av kontinuerligt deriverbara funktioner ar alltsa en undantagsmangd i mangden av
alla kontinuerliga funktioner.

Sats. X =C'[0,1] ar fullstandigt.

Bevis. L&t (x, ) varaen Cauchyfoljd. Eftersom () och (x,") ar Cauchyfoljder i C[0,1], kan
vi nu anta att x, — x och x," — y enligt satsen i delavsnitt 4.2.2.

Det aterstar da att visa att y = x':
Vi har att

X (t) =% (0) = l X (s)ds.

Lat nu k — oo, vilket ger
t
x(t)-x(0)= f y(s)ds.
0

(Grénsvérdet av integralen &r lika med integralen av gransvérdet eftersom x,” — y
likformigt.)

Vi deriverar nu bada leden och detta ger
X'(t)=y(t). V.s.b.

6 Banach-Steinhaus sats och dess tillampningar

6.1 Banach-Steinhaus sats

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referenserna [5] och [1].)

Sats. Lat T, € A, vara begransade linjara operatorer fran ett Banachrum X till ett
normerat rum Y . Om méngden {||Tax||} , &r begransad for varjex e X , d.v.s. det finns ett

ae

tal ¢, sadant att
6.1) |T,x|<c, aeA

s& ar dven mangden {||Ta||} . begransad, d.v.s. det finns ett tal ¢ sadant att

ae

62) |[T,|<cforallaceA.
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Bevis. LAt X, ={xe X :|T,x|<k foralla @ e A}. X, &r sluten och det visas pé foljande sétt:

Om x, — x sa far viatt [T, x, | —|T,x| och eftersom det galler att [T, x,| <k s& galler det
aven att [T, x| <k, d.v.s. vi har att alla X, &r slutna.
Antag nu att det existerar ett k, sadantatt X, har en inre punkt, sig X, .

Dé existerar det ett & >0 sadantatt x, +&xe X, foralla x med |x|<1.

For dessa x sa galler foljande:
[T, (=% +&X)| =T, (%, —&X)| < k, eftersom x, &x e X, .
Detta medfor att

[T, (ex)]| = H%Ta (X, + £X) + %Ta (—X, + £X)

g%ko+%ko =k, foralla a € A,

dvs exe X, foralla x med |x|<1.

Nu foljer det att O ar en inre punkt till X, ~och

e[| =[T, (ex)] <k, d.v.s. ||Tax||£ﬁ foralla x med x| <1 och foralla a e A.
&

Da far vi foljande:

k
IT, | =sup|T, x| <2 =c.

(R ¢
Det terstdr att visa att nagot X, ~verkligen méste ha inre punkter. Antag nu att alla X,
saknar inre punkter. Eftersom de ar slutna, ar de ingenstans tata. Enligt Baires kategorisats sa
foljer det nuatt X =( X, eftersomalla X, é&r av forsta kategorin.

k=1

Nu tar vi ett godtyckligt X e X . Mangden {||Ta>?||} . dr begransad enligt antagandet, d.v.s.

ae

[T, %| <k for nagot k .
Da far vi att varje X e X tillhér nagot X, , d.v.s.

X =X, .
k=1

Vi far da en motségelse och vi har nu visat att det finns en inre punkt vilket var det vi ville
uppna. V.s.b.
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6.2 En enkel tillampning

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referensen [1].)

Sats. Det normerade rummet X av alla polynom x(t) =, + gt +...+ a, t* med en norm
definierad enligt
(6.3) ||x|| = max‘aj‘ (@, ... koefficienterna till x)
J
ar inte fullstéandigt.
Bevis. Vi anvander oss av Banach-Steinhaus sats.

Vi konstruerar en féljd av begransade linjara operatorer fran X till R, som uppfyller (6.1)
men inte (6.2) sa att X inte kan vara fullstandigt.

Vi kan nu skriva ett polynom x(t);tO av grad N, pa formen
X(t)=>a;t! (e, #0, ;=0 forj>N,).
j=0

Som en foljd av operatorer fran X till R sa tar vi (Tn) definierad enligt
(64) T,0=0, TX=ay+a +..+a, .

T. &r linjar och 4ven begréinsad. Det senare inses genom (6.3) dér vi har att ‘aj‘s [X|| sé att

T X <n]lx].

Vidare sa har vi, for varje fixt x e X , att féljden (|Tnx|) uppfyller (6.1) eftersom ett polynom
x(t) avgrad N, har N, +1 koefficienter. D& far vi enligt (6.4),
T.X<(N, +1) m?x‘aj‘zcx,
som ar pa samma form som (6.1).
Vi ska nu visa att (Tn) inte uppfyller (6.2), d.v.s. att det inte finns nagot ¢ som uppfyller:

IT.|<c forallan.
Detta gor vi genom att valja ett speciellt polynom som definieras enligt:
X(t)=1+t+..+t".
D& &r ||x| =1 enligt (6.3) och
T x=1+1+..+1=n=n|x|.
Vi har da fatt foljande:
[T
x|

T I= =n, d.v.s. att (|T,) &r obegransad.

Om rummet X vore fullstandigt skulle (6.1) medféra (6.2) enligt Banach-Steinhaus sats,
alltsa kan inte X vara fullstandigt. V.s.b.
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6.3 Tillampning pa Fourierserier

(Teorin i detta avsnitt kommer fran referens [1].)

Lé&t x varaen 2z - periodisk funktion sddan att |x| &r integrerbar dver [0,27]. Vi vill
utveckla x i en Fourierserie, d.v.s. skriva x pa formen
(6.5)  x(t) ~ %ao + > (a, cosmt +b, sinmt),

m=1

dar tecknet ~ betyder att x Svarar mot serien ovan.

Fourierkoefficienterna a,,a,,b, gesav:

2z 2
6.6) a, =£J' x(t)cosmtdt , by, =ij x(t)sin mtdt .
7o 7o

Detta ar ett naturligt val eftersom om man ersatter ~ med ett likhetstecken i (6.5),
multiplicerar bada led t.ex. med sinm,t, integrerar och raknar formellt (d.v.s. utgar fran att

integralen av summan &r lika med summan av integralerna), sa far man by, som i (6.6).

En naturlig fraga &r: nar ar x(t) lika med hogerledet i (6.5) for alla t ?

Det ar kéant att om x ar kontinuerlig och periodisk med period 27 samt om X’ ar styckvis
kontinuerlig p& [0,27] s& réder likhet for alla t, se [6], avsnitt 31, sats pés. 90.

Enligt referensen ovan konvergerar serien for alla x dven om x (och x') enbart ar styckvis
kontinuerlig. Detta visar att kontinuitet inte & en nddvandighet for att hogerledet i (6.5) ska
konvergera. Overraskande nog sé ar kontinuitet inte heller tillrackligt for att serien (6.5) ska
konvergera.

Sats. Det existerar reellvarda kontinuerliga funktioner vilkas Fourierserier divergerar i en
given punkt t,.

Bevis. Vi anvander oss av Banach-Steinhaus sats.

Lat X vara det normerade rum av alla reellvarda kontinuerliga funktioner med period 27 .
Normen for X definieras enligt

6.7) |X|= r?EaRx|x(t)| :

X @r ett Banachrum, vilket vi skall visa i nésta sats. Och utan att begransa generaliteten kan
vitat,=0.

Vi ska anvanda Banach-Steinhaus sats pd T, = f,, dar f,(x) ar vardet vid t=0 for den n:te

partiella summan av Fourierserien till x.
Eftersom sinustermerna ar 0 och cosinustermerna ar 1 vid t =0 sa ser vi fran (6.5) och (6.6)
att

n 27 n
f (x)zéaO +>a, :lj x(t)E+ Zc:osmt}dt .
T

m=1 0 m=1
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Vi vill bestamma summan i integralen och vi beraknar da

.1 N .1 n ) 1 ) 1
2sin=t> cosmt=>) 2sin=tcosmt= ) —sin| m—= |t+sin| m+= |t |=
2 o m=1 2 2 2

m=1
=—sin£t+sin n+l t
2 2
dar sista uttrycket kommer fran att man kan stryka uttrycken mellan forsta och sista termen.

Om vi dividerar detta uttryck med sin%t och adderar 1 pa bada sidor sa far vi:

N sin(n+2jt
1+ ZZcosmt =— =7
m=1 sin—t

2

Foljaktligen sd kan f, (x) skrivas pa formen:

68) (= [x() ; —Sin(mz}
: n(¥)=o -] q, (t)dt dar q, (t)=——-.

70 sin Lt
2
Om vi anvander detta sa kan vi visa att den linjara avbildningen f, ar begransad. Enligt (6.7)
och (6.8) har vi

1 f M
|fn(x)|£§max|x(t)| ! g, (t)|dt_§£|qn (t)]dt.

Viser daatt f, ar begransad. Vidare genom att ta supremum 6ver alla x med normen 1 sa far

VI
27

1
il ]l (et
Vi skall nu visa att vi istéllet kan satta likhetstecken i olikheten ovan. L&t oss forst skriva

) +1 for varje t sddant att g, (t) >0
a0 (1) = y(t)an (1) dar y(t)={ S

Funktionen y ar inte kontinuerlig, men genom att ta ett godtyckligt ¢ >0 sa kan vi modifiera

den till ett kontinuerligt x med norm 1 sadant att
2z

![x(t)—y(t)]qn (t)dt

t.ex. pa ett foljande stt:
Vi ser att:

y(t)=1 for O£t<7z/[n+;j,
y(t)=-1 for ﬂ/(n+;j<t<2ﬂ/(n+;j 0sV.

Vi definierar nu:

x(t)=1 for O£t<7z/(n+;j—a,
N 1 1
x(t):—l for ﬂ/[n+2j+a<t<27r/(n+2j—a
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och later x(t) vara den stracka som forbinder punkten (ﬂ/(n +;) -a, lj med

(z/[n + ;) +a, —1] , sedan fortsatter vi vidare p& samma sétt. Eftersom x(t)=y(t) utom

pa intervall av langden 2« , ar det nu latt att se att (6.9) galler om « valjs tillrackligt litet.
Genom att skriva (6.9) som tva integraler och dven anvanda (6.8) sa far vi
2z 2z
1
f (x)—— t)|dt
()5 J[a. (0

1 2z
- [ x(t)a, (t)dt— [ y(t)g, (t)dt|= <e.
0
Eftersom & >0 var godtyckligt valt och | x| =1 s& bevisar detta att:

0

1 2z
(6.10) | fofl= - [ lan (t)]dt.
0

Vi ska slutligen visa att foljden {|f,||} &r obegransad.
Om vi i (6.10) substituerar uttrycket for ¢, fran (6.8), anvander olikheten

sinlt
2

<%t for te(O,Z;r] och gor variabelbytet: (n+%)t =v, sa far vi:

1 . 1
o2 sm(n+ jt on sm(n+jt‘ (2n+1)x
2 1 2 1! |S|nv|
It [ at> T [l ~

o| sinit 7o 7oV
2
1 on (k+)7 |va| 120 1 (k+)z -
== dv> — sinvldv= — ——>oodan—>oo
ﬁé kJ; v ﬂkzzo(k+l)7r k'[ | | 7? % +1

eftersom ii divergerar.

o k+1
Foljaktligen s ar (| f,[) obegrénsad sa att (6.2) (med T, = f,) inte géller. Eftersom X
ar fullstandigt sa sager detta att (6.1) inte kan galla for alla x. Det maste da finnas ett
x € X sadant att (| f, (x)|) ar obegransad. Men enligt definitionen av f, sa betyder det
att Fourierserien for detta x divergerar for t=0. V.s.b.

Sats. Rummet X ovan ar ett Banachrum.

Bevis. Lét () vara en Cauchyféljd. P4 samma sétt som i avsnitt 4.2 visar man att det
existerar ett x sddant att x, — x likformigt. Eftersom x, (t+27)— x(t+2x),

X (t)—>x(t) och x (t+27)=x(t), &r x(t+27)=x(t),

d.v.s x ar periodisk. Sa xe X . V.s.b.
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