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Kapitel 1

Introduktion

I det hér avsnittet kommer vi att studera Euler-Lagrange-ekvationen, extre-
malfiltet, E-funktionen och tillréckliga villkor for minimum och extremum.

1.1 Harledning av Euler-Lagrange-ekvationen

Variationskalkyl har varit ett av de stérre omradena inom analys i dver
tvahundra ar; den kan tilldimpas pa en mangfald problem inom matematik
och fysik.

Antag att tva punker P och ) 4r givna i ett plan. Det finns odndligt
manga kurvor som forbinder dessa punkter. Vi kan stélla foljande fragor, till
exempel: Vilken kurva minimerar den tid som behdvs for att glida mellan
P och Q7 Vilken kurva minimerar arean av den rotationsyta som fas nér
kurvan roterar kring x-axeln?

Lat oss titta pa ett allmint problem. Lat P och ) ha koordinaterna
(z1,y1) resp. (x2,y2), och betrakta familjen av tva ganger kontinuerligt de-
riverbara funktioner y = y(z) som satisfierar villkoren y(z1) = y1, y(x2) = y2
Vi ska se, att om en sadan funktion y(z) minimerar integralen

2
I—/ F(x,y,y’)dx,
1

sa uppfyller y(x) en differentialekvation. Vilken differentialekvation satisfie-
ras av den minimerande funktionen y(z)?

Vi far en differentialekvation for den minimerande funktionen y(x) ge-
nom att jimfora de virden pa I, som fas nir den funktionen varieras.

Mera specifikt kan man géra pa foljande sétt:

Lat y(z) vara den minimerande funktionen och betrakta den enpara-



metriga familjen av jamforelsefunktioner Y (z) definierad genom Y (x) =
y(z) + en(z), dir n(z) ar en godtycklig tva ganger kontinuerligt deriverbar
funktion for vilken n(z1) = n(z2) = 0 och ¢ &r en variabel.

(X1, Y1)

Figur 1.1

Kurvorna Y (z) = y(x) + en(x) och Y(x) = y(x) har da gemensamma
start- och slutpunkt, och virden pa I for Y (z) = y(z)+en(x) &r alltid storre
an eller lika med vérden pa [ for Y = y(x). I var enparametriga familj

Y(z) = y(x) +en(z)

star en(z) for den vertikala avvikelsen fran kurvan y(x). For varje fixt val
av funktionen 7(z) ger varierande vérden pa e en delfamilj av var parame-
terfamilj och fér € = 0 i en sadan delfamilj fas den minimerande funktionen
y(x).

Villkoren n(z1) = n(xy) = 0 forsdkrar att Y(z1) = y(z1) = y1 och
Y(xz2) = y(x2) = y2, dvs att alla jamforelsefunktionerna har samma &nd-
punktsvirden som den minimerande funktionen y(z). Med ett lampligt val
av n(x) och g, &r det mojligt att framstélla vilken tva ganger kontinuerligt
deriverbar funktion som helst (med de énskade &ndpunktsvirdena) med ett
uttryck av formen Y (z) = y(z) + en(z).

)
Lat oss atervénda till [ = / F(:c, Y, y’)dz. Genom att ersétta y(z) och

1

y'(x) med Y (x) och Y’(x) resp. far vi integralen

I(e) = /@ F(z,Y,Y)dz, (1.1)

1



vilken, for en given funktion n(x), dr en funktion av parametern &:

I(e) = /9;2 F(z,Y,Y')dx

1

= /m F(z,y(z) +en(x),y' (z) +en'(x)).

1

Genom att sitta ¢ = 0 in i Y(x) = y(z) + en(z) far vi Y(z) = y(z),
och eftersom vi forutsatt att y(x) minimerar integralen, vet vi att I(g) &r
en minimumpunkt med avseende pa € f6r ¢ = 0 (detta stdmmer for vilket
val av n(x) som helst). Pa sa sitt reduceras problemet till ett vanligt mi-
nimumproblem med avseende pa variabeln e; dessutom vet vi pa forhand
det véarde av variabeln € for vilket minimum fas (¢ = 0). Eftersom I(e) med
vara forutsittningar dr deriverbar, giller alltsa att I'(0) = 0 (for varje val

av ().
Derivatan I'(e) kan fas genom att derivera

€2

I(e) = / F(z,y(z) +en(z),y (z) + en'(z))d

1
under integraltecknet, dvs

I’()—/I2 OFor  OFOY , OF VT,
=) \ozrae "oy o oy ae )

1

2 (OF oF
(2 vy + 2wy, Y’)n’<x>) da
/xl <aY Yy’

(5 =wer G =w@).

Néare =0 ar (Y,Y') = (y,y), och saledes ger I'(0) = 0 att

ro= " (§§<x,y,y’>n<x> " §j<x,y,y'>n'<x>) —0 ()

1

Vi kan eliminera n/(x) genom att partialintegrera integralens andra term,

vilket ger
wop , [ OF]™  [m  d (0F
R CE {n@)ay,]zl / | n(w)dz(ay,> dz



Vi kan dérfor skriva om (1.2) pa formen

[ron(E-2(&) e

Vi anvénder oss sedan av foljande lemma:

Lemma 1. Om x; och za dr fiza konstanter och funktionen G(x) dr konti-
nuerlig for x1 < x < x9 samt om/ x)G(z)dz = 0 for varje val av en tva

ganger kontinuerligt deriverbar funktzon n(x ) for vilken n(xz1) = n(x2) =0,
gdller att G(x) = 0 identiskt i intervallet z1 < x < x5.

Bevis. Anta att motsatsen giiller, dvs att det finns ett viirde 2’ i

(x1 £ 2’ < xg) for vilket G(z) # 0. Lat oss anta att G(a’) > 0. Eftersom
G(x) ar kontinuerlig maste det finnas ett delintervall av 1 £ & < x9 kring
o, sig o) o/ S b, dir o) < @ 1 vilket G(z) > 0 dverallt. Men da kan
pastaendet

2
| @Gz =0 13)
T
inte gélla for varje tillatet val av 7.

Betrakta, t. ex., funktionen n som definieras av

0 for x1 S x <
n(z) =< (z—a))3xh—2)3 fora) <<
0 for o, < x < a9

(n(z1) = n(z2) = 0 och n &r tva ganger kontinuerligt deriverbar.)
Da ar

/ )Gz = / P @ — 2@ — 2)2G (x)da. (1.4)

1 z1

Eftersom G(z) > 012} < x < 2, blir hogerledet av (1.4) positivt, vilket
strider mot (1.3). Samma sak géller om vi antar att G'(x) < 0. O

Detta ger att en minimerande funktion y(x) maste uppfylla differentia-
lekvationen

oF d (OF
a—y o <8y’> =0, FKEuler-Lagrange-ekvationen.

Vi har ddrmed visat att om y(z) dr en tillaten funktion som minimerar
integralen (1.1), da satisfierar y Euler-Lagrange-ekvationen. Dessutom maste



y(z) uppfylla problemets randvillkor. Villkoret I’(0)=0 behdver dock inte ge
ett minimum, utan kan ocksa ge ett maximum eller en terrasspunkt for I(e)
da e = 0. Om den erhallna funktionen y(z) verkligen ger ett minimum maste
darfor avgoras genom ytterligare analys. Sadana ges i avsnitten 1.2 och
1.3. Varje 16sning till Euler-Lagrange-ekvationen kallas dock en extremal till
det betraktade problemet, oberoende av om l6sningen uppfyller problemets
randvillkor eller ej.

of

OF

De partiella derivatorna —— och B rdknas genom att betrakta x, y och
Y Y

1y’ som oberoende variabler.

Eftersom

A (OF\ _ 9 (OF\ . 0 (OF\dy 0 (9F\dy
de \oy' ) 0z \ oy oy \0y' ) dx Oy \ 0y ) dx
dy d?y
= I'y'y —+ Fy/y% —+ Fy/y/%

ser vi att Euler-Lagrange-ekvationen ocksa kan skrivas:

2 d
Fyy =l 4+ Fypy 2

v g T gy T Eye—Fy =0,

Referenser:

Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company inc.,
1952

George F. Simmons, Differential equations with applications and historical notes,
McGraw-Hill international editions, 1991



1.2 Extremalfilt

Lat F vara en given trevariabelfunktion, och lat D vara ett 6ppet dndligt
omrade i xy-planet begriansat av en enkel sluten kurva.

Betrakta nu extremaler horande till F', dvs losningar till Euler-Lagrange-
ekvationen horande till f. Anta att det existerar en enparametrig skara av
sadana extremaler i D, som har foljande egenskaper:

1. Genom varje punkt i D gar en och endast en extremal som tillhor
skaran.

2. Vinkelkoefficienten for tangenten till en extremal i punkten (x,y) &r
en funktion p(z,y), som har kontinuerliga partiella derivator av
forsta ordningen i D.

3. Fyy(z,y,p(x,y)) # 0 for varje punkt (x,y) i D.

En sadan extremalskara kallas ett extremalfiilt i D. Funktionen p(z,y)
kallas faltfunktionen for féltet.

y

Figur 1.2: Ett extremalfilt

Om minst tva olika kurvor horande till en extremalskara gar genom en viss
punkt (xg,yo) och (zg,yo) tillhor D bildar inte extremalskaran ett
extremalfilt (se figur 1.3).

10



Figur1.3: Inte ett extremalfilt

Om alla kurvor horande till en extremalskara gar genom en viss punkt
(z0,y0) dar (zg,yo) tillhér randen av D och extremalskaran uppfyller 1, 2
och 3 ovan dr dock extremalskaran ett extremalfiilt i D. Ett sadant
extremalfilt kallas ett centralfilt, och punkten (zg,yp) &ar filtets centrum
(se figur 1.4).

y
5

D

. . . . X
1 2 3 4 5 6 Figur 1.4: Ett centralfilt

Betrakta nu en enparametrig skara av extremaler y = y(z,C),C € I, (I

11



oppet intervall), som alla gar genom en punkt A = (z,y0). Lat ¢(z,y) =0
vara enveloppkurvan till denna extremalskara (vi antar att envelopp
existerar). For varje punkt (z,y) pa enveloppen ¢(z,y) = 0 géller da enligt
definitionen av envelopp att

Iy(z,C)

y(x,C)—y:TZO

for nagot C.

Lat B = (x1,y1) vara en punkt genom vilken det gar en extremal, och lat
y = y(z, Cp) vara en sadan extremal. Den punkt A* dér extremalen
tangerar enveloppen ¢(z,y) = 0 kallas den med avseende pa extremalen

y = y(z,Co) konjugerade punkten till A. Av enveloppens ekvation foljer att
varje punkt pa enveloppen ar griansvirdet da §C' — 0 for skidrningspunkten
# A for tva extremaler y = y(z,C) och y = y(x,C + 6C). Detta har
foljande konsekvens:

Lat x* vara abskissan for A*. Om x* > x1, bildar extremalerna y = y(x, C)
for C néra Cy ett centralfilt, om zp < 2* < x1 gor de inte det (se bade
figurerna nedan).

;

(X.y) 20
{¢xv

A

Ay y,)

Figuri.5: Inte ett centarlfilt

12



4’%

Figurl.6: Ett centralfilt

Sammanfattningsvis géller foljande: Ett tillrdckligt villkor for att det ska
finnas ett centralfilt av extremaler med centrum i A i ndgon omgivning av
en extremalkurvbage AB &r att den konjugerade punkten A* inte ligger pa
bagen AB. Detta villkor kallas fér Jacobis villkor.

Lat oss formulera detta villkor analytiskt:

Lat y = y(z, C) vara ekvationerna for ett stralknippe av extremaler med
centrum i punkten A; C kan antas vara lutningen 3’ i punkten A av en
extremal tillhérande stralknippet. Vi antar att en envelopp finns.
Enveloppen bestdms av ekvationerna:

y=y(z,C),
oc 7
0 C
Derivatan M lings en godtycklig kurva tillhérande extremalfamiljen

oC

13



ar en funktion av bara z. Lat oss beteckna denna funktion med w sa att

y=y(z,C),
_ Oy(x,C)
Y= a0
och
U = 82y(m,0)
r oCoxr

Eftersom kurvorna y = y(x, C) dr extremaler och dérmed lésningar till en
Euler-Lagrange-ekvation géller om F' dr den funktion som definierar
Euler-Lagrange-ekvationen att

Fy (2, ), v, ) = -y y(a, C), y(, C) = 0.

Genom att derivera denna identitet med avseende pa C' och sétta in

M = u erhaller vi

oC

d
Fyyu + Fyy/ul — @(Fyy/u + Fy/y/ul) =0

eller J J
<Fyy - dxFyy’) U — dr (Fy’y’“/) =0.

I funktionerna Fyy(x,y,vy'), Fyy (x,y,y") och Fy(x,y,y’) &r hér
y=y(z,C) och y =yl (x,C) dir y(x,C) &r en 16sning till tillhérande
Euler-Lagrange-ekvationen.

Lat nu B vara en punkt pa en av extremalerna y = y(z, (), sig pa

y =y(x,Cp). Lat zy vara abskissan for A (centrum for det stralknippe som
extremalerna y = y(x, C) bildar), och lat x; vara abskissan for B.
Eftersom y(zg,C) = yo = konstant for alla C giller att

0 ,C
u(zg) = y(;g ) =0

for alla C.

Betrakta nu Jacobis ekvation ovan for C' = Cy. Da &r som nyss motiverats
u(zg) = 0. Om A* = (z*,y*) for den med avseende pa extremalen
y = y(z, Cp) konjugerade punkten till A giller

83/(:6*7 CO)

ac Y

14



och

y" =y(a", Co),
@ w(@®) = dy(e*,Co) _ 0
oC ’

Omvént om By, Co)
u(z*) = % =0

sa ar (z*,y*) dar y* = y(2*, Cy) den med avseende pa extremalen
y = y(x, Cy) konjugerade punkten till A.

Foljaktligen giller att A*, den med avseende pa extremalkurvan

y = y(z, Cp) konjugerade punkten till A, ligger pa extremalbagen AB
precis om u(z*) = 0 f6r nagot z* €]z, x1]. Dvs Jacobis villkor &r uppfyllt
precis om u(x) # 0 for alla x €]z, x1].

Exempel 1:

Ar Jacobis villkor uppfyllt vid problemet att bestimma extremaler till

I =/ (y? —y*)da
0

for funktioner y(z) sadana att y(0) = y(a) = 07
Losning:
Satt
F=qy? 2
Da ar
Fyy = -2, Fy,, =0 och Fy, =2

Inséttning i Jacobis ekvation

d d
(Fin = g Ju = g (B} =0
ger
d
—2u——(2u') =0
U dx< u')
dvs
v +u=0.

Hérav far vi att u = C} sin(x — Cy). Till f6ljd av att w(0) = 0, har vi att
C5 = 0 och att u = 1 sinz. Funktionen u forsvinner i punkten x = k.

Om 0 < a < 7 &r punkten x = 0 den enda punkt dér funktionen u
férsvinner och alltsa Jacobis villkor uppfyllt.

15



Om a > m, finns det minst en punkt till, ndmligen x = «, i intervallet
0 < x < a dér funktionen u férsvinner. Jacobis villkor &dr inte uppfyllt i
detta fall.

Exempel 2:

Ar Jacobis villkor uppfyllt vid problemet att bestimma extremaler till
a
I= / (W? + 9 + 2%)dx
0

for funktioner y(x) sadana att y(0) = y(a) = 07
Losning:
Sétt
F=y?+y*+ 2%
Da &r
Fyy=2 Fuy =0 och Fyy =2

Insdttning i Jacobis ekvation

d d
(Fn = g Ju = g (') =0
ger

d
2u——(2u)=0
“ da:( w)

dvs
u —u =0,

som har generell 16sning
u = Cysinhx + C5 cosh x.

Da u(0) =0 dr C2 = 0 och u = Cy sinhz. Kurvan u = C sinh x skér
z-axeln endast i punkten z = 0. Jacobis villkor &ar alltsa uppfyllt for
godtyckligt a > 0.

Referenser:

L. E. Elsgole, Calculus of Variations, Pergamon press, 1961
Johannes Malmquist, Valdemar Stenstrém, Sture Danielson,
Matematisk analys del III, Natur och Kultur, 1953

16



1.3 Hilberts sats och Weierstraf3ifunktionen
E(z,y,p(x,y),y')

Antag att Jacobis villkor géller fér variationsproblemet
T2
V= / F(z,y,y)dz, y(x1) =y, y(x2) = y2,
1

sa att extremalen C' som passerar genom punkterna A(x1,y;) och
B(x2,y2) kan inkluderas i ett centralfilt.

Figur 1.7

Vi studerar nu
AV = F(l’,y,y,)dl‘—/ F(l’,y,y/)dl', (15)
C* C

dér C* ar en konkurrerande kurva till C, en kurva med samma é&ndpunkter
som C'. Weierstrafl har visat att denna skillnad mellan tva integraler kan
uttryckas genom en enda integral om C' tillhor ett extremalfilt och C*
ligger i omradet for detta filt.

Foljande resultat géller:

17



1.3.1 Hilberts sats

Sats 1. Hilbert: Om det enkelt sammanhdngande omradet D dr innehallet
i ett extremalfilt och p(x,y) dr extremalfiltets faltfunktion, sa gdller for
varje sluten kurva v inom D

/ <(F(9€ y,p(z,y)) — pFp(z,y, p(z, y)))dx + Fy(z,y, p(x, :t/))dy> =0
Y

(1.6)
eller ekvivalent

A <F<m,y,p($,y)) + (% —p(a:,y)>Fp<w,y,p(w,y)>>dfv =0. (L7

Bevis. Lat y = p(z, @) vara extremalféltskurvorna i D.

Pa grund av egenskapen 1, sidan 9, hos ett extremalfélt (genom varje
punkt i D passerar en och endast en extremal som tillhor skaran), kan «
entydigt 16sas ut ur sambandet y = ¢(z, ) som en funktion av x och y.

Dvs
y=¢@a) < a=yy)
fér nagon entydigt bestdmd funktion 1. Notera att
o(z,9(@,y) =y (1.8)

med denna definition .

Enligt definitionen av filtfunktionen p(z,y), se 2 sidan 9, giller att
p(z,y) = ¢, (7, ).

Alternativt kan man skriva

p(x,y) = & (z,¢(z,y) ) (1.9)

07

och
p(z, p(x, @) = g (z, ).
——
Yy

Med hjélp av kedjeregeln fas:

Pl (x o(z, a)) -+, (x o(z, a)) pu (T, ) =y (z, @)

18



eller
Pale,y) + by (@, (e, y) = & (2. 0(2,9)) (1.10)

Enligt Greens sats foljer Hilberts sats om det géller att
0 0
% (Fp (:U7 Z/;p(xa y))) - 873/ (F(.’IJ, y7p(xa y)) - p(xa y)FP (Zlf, yap(xv y))) .

(1.11)

Derivering ger

0
%Fp (w Y, p(, y)) = Fpe (x Y, p(x, y)) + Fpp (x Y, p(x, y))p&(x, Y)

och

88y <F<x, y,p(z, y)) —p(x,y)Fp (377 y,p(w,y)))

= F,(2.y.p(@.)) = Fy (v.9.0(2.9) 2} (@,9) = Fyp (2,9 p(2,9) ) ol 9)p ().

Men y = p(z, ) dr en extremal, sa y = ¢(z, o) uppfyller
Euler-Lagrange-ekvationen (index ger respektive derivata)

d
Fy(z,y,y) — @Fs(fc,y,y’) =0
dvs ekvationen
By(z,y,y") — Fa1(x,9,9') — Fa(z, 9,9 )y — Fas3(x,y,9')y" = 0.
Vi har alltsa att

By (2, pla, a), gh(@,0) ) = Fis (2, (. ), ¢ (2. )

Y p(z,y)

— Fhs (SL‘, (P(xa O‘)a 90;(51370‘))90;;($7 a) - F33(l‘, 30(3370‘)7 ng;(wv Oz))gogx($, Oé) =0

19



dvs

Fy (rv, @(:L", Y(x, y)) P (:v, Y(x, y))) — Fi3 <w, w(w, Y(z, y)) O <9«“, Y(z, y)))

- Py <x o (2, 0(@,y)), ¢ (o, w<x,y>)) &, (2. 6(,))
— Fy3 <x w(x, U(, y)) Pl (w (@, y))) Plra (:v U(, y)) =0.

Anvénder vi sedan (1.8), (1.9) och (1.10) far vi att
Fy (x,y,p(x,y)) — Fi3 (Ly,p(:r,y)) — Fy3 (a:,ym(m,y))p(w, Y)

— Fi3 (az y, p(z, y)) (p;(:v, y) + py(x, y)p(z, y)) =0

vilket kan skrivas

Fop (:c y, p(z, y)) + Fpp (1‘ y, p(z, y))pé(fﬂ, y)

=Fy (:v Y, p(z, y)) — Fyp (m Y, p(z, y))p(fb, y) = Fpp (x Y, p(z, y)>p(:c, YIpy(,y).

Villkoret (1.11) géller alltsa och satsen &dr visad. O

20



1.3.2 E-funktionen

Lat D vara som i Hilberts sats, lat C' vara en extremal och lat C* vara en
kurva med samma &ndpunkter som C.

Da géller enligt Hilberts sats att

/C (F(a: y,p(a, y)) + (v - pla,y) F, (:c,y,p(x7y))>dx
= /* F(az,y,P(w,y)> + (yl —p(x,y))Fp (x,y,p($,y)>dx. (1.12)

Eftersom C &r en extremal som tillhor filtet sa dr p = ¢ lings C, och
véanstra ledet av (1.12) reduceras till

/ F(z,y,y')dx,

C

dvs

/CF(w,y,y')dfv = /C F(m,y,p(w,y)) + (v = p(z,9)) Fp (2, y, p(2, y)) dz,

varav fas

/* F(x,y,y)dx — /CF(CC, v,y )dx

= / (F(x,y,y’)—F(x,y,p(fv,y)) - (y’—p(:r,y))Fp(wvy,p(x,y))>dw-

(1.13)

Funktionen

E<w,y,p(ﬂf,y)7y’)
= F(z,y,y) - F(:L’ y,p(z,9)) = (v = p(z,9)) Fp (w y, p(, y)) (1.14)

kallas Weierstrafl E-funktion. Med denna beteckning har vi visat att

T2
/ F(x,y,y')dx—/F(Jf,y,y’)dﬂc:/ E(:v,y,p(w,y),y')dx-
* C T

1
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1.4 Tillrdckliga villkor for extremum/minimum

Det ar uppenbart att villkoret att funktionen F &r icke-negativ ar ett
tillrackligt villkor for ett minimum ldngs kurvan C.

Ett minimumvérde dr det minsta virdet som antas ldngs angrdnsande
kurvor. Vad som menas med angrinsande kurvor maste dock definieras
tydligare.

Lat C vara kurvan y = yo(z).

Om minimumvérdet &r det minsta vérdet for funktioner for vilka
ly(z) — yo(z)| ar litet kallas minimumvérdet ett starkt minimum.

Om minimumvérdet dr det minsta véardet for funktioner for vilka
ly(z) — yo(z)| och |/ (x) — y{(x)| bada dr sma kallas minimumvérdet ett
svagt minimum.

Analogt géller for maximum.

1.4.1 Weierstraf} tillrdckliga villkor

For ett svagt minimum récker det att olikheten E(m, y,p(z,9),y ) >0
gilller om (z,y) ér nira extremalen C och y’ dr nira p(x,y) lings
densamma.

For ett starkt minimum maste olikheten F (a:, y,p(z,9),y ) > 0 gélla for

varje viirde pa (z,y) som #r néra extremalen C och fo6r godtyckliga virden
pa y/. Detta enligt definitionerna ovan, ty nér det giller fallet av ett starkt
extremum kan nirliggande kurvor ha godtyckliga riktningar, medan for ett
svagt extremum dr virden pa y’ lings nérliggande kurvor néra virdet

y' = p lings C.

1.4.2 Legendres tillrackliga villkor

Antag att funktionen F(x,y,y’) har en derivata av andra ordningen med
avseende pa 1. Enligt Taylors formel har vi att:

ﬂ%%W=F@wmmw)+W—M%wﬂxawmm®

" ool 2
+ (yp2(!7y))Fy’y’ (:E,y,q(m,y))(zr,y), (1.15)
(p<a<y).
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Sétter vi in ekvation (1.15) i (1.14), sa far vi

E<x7y,p(x,y),y’)

= F<w,y,p(w, y)) + ' —pFp (a: y, p(x, y)) + (y’—Pz(%y))?Fy,y, (w,y,Q(w, y))

F(z,y,y")

— F(:E, y,p(w,y)) — (y/ — p(:E,y))Fp (ffayap(f5>y)>

som ger

(v —plz,y))?

E(m,y,p(m,y),y') = Fyry (m,y,q(x,y)>. (1.16)

Om Fyy(x,y,y") > 0 lings extremalen C, da behaller denna derivata av
andra ordningen sitt tecken (pa grund av kontinuitet) for alla punkter som
ar nira C och for alla sidana virden pa vy’ som #r nira de virden som 7/
antar i de motsvarande punkterna i kurvan C'. Vi har alltsa ett svagt
minimum om Fy,, > 0 pa C. Detta villkor Fyr,y > 0 (eller Fyy,, < 0 for
svagt maximum) kallas for Legendres tillrdckliga villkor.

Villkoret E > 0 ar uppfyllt om Fyy(z,y, q(x,y)) > 0 i punkter (z,y) som
ligger nira den givna extremal som undersoks for godtyckligt ¢g. Det ar
ocksa nodvindigt att Taylors formel som ges i (1.15) ska gélla for
godtyckliga 3. Vi har alltsa ett starkt minimum om bada dessa villkor &r
uppfyllda.

Referenser:

L. E. Elsgolc, Calculus of Variations, Pergamon press, 1961
Johannes Malmquist, Valdemar Stenstréom, Sture Danielson,
Matematisk analys del III, Natur och kultur, 1953
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Kapitel 2

Kortaste glidtiden

2.1 Euler-Lagrange-ekvation for kortaste
glidtiden

I juni 1696 foreslog Johann Bernoulli foljande problem: Givet tva punkter
A och B i ett vertikalt plan (B ligger ligre dn A), ténkte han sig att en
trad bojs mellan dessa punkter i form av en godtycklig kurva och att ett
rorligt objekt M med en given begynnelsehastighet under inverkan av
gravitationen glider lings kurvan . Han stillde fragan, vilken
funktionskurva y = y(x) bland de oéindligt manga mojligheterna ger den
kortaste glidtiden. Denna kurva som gor det kallade han brachistokron
(fran grekiska: brachistos=kortast, chronos=tid).

Lat punkterna A och B ha koordinaterna (xo,yo) resp. (z1,y1), sa att
y(zo) = yo,y(x1) = y1. Vi antar att punkterna A och B ligger i zy-planet,
att y-axeln dr riktad lodrit nedat i det fallande objektets riktning (pa
grund av gravitationen), och att z-axeln &r vagriat och riktad at det hall i
vilket B ligger.

Lat objektets massa vara m och lat g vara tyngdaccelerationen. Lat s vara
bagliangden av y = y(z) sa att

ds = /1 +y"2dx.
1 g
Den totala glidtiden langs y = y(x) fran A till B &r / ?S

o

Den integral som ska minimeras &dr alltsa

xr1 1 12
[:/ dS:/ vity®
x0 v X0 v

For att kunna fa v som en funktion av koordinaterna, utnyttjar vi
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termodynamikens huvudsats (energi konserveras, dvs kinetisk
energi+potentiell energi=konstant; det antas att ingen energi forloras pa
grund av luftmotstandet eller friktion). Vi antar att objektet har
begynnelsehastighet 0 i punkten A. Da géller alltsa att

1

S =mg(y — o)

som kan forenklas till
v =/29VY — Yo

((y — yo) &r lika med det lodrita avstandet som kroppen maste sénka sig
fran viloldget for att fa hastigheten v).

I 1 1 /1+y/2d
= — ——dx.
V29 Jzy VY — Y0

——

F(y,y')

Glidtiden ar alltsa

Referenser:
Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952

25



2.2 Losning av Euler-Lagrange-ekvationen for
brachistokronproblemet

Figur 2.1

For enkelhets skull antar vi att koordinatsystemet i foregaende avsnitt ar
inlagt sa att xg = yg = 0.

Den integral som ska minimeras ar da alltsa enligt 2.1 integralen

1 T 1 12
t= / ty dx.
V29 )y

1_|_y/2

Integrandfunktionn F' = ar oberoende av variabeln z. I sa fall

har integrandfunktionen den forsta integralen

F—yF, =C. (2.1)

Ekvation (2.1) kan fas sahér. Utveckling av Euler-Lagrange-ekvationen

a4
dx

ger eftersom F' dr oberoende av x att

0’F 0*F
F, — <0+ y’—i—y”) =0.

Fy— —F,; =0

y'dy oy?
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Dvs
Fy = Fyyy' + Fyyy".

(2.2)

Resultatet i (2.1) kan nu fas genom att derivera F' — y'F,, med avseende pa

x och anvénda (2.2).

Vi har att

d OF oF oF 0?
P —F,)) =0+ 25 2 2 YL 1o

dx( 4 y) * y v 8y’y ( oy’ vy 0y' Oy

OF , .5 0°F , ,O°F
=Y =Y oo VY 573
oy oy’ Oy dy
oF ,  ( , O*F N 2 O°F

~—_——

=F, enligt (2.2)

Vi har alltsa att g
—(F—=4y'F,)=0
dl‘( Y Y )
varav fas
F— y’Fy/ =C.

I det héar betraktade fallet ger det ekvationen

/2 12
vi+y~© o Y —C
VY Vy(l+y7?)

som kan forenklas till
1 4 y/2 _ y/2 B 1 B
VIVI+Y?E Vy(l+y7?)

1=CVy(l+y?)

Genom att kvadrera (2.3) fas

som ger

y(l + y’2) = Cl.

Vi infér en variabel ¢ och sétter 3y’ = cott. Vi far da

oG
1492  1+cot?t

Y

27
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oy'?

C
= Cysin’t = 71(1 — cos 2t).




Men

y/ g @
dz’
varav fas
¢ C
dp — @ _ ?ld(l — cos2t) _ ?1(04— 251n2tdt)
Y cot t cott
_ 2C sintcostdt

=20, sin? tdt = C1(1 — cos 2t)dt,

cott

vilket till slut ger

in 2
— (t_ SH; t) +Cy = %(2t—sin2t> + Co.

Till f6ljd av detta &r ekvationen for kurvan (i parameterform):
C
z—Cy = ?1(% — sin 2t)

C
y= 71(1 — cos 2t),

dvs en cykloidkurva.
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Figur 2.2: Cykloiden

Vi antar att startpunkten x = y = 0 fas for t = 0, sa att Co = 0. Sétt ocksa
C o 1o
—1 = 4. Modifiera #ven parametern genom att ersétta 2t med ¢. Vi far da

16sningen pa formen

x = a(t — sint)

y = a(l — cost).

Exakt en av dessa cykloider gar genom punkten B = (x1,y1), se beviset av
1) i néista avsnitt. Denna cykloidkurva &r den sokta losningen till
Euler-Lagrange-ekvationen for brachistokronproblemet.

Referenser:
L. E. Elsgolc, Calculus of Variations, Pergamon press, 1961
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2.3 Bevis att 16sningen i féregaende avsnitt 16ser
brachistokronproblemet

Lat ~ vara den erhallna kurvan fran (0,0) till (x1,y;1) i foregaende avsnitt.
Vi visar nu att v 16ser brachistokronbroblemet genom att bevisa att
glidtiden ldngs ~ ar kortare &n glidtiden ldngs varje annan funktionskurva i
x>0,y >0 fran (0,0) till (z1,y1).

Vi gor det genom att bevisa

1)  Cykloidkurvorna

{ r = a(t —sint)

y = a(l — cost) 0<t<2m, a>0
bildar ett centralfilt i omradet x > 0,y > 0 (med centrum i (0, 0)).
2)  Weierstral E-funktion dr > 0 i hela omradet z > 0,y > 0 om 3’ # p.

Har vi visat detta foljer det direkt av resonemanget i kapitel 1 att glidtiden
lings ~ &r kortare &n glidtiden ldngs varje annan funktionskurva i
x>0,y >0 fran (0,0) till (z1,y1).

Vi borjar med att bevisa 1). For att gora det behover vi visa att det for
varje val av > 0 och y > 0 endast finns ett a > 0 och ett ¢ €]0, 27[ sa att

{ x = a(t —sint)
y = a(l — cost).

Fixera nu = > 0,y > 0 godtyckliga.

Av y =a(l — cost) fas
_ Y
"~ 1—cost

som med = = a(t — sint) ger

t —sint — E(1 —cost) = a.
Y

St u= 2.
y

Da ar u > 0. Sétt
f(t)=t—sint —u(l — cost).

Vi maste visa att for varje u > 0 sa ar f(t) = 0 for exakt ett ¢ €]0, 27].
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Derivering ger

f'(t) =1—cost —usint

_1—m<

cost +

1 u
B — ———sint | .
V14 u? V14 u? )

Lat a vara den entydigt bestdmda vinkel i }O, g [ (0bservera att u > 0 och

att
2 2
1 n U _ 1)
V1+ u? V14 u?
for vilken
v h sina !
COSQ¥ = ————  OC = —
1+ u? V1+u?

Da ar

f(t)=1++V1+u?sin(a +1t)
och f'(t) =0 ger

sin(a +t) = = sinq,

1
V1+u?

varav fas

a+t=a+n-2n eller a+t=m—a+n-2nm, nez

Eftersom 0 <t <27 ér t =7 — 2« <k0m ihag att 0 < a < g) enda
mojligheten. Vi far foljande schema for f(¢) i 0 < t < 2.

t|0 m™—2 2
f't) - 0 +
f@) |0 \, minimum (<0) 7~ 27

Av schemat framgar att f(t) = 0 for exakt ett ¢ €]0, 27].

Eftersom ¢ €]0, 27| &r entydigt bestdmt av > 0 och y > 0 &r &ven

__ T _ Y
 t—sint t—cost

det.

Detta visar 1). Vi visar nu 2).
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Enligt (1.16) géller om y' # p att Weierstral E-funktion

1
E(m Y, p(z,y), y’) = 5(?/ —p)* Fyy(z,9,q(z,y))

for nagot g mellan p och 3/.

Eftersom hér géller att

Vi+y?
\/y 9

vilket efter derivering och forenkling ger att

F(l', Y, y/) =

foljer att 2) galler.
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2.4 Nagra variationer av det grundliggande
variationsproblemet

I inledningen gav vi teorin for det grundliggande problemet i
T2
variationskalkyl att optimera en integral / F(x, v,y )dm for funktioner

z1
y(x) sadana att y(z1) och y(z2) har givna virden. Vi ska nu studera nagra

variationer av detta problem.

2.4.1 Fran en fix punkt till en given lodrét linje
X2
Betrakta problemet att optimera I = / F (x, Y, y’)dw for funktionen y(x)

1
sadan att y(x1) = y1 men y(z2) inte har nagot foreskrivet virde.

Antag att y(z) dr sjélva extremalfunktionen, och betrakta den
enparametriga familjen av jamforelsefunktioner Y (z) definierad genom

Y(z) = y(z) +en(z), (2.4)

dér n(x) ar en godtycklig funktion for vilken

n(x1) = 0. (2.5)
€ ar en parameter.
For e =0 ar Y (x) = y(z) oberoende av n(z). Dvs integralen

I(e) = / Y Py, Yz, (2.6)

1

dér enligt (2.4)
Y/ — y/ + 57],
har ett extremum fér € = 0 oberoende av val av 7.

Vi har alltsa I'(0) = 0 for varje val av 7.

Derivering av

x2 T2
1(5):/ F(m,Y,Y’)dx:/ F(x,y+en,y +en)dx (2.7)

xr1 1

2 (9F  OF
I’(s):/m (ayn+ay,n’>daz. (2.8)

1

ger
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Genom att sétta in € = 0, far vi

2 (OF oF
1

Y Y’

Vi har har utnyttjat att —8 = 1 och att J =1').

( ytt) n n
Oe Oe

Genom att integrera andra termen i (2.7) och utnyttja (2.5) (n(z1) =0),

far vi
T2 [ OF d (OF
GaC Y - 2.1
xxﬂ@ﬂ+él<% dew>>Mx(J (2.10)

Denna ekvation maste gélla for varje val av n(z) som uppfyller (2.5), och
sarskilt for sadana n for vilka n(x1) = n(x2) =0

_OF

I'o)= =
0= 57

For sadana n(x) 6vergar (2.10) i

/ 2 (oF d (0F J
— (= ||ndx

o \ Oy dx\ 0y

och genom att tillimpa lemmat péa sida 4, far vi
oF d (OF
——— (=) =0. 2.11
ay M<@J @10

Insédttningen av (2.11) i (2.10) ger att

mm-?i n(zs).

T=x2

Genom att sedan vélja n(x2) = 1, far vi att

oF

2

Fran (2.11) ser vi att den differentialekvationen bestdms av
integrandfunktionen F', och inte av &ndpunktvillkoret.
Differentialekvationen (2.11) &r den samma som
Euler-Lagrange-ekvationen under villkoret av fixa &ndpunkter.
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De tva konstanter som fas vid losningen av (2.11) bestdms av
dndpunktvillkoren:

L y(x1) =un
F
oy o

(forutsatt, forstas, att problemet har en 16sning).

Referenser:
Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952
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2.4.2 Fran en given lodrit linje till en fix punkt

Vi behandlar detta problem precis pa samma sétt som vi gjorde i forra
avsnittet, med den enda skillnaden att vanstra &ndpunkten &r fix, dvs
givet integrationsintervallet [z1, zo] vill vi optimera integralen
T2
/ F(z,y,y')dz for funktioner y(z) sddana att y(z2) = y2, men y(z1)
1

inte har nagot foreskrivet vérde.

Antag att y(z) dr extremalfunktionen, och betrakta den enparametriga
familjen av jimforelesefunktioner definierade genom att

Y(z) = y(x) + en(), (2.13)
dér n(z) &r en godtycklig funktion for vilken
n(w2) = 0; (2.14)

€ ar en parameter som tillhor den familj som definieras av 7. For € = 0 har
integralen I(e) = fmmf F(z,Y,Y')dz, som enligt (2.13) kan skrivas som

2
16)= [ Floy+eny +er). (2.15)

1
ett extremum, dvs vi har I'(0) = 0 for varje val av 7.

Vi deriverar (2.15) med avseende pa € och far

2 (OF OF
I'(e) = / ——(@y+eny +enn+ o= (zy+eny +en)n ) de.
(2.16)
Genom att séitta in e =01 (2.16) fas

2 [ OF OF

1

oy _ o _
85_77’ Oe -

Vi integrerar andra termen i (2.17) och genom att utnyttja, att n(xs) =0

far vi
T2 [ OF d (OF
e =+ /gc1 <8y i <(’9y’> )ndm =0 (2.18)

Pa likartat satt som i 2.4.1 fas sedan att
oF d [(OF
— _ 2 =)=0 2.19
oy dz <8y’> (2.19)
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och att

oF

oyl .~

r=x1

De tva integrationskonstanter som fas nér vi 16ser (2.19) bestdms av
dndpunktvillkoren:

L y(z2) = y2
oF
2} P
Referenser:

Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952
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2.4.3 Kortaste glidtiden fran en fix punkt z = z; till den
lodrita linjen x = x5 (tillimpning av 2.1 och 2.4.1)

Integralen for glidtiden ar

1 xr2 1 12
I= / VY g, (2.20)
\/% z1 VY — U1

Derivering av integrandfunktionen

1 /2
FoV_tYV (2.21)

VY —U1

ger att
oF , 1 !

Y

— =2 — 7
RN N RN TV R

som med (2.12) ger y/(z2) = 0, dvs tangenten till cykloiden som ger

snabbaste glidtiden maste vara vagrét i skdrningen med linjen x = 3.

2.4.4 En alternativ hirledning av kortaste glidtidskurvan

Lat oss forst betrakta det fysikaliska problemet i vilket en ljusstrale ror sig
fran A till P med hastighet vy, och sedan, néir den kommer in i en tétare
omgivning, ror sig stralen fran P till B med en mindre hastighet vs.

A

Figur 2.2
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Enligt figuren ovan &r den totala glidtiden

2 2 b2 — )2
Lo Vaita N +(c—x) (2.22)

U1 V2

Ljusstralen véljer viag fran A till B genom P, sa att glidtiden 7 minimeras,

dvs 2L = 0 galler.
dx
Derivering av (2.22) ger

dr x (c—x)

dr Va+22v, VO + (c—x)2vy

d
som med =L =0 ger
dx

x (x—c¢)

Va2 B+ (c— 2)%0s

eller . .
Sincy _ Sinaz (Snells reflektionslag.)
V1 ()

Om vi later skiktena bli flera och flera och &nnu smalare, dd minskar
ljustets hastighet vid granserna kontinuerligt pa samma sitt som for
stralen ovan, och vi drar slutsatsen att

sin o
= konstant.

v

Forestéll Dig nu en liten pérla, som liksom ljusstralen har formagan att
vilja ut den vig langs vilken glidtiden fran A till B &r kortast.
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Figur 2.3

Enligt principen att energin bevaras bestdms pérlans hastighet pa en viss
niva endast av dess forlust i potentialenergi som den har satsat pa att na
denna niva.

Dvs
v= /29y (2.23)
Med hjilp av geometrin fas

1 1
Vittan?g 1+ (y)?

sina = cos 3 =

(2.24)

och ) 1
MR = C. (2.25)
v V29y\/1+ (y')?

Av (2.25) fas
y(l+ ()% =C
som ar brachistokronens differentialekvation.

Vi har ddrmed givit en alternativ hérledning av kortaste glidtidkurvans
differentialekvationen.
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Referenser:

George F. Simmons,

Differential equations with applications and historical notes, McGraw-Hill
international editions, 1991

Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952
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2.4.5 Ovre integrationsgrinsen dr obestimd

€2

Vi vill optimera integralen / F(m, Y, y’) dx for funktioner y(x) sadana att
xr1

y(x1) = y1 och g(z2,y(z2)) = 0 déir g &r en given funktion. Dvs

startpunkten for y(z) dr given och slutpunkten ska ligga pa kurvan

g(x,y) = 0.

g<X1 y):O

N
Ok 0N 0w oA

Figur 2.4

Antag att y(z) &r en extremalfunktion och betrakta en enparametrig familj
av jamforelsefunktioner Y (z) = y(x) + en(z), dir n(x) ar en godtycklig
funktion for vilken n(z1) = 0. Att n(xz1) = 0 forsdkrar att alla
jamforlsebagarna passerar genom den bestdmda punkten (x1,y;).
Skérningspunkten av jaimforelsebagen y = Y (x) med den givna kurvan
g(x,y) = 0 betecknas med (X»,Y2). Da € = 0 betecknas skdrningspunkten
med (z2,y2).

Vi har alltsa
9(X2,Y2) =0 (2.26)

och
Y2 = y(X2) + en(Xa). (2.27)

Derivering av (2.26) ger med hjélp av (2.27) att
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_ 09 dXp g dY
- 8X2 de 8Y2 de

_ _ ay, o dXp 1oy 4X2
—{Y2—y(X2)+577(X2)7 e =y'(X2) T + 1(X2) + en'(Xo) T }
89 dXQ 89 ’ dX2 / dXQ
= 99 022 L 99 [ x4 4 X) 222 ),
Xy de +8Yg<y( 2) g T(Xa) +en(Xo)-2
(2.28)

0X
Genom att sédtta ¢ = 0 far man att Xo, Y5 och (82> ar lika med xo, 4o,

5
dX
respektive <2> .
de ),

Dvs e =01 (2.28) ger

0y (A2, 0y (0 (0%
0_8x2<d5>0+8y2 <y<x2> )t

0 dX 15) dX 15)
_ 99 < 2> + iy/(@) <2> + 7977(1;2).
o Oy

01y de o Oy de
Alltsa ar
X2\ (99 99 , __ 9
< de )0 (6952 * ayQy(xg) B 3y2n<$2)
dvs
99
WX\ o (2.29)
&) = 0y, '
dxg ' Oyg ?

dér vi har satt n2 = n(x2) och yh = v/(z2).
Betrakta nu integralen

I(e) = /X2 F(z,Y,Y')dx.

1

Eftersom Xo,Y,Y” reduceras till x9,y,3" da e = 0, har vi att 1(0) ger ett
extremum, sa att I’(0) = 0. Genom att anvinda lagen att om

$2(€)
I:I(a):/ F(z,¢)d,
xl(e)
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da ar

x2(€)
les g, i ["00F

- ——d
de 1(e) Oe “

= Dap| 7 (mar oror
FeO="g*4,. "), \ove Tava |™

dXs X2 foF  OF ,
= —°F — dz.
dE ’XQ +Ll (ayn+ ay/n> X

Genom att sdtta in € = 0, partialintegrera andra termen av integralen och

anvinda att n(x1) = 0 far vi
- [ [

0=1(0) = ( i OF oy 772 + Loy oy ndx

{enhgt (2.29) }

8

dg
a ’ x
o Oy %2 5’£ /2 8£ d oF
Ty 09T gy x2n2+ s \ Oy ay) )"
3:1/‘2 28:1,/2

(for varje n med n(z1) = 0), varav fas

dg
oF| gyl o CL Y L) Py
oyl,, 99 09 |7 ) oy ax\ay)) "™
Oz 0y

Som i slutet av 2.4.1 foljer av detta att y = y(x) satisfierar
Euler-Lagrange-ekvationen, och att

ag F‘ D)
oF|_ Oyly, (2.30)
ay’ o @ + /ﬁ '
O Y 0yo

(Héir och ovan ar Ei:g? = g;(xz, yz) och 8852 = g;(@, yz)-)

Ett liknande resultat fas om istéllet hogra dndpunkten &r en given punkt
och vénstra dndpunkten ligger pa en given kurva h(z,y) = 0. I detta fall
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0 0 oh oh

ersiitts —2- och =2 med —— resp. — i villkoret om dndpunkten.
AR 8y2 ox1 8y1

Referenser:

Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952
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2.4.6 Kortaste glidtiden fran en fix punkt till en given
kurva g(z,y) =0

Vi utnyttjar ekvationen (2.30)

dg

oF 02 s,

81/’ T2 ﬁ + y’ <ag>
Ox2 0y

tillampad pa integrandfunktionen for en brachistokron

F_ /1+y/2
\/yz—yf

(som tidigare sitter vi y(z2) = y2 och y'(z2) = v5) vilket ger oss

Fla,

=0,

g 1+
Yy Oy2 \ y2 — 11
2 09 _ ,09 0
VY2 —y1y/ 1+ 5 B +y2a
Y2
varav fas
g [1+4h°
Ys _ OV y-u
0 , 0
VY2 — 1+y§2 794— Yo—— J
O0z2 Y2
Dvs
og 1+ y 2
VY2 — i/ 1+ s
/ 83/2 VY 2
Yo = ag Ty 8g
Oxo 26y2
som ger
Jg Og _ g 2
/ 2 _Yg /
y26x +Ys 5 Dya 3@/2( +45°),
varav fas
, 09  Og
Yo7 = 7
Oxa  Oyo
som till slut ger
99
/ 8:752 _
| | = 1. (2.31)
0yo



dg

Eftersom lutningen for g(z,y) = 01 (x2,y2) &r —%, och eftersom y) &r

dg

9y2
lutningen for extremalkurvan i (z2,y2), betyder relationen i (2.31)
ortogonalitet av bada kurvorna vid skdrningspunkten.

Referenser:
Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952
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2.4.7 Brachistokron fran en given kurva h(z,y) = 0 till en fix
punkt (z2, y2)

Satt
/1 + /2
Fly,y,y) = Y—2
Yy—mn

och

T2
I:/ F(yl,y.y')dx.

1

Da ska alltsa I minimeras for funktioner y(z) enligt rubriken ovan.

Den totala glidtiden langs en kurva y = y(z) da x; < x < x9 &r enligt

1 T2 /1+y/2
V29 Juoy VY= U1

tidigare hérledning , dir y; = y(z1). Sétt ocksa

y(r2) = yo.

Vi vill minimera glidtiden for funktioner y(z) sadana att (z2,y2) dr en
given punkt och (z,y;) dr en punkt pa h(x,y) = 0 da h &r en given
funktion.

Antag att y(x) &r en minimerande funktion.

Vi infér den enparametriga familjen av jamforelsefunktioner
Y(z) = y(z) +en(z) (2.32)

dir n(x) dr godtycklig med n(x2) = 0, sa att varje jaimforelsekurva passerar
genom (z2,y2).

Skérningspunkten mellan jiamforelsekurvan y = Y (x) och den givna kurvan
h(z,y) = 0 betecknas av (X1,Y7), men som (z1,y1) da e = 0 (dvs for sjélva
extremalbagen y = y(z)).

Vi har alltsa att h(X71,Y1) =0 och Y = y(Xl) + en(Xl).

dX1 dY1 . . dX1 le
Beteckna I och e for e = 0 med ( I )0 resp. ( I )0.

Sétt ocksa n(x1) = m och y'(z1) = yj.
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Derivering av h(X1,Y1) = 0 med avseende pa € ger i € = 0 att
o_(2hdxi | onavs
a 8)(1 de 8}3 de 0
E=

0 0
a0 (o 5, (),

de

de de
_0Oh [dX, Oh , dXy
- 8x1< de )o+ Oy (?J (x1)< de )0"‘77(951))

on (dx, oh e oh
SEL it N I CLRYI0 €D ] i) L
83:1< de )0+8y1y1< 1)< de >0+ 8y1771

dY; dX dX1dX
{del — /(X)) —=t + n(X1) 4+ en'(X1) : 1}

Vi far darav

dx;\ _ Moy
(), o 5
’ dxy | Oyt
och
. Oh
ayy\ Yox,
(&), 2o =
dx1 Oyt
Eftersom
12
o V1i+y
VY=
giller att
oF OF
Bt 2.35
oy dy (2.35)
vilket ocksa utnyttjas nedan.
Sétt o
I(e) / F(V1,Y,Y')da. (2.36)
X1
Av (2.32) fas
V' =y'(z) +en'(2) (2.37)
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vilket dven det utnyttjas nedan.

Eftersom X1,Y7,Y,Y’ reduceras till sina motsvarande minimerande vérden
da e = 0, har (2.36) sitt minimum fér ¢ = 0 sa att 1’(0) = 0.

Derivering av (2.36) ger eftersom

z2(€)
I(e) = / F(z,e)dx,

har derivata

att

dX;
0=1'(0)=—- | =—
0) (d)F
0
().
de /),

dér vi har partialintegrerat sista termen i integralen pa raden ovan och
anvant att n(z2) = 0.

= (oF (dvi\ OF OF |
+/x1 <8y1 < yE ) + ayn(ac)+ 8y,77(:v)>dx

. dYy 2 OF dr + / 2 (oF d(0F
- —dx -
X1 17 dE 0 T 8y1 1 8y dx 8y/

1

or
oy’

Z1

dX dY;
Genom att sétta in vérdena pa ( 7 1) och (dl> fran (2.33) och
€ €

(2.34) far vi

. oh oh
oy’ OF n 2 9F
_i F‘xl - — + al'l —— dx
dh , O, oy, " O Ok Loy Oy
dei oy o1 op !
G )
o \Oy dx \ 0y
OF oh (2:38)
_ Ay1 OF oy 2 9F
R Rl B Xl S
or1 oyt |, Ox1 Oy1 !

+/x2 ai—i 8—F dr =0
- oy dx\ 0y ner ==
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Eftersom (2.38) géller for varje n(x) som satisfierar n(z2) = 0, géller det
séarskilt for sadana n(z) som satisfierar 7, = n(x1) = 0. For sadana n(x)
reduceras vénstra delen av (2.38) till sjdlva integralen, och genom att
tillampa lemmat fran sida 4 far vi att

oF d (OF
— = — (=] =0 2.39

dy dux (831’) ’ (2:39)
den vanliga Euler-Lagrange-ekvationen.

Inséttning av (2.39) i (2.38) ger genom att vilja n(z) sa att
m =n(x1) =1, att

oh oh
Ayy oF Oz, 2 oF
oh + oh /F‘:m oy 1 oh + Ok Ja, aiyldw - (240)

87901 673/13/1 01 oy !
Integralen i (2.40) kan beréknas.

Pa grund av (2.35) har vi att

© gF © gF
= —

—dz,
1 8y1 1 8y

och pa grund av (2.39) har vi att

© QF © d (OF
dr=| |3 |4
o Oy /xl da (W) o

och vi erhaller att

2 OF 2 9F /” d [ OF
Zdr=— | Sdr=—[ (% dw
1 ayl 1 ay 1 dx (ay,>
_oF| _oF
Wil OV sy

Genom att anvinda detta resultat i (2.40) far vi att

O on on
"oy OF 0w OF)  Om  OF)
oh oh , 6y’ . oh oh , ay’ . oh oh , ay . e
o0z * oy Yy 1 0z * oy h 1 0z * oy h i
som ger

Oh 0P| oh _OF| oh | OhOF| _ 0hOF| _

oy oy, O Oy, 8y1y1 e 010y, Oz10V,

o1



varav fas att

8£
oy’

on  on [oF ,
—F— | =y - F = 0. 2.41
01 Oy (ay'y ) ’ 24

Men eftersom F' ar helt oberoende av x giller, vilket visats tidigare, att

F
y’a— — F = (1 och alltsa att
oy’
oF , OF ,
—y — F =|—vy — F 2.42
<8y’y ) - <8y’y )m (242)
Insédttning av (2.42) i (2.41) ger
oF oh Oh [OF
—| —+— =y -F =0
o |,, Oz~ Oy1 \ Oy -
varav fas att
on  (or
Oxy oy
oy oy o
VIity? o
Men eftersom F = Y——2— sa ar
VY — U
OF _ y
NN
och
oF " y'? V1+y? 1

OF _p= - _ ,
% VItyVy=um VY- n ViHy?Vy-u

och alltsa ar

Detta insatt i (2.43) ger
oh

o
v aa;ll

oy
dér yh = ¢/ (z2).
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Men 5 = 3/ (x2) édr extremalkurvans lutning vid hogra dndpunkten (z2,y2)
oh

och % ar lutningen for kurvan h(x,y) = 0 vid vénstra dndpunkten
m
(z1,y1). Brachistokronens lutning i hogra dndpunkten &r alltsa vinkelrit

mot lutningen till kurvan h(z,y) = 0 i vinstra dndpunkten.

Referenser:
Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill book company
inc., 1952
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Kapitel 3

Minimala rotationsytan

3.1 Euler-Lagrange-ekvationen i olika fall av
problemet med minimal rotationsyta

Euler var den forste som studerade féljande problem: Givet tva punkter,
(z1,y1) och (x2,y2), vilken funktionskurva y = y(z) mellan dessa punkter
ger vid rotation kring xz-axeln en rotationsyta med minimal area. Vi antar
att y1 > 0, y2 > 0, och att y(x) > 0 for 1 <z < x9. Arean av

rotationsytan &r
T2
I= 27r/ yv 1+ y2dx.
1

Vi vill alltsa minimera denna integral for funktioner y(z) sadana att

y(x1) =y1 >0 och y(z2)=y2>0

och sadana att
y(x) >0 i x <z <o

Integrandfunktionen F = y+/1 + 3’2 &r hir oberoende av x.

Enligt tidigare hirledning géller da att

y/aiyl_F:CI. (31)

I vart fall ar

F=yy1+y2. (3.2)

Om vi tilldmpar (3.1) pa (3.2) far vi
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/2

\/%_y\/l‘i‘ylzzcl

vy —y(1+y?) = cav1+y2

eller

Forenkling ger

—y=a 1+ y/27
och genom att kvadrera fas
2
“
som forenklas till ,
2 _ Yy -4
ot
Alltsa géller
’ y? — C%
v =¥,

Genom att separera variablerna och sedan integrera, far vi

Vo)
= ¢y log (W) + 9 (3.3)
1

r=c | ———
VY2 =

som ger

y = c1 cosh (x — 62) . (3.4)

C1

Kurvan i (3.4) passerar genom punkten 1 ((:z:l,yl)) precis om

ylz(qcoﬁ1($lcz>. (3.5)

C1

Sambanden (3.4) och (3.5) definierar tillsammans en enparametrig familj
av kedjekurvor genom punkten 1 sddana att for varje riktning passerar en
av dessa kedjekurvor genom punkten 1 i denna riktning.

Vi maste sedan avgora vilken eller vilka av kedjekurvorna i denna familj
som ocksa passerar genom den andra punkten 2 (punkt (z2,y2)).
Eventuellt finns det ingen sadan kurva alls.
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(X1,Y1)

Figur 3.1: Kedjekurvor och envelopp

I figuren ovan visas olika kurvor i den enparametriga familjen, dvs olika
kurvor

y = c1 cosh (x — 02> for vilka 1 = ¢ cosh <$1 — Cz) .
Cc1 C1

Dessa kurvor har en envelopp, se nésta avsitt dar enveloppens ekvation
hérleds. I figuren ar enveloppen den streckade kurvan G.

Foljande giller: Ingen medlem av familjen gar genom punkten B nedanfor
enveloppen; endast en medlem passerar genom punkten F' pa enveloppen
(F &r en tangeringspunkt); genom varje punkt E ovanfér enveloppen
passerar exakt tva medlemar i familjen, dvs det finns tva stationéra
funktioner, men bara den 6vre kedjekurvan framstéller en minimal yta;
inget minimum framstélls av den kedjekurva vars tangeringspunkt med
enveloppen ligger inom intervallet (z1 < z < x3). Om (x2,y2) ligger till
vénster om enveloppen och tillriickligt langt 6ver enveloppen ger den Gvre
kedjekurvan en yta som &r ett absolut minimum (annars fas bara ett
relativt minimum).

Mera detaljer och bevis ges senare.

Referenser:

George F. Simmons,

Differential equations with applications and historical notes, McGraw-Hill
international editions, 1991
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3.2 Bevis av existens av envelopp och hérledning
av enveloppens ekvation samt nagra
slutsatser om minimalyta

Vi paminner om att en kurva ¢(x,y) = 0 dr envelopp till en kurvskara
y =y(z,c) (c dr kurvskareparametern) om det for varje punkt (z,y) pa
enveloppen finns ett ¢ sa att

dy(z,c)

oc 0-

y(x,c) —y =

Vi visar nu att den enparametriga familj av kedjekurvor som definierades i
foregaende avsnitt har en envelopp. Dvs vi visar att kurvskaran definierad
genom att

y = c1 cosh (a: — C2> dir y; = ¢ cosh (xl — C2>
c1 C1

har en envelopp. Vi bestdmmer ocksa enveloppens ekvation pa
parameterform.

Vi antar att vi har valt koordinatsystem sa att (z1,y1) = (0,1). Dvs vi har
alltsa att

y = c1 cosh <$ _ CZ) dar 1 = ¢y cosh <—c2> = coshC—Q.

&1 C1 1

Satt

1 co
a=— och g=—.
C1 C1

Da géller alltsa att
1
y = — cosh(ax — 3)
o'
dér
o« = cosh 3,

och vi far att

Yy = L cosh((coshﬂ)x—ﬁ)

cosh 8
1 1 (cosh B)z ,—pf —(cosh B)z 3
= h 3 B e e’ +e e
COS
— e P e(cosh,ﬁ):p + e’ ef(cosh B)a:'
6/8 + e*ﬁ eﬂ + e*ﬁ
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Sitt slutligen v = e, sa erhalls att

2
1 e%(’y-‘r%)x + i e—%('y-ﬁ—%)x. (36)

YT v +1
Eftersom v = € s ar v > 0.

Den kurvskara som fas av (3.6) for virdena > 0 pa parametern «y ar alltsa
den enparametriga familjen av kedjekurvor i foregaende avsnitt

<i fallet  (z1,y1) = (0, 1))
Satt

2
1 do+de | V7 —da+be

Kurvskaran (3.6) dr da kurvskaran y = y(x,y). En eventuell envelopp till
denna kurvskara &r, enligt definition av envelopp, en eventuell kurva med
punkter (z,y) for vilka

oy(x,7)
y=y(z,y) och ——==0.
Iy
Vi visar nu att det finns en sadan kurva.
Sambandet
Oy(z.7) _
Oy
ger

a%ww:<_ 2 ! 1@_1)Qé@ﬂﬁ

Dy 1?3yl 2

T (= e R (o 1 Pl i

VP12 241 2

Multiplicera med 2 (v + 1)Qe% (v+1)= sa fas
2 2 1 (v+1)z 2 _ 202 1
—4~y° + (’y —1)(’y+;)x eN T 4yt —y (7 —1)<7+;)x:0.
Sétt u = (7 + %)x Da géller enligt ovan att
(—4fy2 + (72 — 1)u) et +4y2% — 42 (72 — 1)u =0,

vilket kan skrivas

(72 —Du(e" - 72) = 4~? (" —1). (3.7)
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1
Eftersom v > 0 och x > 0 ar hir u = ('y—l——)x>0.
v

Vi studerar nu ekvationen (3.7) for u > 0 for olika v > 0. Om e* # 72 kan
(3.7) skrivas

e —1

ev — ,-YQ

(72 — l)u = 472

eller ekvivalent

2
v =1
(72—1)u:4’y2<1+6u_72>.

Sétt

Derivering ger

dvs

Vi delar nu in i olika fall.

Fall 1: 0 <y < 1.

Da dr e* > 1 > ~2 for alla u > 0. I detta fall #r alltsa ¢(u) definierad for
alla u > 0, och enligt (3.8) giller att ¢'(u) > 0 for alla u > 0. Saledes &r
(u) strangt vaxande i u > 0 och

2 _
p(u) > 9(0) =42 (1 + Z;) —0

for alla w > 0. Ekvationen (3.7) saknar alltsa l6sning « > 0 om 0 < v < 1.
Fall 2: v =1.

Inséttning av v =11 (3.7) ger 4(6“ — 1) = 0 som saknar 16sning u > 0.
Fall 3: v > 1.

Av e* —~42 =0 fas u = 2In~ och eftersom v > 1 giller 2In~y > 0. I detta
fall ar alltsa ¢(u) definierad om 0 < u < 2In+y och om v > 2In+. I bada
dessa intervall giller enligt (3.8) att ¢'(u) < 0. Funktionen ¢(u) ér saledes
stringt avtagande i bada dessa intervall. Eftersom ¢(0) = 0 saknar darfor
©(u) nollstille i 0 < u < 21n+, och eftersom p(u) — +oo di u — 2In~y+
och ¢(u) — —oco da u — 400 har ¢(u) exakt ett nollstélle i u > 2In~. Vi
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ser ocksa att u = 21ln~ inte uppfyller ekvationen (3.7). I detta fall har
alltsa ekvationen (3.7) exakt en losning u > 0.

Sammanfattningsvis har vi visat att ekvationen (3.7) fér 4 > 0 har 16sning
u > 0 precis om v > 1, och att det finns en entydig 16sning u > 0 for varje
~v > 1. For godtyckligt v > 1 1at u = f(~) beteckna den entydiga 16sningen

u > 0 till (3.7). Eftersom u = (’y + f>x géller med denna beteckning att
Y

_ )
T+

(3.9)

om 7 > 1. Ovanstéende dr vad som fas fran sambandet

Oy(z,7) _
Oy '
Inséttning av (3.9) i
L Get)e, 7P alet)e
= [ J— =) - 2
y y(x7f}/) 72_’_16 K +72+1e v
ger
1 1
— 35 7 —2f()
Y 724_162 —1—724_162

om v > 1.

Vi har dédrmed visat att kurvskaran y = y(x,v) fér v > 01z > 0 har en
envelopp och att enveloppens ekvation pa parameterform &r

.
60 ’
Y+ =
" v>1
1 1 2 1
_ 3 f() v —5f()
= e2 -+ e 2
TR 2 +1

dér f(y) ar definierad ovan och envelopparametern v dr samma -y som
y=y(z,7)

Genom derivering kan ocksa visas att enveloppen ar en i forsta kvadranten
fran origo stringt vixande konvex funktion av x.

Vi drar nu nagra slutsatser for vart problem att minimera arean av en
rotationsyta.

Vi antar som ovan att koordinatsystemet &r valt sa att (z1,y1) = (0,1) och
anvinder beteckningarna ovan. Vara extremalkurvor y = y(x,v) (y > 0) &r
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da iz > 0 en enparametrig familj av extremalkurvor som alla utgar fran
punkten (0,1).

Eftersom enveloppen endast &r definierad for v > 1 géller att en
extremalkurva y = y(z,7) tangerar enveloppen endast om v > 1.
oty 24(:7)
Oy
y =1y(x,v), x>0 hela viigen fram till eventuell tangering med
enveloppen (tangering endast om v > 1), giller darfor pa grund av

Pa enveloppen giiller y = y(z) = 0. Pa en extremalkurva

0 0
kontinuitet antingen ygr,’y) > 0 eller M < 0. Paen
envelopptangerande extremalkurva y = y(x, ) hela vigen fran
0 0
tangeringspunkten géller analogt antingen y(;,’y) > 0 eller y(;m < 0.
Y Y
Sétt Fu)
U
€z (7) = 1>
ity
’7
1 1 72 1
egf(’)/) + 76—§f(7)

for v > 1, sa att enveloppen ovan &r
z=x(y), y=yl), 7>1

Genom derivering kan visas att z(y) och y(y) dr stringt avtagande i v > 1.

Infor nu de bada kurvskarorna K7 och Ko, dir K7 bestar av de kurvor

y = y(z,7y) som inte tangerar enveloppen samt de som tangerar fram till
tangeringspunkten, och Ky dr de envelopptangerande kurvorna y = y(z,~)
fran tangeringspunkten. Dvs K7 dr kurvorna

y=y(z,7y), 0<z<oo for 0<~vy<1
och kurvorna

y=y(z,v), 0<z<z(y) for ~>1,
samt Ko ar kurvorna

y=vy(z,7), x>ux(y) for v>1.

Sats 2. Twa olika kurvor i Ky skdr aldrig varandra dir de dr definierade,
och tva olika kurvor i Ko skdr aldrig varandra dir de dr definierade.

Bevis. Sig att v9 > 1 > 1 och att de bada kurvorna

y=ylzr,m), 0<z<z(n)
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och
y=y(x,72), 0<z<z(y2)

i K7 skér varandra i o dar
0<zy<z(y1) och 0<zp<z(y2).

Dvs det géller att
y(@o, 1) = y(@0,72)-

Det foljer da av medelvérdessatsen att

oy(xo,
0 = y(z0,72) — y(z0,71) = y(a?y%) (2 —m)

>0

for nagot v3 med v; < v3 < 72, och vi far att

Oy(x0,73)

07 =0

for detta ;.

Eftersom x () &r stringt avtagande iy > 1 och 1 < 71 < 3 < 2, géller att

z(y1) > z(y3) > z(72)

och eftersom 0 < zg < z(72) har vi att

0 < xo < z(y3).

Det finns alltsa en punkt xg pa kurvan

y=y(zr,73), 0<z<z(y)

i Ky dar M = 0. Detta strider mot att antingen ayg:,v) > 0 eller
M < 0 pa hela denna kurva.
vy
Kurvorna
y=ylz,m), 0<z<z(n)
och

y=y(x,72), 0<z<z(y2)

i Ky kan saledes inte skdra varandra. Pa likartat sédtt visas ovriga fall av
denna sats. O

Foljande giller f6r kurvorna y(z,v) i 0 < & < oo for v > 0:
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1. y(0,v) =1 for alla v > 0.

1 1
2. y..(0,7) = —3 (’y — 5) som avtar strangt fran +oo till —oco da ~

vaxer fran 0 till oo.

3. y(x,7) ir konvex i 0 < & < oo for godtyckligt v (ty o, (z,~) > 0 for
alla = for godtyckligt 7).

4. For v > = tangerar y = y(x, ) enveloppen i punkten (:c(’y), y(’y))

och denna punkt genomléper enveloppen fran origo ut mot
odndligheten da v avtar fran co mot 1.

5. for v > 1 giller

2y In~y
z |0 5 00
v +1
Y (2, 7) - 0 +
@y |1 N e
ylx,y P11
4yln~y

och vidare géller y(z,v) =1daz = (férutom i z = 0) som &r

7 +1
godtyckligt ndra 0 da ~ ar stort.

Lat D vara 6ppna omradet i > 0,y > 0 mellan positiva y-axeln och
enveloppen. Av sats 2 samt 1, 2, 3 och 4 foljer att genom varje punkt i D
passerar exakt en kurva fran kurvskaran Ki. Av sats 2 samt 3, 4 och 5
foljer att genom varje punkt i D passerar exakt en kurva fran kurvskaran
K. Detta visar skidrningspastaendet i slutet av avsnitt 3.1 om
kedjekurvorna y = y(z, 7). Det visar ocksa att kurvfamiljen K; (och dven
kurvfamiljen K») &r ett extremalfilt i D. Extremalfiltet K7 i D &r ett
centralféilt (alla kurvorna utgar ju fran samma punkt (0,1)).

I det har betraktade variationsproblemet att minimera rotationsarean

2
I—27r/ yv 1+ y2dx
0

for funktioner sadana att y(0) = 1 och y(x2) = y2 och sadana att y(z) > 0
i0 <z <z (kom ihag att nu ar (z1,y1) = (0,1)) &r integrandfunktionen

F=y\/1+y-2.

Derivering ger
/

Y

Vity?
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och

(NI
(NI

N

Fyy = y(l - y’2>_ —yy? (1 + y’2) = y(l + y’Q)_ :

som alltid &r > 010 < z < 9 eftersom y(x) > 010 < z < z9 antas gilla.

Av ovanstaende och avsnitt 1.4 foljer att foljande géller.

For godtyckligt val av (ze2,y2) € D lat yo(x) vara den entydigt bestdmda
kedjekurva i K for vilken yo(z2) = y2. Da géller att I(yo) < I(y) for varje
annan funktion y(z) med y(0) = 1 och y(z2) = y2 vars graf &r innehallen i
omradet D.

Det aterstar att reda ut vad som géller for (z2,y2) € D i det fall da grafen
for y(x) inte behover vara innehallen i D, samt ocksa fallet (x2,y2) & D. 1
dessa fall kan en eventuell kurva y = y(x) som ger minimum innehalla en
del av z-axeln. For en funktion n(z) sadan att n(z1) = n(z2) = 0 och

n(z) >01x; <x < xo finns da inte nagon omgivning av e = 0 dir

y(x) +en(z) 20

i 1 <z < x9. En eventuell sadan minimerande kurva y = y(x) behéver
saledes inte vara losning till Euler-Lagrange-ekvationen utan maéaste hittas
pa annat sitt.

64



3.3 Goldschmidts diskontinuerliga 16sning

Om en parameterkurva
v=a(t), y=yt), a<t<b

dir y(t) > 0 for a <t < b roteras kring y-axeln fas en yta med arean
b
277/ y(t)\/ o' ()% + v/ (t)?dt.
a

Om kurvan har lingd [ och vi infor baglingden s som parameter sa att
kurvan ges av

r=a(s), y=y(s), 0<s<I

far vi att arean av rotationsytan ges av

o /O (s)ds.

Lat L5 vara lodrita linjesegmentet av liangd [ rakt ned fran punkten 1 och
lat C' vara nagon annan kurva av langd [ fran punkten 1 (se figur 3.2).

i

{:1

Tl

Figur 3.2

Lat y(s) vara y-koordinaten for en punkt pa Lis med avstand s till
punkten 1 och lat Y (s) vara y-koordinaten fér den punkt pa C' dér
avstandet langs C till punkten 1 &r s. Uppenbarligen géller da att
y(s) <Y (s) for 0 < s <[ och alltsa att

27 /Ol Y(s)ds — 27 /Oly(s)ds =27 /Ol (Y(s) - y(s))ds > 0.
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Fran detta resultat kan vi dra foljande slutsats:
Lat 3 och 4 vara punkter pa xz-axeln under punkterna 1 resp. 2 (punkterna

1 och 2 &r (x1,y1) resp. (acg,yg)).

I

Figur 3.3

Om en kurva Ci i halvplanet y 2 0 har langd storre dn y; + yo, sa visar
resultatet ovan att arean av den rotationsyta som framstélls av C1o alltid
ar storre eller lika med arean av den yta som framstélls av den brutna
linjen L1342.

Om vi tar ett tillréickligt litet omrade kring denna brutna linje (sasom
visas i figur 3.3) sadant att varje bage Cio i omradet som foérbinder 1 med
2 alltid har storre lingd 4n y1 + yo, da dr det uppenbart, att linjen L1342,
atminstone i denna omgivning, &r en minimerande bage. Den brutna linjen
L1340 dr Goldschmidts diskontinuerliga 16sning.

Referenser:
Gilbert Ames Bliss, Calculus of Variations, The mathematical association
of America, 1962
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3.4 Zermelos enveloppsats och slutlig 16sning av
problemet att minimera rotationsarean

Vi boérjar med ett enveloppresultat av Zermelo:

Sats 3. Zermelos enveloppsats
Lat y = y(x,v) vara en enparametrig kurvskara genom punkten
A = (z1,y1) av lésningar till Euler-Lagrange-ekvationen till problemet att

minimera integralen
T2
/ F(x,y,y/)d:v

1

for funktioner y(x). Kurvskaran y = y(z,7) antas ha en envelopp, och
beteckna enveloppen med G.

Fér en godtycklig kurva C' sdtt
I1(C) :/ F(z,y,y)dx.
C

Lat kurvorna C1 och Co vara y = y(x,7) for tva olika parametrar v = v
resp. ¥y = Yo fran punkten A fram till enveloppen. Da gdiller, se figur
nedan, att

I(Ch) + I(L1GLy) = I(Ca),

ddr L1G Ly dr enveloppen G fran punkten L1 till punkten Lo.

Figur 3.4

Bevis. Lat x = g(v),y = h(y) vara en parameterframstéllning av
enveloppen déir v &r samma parameter som i kurvskaran y = y(z, 7).
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Satt
a(7)
o0 = [ Playta) iz de

Da &r
1(C1) = 6(1) och I(Co) = é(r2)

sa att

Derivering ger

1

P'(y) = /x " (Fyyé(x7 V) +FEyyp (2, 7)) dr+F (g(’y), y(g(v% 7) Yo (g(v), 7))9’(7)-

Men

g(v) . Y
/ Fyy-(z,7) + Fyyz, (z,7) |dv

1

9(v) . a(v) "
=/ Fyyy(x77)d$+/ Fyyey (@, 7)dx

1 1
z=g(v)

9(v) .
= / Fyyw(x,y)d:v +

1

Fy’yf/y('rv 7)]

=1
9 d ,
= /I1 F,— @Fy/ Yy, (z,y)dz = 0.

I rékning hér ovan har vi anvént partiell integration, att y., (9(7),7) =0
eftersom punkterna (z,y) = ((g9(7), k(7)) pa enveloppen uppfyller att
y—y(x,7) = ¢, (z,7) = 0, att ¢/ (z1,7) = 0 eftersom y(z1,7) = y1 for alla

d
7, och att Euler-Lagrange-ekvationen Fy — d—Fy/ = 0 uppfylls av y(x,~).
x

Det foljer att

¢%w::F<gmmy(av»7)y;@mwxw)g%w

och alltsa att

Y2

u@)—ua):L & (7)dy

1

/;2 F (g(’y), y (g(v), ’y) Yo (g('y), v) ) g' () dy.

1

68



Vi anvénder nu igen att enveloppen definieras av att
y —y(z,7) = y,(2,7) = 0. (3.10)

Insédttning av enveloppens parameterframstéllning x = g(v), y = h(7) i
(3.10) ger

y(9(0):7) = h()

och
Y, <9(7)7 7) =0.

Derivering av y(g(’y), fy) = h(7) med avseende pa 7y ger

e (9(@) g, + 4 (90057) = K3,

och eftersom y, (g('y), 'y) = 0 (enligt ovan) far vi att

Alltsa giller att

F (g(v), y(900):7). 4% (902). 7)) =F (g(v), h(v), hl(y)) :

Vi far att
V2

I(Cy) = 1(Cy) Z/7 F(Q(v)vy(g(v)m),y

1
Y2
/‘F
st
/ F(z,y,y)dz,
L1GLs

och Zermelos enveloppsats ar visad. ]

a\
VoS
=R
2
5
N—
N——
Q\
2
QU
)

mwmm”w>m

Vi fortsdtter nu med problemet att minimera arean av en rotationsyta. For
en godtycklig kurva C'i y > 0 lat I(C) beteckna arean av den rotationsyta
som fas da C' roteras kring xz-axeln. Betrakta figuren nedan. Som tidigare
ar kurvan G enveloppen.
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Figur 3.5

I figuren ovan ar kurvorna E extremalkurvor y = y(x, ) i familjen Kj.

Vi visar forst att varje bage Cia2(# Li342) 1 ¥ > 0 som har en punkt 5
gemensam med enveloppen framstéller en rotationsyta med storre area an
arean fran Goldschmidts 16sning.

Lat (o vara en kurva fran punkten 1 till punkten 2 i y > 0 dér Cy2 har
minst en punkt gemensam med G, och 1at 5 vara forsta gemensamma
punkten fér Cio och G.

Enligt slutet av avsnittet 3.2 giller
I(Cis5) > I(E1s) (3.11)

och att 1(015) = I(E15) endast da C15 = F15 (C15 ér kurvan C fran
punkten 1 till punkten 5, och analogt med likartade beteckningar).

Enligt Zermelos sats géller
I(Ers) = I(Evr | ) Grs) (3.12)

for godtycklig punkt 7 pa enveloppen. Om punkten 7 pa enveloppen ar
tillrackligt néra origo 3 ((1‘1, y1) = (1,0) antas) ar lingden av Fy7J G7s
storre én langden av y; + y5 och enligt avsnitt 3.3 géller da att

I(Erz U Grs) > I(Lisgs). (3.13)
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Av (3.11), (3.12) och (3.13) foljer att

I(C15) > I(L13es)- (3.14)

Lat nu
.’EZSIT(S),y:y(S),OéSgl

vara en parameterframstéillning av kurvan C1o déir s dr baglingden métt
fran punkten 1. Lat punkten 5 vara en godtycklig punkt pa denna kurva
och ség att punkten 5 fas da s = s5.

Da giller att
55
I(Cis) —I(L :2/ ds —m(y? +y(ss5)°). 3.15
( 15) ( 1365) ™ ; y(s)ds 7T<y1 9(55) ) ( )
Derivatan av hogerledet i (3.15) med avseende pa s5 &r
27ry(55) — 2773/(55)3/(85) = 27ry(55) (1 —f (S5)). (3.16)

Men eftersom baglingden s ar parameter géller
2'(5)2 +4/(s)2=1 for allas

och alltsa att
-1<y/(s) <1 forallas.

Derivatan (3.16) &r saledes > 0 for alla s5 och alltsa dr hogerledet i (3.15)
en vixande funktion av ss.

Hogerledet i (3.15) ér enligt (3.14) > 0 da s; ér sadant att punkten 5 &r
forsta gemensamma punkten for Co och G.

Eftersom hogerledet i (3.15) &r en vixande funktion géller att hogerledet i
(3.15) dven &r > 0 da s5 = [, vilket betyder att

I(Clz) - I(L1342) > 0.

For problemet att minimera rotationsarean vet vi nu foljande:

Om punkten 2 ligger pa eller nedanfor enveloppen ger Goldschmidts
16sning ett absolut minimum (enligt resonemanget héir i avsnitt 3.4). Om
punkten 2 ligger ovanfor enveloppen G ger kedjekurvan € Kj fran 1 till 2
ett minimum for funktionskurvor strikt ovanfér G (enligt avsnitt 3.2) och
Goldschmidts 16sning ger ett minimum for funktionskurvor som har nagon
punkt gemensam med G (enligt avsnitt 3.4). Det minsta av dessa bada
minimumvéardena ger globalt minimum da 2 ligger strikt ovanfor G och
godtyckliga funktionskurvor i y > 0 betraktas. Dessa bada minimumvéarden
ar lika pa en viss kurva H fran origo och innanfor G.
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Vi bestammer nu denna kurva H.

Lat alltsa (z2,y2), punkten 2, vara en punkt i = > 0 strikt ovanfor
enveloppen G. Liksom i fallet med hérledningen av enveloppens ekvation
antar vi att punkten 1 som betecknas med (x1,y;) &r punkten (0,1).

Extremalerna genom (0, 1) &r kedjekurvorna
1 1(y41) v —i(yed)
= _ex\Iy)T LUt 3.17
T R (3:17)
for v > 0. Att en sadan kurva (3.17) passerar genom punkten (z2,y2)
betyder att
1 l(w—l-l)mz v —l(’}’"rl)mg
= 2 ———e 2 . 3.18
Vo= g et e g (3.18)

For en kurva (3.17) visar en enkel ridkning att
ity =~ (eé(wi)x N 726_;(%;)96)
2y
och alltsa att

1 (e, 2 —3( +1)x>2
12 — Y Y
W = D) (62 e
_ 1 (v+1)a 2, A ('y+1)x>
C29(12+1) (e VoI B

Rotationsarean A; fran en kurva (3.17) 1 0 < z < x5 &r alltsa

x
A1:27r/ 2y\/1—|—y’2dx
0
o 1 (v41)e —( +1)z>
_9 I SN G2 o2 1 A
7r/0 27(724_1) (e v 429" + 97 gl dx
som ger

he (2”1)2 (e(wi)@ + 29 (7 + 1)z — 746_(7%)36) I
2+

7 -1
Y24+1

Rotationsarean Ay fran Goldschmidts kurva mellan punkterna (0,1) och
(z2,92) &r




Att Ay = Ay ger efter lite rakning att
1 (yad
72 <ry _|_ ’7)$2 — ’)/46 (,Y+’Y)z2 —_ 2’)/2 [— 1 = 0 (319)

Sambanden (3.18) och (3.19) bestammer H.

1
Sitt u = (’y + >£L‘2. Da giller enligt (3.19) att
Y

Yl —Ate™ — 292 —1=0. (3.20)

1
Eftersom v > 0 och x5 > 0 &r hir u = (’y + >x2 > 0.
v

Vi studerar nu ekvationen (3.20) for u > 0 for olika v > 0. S&tt
pu) = 7*u—yle™ =29 ~ 1.

Derivering ger
u

¢ (u) =7+t
och alltsa dr ¢'(u) > 0 for alla u > 0. Funktionen ¢(u) dr saledes striangt
vaxande i u > 0.

Eftersom
p(0) = —* =292 —1=—(*+1)* <0

och ¢(u) — 400 da u — 400 sa har ekvationen (3.20) exakt en 16sning
u > 0 for varje v > 0. For godtyckligt v > 0 lat u = g(y) beteckna den

1
entydiga 16sningen u > 0 till (3.20). Eftersom u = (’y + )xz géller med
Y

denna beteckning att

vy = L’Y)l (3.21)
T+
~y
om v > 0. Inséttning av (3.21) i (3.18) ger
1 2
_ 3907) T 390
Y2 2T 1€ + Pl

om v > 0.

Vi har ddrmed visat att kurvan H &r parameterkurvan

([ _ 9(v)
= T
Y+
v v>0
1 1 2 1
— e2907) 4 e 29(7)
SRS 7 +1



dédr g(y) &r definierad ovan och H-parametern 7 &r samma 7 som i
kurvskaran y = y(z, 7).

Genom derivering kan visas att H &r en i férsta kvadranten fran origo
stringt vixande konvex funktion av x.

Da v i parameterframstéillningen ovan av H avtar fran +oo till 0
genomlops H fran origo ut mot oéndligheten. Kurvan H och enveloppen G
(i fallet (x1,y1) = (0,1)) visas i figuren nedan.

y H G

L/

X

Figur 3.6

Vi sammanfattar nu vart slutresultat:

1. Innanfér omradet I ger bade kedjekurvan och Goldschmidts losning
ett lokalt minimum.

Den absoluta minimala rotationsarean fas av den unika kedjekurvan
Fis € K.

2. Da punkten 2 ligger langs kurvan H ger bade kedjekurvan och
Goldschmidts 16sning ett globalt minimum.

3. Da punkten 2 ligger mellan H och G (region II) eller pa G ger
kedjekurvan Fio € K ett relativt minimum, medan Goldschmidts
16sning ger ett absolut minimum.

4. Da punkten 2 ligger nedanfér enveloppen (region III) ger
Goldschmidts 16sning ett absolut minimum.

Referenser:
Gilbert Ames Bliss, Calculus of Variations, The mathematical association
of America, 1962
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