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Sammanfattning

Min uppsats behandlar heltalsoptimering. Uppsatsen bestar av tva teore-
tiska huvuddelar som bégge ocksa innehaller exempel pa hur teorin kan
anvéindas. Den forsta behandlar linjira heltalsproblem, dér jag gar igenom
Gomorys plansnittningsmetod. I den andra teoridelen undersoker jag icke-
linjar optimeringsteori, som man kan anvénda sig av for att 16sa heltalspro-
blem. Framfor allt undersoks egenskaper hos den duala funktionen, speciellt
hur man kan anvinda sig av subgradientoptimering for att hitta den duala
funktionens optimumvérde.

Uppsatsen avslutas med en modellering av ett verkligt schemalédggnings-
problem.
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Kapitel 1

Inledning

1.1 Introduktion

Optimeringslira anvands for att finna det basta handlingsalternativet i olika
beslutssituationer. For att kunna tillimpa optimeringslira pa ett konkret
problem, giller det att dversétta det verkliga problemet till ett matematiskt
problem.

En utgangspunkt for att problemet ska ga att optimera &r att det finns nagot
som kan varieras. Det som kan varieras kallas for problemets variabler. Malet
ar att hitta de virden pa variablerna som ger det bésta resultatet, vilket gi-
vetvis beror pa vad man vill optimera, nagot som inte alltid &r uppenbart.
Det man vill optimera uttrycks med hjilp av en malfunktion som beror av
variablerna. Problemet blir trivialt, om det inte finns nagra begrinsningar
pa variablerna, eftersom malfunktionen da kan bli hur stor(eller liten) som
helst. Variablernas begrénsningar regleras via bivillkor. Optimeringsproble-
met skrivs matematiskt pa foljande sétt

min  f(x) (1.1)
da xeX (1.2)

dar (1.1) beskriver om det &r ett maximerings- eller minimeringsproblem
samt visar malfunktionen. (1.2) visar optimeringsproblemets bivillkor. Det-
ta omrade beskrivs oftast med ett ekvationssytem av olikheter och/eller
likheter, vilka visar de olika variablernas begrédnsningar.



Exempel 1 Vi ska nu titta pa dietproblemet, som &r ett klassiskt opti-
meringsproblem. Problemstéllningen dr att man ska vilja mellan fyra olika
varor: kott, fisk, brod och frukt. De olika varorna har olika pris och innehaller
olika procenthalter av det dagliga vitaminbehovet enligt foljande tabell

Pris per Dagsbehovet Dagsbehovet Dagsbehovet
forpackning | av Vitamin A | av Vitamin Bl | av Vitamin C
kott 31.9 kr 60 % 10 % 20 %
fisk 22.9 kr 40 % 40 % 10 %
brod 16.2 kr 20 % 60 % 30 %
frukt 15.2 kr 10 % 35 % 80 %

Vi dr nu intresserade av hur mycket man ska kopa av de olika varorna for
att tidcka en veckas vitaminbehov. Malet dr att det ska kosta sa lite som
mojligt. Lat Xise, Xask, Xbrod, Xfrukt vara méngden av de olika varorna.
Detta problem kan man formulera matematiskt sa hér

Minimera 3.19 Xyt + 2.29Xgek + 1.62Xprsd + 1.52Xpue (1.3)

da
60 Xys5tt + 40 X gk + 20X prsq + 10X e = 700

10 X kst + 40X gsk + 60X 1r6d + 35 Xeruke > 700
20 X5t + 10 X5 + 30X brsq + 80X grukt = 700 (1.4)

Dér (1.3) visar totalkostnaden som vi vill minimera och (1.4) visar, att under
en veckas tid maste vi fa minst 700% av dagsbehovet av de olika vitaminer-
na, alltsa minst 100 % per dag. Losningen till detta problem &r att kopa
en varukorg som bestar av: 8,34 forpackningar kott, 0 féorpackningar fisk,
8,17 forpackningar brod och 3,59 férpackningar frukt. Detta ger som lagsta
kostnad 453,25 kr.

Bivillkoren kan ocksa ha formen av likheter som i aktieportféljsoptimering,
dér de olika aktiernas vikter méaste summeras till ett. I denna uppsats kom-
mer vi att diskutera heltalsoptimering och da maste bivillkoren dels uppfylla
vissa olikheter/likheter, dels vara heltal.



1.1.1 Historik

Optimeringslara ér en forhallandevis ny gren inom matematiken. Den bérjade
anvéndas under andra virldskriget. Anledningen till att utvecklingen till att
borja med gick sa langsamt, ar att konkreta optimeringsproblem blir mycket
omfattande och darfor praktiskt taget olosbara utan hjélp av en dator. Op-
timeringsproblem som uppkom under kriget var bla: optimering av utbild-
ningstiden f6r soldater, optimering av tillférsel av matriel och férnédenheter
at soldater ute i falt samt att optimera anvindandet av begrinsade resurser
inom krigsindustrin tex stal till ubatar, flygplan och kanoner.

1.1.2 Heltalsoptimering

Heltalsoptimering uppkommer dels nir problemen &r naturligt heltaliga, dels
nér man vill anvéinda logiska 0/1-variabler.

Exempel 2 Ett naturligt heltalsproblem &r nir man i exempel 1 enbart
far kopa hela forpackningar av de olika varorna. Hur ska man avrunda?
Om man stéller upp problemet som i exempel 1 men ocksa kriaver att
Xiste, Xfisk, Xbrod, Xfrukt Ska vara positiva heltal och loser det, sa far man
foljande svar. Varukorgen kostar 457,3 kr alltsa lite dyrare, vilket &r rimligt,
eftersom vi inte har lika manga valalternativ lingre. Daremot bestar varu-
korgen nu av: 4 paket kott, 9 paket fisk, 2 paket brod och 6 paket frukt. Detta
ar svart att gissa sig till ndr man tittar pa hur varukorgen sag ut i exempel 1.

Om man anvinder logiska variabler far man utokade modelleringsmdjligheter.
Man kan beskriva ja/nej-beslut, som tex kan uppkomma om man ska vilja
mellan olika investeringsbeslut, dir 1 star for ja och 0 for nej. Man kan mo-
dellera fasta kostnader genom att anvéinda sig av en 0/1-variabel. Man ligger
pa en term konstant x x; dir x; antar viardet 1 om aktivitet j genomfors,
annars antar x; vérdet 0.

1.1.3 Matematisk programering

Matematisk programering anvands for att 16sa de olika problem som upp-
kommer i optimeringsléra. Ordet programering har inget med datorprogram-
ering att gora utan syftar pa planering. Linjéira optimeringsproblem ldses
med linjér programering(LP), ickelinjdra problem lses med ickelinjér pro-



gramering(NP) och heltalsproblem 16ses med heltalsprogramering.



Kapitel 2

Grundliggande teori

Denna uppsats handlar om heltalsoptimering. Innan vi gar in pa hur man
l6ser dessa problem, ska vi titta pa grundliggande optimeringsteori, speci-
ellt linjér optimering. Denna teori kommer vi att anvidnda oss av nér vi i
de foljande avsnitten tittar pa heltalsoptimering. Teorin i detta avsnitt &r
fraimst tagen fran [1] och [2] i litteraturforteckningen.

2.1 Konvexitet

Det viktigaste begreppet inom optimeringsldra adr utan tvekan begreppet
konvexitet.

Definition 1. En mdngd K C R" dr konvexr om
A+ (1-NyeK Ve,ye K och 0 <A <1

Man kan se det som att om man tar tva punkter som ligger 1 K, sa ska linjen
som sammanbinder de tva punkterna ligga i K(fig 2.1).

Definition 2. En funktion f dr konvex dver M € R™ om

fOz+ (1 =Ny < Af(x)+ (1 —N)f(y) Ve,y € M och0 < A <1



Y )

Figur 2.1: Den enda konvexa mingden dr méngden ldngst till hoger. Méngden

léngst till vianster dr en heltalsméngd och den ér inte konvex.

Konvexa funktioner, som &r definierade 6ver en konvex méingd, har flera
trevliga egenskaper. Man kan visa att de adr kontinuerliga samt att varje lo-
kalt optimum ocksa dr ett globalt optimum.

Vi kan hér notera att linjara funktioner &r konvexa funktioner. Férutom
konvexa funktioner finns det konkava funktioner. For en konkav funktion
f géller det att —f ar konvex. All teori for konvexa funktioner kan alltsa
tillampas pa konkava funktioner f genom att multiplicera med (—1).

2.2 Simplexmetoden

Simplexmetoden' #r en effektiv metod for att losa ett linjért optimerings-
problem, dér variablerna far ta vilka virden som helst. Vi kommer att ha
anvindning av simplexmetoden ldangre fram i texten. Hir kommer darfor en
kort introduktionstext till simplexmetoden.

For att anvinda simplexmetoden vill vi ha ett optimeringsproblem pa féljande
form.

Problem Minimera v da y; > 0 samt att féljande ska gilla

Cc1y1 +cy2 + ... +Cyn =0
a11y1 + a12y2 + - .. + a1pyn = b1
a21y1 + a22y2 + ... + a2nyn = b2 (2.1)

Am1Y1 + amay2 + ... + Gmnln = bm

!Se exempelvis boken Linear Programing and Extensions av Dantzig
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Figur 2.2: Geometriskt kan man se det som att kordan ligger ovanfér funktionen.

Ekvationer av typen a;1y1 + as2y2 + . . . + ainyn = b; definierar hyperplan som
bestammer problemets definitionsméngd, en konvexr polytop.

Definition 3. Ett hyperplan H definieras av mdngden av alla punkter x €
R™ som satisfierar ekvationen Y -, a;x; = k eller i vektornotation H = {x:
azx=k}

I R? och R? brukar man kalla hyperplanen for linje respektive plan. Ett
hyperplan i R" utgér ett slutet halvrum i R?~1,

Definition 4. En mdngd som dr skdrningen av ett dandligt antal slutna
halvrum kallas en konvex polytop. De hyperplan som utgor halvrummens

rander kallas polytopens begrinsande hyperplan.

Man kan visa att alla konvexa polytoper? dr konvexa mingder. Alla linjira
optimeringsproblem pa formen (2.1) kommer alltsa att ha minst en opti-
mumpunkt. Detta gor att alla linjdra optimeringsproblem gar att 16sa med
simplexmetoden.

2 forts#ttningen kommer vi att siga polytop istillet for konvex polytop.

11



Man kommer alltid att kunna presentera vara linjara optimeringsproblem
pa samma form som ovan genom att inféra extra variabler s.k slackvariabler.

Exempel 3 Om y far anta bade positiva och negativa virden sa kan vi
ersitta y med 3y’ —y” dir ¢/, y” > 0. Pa liknade sétt kan man géra om man
har ett villkor som séiger y < b, nimligen att erséitta y med 3y + 3" dér
v +vy" =0,v,y” > 0. Om uppgiften vore att maximera v sa ér det samma
sak som att minimera —uv.

Simplexmetoden anvinder sig av, att man vet att optimumpunkten eller
en av optimumpunkterna, kommer att vara i en hornpunkt? till den poly-
top som spédnns upp av hyperplanen a;1y1 + a;oy2 + ... + Ginyn = b; for
1 = 1,2,...,m. Eftersom man vet var man ska leta efter optimumpunk-

Figur 2.3: Sa hiir kan en konvex polytop se ut i R?. Punkterna visar var en opti-

mumpunkt kan finnas.

ten/punkterna, sa gar det ganska fort att hitta ett optimum. Man borjar
i en hornpunkt. Om inte den hérnpunkten &r ett optimum, gar man mot
nista hornpunkt i den riktning som far v att minska mest och s& haller man
pa tills man ar firdig.

Vi ser hér, att anledningen till att heltalsproblemen inte kan 16sas med hjalp
av simplexmetoden, dr att optimumpunkterna inte ligger i hornpunkterna. I
forséttningen kommer vi inte att bry oss om hur man rent praktiskt anvénder
simplexmetoden, utan vi far vart problem (2.1) 16st och presenterat pa

3Det kan finnas flera optimumpunkter. De ligger da lings en av polytopens kanter som

sammanbinder tva hérnpunkter.
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foljande form

ayr+Cy2+ ...+ ChomYn—m = V-
a11y1 +a12y2 + ... + @Gl p—mYn—m + Yn—m+1 =b
a2,1Y1 + @22y2 + ... + G2 n—mYn—m + Yn—m+2 = by (2.2)
am,lyl + ELm,Z:UZ +...+ ZLm,nfmynfm +Yn = Bm
dér ¢; > 0 och alltsa fas det minsta vérdet pa v, nimligen v, da man sétter
variablerna yi,¥2, ..., Yn—m till noll. Vi ser da ocksa att b; > 0 for annars
skulle inte villkoret y; > 0 vara uppfyllt fori =n—m+1,n—m+2,...,n.
Yn—m+1> Yn—m+2, - - - » Yn Kallas for vara basvariabler och y1,ya, . .., Yym—n kal-

las vara icke basvariabler.

2.3 Duala problemet

Till varje linjért problem kan man formulera ett dualt problem* med samma
indata som definierar det ursprungliga primala problemet. Har kommer ett
exempel i vektornotation pa hur det kan se ut.

Primalt problem Dualt problem

min z=clx max w = blv

b.v Ax<b b.v Alv>c (2.3)
x>0 v>0

De tva olika problemen forhaller sig pa foljande sétt. Till varje primalt vill-
kor 7 hor en dual variabel v; och till varje variabel x; hor ett dualt villkor j.
Malfunktionkoefficienterna i det ena problemet utgor hogerledet i det andra
problemet och vice versa. Om det ena problemet ar ett minproblem sa &r
det andra problemet ett maxproblem. Vi sammanfattar i foljade tabell hur
det primala problemets variabler paverkar det duala problemets bivillkor
samt hur det primala problemets bivillkor paverkar det duala problemets
variabler. Vi utgar fran att det primala och det duala problemet star i nor-
malform?®.

4Fsr mer grundliggande dualitetsteori hénvisas till Linear Programing and Extensions

av Dantzig
®Det primala problemet star pa normalform i (2.3)

13



Primalt problem Dualt problem

Om en variabel z; <0 = | Ett bivillkor av omvénd typ
En fri variabel — Ett bivillkor med likhet
Ett bivillkor av omvénd typ | = En variabel v; <0

Ett bivillkor med likhet = Ger en fri variabel

Om man tittar pa det duala problemet till det duala problemet s& kommer
man tillbaks till det ursprungliga problemet, ndmligen det primala proble-
met.

Anledningen till att man dr intreserad av det duala problemet &r att det
kan vara ett enklare problem att 16sa. Detta kommer vi att se liangre fram i
texten.

14



Kapitel 3

Linjar heltalsprogramering

Vi ska nu undersoka problem som dr uppstillda pa foljande standardform.

Problem Minimera v da y; > 0 for j = 1,...,n samt att v och y; for
j € J maste vara heltalsvariabler sddana att foljande géller

C1y1 +cy2 + ... +Cyn =0
a11y1 + a12y2 + ... + a1pyn = b1
a21y1 + agys + ... + a2nYn = bo (3.1)

Am1Y1 + amay2 + ... + GmnlYn = bm

Det &r bara v och y; fér j € J som maste vara heltal, resten av variablerna
kan vara decimaltal.

Vi kommer nu att presentera en metod, Gomorys metod, for att 16sa detta
heltalsproblem. Foljande text dr framst tagen fran [3]. Vi borjar med att
relaxera heltalsvillkoren och 16ser problemet, som om det vore ett vanligt
optimeringsproblem, med hjilp av simplexmetoden. Vi far nu problemet pa
foljande form

15



Ciy1 +CY2 + ... + Cn—m¥Yn—m =v— 17

a1,1Y1 +a12y2 + . .- + Q1 n—mYn—m + Yn—m+1 = El
a21Yy1 + G22Y2 + ... + A2 n—mYn—m + Yn—m+2 = by (3.2)
C_Lm,lyl + C_lm,2y2 +...+ C_Lm,nfmynfm + Yn = Bm

dér ¢; > 0 och alltsa fas det minsta vérdet pa v, ndmligen 7y, dd man sétter
variablerna 41,42, - - . , Yn—m till noll.

Poéngen hér &ar att vi vill anvdnda simplexmetoden for att 16sa ett hel-
talsproblem, men som vi tidigare sett ligger optimumpunkterna till simplex-
metoden i polytopens hornpunkter. Dessa behover dock inte vara heltal, s&
vad gor vi. Jo, vi anvinder Gomorys metod, som gar ut pa att konstru-
era nya hyperplan som skir i var polytop. Vi vill skidra bort vara gamla
optimumpunkter, men aldrig skéira bort en tillaten heltalspunkt. Vi kom-
mer alltsa att skira bort optimumlésningar och dérefter kéra en ny vianda
med simplexmetoden, dir vi ignorerar kravet pa heltalsvariablerna énda tills
optimumvérdet bestar av vara heltalsvariabler.

Figur 3.1: De moérka punkterna dr optimumpunkter som vi far nir vi kor sim-
plexmetoden och de ljusa punkterna é&r tillatna heltalspunkter. Vi konstruerar nya
hyperplan som skér i var polytop tills en optimumpunkt sammanfaller med en

heltalspunkt.
I resten av detta avsnitt kommer vi att genomfora vissa omskrivningar och

variabelsubstitutioner, som till att borja med kan verka lite omsténdliga,
men som kommer att underlidtta 16sningen av vara heltalsproblem.
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Om vi utgar fran att vi har fatt fram var 16sning (3.2)

cGiy1 +CY2+ ... + Ch—mYn—m =v - Vg
a1ny1 +ai2y2 + ...+ G p-mYn-m  TYn—mt1 =b
a21y1 + a22y2 + ... + @2 n—mYn—m +Yn—m+2 = by
Am Y1+ a2y2 + ...+ Gman—mYn—m +Yn = Bm
sa gor vi foljande variabelsubstitution for vara icke-basvariabler
Y = T 1=1,2,...,n—m (3.3)
och véara basvariabler uttrycker vi med hjalp av m;
n—m
v =1y + Zcmk (3.4)
i=1
n—m
Yn—m+k = b — Z O 3T k=1,2,...,m (3.5)
i=1
Nu &r alla variablerna yq, yo,. .., y, parametiserade med ;.

Vi later «;; beteckna koefficienten framfor m;, ap ; far beteckna konstant-
termen och a;o far beteckna koefficienterna framfér v. Vart urprungliga
problem blir nu féljande i de nya variablerna

vV =0ap0+ a1,071 + ...+ QR 0Tm
Yy1 =1 +a117m1 + ...+ am1Tm
Yo = Qo2+ Q1271 + ... + am 27w (3.6)

Yn = Qo + Q1M1+ ... + OnnTm

Hér ovan har vi satt m = n — m. Vi kan nu notera, att om alla vara -
vérden, som &r kopplade till de y; dér j € J, &r heltal, sa ar vi firdiga, dvs
optimumpunkten bestar av heltal, da vi sitter m; = 0. Om inte, kommer
vi att skapa nya hyperplan tills vi #r firdiga. Aterigen, om vi struntar i
heltalsvillkoret och vi vet att y; > 0 sa kan vi se problemet (3.6) pa foljande
satt

m
Qp,0 + Z ajomi =v (min) (3.7)

=1

17



m
Oé(],jﬁ—zaiyjﬂ'i >0 i=12,...,n (3.8)
=1

Det duala problemet till (3.7)-(3.8) blir att maximera zo dér z; > 0 for
j # 0 under foljande villkor

To+ @121+ ap2T2 + ...+ QoaTn = Q00
Q1171 + 1222 + ...+ Q1 Ty = Q10

(3.9)
Qm, 121 + O 2T2 + ...+ O pTn = Qg0

Eftersom vi bara har parametiserat y; i systemet (3.2), sa &r det ovan duala
systemet ekvivalent med det duala systemet till (3.2) som vi vet har opti-
mumvéirdet g som ar samma som ¢ i vara nya variabler. Detta virde far vi i
(3.9) da vi sdtter x; = 0 for alla j # 0. Alltsa har vi systemet i optimal form.

Vi avslutar detta uppbyggnadsavsnitt med att titta pa hur vi kan beskriva
heltalsdelen respektive decimaldelen av ett tal. Lat [o;]* vara det storsta
heltalet < a; och vi definerar nu f;

fi =g = [yl

som dr den positiva decimaldelen av ;. Vi definerar ocksa komplementet, fj,
till f; som

F_ 1—fj Omfj>0
1= 0 om f; =0

Denna notation kommer vi att anvéanda oss av i féljande kapitel nér vi ska
konstruera nya hyperplan.

3.1 Rena heltalsproblem

Vi ska nu borja med att skapa nya hyperplan till problem, dar alla vara
y;-variabler &r heltal.

Sats 1. Om y dr en heltalsvariabel och m; > 0 dr parametrar relaterade pa
foljande vis

Y=o+ a1m + ...+ anTm (3.10)

18



dir a; > 0, for i #£ 0. Da gdller foljande olikhet
1 S f()+0(171'1 ++Oém7i'm (311)

for alla m; som genererar heltalet y, men som inte satisfierar den optimala

losningen m; =0 fori=1,2,...,m

Beuvis. Eftersom a; > 0 och m; > 0 sa dr miny > «g. Men eftersom y:s

mojliga virden &r heltal, sa géller foljande
y > oo +1 (3.12)
Om vi stoppar in denna olikhet i uttrycket for y (3.10) sa far vi foljande
Qo+ a1+ ey > o]+ 1

och vi utnyttjar definitionen fo = ap — [ap]* och far olikheten (3.11) och
beviset &ar fardigt. O

Om vi i (3.12) skaffar en likhet med hjilp av y* genom att skriva y — y* =
[ao]* 4+ 1 dér y* > 0 &r ett heltal, sa far vi en starkare variant av olikheten
(3.11), ndmligen foljande

y*z—fo-l-alm—l-...—{—amﬂ'm

Vi har alltsa skapat ett nytt hyperplan y* som skir bort tidigare tillatna
optimumpunkter, men som inte tar bort en tillaten heltalspunkt.

Sats 2. Om y dr en heltalsvariabel och om m; > 0 ocksa dar heltalsvariabler

som uppfyller foljande villkor

y=ag+a1m + ...+ anTm (3.13)
sa gdller foljande olikhet

1< fo+fimi+...+ famm (3.14)

for alla w; som genererar heltalet y men som inte uppfyller den optimala

losningen m; =0

19



Bewvis. Substituera o = f; + [a;]* 1 uttrycket (3.13) vilket ger
y=fo+lao" + (fi+[aa])m+...+ (fm + lom])mm
—
m
y—loo]* =D il mi = fo+ frmi 4.+ fmm
i=1

Vinsterledet &ér ett heltal och eftersom f; > 0 kan vi tillimpa sats 1, varvid
vi far olikheten (3.14) och vi &r klara. O

P& samma sétt som ovan kan man anvinda sats 2 till att skapa ett nytt
hyperplan som skér i var polytop, men som inte skir bort tillatna heltals-
punkter

yr=—fo+ fimi+...+ famm

dér y** ar ett positivt heltal.

I sats 2 far «; anta bade positiva och negativa viarden. Eftersom alla vara
y; > 0 ar heltal, kommer alltid w; > 0 vara ett heltal, eftersom m; = y;
for i = 1,...,m. Alltsa kommer vi alltid att kunna anvinda sats 2 pa rena
heltalsproblem for att skapa nya hyperplan.

Nir vi stoppar in ett nytt hyperplan, sig y**, i vart system (3.6) far vi
foljande

V=00 + Q10T + ... + QpoTm
Y1 = Q1 + X117+ ...+ Q1T

Y2 =2t a19m + ...+ am2Tm
. (3.15)

Yn = O‘O,ri'i_ Q11+ ..+ s
Yy =—fo+ imi+... .+ faTm

Hér ser vi, att m; = 0 for alla 4, inte lingre ar en tillaten 16sning, eftersom
y** da blir negativ. Om vi istéillet tittar pa det duala systemet till (3.15), sa
kommer det att innehélla en extra variabel jimfort med vart gamla duala
system (3.9), eftersom vi far ta hinsyn till det extra bivillkoret y**. Om vi
sétter z; = 0 for alla ¢ # 0 i det duala systemet, ser vi att vi far en tillaten
16sning, men inte lingre optimal pga — fo
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To+ Q1T+ Q2x2 + ...+ aopTn + (—fo)Tnt1 = oo

Q1121 + a1 222 + ...+ a1 nd + flx +1 =010
o " (3.16)

11 + 202 4 . T+ fmTnt1 = Qmy

Nu justerar vi det duala problemet sa att det hamnar i optimum. Det var
detta som var poingen med vara parametiseringar och variabelsubstitutio-
ner. Det blir ndmligen relativt enkelt att hitta ett optimum i systemet (3.16).
Det som samtidigt hinder i det primala systemet, dr att ett av vara m; eli-
mineras, samtidigt som vi parametiserar y™* med 7z11. Detta kommer att
bli tydligare nér vi tittar pa foljande konkreta exempel.

Exempel 4 Vi ska nu anvidnda metoden for att 16sa foljande problem.
Hitta y; > 0 som minimerar v och som uppfyller féljande

%yl + %y:& = 7i3+ %
21 +y2 + 33 =3
%yl +3ystys =73

dér v och y; ar heltal.

Om vi relaxerar heltalsvillkoret sa &r problemet i optimal form. y; och ys
dr vara icke-basvariabler. Vi foljer nu steg (3.3)-(3.5) och sétter y; = m; och
ys = w3 och uttrycker v, yo och y4 med hjilp av m; och 73. Da fas

v=—%+im+§ﬂ3

Y1 = T

yo = L —2m — 33 (3.17)
Y3 = T3

y4=%—%7rl—1773
Nu anvénder vi sats 2 och skapar ett nytt hyperplan pa féljande form
v =—fo+ fimi+ ...+ famm
Om vi anvénder oss av den oversta ekvationen i (3.17) sa far vi

T
Yo = T1g T 4TI T 3T
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Vart ekvationsystem (3.17) far alltsa ett nytt villkor ys

v=—3%+im + 373
Y1 = m
Y2 = 173? - 27T1 - %773 (3 18)
Y3 = 3
y4=%—%7rl—%ﬂ3
Ys = —15 + m1 + A7
Nu tar vi fram det duala problemet till (3.18)
Zo +1373962 + %»”64 - %X5 = —1%
T1 —2Ty  — T4+ X5 =1 (3.19)

Ol

4 3 1
—3T2 + T3 — §T4+ 3X5 =

Vi ser hir att ys-villkoret dversétts till z5-variabeln i det duala systemet. Nu
ser vi att x9, x4, 5 = 0 &r en tilldten punkt, men inte optimal pga —1—72X5.
Det &r alltsa lidtt att fa det duala problemet i optimal form. Vi tar bara och

eliminerar bort —35X5 genom att pivotera pa x5 i (3.19). Da fis

o + %a:l — %1‘2 + %m =0
4xq1 — 8x9 —2r4t+a5=1 (3.20)
— 31 + 3%z + T3 — 1524 =1

Nu &r det inte z; och x3 som har ledande ettor som i (3.19), utan det ar
x3 och x5. Detta motsvaras av att vi eliminerar bort 71 fran vart primala
system, vilket sker genom att sédtta m5 = y5 = —1—72 + 7 + % i vart primala
problem, jaimfoér med det som star med fet stil i (3.19), och lata y5 = 75 vara
var nya parameter. Vi utnyttjar att vi har y5 = 75 och skriver om (3.18)

—_7 41 4
V= —15 + 3T + 373
Y1 = SN

_ 13 9

=35 — 2| — 3T
Y2 =3 1— 373 (3.21)
Y3 = 3

9 3

Ya =734 — 31 — 473

och pivoterar %771. Sedan flyttar vi tillbaks 75 och kallar den aterigen for ys.
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Da far vi

v = 5 + T3

y1 = I +4m5 — 373

yo = —3 — 8ms + 573 (3.22)
Y3 = 3

Ys = 15 — 275 — 1573

Ys = 5

Nu har vi sett vad som hénde i det primala systemet, sa vi atergar till det
duala systemet (3.20). Vi ser att vi fortfarande inte har en optimal 16sning
pga —%.’1}'2. Vi pivoterar pa §X2 och far

xo + 211 + ixg + %—7x4 = %
—4xq +6x3 — 524 +25 =7 (3.23)
—x1+x2+%x3—%x4 :%

P& samma sitt som tidigare svarar detta mot att eliminera w3 och ersétta
med 7y = Yo = —% — 875+ %7&'3 i det primala systemet. Det primala systemet
blir féljande

v = % + Tms + %Wg

y1 =2 — 4w — o

Y2 = 2

3.24
y3=i+67r5+%772 ( )
Z/4=%—37T5—T167T2
Ys = 5

Vart duala problem (3.23) &r i optimum, men vi ser att vart primala system
(3.24) inte uppfyller heltalsvillkoret. Vi anvénder sats 2 igen pa y3 = i +
675 + %7@ och far ett nytt hyperplan

3 3

3/621 +Z7T2

Vi stoppar in detta villkor i (3.24) och tar fram det duala problemet

1 17 3 1
Ty +211 + 323+ T4 — %6 = 7
—4xq + 6x3 — %x4 + x5 =7
3 | 3 3
—:L‘1+932+1x3—1—6x4 + $X6 = 7
.. 1 o
Vi pivoterar pa {xg och far
dy) +x1 +x9 43 +x4 =1
—4x4 +6x3 —2x4 x5 =
—41‘1 +%332 +x3 —%174 +zxg =1
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dér vi har eliminerat 7o och ersatt med g = yg = % + %772 i det primala

systemet. Nu dr vi fardiga och vart primala system ser ut sa hér

v=1+Tr5 + g

y1 =1—dms — 376
y2 =1 + 376
y3 = 1+ 675 + 76
ya=1—3m5 — e
Ys = 5

Yo = e

dér den optimala 16sningen fas om 75 = mg = 0.

3.2 Blandade heltalsproblem

For problem som innehaller bade heltal och decimaltal maste vi kunna skapa
nya olikheter, da koefficienten framfoér decimaltalet kan anta bade positiva
och negativa virden. Vi delar upp y pa foljande sétt

m
y:Oéo—i-ZOéﬂTi:Oéo—i-P—N (3.25)

=1

Dar y &r ett heltal, P och —N &r summorna av de positiva respektive nega-
tiva termerna och diir ag inte &r ett heltal'. For vissa virden pa m; kommer
P — N vara antingen positivt eller negativt. Vi delar in det i tva fall.

Fall 1 P — N > 0 och eftersom y = ag + P — N &r ett heltal, sa maste
fo+ P — N ocksa vara ett heltal och fy + P — N > 0. Alltsa maste foljande
gélla
1<fy+P-N&fy<P-N
1< ip_iNg iP+iN
Jo fo fo fo

Fall 2 intraffar fér de vérden pa m; som uppfyller N — P > 0. Da ér —y =
ag + N — P ett heltal och foljande géller

I1<fo+N—-Ps fy<N-P

1Om det vore ett heltal s vore vi fardiga.
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1 1 1 1
1< —N—-—PL -N+=P
fo fo fo Jo

Vi ser alltsa att oberoende av virdena pa koefficienterna framfor m; sa géller

1 1
1< —P+—N 3.26
fo fo (3.26)

Sats 3. Om y dr ett heltal och m; > 0 uppfyller foljande

m
y=ao+ Y aim (3.27)
=1

sa gdller foljande olikhet
1< i ( Z fimi + Z aim) + 1 ( Z fimi — Z ami) (3.28)
o\ icly fo\iT i€ly

for alla ™ som genererar heltalet y, men som inte uppfyller den optimala

losningen som fas da m; = 0 och ddr

iel, om fi < fo och m; heltal
1 € Iy om oy > 0 och m; decimaltal
1 € I3 om f; < fo och mw; heltal

1€ 14 om oy <0 och m; decimaltal

Bevis. Om ; ar ett heltal, ersitt a; 1 (3.27) med [o;]* + f; eller med [o;]* +

1 — f; beroende pa om f; < fo eller f; < fo. Da fas

y=ao+ (Y (o + fm+ > aim) + (Yo (o + 1= fym + Y aims)
i€l i€lr i€l 1€y

ddr méngderna [I; dr samma som ovan. Nu flyttar vi 6ver alla heltal till

vinster sida och kallar detta nya heltal for ¢/

y =ao+ (Zfz‘ﬂz‘JrZaz‘m) + (Z—ﬁﬂi+2aiwi> <

i€ly i€l i€l3 i€y
) i}
y =oao+ < > fimi Y Oéﬂi) - < > fimi— > Oéz‘ﬂz‘)
i€l i€ls i€l3 i€y
P N
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Vi ser nu att detta uttryck &r pa samma form som (3.25) och dér har vi no-

terat att olikheten (3.26) géller. Stoppa in uttrycken fér P och N i olikheten

varvid vi far var sokta olikhet (3.28) och beviset dr klart. O]

Vi gor nu som tidigare och tar fram ett nytt hyperplan y*** > 0.
*okok 1 1 r
y = —17<Z fimi+ ) Oéﬂi) + %<Z fimi =Y aﬂ"i)
0

i€l i€lq i€l3 i€ly
Tyvarr dr inte y*** ett heltal, vilket gor det besviérligt for oss nér vi ska l16sa
problem som i exemplet ovan. Vi ska nu se vad som kravs for att fa ™ till
ett heltal.

Ordna om i uttrycket y = ag + Z;zl sa att i = 1,...,k ar index pa hel-
talsvariablerna, och lat ¢ > k vara index for decimalvariablerna. Lat nu

g = Zaim — " dar 7" €0,1]
i>k

Har &r 4 en heltalsvariabel och 7* &r :s positiva decimaldel. Det nya villkoret
som vi vill ha ar da

k
Yt = —fo+ Z fimi +7* diar 7" €[0,1]
i=1

Nu har vi fatt problemet pa var ¢nskade heltalsform. Tyvérr har vi ocksa
fatt en ny begridnsad variabel 7*. Detta gor att det inte lingre blir lika
effektivt att ga over till det duala problemet, utan man kanske ska stanna i
det primala.
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Kapitel 4
Ickelinjir optimering

Teorin for den ickelinjira optimeringen, som jag presenterar hér, dr framst
tagen fran[4]. Ett generellt ickelinjirt programeringsproblem ser ut pa f6ljande
sitt och kallas for det primala problemet

min  f(x)

da 9i(x) <0 fori=1,...,m
hi(x) =0 fori=1,...,1
xeX

dér funktionerna f,g och h kan vara ickelinjéra. I fortsédttningen kommer
vi att anvénda oss av vektornotation, men vi kan ha i minnet, att vi har
m stycken g-funktioner och [ stycken h-funktioner. Vi kommer strax att
se att vi kan anvénda satser for den ickelinjéira optimeringen for att 16sa
heltalsproblem.

4.1 Den duala funktionen

Som vi sett tidigare, nér vi dgnade oss at linjéra problem, sa fanns det ett
dualt problem kopplat till vart primla problem. Det finns liknande samband
inom den ickelinjéra optimeringen. Om vi tittar pa vart ickelinjéra problem
ovan och kallar det for vart primala problem, sa finns det ett dualt problem
relaterat till vart primala problem pa féljande vis
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min  f(x) max 6(u,v)
(P) da g(x)<O0 (D) da u>0
=0

x e X
dir 0(u,v) = inf{f(x) + u'g(x) + v'h(x) : x € X}
Vi sdger att vi har Lagrangerelaxerat bivillkoren g(x) och h(x). u och v
kallas for Lagrangemultiplikatorer.

Exempel 5 Vi ska nu se hur vi kan Lagrangerelaxera bivillkoren i ett linjért
optimeringsproblem for att fa fram ett dualt problem pa samma form som
i avsnitt 2.3. Anta att vi har ett primalt problem som ser ut sa har

min cjx1 + coxo

da b +a1171 + a2 <0
by + (2,171 + a22x2 = 0
x1,22 >0

Det duala problemet blir da att

max O(u,v)

dar

G(u,v) = inf {(Clxl + ngz) + u(b1 +ai1171 + a172x2)

x1,T2
+o(bg + agpz1 + ag2x2) : 1,22 > 0}

0 funktionen kan nu skrivas

O(u,v) = biu + bov + inf{x1(c1 + a11u + az1v) : 1 > 0}
1

+ iglvlf{(CUQ(CQ + a1 2u + ag2v) : x9 > 0}
2
Vi ser hur 6 separeras i tva subproblem

i;lf{l’l(cl + a1 u+ag v) x> 0}
1

och
i;lf{(l‘Q(CQ + a1 u + a2,2’U) T X9 > 0}
2

28



Det &r dessa tva som kommer att bli vara bivillkor, nir vi ska framstélla
det duala problemet. Om vi tittar pa

h(z2) = inf{(x2(c2 + a1 2u + az2v) : xzz > 0}
T2

sa ser vi att h(z2) kommer att anta vérdet 0 eller —oo.

0 om ¢ + aiu + azov >0
h(ze) =<¢ 0 om ¢z + a1 2u + ag 20 =0
—00 om ¢ + a1 2u+ az20 <0

Vi ser att om vi vill maximera 6 sa ska vi inte vélja Lagrangemultiplikatorer-
na u och v pa sa sétt att utrycket ca 4 a1 2w+ ag2v blir negativt. Pa samma
satt géller det forstas att ¢; + ai,1u + a1 2v inte far vara negativt, eftersom
da skulle h(xz1) bli obegrinsat negativ. Alltsa kan vi stéilla upp problemet
med att maximera 6(u,v) pa foljande sétt

max biju + bov

da c1+aju+aziv>0
c2 4+ aj2u+azov >0
u>0

Har ovan har vi ett problemet pa samma form som det duala problemet i
avsnitt 2.3.

Fragan ar hur det primala problemet och det duala problemet hianger ihop.
Svaret pa den fragan ges av den Starka dualitetssatsen'. Den visar att om
malfunktionen och definitionsméngden &r konvexa i det primala problemet,
sa har det primala och duala problemet samma optimum. Vi kommer inte
att visa denna sats eftersom heltalsproblem inte &r konvexa. Fragan blir d&
hur det primala och duala problemet hénger ihop, om vi inte utgar fran en
konvex méngd. Svaret ges i foljande sats.

Sats 4 (Svaga dualitetssatsen). Lat x vara en tillaten losning till det primala
problemet, dvs att x € X, g(x) < 0 och h(x) = 0. Anta ocksa att (u,v) dr en
tillaten losning till det duala problemet, dvs w > 0. I safall dr f(x) > 0(u,v).

Beuvis.
O(u,v) = inf{f(y) + u'g(y) + v'h(y) : y € X}

!Se Non Linear Programing
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< f(x) +u'g(x) + v'h(x) < f(x)

Dar vi i sista olikheten har anvént oss av, att vi vet att u > 0, g(x) < 0
och h(x) = 0. O

Alltsa vet vi, att om vi lyckas losa vart duala problem, far vi en undre
begréinsning till vart primala problem. Nér inte det primala och det duala
problemet har samma optimumvérde, siger man att ett dualitetsgap har
uppstatt.

Vi ska nu titta pa vissa egenskaper hos den duala funktionen 6(u,v). For att
att slippa skriva sa mycket, kommer vi att fér bekvamlighets skull kombinera
vektorerna u och v som vektorn w samt kombinera funktionerna g och h

e oy ety

Vi antar ocksa att mingden X &r kompakt. Anledningen till att vi &r sa
intresserade av det duala problemet &dr, att det visar sig att den duala funk-
tionen dr konkav?.

Sats 5. Lat X wvara en icketom mdngd i R™, och lat f : R® — R och

w: R® — R™ vara kontinuerliga funktioner. I sa fall dr
O(w) = inf{f(x) + w'p(x) : x € X}

konkav pd R™H.

Bevis. Eftersom f och p &r kontinuerliga funktioner och X &r kompakt, sa
ar 0 #ndlig pa hela R™*. Lat wy, wo € R™H och 1at A € (0,1). T sa fall
géller foljande

O[Aw1 + (1 — N)wa] = inf{f(x) + [Aw1 + (1 — M) wo]'u(x) : x € X}

— E{ALF(x) + wha(0] + (1 - M) [f(x + whu(x)] : x € X}

> Minf{f(x) + wip(x) : x € X}

2Kom ihag att om en funktion f #r konkav sa dr —f konvex.
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+(1 — N\ inf{f(x) + whu(x) : x € X}
= M(w1) + (1 — N)f(w2)

I beviset ovan har vi utnyttjat den duala funktionens definition. Vi ser att

0 &ar konkav enligt definition 2. O

Vi vet nu att 6 &r konkav, utan att det primala problemet &dr konvext. Bi-
villkoret u > 0 &r uppenbarligen en konvex méngd. Vi vet ocksa att varje
lokalt optimum f6r en konkav funktion ocksa &r ett globalt optimum. Kon-
kret betyder det att var duala funktion har ett optimum.

Eftersom vart primala problem inte dr konvext, sa behover inte det pri-
mala problemet och det duala problemet ha samma optimumvérde, utan
det kan uppsta ett dualitetsgap. Var duala funktion &r inte explicit given.
For att fa reda pa 6:s virde i olika punkter maste vi for varje punkt losa ett
suboptimeringsproblem. Podngen ér dnda att det duala problemet kommer
att vara betydligt enklare att 16sa &n det primala.

Lagrangerelaxering av heltalsproblem

Vi ska nu se hur vi kan anvinda ickelinjir teori for att 16sa linjéra heltals-
problem. Man kan ndmligen Lagrangerelaxera en del av bivillkoren och pa
sa vis skaffa sig olika subproblem som &r enklare att 16sa. Detta ar fram for
allt anvénbart nér man l6ser stora problem. Vi ska illustrera hur man kan
relaxera olika bivillkor samt hur man kan tolka Lagrangemultiplikatorerna i
foljande exempel.

Exempel 6 Detta problem #r hdmtat ur [1] och kallas for det Generalise-
rande tillordningsproblemet och formuleras

min > i Z?:l Ci,j T j

da Yoy =1 ji=1,....n (1)
Z?:l ai7jxi7j S bi 1= 1, RN 11 (2)
zij € {0,1} i=1,...,m;j=1,...,n (3)

Problemet har foljande tolkning. Det ska utféras n stycken jobb pa m ma-
skiner. Nér jobb j utférs pa maskin ¢ uppstar en kostnad ¢; ;. Malet ar att
minimera denna kostnad. Den tid det tar att utfora jobb j pa maskin ¢ &r
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a; ; och den totala tillgédngliga tiden for maskin ¢ &r b;
Villkor (1) séger att varje maskin ska tilldelas exakt ett jobb och villkor
(2) utgor ett kapacitetsvillkor. Vi ska nu ga igenom tre olika fall pa hur man

kan relaxera detta problem for att fa en undre uppskattning av problemet.

Fall 1 Relaxera heltalsvillkoren (3) och 16s problemet med simplexmeto-
den.

Fall 2 Lagrangerelaxera villkor (1). Vi far foljande Lagrangesubproblem

Hl(v) = min (Z Z Ci,j T4 5 + Z Uj(l - Z xi,j))
j=1 =1

i=1 j=1
m n n

= min ( E E (Ci’j — Uj)l'i,j + E (o
i=1 j=1 j=1

n
da Zai,jxi,j sz 1= 1,...,m

7j=1
l’@jG{O,l} 1=1,....m; j5=1,...,n

Vi ser hér att problemet separeras i m stycken olika delproblem, ett problem
for varje maskin. Problemet fér maskin ¢ kan formuleras

n

min Y (cij—v;)Tiy

j=1

n
da E Qg 55, 5 < bi
j=1

xi,je{o,l} j=1....n

Den hér typen av problem kallas for kappsdcksproblem. Man ska vilja bland
olika objekt och ldgga dem i sin kappséck. Multiplikatorn v; kan tolkas som
den vinst som uppstar om jobb j utfors. Fragan blir, hur ska man véilja
multiplikatorn v;. Om man véljer v; for liten blir (¢; ; —v;) > 0 och x; ; = 0.
Viljs v; tillrackligt stor blir z; ; = 1.

Vi provar nu olika virden pa multiplikatorerna for att hitta optimum. Anta
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att vi har provat k olika virden pa multiplikatorerna ™. D4 kan tva olika

J
fall intraffa i (1)
m
1-— Z l’l‘,j =0
i=1
(k)

Det forsta ar att v; ' for vissa jobb j kommer att vara for liten och vi far

J
1-Y e =150
=1

vilket betyder att jobb j inte har tilldelats nagon maskin. Slutsatsen &r att

k+1 . .
v§ +1) maste oka.

Det andra som kan intréffa ar att for vissa jobb kan v;? vara for stor

m
1-Y a2t =1<0
=1

Detta betyder att jobb j har tilldelats flera maskiner och vf“ maste minska.

Fall 3 Nu Lagrangerelaxerar vi bivillkor (2)

f2(u) = min (Z Z CijTij + Z uz(z Qi jTij — bz))
i=1  j=1

i=1 j=1

m n m
= min (Z Z(cm +uiaq )T — Z bﬂ)i)
=1

i=1 j=1
m
da E x5 =1 j=1, N
=1

xi’jE{O,l} 1=1,....m; j=1....n

Har dr multiplikatorerna u; > 0 for alla ¢ = 1,..., m. Detta problem separe-

ras i n stycken subproblem, ett fér varje jobb. Problemet for ett givet jobb

J blir nu
m
min (Z(Ci’j + uiai,j))
=1

m
da E xi,j =1
i=1
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$i7j€{0,1} 1=1,....,m

Multiplikatorns tolkning blir nu priset fér att utnyttja maskin ¢. Man léser
detta genom att tilldela varje jobb j till den maskin som &r billigast. Om vi

nu provar olika vérden pa u; som ovan, betecknar vi det k:te vérdet pa wu;
(k)

./, och ser hur de paverkar (2)

n
> aijti; — bi<o
j=1

med u

Om vi antar att u{® #r satt for hogt kommer det att leda till att for fa jobb

i
tilldelas maskin 7 alltsa att

Zai,jngj) —b; <0
j=1

och vi bor darfor prova med ett ldgre virde pa multiplikatorn ugkﬂ). Fast

om vi séitter ett for lagt virde kommer for manga jobb att tilldelas maskin ¢

n
k+1
Zai:j$z(,j ) — bl >0

Jj=1

Det giiller alltsa att Lagrangerelaxera pa ett smart sédtt sd att man far ett
enklare problem att 16sa. I exemplet ovan &r fall 3 enklare att 16sa &n fall 2.

4.2 Subgradient

Vi dr nu intreserade av att veta hur vi ska flytta oss for att hamna i den dua-
la funktionens optimum. Man skulle kunna tro att man ska ga i gradientens
riktning, men det gar inte. Anledningen &r att den duala funktionen inte
behover vara differensierbar 6verallt. Vi introducerar nu bergreppet subgra-
dient.

Definition 5. Lat K vara en icketom konvex mdngd i R™, och lat f : K — R
vara en konvex funktion. Da kallas & for funktionen f:s subgradient i punkten
ze K om

f(x) > f(z) + &(z— 2) for alla x€ K
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Eftersom vi ar intresserade av den duala funktionen, som &r en konkav funk-
tion, sa géller det att om f &r en konkav funktion och allt annat samma som
i definition 5 s& ar £ funktionens subgradient i punkten x om

f(x) < f(x) +€&'(x—x) for alla x € K

Y

&(x))

E.~3(x2)
&,2()62)

al(xz)

X; X2

Figur 4.1: Punkten x; har en subgradient, medan punkten zo har flera subgradi-

enter.

Om det bara finns en subgradient, sa &r den ekvivalent med funktionens gra-
dient. Men &r funktionen inte differensierbar, sa kan vissa punkter innehalla
flera subgradienter. Méangden av f:s alla subgradienter i punkten X kallas
for subdifferential och betecknas df(x). 0f(x) dr en konvex méngd enligt
definitionen ovan.

Vi introducerar nu méngden X(w) som bestar av de optimala losningarna
till de duala subproblemen.

X(w) = {y : y minimerar f(x) 4+ w'u(x) éver x € X}

Vi borjar med att visa att varje dualfunktion har minst en subgradient,
namligen pe.

Sats 6. Lat X wvara en icketom kompakt mdngd i R™ och lat f : R — R

och p : R* — R™ wara kontinuerliga funktioner, sidana att for ndgot
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w € R™ si dr inte X(w) tom. Om x € X(w) sd dr u(x) en subgradient

till 0 i punkten w.

Bevis. Lat w € R™ och x € X(w). Eftersom f och p dr kontinuerliga
funktioner och X &r kompakt samt pu(w) # @ for alla w € R™H sa giller

6(w) = mf{f(x) + W'p(x) : x € X} < (%) + W'n(%)

= f(%) + (W — W) (%) + W'p(x)

— 0(%) + (w — W) ()

Alltsa har vi visat att p(X) #r en subgradient till # i punkten w enligt
definition 5. O

Vi vet dock inte hur subgradienterna kan visa vigen till den optimala punk-
ten, utan vi behover introducera ytterliggare ett berepp, ndmligen riktnings-
derivata.

Definition 6. Lat M wara en icketom mdingd i R™ och lat f : M — R.
Lat © € M och d vara en nollskild vektor sadan att T+ Ad € M for X > 0.
Riktningsderivatan till f i punkten T lings vektorn d, betecknas som f'(z; d)
och definieras genom féljande grdansvdrde, om det existerar

Vi ser att riktningsderivatan ger oss information om hur rérelser paverkar
funktionsvérdet.

Nu kommer en sats och ett corollary, som kopplar ihop begreppen subgra-
dient och riktningsderivata.

Sats 7. Lat X wvara en icketom mdngd ¢ R™ och lat f : R™ — R och u :
R™ — R™* vara kontinuerliga funktioner. Lit w,d € R™ dd uppfyller

riktingsderivatan till 6 i punkten w med riktningen d foljande

0 (w; d) > d'u(z) for nagot ze X
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Bevis. Betrakta w + \id niir A\, — 07. For varje k existerar det ett x; €
X (w+ Agd) och eftersom X dr kompakt sa finns det konvergenta delsekven-

ser {xy }x med gransvide x € X. Givet x € X sa géller foljande

Fx) + (W + \ed) (%) > f(x1) + (W + Aed) pu(3xr) (4.1)

for varje k € K. Olikheten i (4.1) foljer av att vi vet att x; € X(wW + A\pd)
minimerar funktionen f(x) + (W + A\rd)'pu(x) for alla x € X. Om vi later

k — oo, gar A\, — 0" och vi far foljande

F) + WHa(x) > F(%) + W p() (4.2)

Alltsa ser vi att x € X(w). Vidare far vi genom att anvénda oss av defini-

tionen av 6(w + A\rd) och 6(w) foljande

O(W + Aed) — 0(W) = f(xx) + (W + Apd) pa(xi) — (W) (4.3)

> Ad' p(xy,) (4.4)

dér (4.3) giller, eftersom vi vet att x; minimerar var funktion f(x)+ (W +
Aed)p(x) ver x € X. Olikheten (4.4) fis om vi anviinder olikheten (4.2)
och giller for alla k € K. Om vi nu delar olikheten (w + \xd) — 0(w) >

Aed’p(x)) med A, och noterar att x; — %X da k € K gar mot oo, sa far vi

f 007+ Nid) — (W)

keX Ak
k—oo

> d'p(x)

3

Nu anvéander vi oss av ett lemma® som sdger att

i) — i OOV ) —0()
’ A—0t A

3Lemma 3.1.5 Nonlinear Programming, Bazaraa, sid 83
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existerar och satsen ar bevisad. O

Corollary 1. Lat 00(w) vara mingden av subgradienter till i punkten w

och anta att antagandena i sats 7 gdller. Da gdller féljande

0'(w; d) = inf{d'¢ : & € 00(w}

Bevis. Lat x vara definerad som i Sats 7 ovan. Enligt Sats 6 géller p € 06(w)

och Sats 7 implicerar att

0'(w;d) > inf{d’¢ : £ € 90(w)}
Vi ska nu visa att olikheten géller at andra hallet ocksa. Lat & € 00(w) och
eftersom @ ar konkav géller foljande

O(w + A\d) — O(w) < \d'¢
Dela med A > 0 och ta grinsvirdet da A — 07, vilket ger oss att
0'(w;d) < d'¢

Eftersom det dr sant for alla € € 06(w) dr det ocksa sant for

0'(w;d) < inf{d’¢: & € 00(w)}
och beviset ar slutfort. O]

En vektor d kallas for ascentrikining till 6 1 punkten w om det existerar ett
0 > 0 sadant att

O(w+ A\d) > 0(w) for alla A € (0,0)
Eftersom 6 ar konkav sa dr d en ascentriktning till 6 i punkten w om och

endast om #'(w;d) > 0. § kommer alltsa att anta sitt maximum i en punkt
w om och endast om det inte finns nagra ascentriktingar i w. Detta betyder
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att 0'(w;d) < 0 for alla d. Enligt Corollary 1 giller det alltsa att d &r en
ascentriktning till # i punkten w om och endast om inf{d’¢ : £ € 90(w)} >
0. Man kan se det som att foljande olikhet maste vara uppfylld for nagot
e>0

d’¢ >e>0 for alla & € 00(w)

Definition 7. En vektor d kallas den stérsta ascentriktningen till 6 i punk-
ten w om

0 (w; d) = max 0'(w; d 4.5

(w:d) = max /(ur (1.5)

Det giller alltsa att hitta den storsta ascentriktningen d, och det visar sig
att den sammanfaller med den subgradient som har den minsta euklidiska
normen.

Sats 8. Lat X vara en icketom kompakt mdngd ¢ R™ och lat f : R™ — R och
o R® — R™ yara kontinuerliga funktioner. Den stérsta ascentriktningen
d till 0 i punkten w anges nedan, déir & dr subgradienten i 09(w) som har

den minsta euklidiska normen

_ 0 omé&=0
d= i 240
& ome7

Beuvis. Enligt corollary 1 géller féljande
0'(w;d) = inf{d'¢ : £ € 90(w}

Om vi stoppar in uttryck (4.5) for den storsta ascentriktningen, far vi

max #'(w;d) = max inf{d’¢ : & € 96(w
ldli<1 ( ) [dll<1 {de:¢ (w}

= max inf d%¢ 4.6
ld[<1 &ecoo(w) (4.6)

max inf d'¢ < inf max d’¢ (4.7)
ld[<1 &con(w) Econ(w) l1d]I<1
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inf max d’¢€ = inf |¢& 3 48
Econ(w) dlI<1 Econi) 1€l = (€]l (4.8)

ddr vi har anviint var vetskap, att ||€|| dr den subgradient med den minsta
euklidiska normen i 90(w). Fran (4.6)-(4.8) ser vi att

0'(w;d) < [i€]
Alltsa har vi hittat den storsta ascentriktningen, om vi lyckas konstruera en

vektor d sadan att &' (w;d) = ||€]|.

Om & = 0 sa giller det uppenbarligen for d = 0 att §'(w;d) = ||§]| &r
uppfyllt.

Nu antar vi att & # 0 och sitter in d = H%I i den duala funktionen. Da

far vi

0'(w;d) = inf{d'¢ : € € 90(w)} = inf { fﬁ’ € € 00(w )} (4.9)
HEH inf{[|€]|* + &' (& — &) : & € 90(w)} (4.10)
€l + = HEII inf{€'(¢€ — €)1 £ € 00(w)} = ||€] (4.11)

dir (4.10) foljer av att vi kan plocka ut 1/||€|| ur vart infinimums uttryck, ef-
tersom vi aterigen utnyttjar att ||€|| sr den vektor med den minsta euklidiska

norm som finns i médngden 06(w).

Det sista steget foljer av att vi anvinder oss av en sats® som siger att
E'(&— &) >0 for alla & € 06(w). Alltsé blir inf{€'(¢ — &) : £ € 6(w)} =0
och vi far att 6'(w;d) = ||€|| och beviset #r klart. O

4Sats 2.4.1 sid 43 i Nonlinear Programing, Bazaraa
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Aterstar nu bara fragan om hur man hittar méngden av alla subgradienter i
punkten w. Svaret ar att man hittar alla subgradienter i det konvexa holjet

till {u(y) : y € X(w)}

Definition 8. Lat S € R". Konvexa holjet till S betecknas med H(S) och

defineras sa hir: x € H(S) om och endast om x kan skrivas

k
r= Z )\jwj
j=1

dir Y Nj=1o0ch\;j>0forj=1,..k

Figur 4.2: Konvexa holjet till méngderna i figur 2.1

Man séiger att H(S) &r méngden av alla konvexa kombinationer av S.

Sats 9. Lat X vara en icketom kompakt mdangd i R™, och lat f : R" — R
och p : R" — R™ wara kontinuerliga funktioner. Da dr & en subgradient

till 0 i punkten w € R™ om och endast om & tillhor det konvexa hiljet till
{n(y) - y € X(w)}.

Bevis. Beteckna méngden {u(y) : y € X(w)} med Q och dess konvexa holje
med H (). Enligt sats 6 sa dr Q C 06(w), och eftersom 00(w) &r konvex sa
ar H(Q2) C 00(w). Genom att anvinda sig av att X dr kompakt och att p
dr kontinuerlig, kan man visa att 0 &r kompakt. Vidare sa ar det konvexa
holjet av en kompakt méngd stingd. Déarfor har vi att H(2) &r en stingd
konvex méngd. Nu ska vi visa att H(2) D 06(w)
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Vi antar motsatsen nimligen att det finns ett & € 90(W), men inte i H((2).
Nu ska vi anvéinda en sats® som séger att det existerar en skaldr o och en

nollskild vektor d sadan att

d'uly) > a for alla y € X(w) (4.12)
d'¢ < a (4.13)

Enligt sats 4 s& existerar det ett y € X(w) sadant att 6'(w;d) > d'u(y)
och enligt (2.1) sa maste ¢'(w;d) > «, men enligt Corollary 1 och (2.2) far
vi

0 (w;d) = inf{d’¢ : £ € 90(w) < d'¢’ < «

vilket &r en motsédgelse. Alltsa maste & € H(Q2) och 00(w) = H(Q2) och

beviset ar slutfort. O

4.3 En algoritm

Vi ska nu titta pa ett exempel fran [3] som visar hur en algoritm som
anvander sig av subgradientoptimering, kan vara uppbyggd. Ett stort pro-
blem #r att det dr svart att hitta d eller att ens hitta en subgradient som
helt sdkert &r en ascentriktning. Darfor maste vi vara noga nér vi véljer
stegliangd, da vi uppdaterar vara multiplikatorer.

whtl = wh 4 gk

Ett alternativ till steglingd #r ¢() = 1 /k. Det uppfyller det teoretiska kravet
att t*) — 0 och Zle — o0 da k — oo. Ett vanligt val av steglangd ar

2

sy _ A= o(wk)))
€]

dér A € (0,2] och z* &r det optimala malfunktionsviirdet till det primala hel-
talsproblemet. Visste vi z* skulle vi ju vara klara, sa i praktiken anvéinder
vi oss av den bésta approximationen av z* som vi har.

(4.14)

5Theorem 2.4.4 Nonlinear Programing
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Vart viarde pa A kan vi sétta till tva och sedan halvera for varje gang det
duala malfunktionsvérdet inte forbéttras under ett visst antal iterationer.
Nu till sjalva algoritmen.

Steg 0 Ta fram 6 genom att bestdmma vilka villkor som ska relaxeras i det
primala problemet. Vilj ett startvirde pa w som betecknas w0, Sitt
k =0, LBD= —o0 och UBD= 400 samt vilj initiala viirden pa \°
(0,2], €, kmax och p.

LBD och UBD star fo6r problemets undre(lower bounds) respektive 6vre be-
gransningar(upper bounds), € visar vilken felmarginal man &r villig att accep-
tera, kmax bestdmmer hur linge man vill fortsédtta algoritmen och pa liknade
sitt sdger p hur lange man vill halla pa utan att malfunktionen okar.

Steg 1 Los Lagrangesubproblemet for givet w(¥). Detta ger oss x*) samt en
uppskattning av problemets 16sning genom 6(w(*)). Uppdatera LBD=
max{LBD, §(w*))}

Steg 2 Vi behdver hir en punkt (y)*. (y)* kan vi sitta till (x)* om (x)"
skulle vara en tillaten l6sning till vart primala problem. Om sa inte
dr fallet, utgar vi fran (x)* for att hitta var punkt (y)* med hjilp
av heuristik. Uppdatera UBD=min(UBD,z((y)")) och lat X vara den
bésta losningen.

Heuristik kan utnyttjas som ett delmoment i avancerade 16sningsalgoritmer.
Dessa algoritmers mal dr inte att hitta en optimal I6sning till ett optime-
ringsproblem, utan deras uppgift dr att hitta en tillaten 16sning. Vi ska inte
hér ga in pa nagon djupare teori om hur de dr uppbyggda.

Steg 3 Kontrollera avbrottskriterierna. Om (UBD-LBD)/LBD< ¢ eller k =
kmaz stannar vi och later x vara losningen till problemet.

Steg 4 Beriikna subgradienten p®) = B(x*))

Steg 5 Beriikna steglingden tF = Wmﬁ%ﬁgwm))

Steg 6 Uppdatera Lagrangemultiplikatorerna enligt wht! = wk + ¢tF¢k.

Steg 7 Uppdatera A := A/2 om LBD inte har férbéttrats under de p senaste
iterationerna. Om inte k = kpax sitt k := k + 1 och ga till steg 1.
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Kapitel 5

Schemaliggning

Detta ar ett verkligt problem som gors at stadforetaget Rengorare Naslund.
Problem uppkommer nér foretaget ska ge offerter pa nya stadprojekt och
behoéver berédkna vad stddningen kommer att kosta i arbetskraft per dag.
Nér stddfirman far en forfragan om offert, far de veta hur stor yta som ska
stddas samt med vilken frekvens de olika stidmomenten ska utféras. Den tid
det tar att genomfora de olika stidmomenten far vi av stddfirman, sa dem
behéver vi inte bekymra oss om. Vi ska nu titta pa ett befintligt kontrakt!.

5.1 Malfunktionen

Problemet som ska losas dr foljande: Hur méanga arbetstimmar maste man
utnyttja per dag for att kontraktet ska kunna uppfyllas. Antalet anstéllda
ska vara samma alla dagar i veckan. Var malfunktion blir alltsa att minime-
ra antalet arbetstimmar per dag. Ett biproblem, som ocksa ska losas, &r i
vilken ordning man ska utféra de olika stidmomenten sa att det inte uppstar
flaskhalsar.

1Se appendix for frekvenserna péa de olika stidmomenten samt de olika ytorna pa de

olika vaningarna.
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5.2 Bivillkor

Vi listar nu de olika bivillkoren som vi ska ta hénsyn till nér vi formulerar
vart problem matematiskt.

Deadlines De olika stiddmomenten maste vara utforda fore en viss deadli-
ne. Det finns sex olika deadline-typer for néar stidmomenten ska vara
avklarade:

Tva deadlines per dag

— Forsta deadlinemomentet paborjas klockan 6.00 och ska vara
fardigt klockan 8.00

— Andra deadlinemomentet paborjas klockan 12.00 och ska vara
fardigt klockan 14.00

- En deadline per dag. Man far borja nar man vill under dagen och
stddmomentet ska vara klart klockan 16.00

- Tva deadlines per vecka. Hér har man tre olika alternativ pa nér
man ska gora aktiviteterna

— GoOr momentet mandagar och onsdagar
— Gor momentet tisdagar och torsdagar
— GoOr momentet onsdagar och fredagar

- En deadline per vecka. Far goras valfri dag
- Tva deadlines per manad. Hér finns tva alternativ

— Gor momentet vecka ett och tre
— GoOr momentet vecka tva och fyra

En deadline per manad. Far goras nir som helst under manaden

Arbetspass Vi har olika typer av arbetstider vi kan utnyttja. De olika
arbetstiderna listas hér
e 6.00-9.00
6.00-10.00
6.00-11.00
6.00-14.00
7.00-16.00
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Bemanning Det ska alltid vara minst en anstélld som jobbar under tiden
6.00-16.00

Raster Det finns tva fikaraster och en lunchrast.

Transportkostnad Vi kommer inte ta med nagra transportkostnader nér
man stidar en vaning. Anledning &r att problemet da blir for stort.
Som det &r idag sa passeras alla korridorer en gang om dagen, och da
far man rora sig med sunt fornuft. Daremot kommer vi att ligga pa
en transportkostnad nédr man ror sig mellan vaningar. Om man ror
sig mellan vaningar i samband med en rast eller lunch sa férsvinner
transportkostnaden.

5.3 Uppdelningen av tiden

Vi kommer att dela in arbetsdagarna i olika perioder, som bestdms av de-
adlinetider och raster.

e 06.00 Arbetsdagen borjar
e 8.00 Forsta deadline

9.00-9.15 Rast

11.30-12.00 Lunch

14.00 Andra deadline

14.00-14.15 Rast

16.00 Arbetsdagen slutar

Detta ger oss fem olika arbetsperioder: 6.00-8.00, 8.00-9.00, 9.15-11.30, 12.00-
14.00 och 14.15-16.00.

Deadlines av typen tva ganger om dagen ska alltsa vara fordigstidade fore
klockan 8.00 respektive klockan 14.00.

En arbetsmanad &r 20 dagar.
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5.4 Matematisk modellering

Nu ska vi beskriva problemet matematiskt.

5.4.1 Parametrar

Vi har féljande parametrar som dr givna. De stora bokstdverna symboliserar
méngder.

e A - de olika arbetspassen

e D - de olika dagarna

e P - de olika perioderna

e V - de olika vaningarna

o M - de olika stadmomenten

® i, m - tid det tar att slutfora ett visst stddmoment v € V, m € M

® ¢, - den minsta bemanning det maste vara under de olika perioderna
peP

e k1 och ko konstanter som vi har givna

Om vi tittar pa stidschemat?, ser vi, att det finns nistan tvahundra olika
stadmoment, vilket betyder att vi kommer att fa ett stort antal variabler. For
att underlatta, sorterar vi de olika stidmomenten efter vilka deadlinetider
de har. Méngden M innehaller da M = {d1,d2,d3,d4,d5,d6} dir

e d1 klart tva ganger per dag
e d2 klart en gang per dag

d3 klart tva ganger i veckan

d4 klart en gang per vecka

db klart tva ganger per manad

e d6 klart en gang per manad

Tiderna ar som ovan.

2 Appendix

47



5.4.2 Variabler

® 7qp.dwm - Tesurs man lagger ner pa ett stidmoment m, dédr a € A,p €
PdeDwveV

® iy} 4. - logisk 0/1-variabel for att halla koll pa om man byter vaning
under transportkostnadsintervall, dir a € A,b = 1,2,3,4;d € D,v €
\%

e w, - indikerar om man anvinder anstilld a € A

e IR, - total méngd arbetstimmar man har under period p € P, R, &r
en linjar funktion av antalet arbetare.

5.4.3 Malfunktion och bivillkor

Malfunktionen &ar att minimera den totala arbetskostnaden per dag

min Z R,

peEP
under foljande bivillkor.

Definerar R,
Ry = 120(w; + wa + w3 + wy) + 60ws
Ry = 60(w1 + w2 + w3 + wy + ws)
Rs = 135(wy + ws) + 120ws + 60ws
R, = 120(W4 + w5)
R5 = 105ws + 45wy

Tar reda pa om det alltid &r bemannat under dagarna
R, > ¢y V peP

Nu gar vi igenom alla deadlines.
Moment fardiga tva ganger om dagen

Y weaTaldwdl = todl V deDveV
Y acaTasdwdl = todl V deD,veV

Moment fordiga en gang per dag
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ZGGA ZPEP ravpzdzvde Z tU,dQ v d S D’ CAS V
Moment fardiga tva ganger i veckan, borjar med méandag och onsdag

ZaeA ZPGP Ta,p,1+5k,v,d3 > tv,d3x1 vV ve ‘/7 k= 07 ) 3
>acA 2opep Tap3+okvds = toas(T1+23) V. veVk=0,...,3

tisdag och torsdag

ZaeA Zpep Ta,p,24+-5k,v,d3 > tfu,d3$2 V veVk=0,... , 3
ZQGA Epep Ta,p,4+5k,v,d3 > tv,d3w2 V veVk=0,...,3

onsdag och fredag

>acA 2opep Tap3+okvds = toas(zs+21) V. veVE=0,...,3
> acA ZpEP T p5+5kw,d3 = tu,d3T3 vV veV,k=0,...,3

Summera vikterna
T1+x0+r3=1

Moment fordiga en gang i veckan
5
> e ZpEP Y d—1Tapd+5kw,dd > ty,dd V veV,k=0,1,2,3

Moment fardiga tva ganger i manaden, borjar med vecka ett och tre

5
D acA ZpEP Y a1 Tap,dt+10k,0,d5 = tu,dsy1 vV veVk=0,1

vecka tva och fyra

10
DoaeA 2opeP Ddes Tapd+10kw,ds = toasye ¥V v €V k=0,1

Summera vikterna
y1t+y2=1

Moment firdiga en gang i manaden
> acA ZpEP > deD Tapdv,ds = bv,de vV veV

Vi undersoker vilka vaningar som har besokts

S Tapdom < Jatdokt V¥V ac€AdeDweV
ZmEM Ta3,dvm < Ja,2,dvk1 V acA,deDveV
ZmeM Ta4,dv,m < ja,3,d,vk1 V ac A,d eDveV
Y omen Tasdom < Jaddokl V acAdeDwveV
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Undersoker vilka arbetspass som har anvénts

ZpEP ZdED Z'UGV ZWEM Tavp)d?vzm g wakz \v/ a 6 A

Ser till att vi har tillrackligt med arbetskraft for de olika perioderna

ZaeA 2123:1 Z’UEV EmeM Tap,dvm + 5ja,1,d,v —S5w, < Ry + Ry vV deD
ZaGA Z’UGV ZmEM Ta,3,dv,m + 5ja,2,d,v - 5wa < R3 vV deD
ZaeA ZUEV ZmEM Ta,4,dvm + 5ja,3,d,v —bwy < Ry vV deD
ZaGA E’UEV ZmEM Ta,5,dv,m + 5ja,4,d,v - 5wa < R5 vV deD

Vara variabler defineras

Tap,dvm € Ry V acApePdeDveVmeM
ja,b,d,UE{Oal} v aEA,b:1,2,3,4;d€D,v€V
we €4{0,1} V a€ A xyeRy

5.5 Resultat

For att praktiskt 16sa problemet ovan anvinder jag mig av AMPL [5] som dr
ett matematiskt modelleringssprak. Sjdlva algoritmerna som jag anvéinder
mig av kommer fran ett solverpaket som heter [psolve. Det anvinder sig
av bade simplex iterationer och Branch and Bound iterationer. Branch and
Bound iterationerna anviands for heltalsvariablerna, men det visar sig att
de tar avsevird tid att bli klara. Rent praktiskt betyder det att jag far av-
sta fran att ha med transportkostnaden mellan vaningar nir jag modellerar
problemet. Jag kommer att aterkomma till detta problem ldngre fram i tex-
ten och dér visa hur jag justerar data for att fa ett rimligare svar. Eftersom
transportavgifterna forsvinner, betyder det att cirka sjuhundra heltalsvari-
abler forsvinner fran modellen. Det jag gor da, &r att 6ka modellens antal
arbetspass, som ocksa dr heltalsvariabler, fran fem till tio. Det later inte sa
mycket, men eftersom antalet r-variabler dr indexerade 6ver arbetstid, peri-
oder, dagar, vaningar och arbetsmoment betyder det att antalet r-variabler
kommer att fordubblas. De nya arbetspassen som modellen kan vélja mellan
ar foljande tio

e 6.00-9.00
e 6.00-10.00
e 6.00-11.00
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6.00-12.00

6.00-14.00

e 7.00-12.00
e 7.00-15.00
e 7.00-16.00
8.00-12.00

8.00-14.00

Koden som skrivs i AMPL aterfinns i bilaga B.

Om jag forsoker gora modellen storre, exempelvis att ha elva arbetspass,
sa klara inte min dator av att 16sa modellen. Om man istéllet gér model-
len mindre genom att ta bort det sista arbetspasset 8.00-14.00 s& far man
foljande

Totala antalet | Antalet heltals- | Antalet | Antalet Branch | Antalet simplex
variabler variabler bivillkor & Bound itertioner
21774 9 4966 24 98 000

Om man istdllet anvéinder alla tio arbetspassan enligt ovan sa far man

foljande

Totala antalet | Antalet heltals- | Antalet | Antalet Branch | Antalet simplex
variabler variabler bivillkor & Bound itertioner
24335 10 5506 24 180 000

Vi ser att modellen inte vixer linjart utan exponentsiellt.

Konsekvenserna av att vi inte har modellerat transportkostnader, kan vi
tydligt se i data vi far ut nér vi har kért modellen. Det férekommer nidmligen
orimligt korta besok vid de olika vaningarna. Ett exempel pa detta &ar att
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arbetspasset 7.00-15.00 under andra perioden ska spendera 0,146 minuter
pa vaning tre. Hela listan med hur arbetspassen ska anvindas aterfinns i
bilaga B.

For att korrigera detta problem, sa har jag konstruerat en sorteringsalgoritm
som tar bort strotider, genom att byta tider mellan de olika arbetspassen.
Sorteringsalgoritmen, och den nya data den ger upphov till, aterfinns i bila-
ga C.

Pa nista sida visas hur slutdata presenteras. Det grona representerar ar-
betsperioder som utnyttjas fullt ut, rott representerar arbetsperioder dér
arbetstiden inte utnyttjas fullt ut och det gula lankar ihop tva arbetsperio-
der déar det inte forkommer nagon rast mellan perioderna.
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Arbetspass 4 6.00-12.00

6.00-8.00 [8.00-9.00 ]9.15-11.30 |12.00-14.00 |14.15-16.00
vaning_1 41 0 0 0
vaning_2 0 0 0 0
vaning_ 3 0 1 0 0
vaning 4 0 35 0 45
vaning_5 78 0 80 0
vaning 6 1 17 55 0
Totalt 12054 135 45
Arbetspass 5 6.00-14.00

6.00-8.00 [8.00-9.00 ]9.15-11.30 |12.00-14.00 |14.15-16.00
vaning_1 0 14 0 0 7
vaning_2 0 0 0 0 0
vaning_3 3 0 75 120 0
vaning_4 72 37 0 0 0
vaning_5 0 10 0 0 4
vaning 6 45 0 60 0 34
Totalt 120 60 135 120 45
Arbetspass_7 7.00-15.00

6.00-8.00 [8.00-9.00 ]9.15-11.30 |12.00-14.00 |14.15-16.00
vaning_1 0 0 0 0 0
vaning_2 13 27 38 0 31
vaning_3 0 0 0 46 66
vaning_4 47 0 0 0 0
vaning_5 0 0 0 74 0
vaning 6 0 22 97 0 0
Totalt 60 S0 135 120 ST
Arbetspass_10 8.00-14 8.00-14.00

6.00-8.00 [8.00-9.00 ]9.15-11.30 |12.00-14.00 |14.15-16.00
vaning_1 0 24 43 3
vaning_2 23 68 15 0
vaning_3 24 0 30 0
vaning_4 0 29 1 42
vaning_5 5 15 0 0
vaning 6 0 0 25 0]
Totalt 45|
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Bilaga A

Arbetsdata

Vi borjar med att visa hur manga kvadratmeter av de olika utrymmestyper-
na som finns pa varje vaning. Sedan visas de olika stidmomenten och med
vilken frekvens de férekommer. Dérefter foljer avverkningsgraden, som miéits
i kvadratmeter per arbetstimme, pa samma stidmoment
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Vi ser hér att det finns ett stort antal olika stddmoment varfor vi blir tvugna

att sortera dem i sex olika grupper, efter vilken deadline de har.

Resten av bilderna i detta avsnitt visar hur stor yta av de olika utrym-
mestyperna som finns pa varje vaning.

Véning 1 | Vaning 2 | Vaning 3 | Vaning 4 | Vaning 5 | Vaning 6
S01 0 193.59 1299.93 1205.84 | 1097.50 520.14
S02 78.86 454.37 862.47 845.91 800.41 602.73
S03 0 38.09 29.45 29.45 29.46 22.62
S04 0 0 0 0 0 0
S05 0 28.73 0 0 0 0
S06 0 221.23 260.14 55.20 69.85 0
S07 0 266.28 126.45 20.81 91.77 87.12
S08 0 0 0 0 0 0
S09 65.24 11.28 0 0 0 0
S10 79.99 75.58 67.53 67.44 67.51 37.69
S11 0 370.68 0 0 0 0
512 0 785.52 464.52 91.89 357.96 209.61
S13 0 0 0 0 0 0
S14 0 1348 0 0 0 0
S15 0 0 0 0 0 0
S16 0 24.34 0 0 0 0
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Stidkoder : S01 S02 S03 S04 S05 S06
Utrymmestyp : Kontor Korridor Toalett Dusch Omkl.- Pausrum
Kopierin Kapprum Bastu Tvittrum rum Pentry
Frekvens : Kont.forr Hiss Solarium Rokrum
Kont.land

GOLV
Moppning ( # fuktad moppn+avfliackn) 1V 2V 1D
Damms. heltick.- & mjuka mattor (1V)
Tvittning *1D 1D 1D 1D
Skrip upplockas 1D 1D 1D
Papperkorgstomning 2V 2V
Maskinskurning 1V** 1V** 1V**
MOBLER
Bordsytor avtorkas 12V 1/2V 1D
Stolar avborstas 1V 1V VB
Dammsug stoppade mobler IM IM (1M)
Dammtorkning fria ytor pA mobler 1/2V 1/2V 12V
FAST INREDNING
Fonsterbankar avtorkas 1V 1V 1V
Avflickning dorrar karmar m.m. 1V VB 1D 1D VB VB
Socklar dammsuges/avtorkas IM IM IM
Ledsténger & racken avtorkas
Sanitdr inredning rengors 1D 1D
Speglar, kakel vid handfat rengors (VB) 1D 1D
Speglar rengors VB
Glas i dorrar putsas VB
Diskbénk rengors, avtorkn. kaffeaut. 1D
LOS INREDNING
Skréapkorg toms (i pentry efter lunch ) 2V (VB) 1D 1D 1D 1D
Askkoppar toms & rengors (1D)
Toalettartiklar pafylles 1D 1D

Skrivtavlor avtorkas

Stolar lyfts upp

Britsar avtorkas

Arbetsbénkar, fuktmoppas

SARSKILD INSTRUKTION

FORKORTNINGAR :
1D = En géng/dag

1V = En gang/vecka
2V = Tva ganger/vecka
3V = Tre génger/vecka

1/2V=En géng var annan vecka

IM = En gang/manad
VB = Utfors vid behov
()= Dir det forekommer
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Stidkoder : S07 S08 S09 S10 S11
Utrymmestyp : Konfer- Utbildning Entréer Trappor Produk-

ensrum Utstdllning | Reception tion

Frekvens : Horsal Lager
Filmsal Gods

GOLV

Moppning ( # fuktad moppn+avfliackn) 1D 1D 2D*** 2V 1D

Damms. heltick.- & mjuka mattor (1D) (1D) 2D

Tvittning 2D*** v

Skrép upplockas 1D 1D 2D*** 1D 1D

Papperkorgstomning

Maskinskurning 1V**

MOBLER

Bordsytor avtorkas 1D 1D 1D

Stolar avborstas 1D 1D 1D

Dammsug stoppade mobler IM IM v

Dammtorkning fria ytor pA mobler v v 1D

FAST INREDNING

Fonsterbankar avtorkas v v v (1V)

Avflickning dorrar karmar m.m. 1D 1D 2D 1\%

Socklar dammsuges/avtorkas IM IM IM (1IM)

Ledsténger & racken avtorkas v

Sanitér inredning rengors

Speglar, kakel vid handfat rengors (1D)

Speglar rengors (1D)

Glas i dorrar putsas 2D

Diskbénk rengors, avtorkn. kaffeaut.

LOS INREDNING

Skréapkorg toms (i pentry efter lunch ) 1D 1D 2D 2V

Askkoppar toms & rengors

Toalettartiklar pafylles (1D)

Skrivtavlor avtorkas 1D 1D

Stolar lyfts upp

Britsar avtorkas

Arbetsbénkar, fuktmoppas

SARSKILD INSTRUKTION

FORKORTNINGAR :
1D = En géng/dag

1V = En gang/vecka
2V = Tva ganger/vecka
3V = Tre génger/vecka

1/2V=En gang var annan vecka

IM = En gang/manad
VB = Utfors vid behov
() = Dér det forekommer
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1D = En géng/dag
1V = En gang/vecka
2V = Tva ganger/vecka

3V = Tre génger/vecka

1/2V=En gang var annan vecka

IM = En gang/manad
VB = Utfors vid behov
() = Dér det forekommer

Stidkoder : S12 S13 S14 S15 S16
Utrymmestyp : Lab Matsalar Hélsovérd Sporthall Datahall
(ESD-golv) Syst.rum

Frekvens : (datagolv)
GOLV
Moppning ( # fuktad moppn+avfliackn) 1D 1D 1D 1D 1V
Damms. heltick.- & mjuka mattor
Tvittning (1D) 1D
Skrép upplockas 1D 1D 1D 1D 1D
Papperkorgstomning 1D 1D 2V
Maskinskurning
MOBLER
Bordsytor avtorkas 1D 1M
Stolar avborstas 1V 1V 1V 1M
Dammsug stoppade mobler IM IM
Dammtorkning fria ytor pA mobler v
FAST INREDNING
Fonsterbankar avtorkas (1V) (1V) v 1M
Avflickning dorrar karmar m.m. 1D 1\% 1\% 1\%
Socklar dammsuges/avtorkas IMX IM IM IM IM
Ledsténger & racken avtorkas
Sanitir inredning rengdrs (1D)
Speglar, kakel vid handfat rengors (1D)
Speglar rengors 1\%
Glas i dorrar putsas VB VB
Diskbénk rengors, avtorkn. kaffeaut.
LOS INREDNING
Skréapkorg toms (i pentry efter lunch ) 2V VB
Askkoppar toms & rengors
Toalettartiklar pafylles (1D)
Skrivtavlor avtorkas
Stolar lyfts upp
Britsar avtorkas 1D I\
Arbetsbénkar, fuktmoppas
SARSKILD INSTRUKTION X X
FORKORTNINGAR :
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Stidkoder : S01 S02 S03 S04 S05 S06
Utrymmestyp : Kontor Korridor Toalett Dusch Omkl.- Pausrum
Kopierin Kapprum Bastu Tvittrum rum Pentry
Frekvens : Kont.forr Hiss Solarium Rokrum
Kont.land

GOLV
Moppning ( # fuktad moppn+avfliackn) 1000 1000 500
Damms. heltick.- & mjuka mattor 800
Tvittning 400 100 200 600
Skrép upplockas 6000 600 3000
Papperkorgstomning 2400 2400
Maskinskurning 1500 1500 750
MOBLER
Bordsytor avtorkas 540 540 250
Stolar avborstas 3600 3600 1000
Dammsug stoppade mobler 720 720 3000
Dammtorkning fria ytor pA mobler 540 540 540
FAST INREDNING
Fonsterbankar avtorkas 1440 1440 1440
Avflickning dorrar karmar m.m. 1440 1440 100 200 2000 1440
Socklar dammsuges/avtorkas 720 1440 1440
Ledsténger & racken avtorkas
Sanitdr inredning rengors 100 200
Speglar, kakel vid handfat rengors 10000 100 200
Speglar rengors 2000
Glas i dorrar putsas 1000
Diskbénk rengors, avtorkn. kaffeaut. 240
LOS INREDNING
Skréapkorg toms (i pentry efter lunch ) 6000 6000 100 200 600 3000
Askkoppar toms & rengdrs 10000
Toalettartiklar pafylles 100 200
Skrivtavlor avtorkas
Stolar lyfts upp
Britsar avtorkas
Arbetsbénkar, fuktmoppas
SARSKILD INSTRUKTION
FORKORTNINGAR :

1D = En géng/dag

1V = En gang/vecka
2V = Tva ganger/vecka
3V = Tre génger/vecka

1/2V=En géing var annan vecka

IM = En gang/manad
VB = Utfors vid behov
() = Dér det forekommer
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1D = En géng/dag

1V = En gang/vecka
2V = Tva ganger/vecka
3V = Tre génger/vecka

1/2V=En géing var annan vecka
IM = En gang/manad

VB = Utfors vid behov

() = Dér det forekommer

Stidkoder : S07 S08 S09 S10 S11
Utrymmestyp : Konfer- Utbildning Entréer Trappor Produk-

ensrum Utstéllning | Reception tion

Frekvens : Horsal Lager
Filmsal Gods

GOLV

Moppning ( # fuktad moppn+avfliackn) 500 500 400 700 800

Damms. heltick.- & mjuka mattor 800 800 400

Tvittning 400 400

Skrip upplockas 3000 3000 3000 3000 3000

Papperkorgstomning

Maskinskurning 1000

MOBLER

Bordsytor avtorkas 540 540 540

Stolar avborstas 1000 1000 1000

Dammsug stoppade mobler 1500 1500 1500

Dammtorkning fria ytor pA mobler 540 540 540

FAST INREDNING

Fonsterbankar avtorkas 1440 1440 1440 1440

Avflickning dorrar karmar m.m. 1440 1440 1440 1440

Socklar dammsuges/avtorkas 1440 1440 1440 1440

Ledsténger & racken avtorkas 1400

Sanitér inredning rengors

Speglar, kakel vid handfat rengors 10000

Speglar rengors 10000

Glas i dorrar putsas 800

Diskbénk rengors, avtorkn. kaffeaut.

LOS INREDNING

Skréapkorg toms (i pentry efter lunch ) 6000 6000 6000 6000

Askkoppar toms & rengors

Toalettartiklar pafylles 1000

Skrivtavlor avtorkas 720 720

Stolar lyfts upp

Britsar avtorkas

Arbetsbénkar, fuktmoppas

SARSKILD INSTRUKTION

FORKORTNINGAR :
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1D = En géng/dag
1V = En gang/vecka
2V = Tva ganger/vecka

3V = Tre génger/vecka

1/2V=En géing var annan vecka

IM = En gang/manad
VB = Utfors vid behov
() = Dér det forekommer

Stidkoder : S12 S13 S14 S15 S16
Utrymmestyp : Lab Matsalar Halsovard Sporthall Datahall
(ESD-golv) Syst.rum

Frekvens : (datagolv)
GOLV
Moppning ( # fuktad moppn+avfliackn) 1000 500 700 3000 1300
Damms. heltick.- & mjuka mattor
Tvittning 400 2000
Skrip upplockas 6000 3000 3000 10000 6000
Papperkorgstomning 2400 2400 2400
Maskinskurning
MOBLER
Bordsytor avtorkas 540 1000
Stolar avborstas 3600 1000 3600 3600
Dammsug stoppade mobler 720 1500
Dammtorkning fria ytor pA mobler 10000
FAST INREDNING
Fonsterbankar avtorkas 1440 1440 1440 1440
Avflickning dorrar karmar m.m. 1440 1440 10000 1440
Socklar dammsuges/avtorkas 1440 1440 1440 10000 1440
Ledsténger & racken avtorkas
Sanitér inredning rengors 200
Speglar, kakel vid handfat rengors 200
Speglar rengors 10000
Glas i dorrar putsas 800 1000
Diskbénk rengors, avtorkn. kaffeaut.
LOS INREDNING
Skréapkorg toms (i pentry efter lunch ) 6000 6000
Askkoppar toms & rengors
Toalettartiklar pafylles 200
Skrivtavlor avtorkas
Stolar lyfts upp
Britsar avtorkas 1000 10000
Arbetsbénkar, fuktmoppas
SARSKILD INSTRUKTION X X
FORKORTNINGAR :

61




Bilaga B

AMPL-kod for
stidproblemet

Detta &r vad som skrivs i AMPL miljon

model stad.mod;
data stad.dat;
option solver Ipsolve;
solve;

Hér kommer forst modeleringsfilen stad.mod och dérefter datafilen stad.dat.

MODELERINGEN: s.mod

set PER; #PERIODERNA

set ARB {PER}; #ARBETSPASSEN beror pa vilken period man &r i
set MOM; #MOMENTEN

set VAN {MOM}; #VANINGARNA bero pa vilket moment man gor
set ALLA_VAN;

set ALLA_ARB; #Alla arbetspassen, anvinds denna méngd

set P_.PER {ALLA_ARB}; #display index

set P.MOM {ALLA_VAN}; #display index

param I;
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param dagar;

param s {p in PER,a in ARB|p|,v in ALLA_VAN},
param tid {m in MOM, VAN[m|} >= 0;

param rbeg {p in PER, m in ARB[p]} >= 0;
param k2;

param man := dagar - 4;

param tis := dagar - 3;

param ons := dagar - 2;

param tor := dagar - 1;

param fre := dagar;

var r {d in 1..dagar,p in PER,a in ARB[p|, m in MOM,v in VAN[m]} >= 0;
var w {a in ALLA_ARB} binary;

var x {i in 1..3} >=0;

var y {iin 1..2} >=0;

minimize Total Arbetskraft:

120*(w(lokal_vardare_1”|+w(lokal_vardare_2”|4+w|lokal vardare_3"]|4+wl[lokal vardare_4”]+wfll-
okal_vardare_5"])

+60*(w[lokal_vardare_6"]+w[lokal_vardare_7”]|+w/[lokal_vardare_8"])
+60*(w[lokal_vardare_1”]|+w/[lokal_vardare_2”]|+w/[lokal_vardare_3”|+w/[lokal vardare_4”|+w/[ll-
okal_vardare_5”|+w[lokal_vardare_6” |+w(lokal_vardare_7”|+w/[lokal_vardare_8” |+w]ll-
okal_vardare_9” |+wllokal_vardare_10"])

+135%(w[lokal_vardare_4” |+w[lokal_vardare_5"|+w/[lokal_vardare_6”]|+w/[lokal_vardare_7"|+w][ll-
okal_vardare_8”|+w[lokal_vardare_9”]+w|lokal_vardare_10"])+60*w][lokal_vardare_2”|
+120*(w[lokal_vardare_5"|+w/[lokal_vardare_7”|+w/[lokal_vardare_8”|+w(lokal_vardare_10"])
+45*(wllokal_vardare_4”|+w|lokal vardare_6"]+w[lokal_vardare_9”])
+105*(w[lokal_vardare_7”|+w/[lokal_vardare_8”])+45*(w[lokal_vardare_5"|+w/[ll-
okal_vardare_10”]);

#Kollar att arbetskraften récker till
subject to Resl {d in 1..dagar, p in PER, a in ARBIp]}:
sum{m in MOM, v in VAN[m]|} r[d,p,a,m,v] <= rbeg[p,al;

subject to Samma_arbetskraft {d in 1..dagar, p in PER, a in ARBJ[p|, v

in ALLA_VAN}:
sum{m in P-MOM[v]} r[d,p,a,m,v] = sum {m in P-MOM]|v]} r[1,p,a,m,v];
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#tva om dan
subject to Tva_om_dan_1 {d in 1..dagar, v in VAN[d1”]}:
sum{a in ARB[6.00-8.00"]} r[d,”6.00-8.00”,a,d1” ,v] >= tid[d1”,v];

subject to Tva_om_dan_2 {d in 1..dagar, v in VAN[d1”]}:
sum{a in ARB["12.00-14.00"]} r[d,”12.00-14.00" a,d1” v] >= tid[d1” v];

#en om dan

subject to En_om_dan {d in 1..dagar, v in VAN[d2"]}:
sum{p in PER,a in ARB[p]} r[d,p,a,d2”,v] >= tid[d2",v];

#tva 1 veckan
subject to vikter_1:
x[1]+x[2]+x[3]=1;

subject to Mandag {v in VAN[d3”], d in 1..man by 5}:
sum {p in PER,a in ARB|p|]} r[d,p,a,d3”,v] >= tid[d3” ,v]*x[1];

subject to Onsdag {v in VAN[d3”], d in 3..ons by 5}:
sum {p in PER,a in ARB[p|} r[d,p,a,d3”,v] >= tid[d3” ,v]*(x[1]4+x[3]);

subject to Tisdag {v in VAN[d3”], d in 2..tis by 5}:
sum {p in PER,a in ARB|p|} r[d,p,a,d3”,v] >= tid[d3” ,v]*x[2];

subject to Torsdag {v in VAN[d3”], d in 4..tor by 5}:
sum {p in PER,a in ARBIp|} r[d,p,a,d3”,v] >= tid[d3” ,v]*x[2];

subject to Fredag{v in VAN[d3”], d in 5..fre by 5}:
sum {p in PER,a in ARB|p]} r[d,p,a,d3”,v] >= tid[d3”,v]*x[3];

#en i veckan

subject to En_vecka_ett{v in VAN[d4”]}:
sum {d in 1..5,p in PER, a in ARB[p]} r[d,p,a,d4”,v] >= tid[d4”,v];

subject to En_vecka_tva{v in VAN[d4"]}:
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sum {d in 6..10,p in PER, a in ARB[p]} r[d,p,a,d4”,v] >= tid[d4”,v];

subject to En_vecka_tre{v in VAN[d4”]}:
sum {d in 6..10,p in PER, a in ARB[p|} r[d,p,a,d4”,v] >= tid[d4”,v];

subject to En_vecka_fyr{v in VAN[d4”]}:
sum {d in 6..10,p in PER, a in ARB[p]} r[d,p,a,d4”,v] >= tid[d4”,v];

#tva ganger permanad
subject to vikter_3:
y[1]+y[2)=1;

subject to Tva_man_ett{v in VAN[d5"]}:
sum {d in 1..5, p in PER, a in ARBIp|} r[d,p,a,d5”,v] >= tid[d5” ,v]*y[1];

subject to Tva_man_tva{v in VAN[d5"]}:
sum {d in 6..10, p in PER, a in ARB|p]} r[d,p,a,d5”,v] >= tid[d5”,v]*y[2];

subject to Tva_man_tre{v in VAN[d5"]}:
sum {d in 11..15, p in PER, a in ARB[p]} r[d,p,a,d5”,v] >= tid[d5” ,v]*y[1];

subject to Tva_man_fyr{v in VAN[d5"]}:
sum {d in 16..20, p in PER, a in ARB|[p|} r[d,p,a,d5”,v] >= tid[d5” ,v]*y[2];

#en i man
subject to En_man{v in VAN[d6"]}:
sum {d in 1..dagar, p in PER, a in ARB[p]} r[d,p,a,d6”,v] >= tid[d6”,v];

subject to Anvanda_pass {p in PER,a in ARB[p]}:
sum{d in 1..dagar, m in MOM, v in VAN[m]|} r[d,p,a,m,v] <= w|a]*k2;

DATAFILEN stad.dat
data;

set PER := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00 14.15-16.00;

set ARB[6.00-8.00] := a_pass_1 a_pass_2 a_pass_3 a_pass_4 a_pass_b a_pass_6
a_pass_7 a_pass_8 ;

set ARB[8.00-9.00] := a_pass_1 a_pass_2 a_pass_3 a_pass_4 a_pass_b a_pass_6
a_pass_7 a_pass_8 a_pass_9 a_pass_10;
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set ARB[9.15-11.30] := a_pass_2 a_pass_3 a_pass_4 a_pass_b a_pass_6 a_pass_7
a_pass_8 a_pass_9 a_pass_10;

set ARB[12.00-14.00] := a_pass_4 a_pass_5 a_pass_6 a_pass_7 a_pass_8 a_pass_9
a_pass_10;

set ARB[14.15-16.00] := a_pass_5 a_pass_7 a_pass_8 a_pass_10;

set ALLA_ARB := a_pass_1 a_pass_2 a_pass_3 a_pass_4 a_pass_b a_pass_6
a_pass_7 a_pass_8 a_pass_9 a_pass_10;

set MOM := d1 d2 d3 d4 d5 d6;

set VAN[d1] := vaning_1 vaning_2;

set VAN[d2] := vaning_1 vaning 2 vaning 3 vaning 4 vaning_5 vaning 6 ;
set VAN[d3] := vaning_1 vaning 2 vaning 3 vaning 4 vaning 5 vaning 6 ;
set VAN[d4] := vaning_1 vaning 2 vaning-3 vaning_4 vaning_5 vaning.6 ;
set VAN[d5] := vaning_1 vaning 2 vaning 3 vaning 4 vaning 5 vaning 6 ;
set VAN[d6] := vaning_1 vaning 2 vaning-3 vaning 4 vaning_5 vaning 6 ;
set ALLA_VAN := vaning_1 vaning_2 vaning 3 vaning 4 vaning_5 vaning 6 ;

set P_PER[a_pass_1] := 6.00-8.00 8.00-9.00;

set P_.PER|[a_pass_2] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30;

set P_PER[a_pass_3] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30;

set P_.PER[a_pass_4] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00;

set P_PER[a_pass_5] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00 14.15-
16.00;

set P_.PER[a_pass_6] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00;

set P_PER|[a_pass_7] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00 14.15-
16.00;

set P_PER[a_pass_8] := 6.00-8.00 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00 14.15-
16.00;

set P_PER[a_pass_ 9] := 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00;

set P_.PER[a_pass_10] := 8.00-9.00 9.15-11.30 12.00-14.00 14.15-16.00;

set P_.MOM]|vaning_1] := d1 d2 d3 d4 d5 d6;
set P_.MOM]|vaning_2] := d1 d2 d3 d4 d5 d6;
set P_.MOM]|vaning 3] := d2 d3 d4 d5 d6;
set P_-MOM]|vaning_4] := d2 d3 d4 d5 d6;
set P_.MOM]vaning 5] := d2 d3 d4 d5 d6;
set P_-MOM]|vaning 6] := d2 d3 d4 d5 d6;
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param 1 := 0;
param dagar := 20;

param k2 := 10000;

4 DATA

param tid : vaning_1 vaning 2 vaning_3 vaning 4 vaning_ 5 vaning 6 :=
d1397....

d2 37 125 257 200 178 250

d3 14 64 80 120 70 74

d4 41 166 218 158 225 230

d5 18 168 309 261 129 249

d6 13 179 370 330 309 177 ;

#Resurs begréansningar

param rbeg : a_pass_1 a_pass_2 a_pass_3 a_pass_4 a_pass_5 a_pass_6 a_pass_7
a_pass_8 a_pass_9 a_pass_10 :=

6.00-8.00 120 120 120 120 120 60 60 60

8.00-9.00 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60

9.15-11.30 . 60 120 135 135 135 135 135 135 135

12.00-14.00 . . . 45 120 45 120 120 45 120

14.15-16.00 . . . . 60 . 105 105 . 60 ;
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PERIOD ARBETSPASS VANING tid

6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_1 6,270797427
6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_2 5,923862053
6.00-8.00 arbetspass 5 vaning_3 3,225448264
6.00-8.00 arbetspass 5 vaning_4 59,61852413
6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_5 0
6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_6 44,96136812
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning_1 10,05291418
6.00-8.00 arbetspass 7 vaning_2 7
6.00-8.00 arbetspass 7 vaning_3 0
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning_4 42,94708582
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning 5 0
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning_6 0
6.00-8.00 arbetspass 4 vaning_1 24,42770085
6.00-8.00 arbetspass 4 vaning_2 0
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning_3 0
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning_4 16,58281548
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning_5 78,42769114
6.00-8.00 arbetspass 4 vaning_6 0,561792526
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning_1 5,965785826
8.00-9.00 arbetspass_5 vaning_2 0
8.00-9.00 arbetspass_5 vaning_3 0
8.00-9.00 arbetspass_5 vaning_4 44,5411208
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning_5 5,471644143
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning_6 4,021449236
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_1 2,683726199
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_2 26,69076258
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_3 0,146107275
8.00-9.00 arbetspass 7 vaning_4 9,937108183
8.00-9.00 arbetspass 7 vaning 5 0,916014853
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_6 9,228423835
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PERIOD ARBETSPASS VANING tid

8.00-9.00 arbetspass_10 vaning 5 2,888661351
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning_6 0
9.15-11.30 arbetspass 5 vaning_1 0
9.15-11.30 arbetspass 5 vaning_2 0
9.15-11.30 arbetspass_5 vaning_3 59,6595977
9.15-11.30 arbetspass_5 vaning_4 0,088622837
9.15-11.30 arbetspass_5 vaning_5 0
9.15-11.30 arbetspass 5 vaning_6 75,25177946
9.15-11.30 arbetspass 7 vaning_1 11,76662126
9.15-11.30 arbetspass_7 vaning_2 15,26964824
9.15-11.30 arbetspass_7 vaning_3 10,93842852
9.15-11.30 arbetspass_7 vaning_4 0
9.15-11.30 arbetspass 7 vaning 5 17,48399861
9.15-11.30 arbetspass 7 vaning_6 79,54130336
9.15-11.30 arbetspass_4 vaning_1 0
9.15-11.30 arbetspass_4 vaning_2 45,13253403
9.15-11.30 arbetspass_4 vaning_3 0
9.15-11.30 arbetspass 4 vaning_4 14,26640319
9.15-11.30 arbetspass 4 vaning 5 47,9301949
9.15-11.30 arbetspass_4 vaning_6 27,67086788
9.15-11.30 arbetspass_10 vaning_1 12,14631175
9.15-11.30 arbetspass_10 vaning_2 45,84825594
9.15-11.30 arbetspass 10 vaning_3 4,887485358
9.15-11.30 arbetspass 10 vaning_4 14,26640319
9.15-11.30 arbetspass_10 vaning 5 28,8305283
9.15-11.30 arbetspass_10 vaning_6 29,02101545
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PERIOD ARBETSPASS VANING tid

12.00-14.00 [|arbetspass 5 vaning_1 2,692167708
12.00-14.00 [arbetspass_5 vaning_2 0
12.00-14.00 |arbetspass 5 vaning_3 114,0415628
12.00-14.00 |arbetspass 5 vaning_4 0
12.00-14.00 [|arbetspass 5 vaning 5 0
12.00-14.00 |arbetspass 5 vaning_6 3,266269479
12.00-14.00 [arbetspass_7 vaning_1 1,745387258
12.00-14.00 |arbetspass 7 vaning_2 1,009963948
12.00-14.00 |arbetspass 7 vaning_3 39,30603425
12.00-14.00 [|arbetspass 7 vaning_4 0
12.00-14.00 |arbetspass 7 vaning 5 74,47895784
12.00-14.00 [arbetspass_7 vaning_6 3,45965671
12.00-14.00 |arbetspass 4 vaning_1 0
12.00-14.00 |arbetspass 4 vaning_2 1,404585401
12.00-14.00 [|arbetspass 4 vaning_3 0
12.00-14.00 |arbetspass 4 vaning_4 43,5954146
12.00-14.00 [arbetspass_4 vaning_5 0
12.00-14.00 |arbetspass 4 vaning_6 0
12.00-14.00 |arbetspass 10 vaning_1 39
12.00-14.00 |arbetspass 10 vaning_2 12,11246498
12.00-14.00 |arbetspass 10 vaning_3 42,62184049
12.00-14.00 [arbetspass_10 vaning_4 2,316412284
12.00-14.00 |arbetspass 10 vaning 5 0
12.00-14.00 |arbetspass 10 vaning_6 18,64482962
14.15-16.00 |arbetspass 5 vaning_1 6,904124766
14.15-16.00 |arbetspass_5 vaning_2 0
14.15-16.00 [arbetspass_5 vaning_3 0
14.15-16.00 |arbetspass 5 vaning_4 0
14.15-16.00 |arbetspass 5 vaning 5 3,804676204
14.15-16.00 |arbetspass 5 vaning_6 34,29119903
14.15-16.00 |arbetspass_7 vaning_1 0
14.15-16.00 [arbetspass_7 vaning_2 31,26747119
14.15-16.00 |arbetspass 7 vaning_3 65,62468707
14.15-16.00 |arbetspass 7 vaning_4 0
14.15-16.00 [|arbetspass 7 vaning 5 0
14.15-16.00 |arbetspass_7 vaning_6 0
14.15-16.00 [arbetspass_10 vaning_1 2,692167708
14.15-16.00 |arbetspass 10 vaning_2 0
14.15-16.00 |arbetspass 10 vaning_3 0
14.15-16.00 |arbetspass 10 vaning_4 42,30783229
14.15-16.00 |arbetspass_10 vaning_5 0
14.15-16.00 [arbetspass_10 vaning_6 0
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Bilaga C

Sorteringsalgoritmen

Sorteringsalgoritmen fungerar pa foljande vis. Den gar igenom de olika ar-
betspassens tider pa de olika vaningarna under de olika tidsperioderna. Nér
en nollskilld tid for ett visst arbetspass pa en viss vaning upptécks, un-
dersoker algoritmen om nagon av de andra arbetspassen ocksa har en noll-
skilld tid pa samma vaningsplan under samma tidsperiod. Om sa &r fallet
undersdks om de har ytterliggare ndgon nollskilld tid pa nagot av de andra
vaningsplanen, men dock under samma arbetsperiod. Om sa &r fallet kan
de tva olika arbetspassen byta tider med varandra. Den arbetstid av de fyra
olika arbetstiderna som &r den minsta, blir den tid som byts mellan de olika
arbetspassen.

Nu till sjdlva koden som borjar pa néasta sida.
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model s.mod;
data t.dat;
option solver Ipsolve;
solve;
for {p in PER} {
for {a in ARBJ[p]} {
for {vin ALLA VAN} {
let s[p,a,v] :=sum {m in P MOM]v]} r[1,p,a,m,v];
}
b
H

table B1 OUT "ODBC" "oman.xIs" :
[PERIODER,ARBETS_PASS,VANINGAR], s ~ tidsresurs;
write table B1;

for {p in PER} {
for {a in ARB[p]} {
for {vin ALLA VAN} {
if s[p,a,v] > 0 && s[p,a,v] !=rbeg[p,a] then {
for {k in ARBJ[p]} {
if k !=athen {
if s[p,k,v] > 0 && s[p,k,v] !=rbeg[p.k] then {
for {bin ALLA VAN}
if b !=v then {
if s[p,k,b] > 0 && s[p,a,b] > 0 then {
if s[p,k,b] < s[p.k,v] && s[p,k,b] < s[p,a,b] && s[p,k,b] < s[p,a,v] then {

if s[p,k,b]+s[p,a,b] > rbeg[p,a] then {
let s[p,k,b] := s[p,k,b]-(rbeg[p,a]-s[p,a,b]) ;
let s[p,k,v] := s[p,k,v]+rbeg[p,a]-s[p,a,b] ;
let s[p,a,v] := s[p,a,v]-(rbeg[p,a]-s[p,a,b]) ;
let s[p,a,b] := rbeg[p,a];

H
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else {
let s[p,k,v] := s[p,k,v]+s[p.k,b] ;
let s[p,a,v] := s[p,a,v]-s[p,k,b] ;
let s[p,a,b] := s[p,a,b]+s[p,k,b] ;
let s[p.k,b] := 0;
}
}
if s[p,k,v] <s[p,k,b] && s[p,k,v] < s[p,a,b] && s[p,k,v] < s[p,a,v] then {
if s[p,a,v]+s[p,k,v] > rbeg[p,a] then {
let s[p,k,v] := s[p.k,v]-(rbeg[p,a]-s[p.a,V]) ;
let s[p,a,b] := s[p,a,b]-(rbeg[p,a]-s[p,a,v]) ;
let s[p,k,b] := s[p,k,b]+(rbeg[p,a]-s[p,a,v]) ;
let s[p,a,v] :=rbeg[p.a] ;
}
else {
let s[p,a,v] = s[p,a,v]+s[p,k,v] ;
let s[p,a,b] := s[p,a,b]-s[p,k,v] ;
let s[p,k,b] := s[p,k,b]+s[p.k,v] ;
let s[p,k,v] :==0;
§
}
if s[p,a,b] < s[p,k,b] && s[p,a,b] < s[p,k,v] && s[p,a,b] <s[p,a,v] then {
if s[p,k,b]+s[p,a,b] > rbeg[p,k] then {
let s[p.k,v] := s[p,k,v]-(rbeg[p.k]-s[p.k,b]) ;
let s[p,a,b] := s[p,a,b]-(rbeg[p.k]-s[p,k,b]) ;
let s[p,a,v] := s[p,a,v]+(rbeg[p,k]-s[p,k,b]) ;
let s[p,k,b] := rbeg[p,k] ;
§
else {
let s[p,k,b] := s[p,k,b]+s[p,a,b] ;
let s[p,k,v] := s[p,k,v]-s[p,a,b] ;
let s[p,a,v] = s[p,a,v]+s[p,a,b] ;
let s[p,a,b] :=0;
}
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if s[p,a,v] <s[p,k,b] && s[p,a,v] < s[p.k,v] && s[p,a,v] < s[p,a,b] then {

if s[p,a,v]+s[p,k,v] > rbeg[p,k] then {
let s[p,a,v] = s[p,a,v]-(rbeg[p,k]-s[p,k,v]) ;
let s[p,a,b] := s[p,a,b]+(rtbeg[p,k]-s[p,k,v]) ;
let s[p,k,b] := s[p.k,b]-(rbeg[p,k]-s[p.k,v]) ;
let s[p,k,v] := rbeg[p.k] ;

}

else {
let s[p,k,v] := s[p.k,v]+s[p,a,v] ;
let s[p,a,b] := s[p,a,b]+s[p,a,v] ;
let s[p,k,b] := s[p,k,b]-s[p,a,v] ;
let s[p,a,v] :=0;

table B2 OUT "ODBC" "man.xls" :

[PERIODER,ARBETS PASS,VANINGAR], s ~ tidsresurs;
write table B2;

table A1 OUT "ODBC" "al .xIs" :

[PERIODER,ARBETS PASS,VANINGAR], s[p,"ARBETS PASS 1"] ~ tidsresurs;
write table Al;
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PERIOD ARBETSPASS VANING tid

6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_1 6,270797427
6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_2 5,923862053
6.00-8.00 arbetspass 5 vaning 3 3,225448264
6.00-8.00 arbetspass 5 vaning 4 59,61852413
6.00-8.00 arbetspass_5 vaning_5 0
6.00-8.00 arbetspass 5 vaning 6 44,96136812
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning_1 10,05291418
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning 2 7
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning 3 0
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning_4 42,94708582
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning 5 0
6.00-8.00 arbetspass_7 vaning_6 0
6.00-8.00 arbetspass 4 vaning_1 24,42770085
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning 2 0
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning_3 0
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning_4 16,58281548
6.00-8.00 arbetspass_4 vaning_5 78,42769114
6.00-8.00 arbetspass 4 vaning 6 0,561792526
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning 1 5,965785826
8.00-9.00 arbetspass_5 vaning_2 0
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning 3 0
8.00-9.00 arbetspass_5 vaning_4 44,5411208
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning 5 5,471644143
8.00-9.00 arbetspass 5 vaning 6 4,021449236
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_1 2,683726199
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_2 26,69076258
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_3 0,146107275
8.00-9.00 arbetspass 7 vaning 4 9,937108183
8.00-9.00 arbetspass 7 vaning 5 0,916014853
8.00-9.00 arbetspass_7 vaning_6 9,228423835
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PERIOD ARBETSPASS VANING tid sorteringsalgoritmens tid

8.00-9.00 arbetspass_4 vaning_1 5,188317995 0
8.00-9.00 arbetspass_4 vaning_2 0,715721917 0
8.00-9.00 arbetspass 4 vaning_3 1,077604011 1,223711286
8.00-9.00 arbetspass 4 vaning_4 15,28043805 35,48239202
8.00-9.00 arbetspass_4 vaning 5 5,498235975 0
8.00-9.00 arbetspass_4 vaning_6 25,9552997 17,00951434
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning_1 0,047843779 0
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning_2 23,10398024 23,10398024
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning_3 23,86383908 23,86383908
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning_4 2,316412284 0
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning 5 2,888661351 5,252917415
8.00-9.00 arbetspass_10 vaning_6 0 0
9.15-11.30 |arbetspass 5 vaning_1 0 0
9.15-11.30 |arbetspass 5 vaning_2 0 0
9.15-11.30 |arbetspass 5 vaning_3 59,6595977 75,48551159
9.15-11.30 |arbetspass 5 vaning_4 0,088622837 0
9.15-11.30 |arbetspass_5 vaning_5 0 0
9.15-11.30 |arbetspass_5 vaning_6 75,25177946 59,51448841
9.15-11.30 |arbetspass 7 vaning_1 11,76662126 0
9.15-11.30 |arbetspass 7 vaning_2 15,26964824 38,34892555
9.15-11.30 |arbetspass 7 vaning_3 10,93842852 0
9.15-11.30 |arbetspass_7 vaning_4 0 0
9.15-11.30 |arbetspass 7 vaning 5 17,48399861 0
9.15-11.30 |arbetspass 7 vaning_6 79,54130336 96,65107445
9.15-11.30 |arbetspass_4 vaning_1 0 0
9.15-11.30 |arbetspass 4 vaning_2 45,13253403 0
9.15-11.30 |arbetspass_4 vaning_3 0 0
9.15-11.30 |arbetspass 4 vaning_4 14,26640319 0
9.15-11.30 |arbetspass 4 vaning 5 47,9301949 79,6805967
9.15-11.30 |arbetspass 4 vaning_6 27,67086788 55,3194033
9.15-11.30 |arbetspass_10 vaning_1 12,14631175 23,91293301
9.15-11.30 |arbetspass_10 vaning_2 45,84825594 67,90151266
9.15-11.30 |arbetspass 10 vaning_3 4,887485358 0
9.15-11.30 |arbetspass_10 vaning_4 14,26640319 28,62142922
9.15-11.30 |arbetspass_10 vaning 5 28,8305283 14,56412511
9.15-11.30 |arbetspass_10 vaning_6 29,02101545 0
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PERIOD ARBETSPASS VANING tid sorteringsalgoritmens tid

12.00-14.00 arbetspass_5 vaning_1 2,692167708 0
12.00-14.00 arbetspass_5 vaning_2 0 0
12.00-14.00 arbetspass 5 vaning_3 114,0415628 120
12.00-14.00 arbetspass 5 vaning_4 0 0
12.00-14.00 arbetspass_5 vaning_5 0 0
12.00-14.00 arbetspass_5 vaning_6 3,266269479 0
12.00-14.00 arbetspass_7 vaning_1 1,745387258 0
12.00-14.00 arbetspass 7 vaning_2 1,009963948 0
12.00-14.00 arbetspass 7 vaning_3 39,30603425 45,52104216
12.00-14.00 arbetspass_7 vaning_4 0 0
12.00-14.00 arbetspass_7 vaning 5 74,47895784 74,47895784
12.00-14.00 arbetspass_7 vaning_6 3,45965671 0
12.00-14.00 arbetspass 4 vaning_1 0 0
12.00-14.00 arbetspass 4 vaning_2 1,404585401 0
12.00-14.00 arbetspass_4 vaning_3 0 0
12.00-14.00 arbetspass_4 vaning_4 43,5954146 45
12.00-14.00 arbetspass_4 vaning_5 0 0
12.00-14.00 arbetspass 4 vaning_6 0 0
12.00-14.00 arbetspass 10 vaning_1 39 43,43755497
12.00-14.00 arbetspass_10 vaning_2 12,11246498 14,52701433
12.00-14.00 arbetspass_10 vaning_3 42,62184049 30,44839539
12.00-14.00 arbetspass_10 vaning_4 2,316412284 0,911826883
12.00-14.00 arbetspass 10 vaning 5 0 0
12.00-14.00 arbetspass_10 vaning_6 18,64482962 25,37075581
14.15-16.00 arbetspass_5 vaning_1 6,904124766 6,904124766
14.15-16.00 arbetspass_5 vaning_2 0 0
14.15-16.00 arbetspass_5 vaning_3 0 0
14.15-16.00 arbetspass 5 vaning_4 0 0
14.15-16.00 arbetspass_5 vaning 5 3,804676204 3,804676204
14.15-16.00 arbetspass_5 vaning_6 34,29119903 34,29119903
14.15-16.00 arbetspass_7 vaning_1 0 0
14.15-16.00 arbetspass 7 vaning_ 2 31,26747119 31,26747119
14.15-16.00 arbetspass 7 vaning_3 65,62468707 65,62468707
14.15-16.00 arbetspass 7 vaning_4 0 0
14.15-16.00 arbetspass_7 vaning 5 0 0
14.15-16.00 arbetspass_7 vaning_6 0 0
14.15-16.00 arbetspass_10 vaning 1 2,692167708 2,692167708
14.15-16.00 arbetspass 10 vaning_2 0 0
14.15-16.00 arbetspass 10 vaning_3 0 0
14.15-16.00 arbetspass_10 vaning_4 42,30783229 42,30783229
14.15-16.00 arbetspass_10 vaning_5 0 0
14.15-16.00 arbetspass_10 vaning_6 0 0
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Bilaga D

AMPL-kod till exempel 1

och exempel 2

Detta dr koden till Exempel 1

set VAROR;

param kost {VAROR} >= 0;

param vit_a {VAROR} >= 0;

param vit_-b {VAROR} >= 0;

param vit_c {VAROR} >= 0;

var Buy {v in VAROR} >= 0;

minimize Tot_kost: sum {v in VAROR} kost[v]*Buy[v];

subject to A: sum {v in VAROR} vit_a[v]xBuy[v] >= 700;
subject to B: sum {v in VAROR} vit_b[v]*Buy[v] >= 700;
subject to C: sum {v in VAROR} vit_c[v]*Buy[v] >= 700;

och detta &r koden till Exempel 2

set VAROR;
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param kost {VAROR} >= 0;
param vit_a {VAROR} >= 0;
param vit_b {VAROR} >=0;
param vit_c {VAROR} >= 0;

var Buy {v in VAROR} integer >= 0;
minimize Tot_kost: sum {v in VAROR} kost[v]*Buy[v];

subject to A: sum {v in VAROR} vit_a[v]*Buy[v] >= 700;
subject to B: sum {v in VAROR} vit_b[v]*Buy[v] >= 700;
subject to C: sum {v in VAROR} vit_c[v]*Buy[v] >= 700;
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