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Introduktion:
Arbetet handlar om hur man ska rékna ut interpolationspolynom och
approximationspolynom p,(X) for en given funktion f (X) 1 givna valda punkter (XO, Yo ) ,

X1,Y e X,, Y, detville siga ett polynom s att, f(x,)=p,(x )=y, for {k=0,...n}.
Polynomet p, (X) approximerar alltsd f (x).
Jag borjar med att visa att p,(X) existerar och &r unikt genom att anviinda Vandermonde-

determinanten for det linjdra systemet p, (Xk ) =Y, . Sedan tas olika exempel upp.

Interpolationspolynom och approximationspolynom som tas upp i arbetet dr Lagranges,
Newtons och Tschebyscheffs.

Innehallet 1 de olika avsnitten ar f6ljande:

Lagranges interpolationspolynom:

Har beskrivs forst Lagranges interpolationspolynom. Och jag tar fram det forsta och det
andra polynomet som kallas for linjéra respektive kvadratiska interpolationspolynom. I slutet
av detta avsnitt bevisas en uppskattning av approximationsfelet (Cauchys rest for
interpolationspolynom) genom att anvdnda bade den vanliga Rolles sats och en allménnare
version.

Newtons polynom:

Haér har jag tagit upp hur man berdknar Newtons interpolationspolynom. Berdkning av dem
ar komplicerad sd jag beskriver Newtons metod i form av tabell och rakneschema for att
underlétta berdkning.

Tshebyscheffspolynom:

I detta avsnitt definieras Tshebyscheffspolynom med en formel i form av arccos
funktionen och fOrst visas att det verkligen ar ett polynom. Avsnittet avslutas med problemet
om hur man kan gora fOr att approximationsfelet for ett interpolationspolynom, ska bli sé litet
som mojligt genom att anvinda Tshebyscheffspolynomen.

Min huvudreferens for arbetet ar [1] kapitel II och III, men &mnet behandlas ocksa i [2]
kapitel 18.



I. Interpolation och Approximation

I.1 Interpolationsproblem:
I ett interpolationsproblem &r syftet att leta efter enkla funktioner. Man vill hitta en enkel
funktion f i form av polynom, styckvis polynom eller trigonometriska polynom, som gar

igenom nagra antal punkter:
(0> Yo ) s (X ¥y ) seevmveeeannn (X5 ¥n) 5

dir alltsé: (X)) = Yoseeveeeriomennnn f(x)=VY,

Till exempel vill man hitta polynom p, (X) med grad <n med egenskapen att

Po (%) = Yoo P (X)) = Yisevveeeaainnnn P, (X,) =Y, . Dessa kallas interpolationspolynom.
Om de punkter man startar med &r punkter pa en funktionsgraf y  =f (x,) sa
approximerar p, (x) funktionen f (x).

Hur bra approximationen &r beror forstés pd hur funktionen uppfor sig mellan punkterna .
Det kommer att vara intressant att studera felet:

f(x)-p,(x)=?

1.1.1 Sats: ( p, ar unikt)

Lat (Z 0sLsenesl ) vara N +1 givna virden (de kan vara reella eller komplexa tal) och

ol

n

(W, W,,W,,...,W,) n+1 givna andra vérden (de kan vara reella eller komplexa tal).

Det finns ett unikt polynom p, (z) sé att:

Py (z)=w, (i=0,1,2,...,n). 1)

Bevis:
Vi ska bestdimma polynomet p(z)=a,+az +a,z’+...a,z" med n+1 okéinda

koefficienter &, for (i=0,1,2,...,n), sd att det uppfyller villkoret (1).
Ekvation (1) ger oss for Vi e {O,l, 2,..., n} ett system av linjdra ekvationer, som kan skrivas

1 matrisform som foljande ekvation:

1z, z,...... Z, 7, ||la, W,
1z, z}.... 27 (la | |w
A S A A | I




For att kunna se om detta system har en unik 16sning méste vi kontrollera att determinanten
inte &r lika med noll. Determinanten for detta system kallas for Vandermonde-determinant:

1z, z7...... 27"z
1 z! z? 2" 7!
Lozl | |
D(z,.2,,...,z,)=D][C,.C,.....C, ]| = ro T = (z,—zj)
0<i<j<n
1z, z2... z! 7!

Hir dr C, i:te kolonnen i determinanten for {i =0,1...., n}

Vi ska visa formeln for Vandermonde-determinanten genom en rekursionsformel. Inom
mangdklammer star de kolonnoperationer som ger de olika transformationerna av
determinanterna.

For n=1:
1 z,
D(z,2)=| | {C, «C,-7,xC,}
1 z
1 z,-z,| |1 0
D _ 0 %ol _ (s _
(2.2) 1 z,-z, ‘1 Z,-1, (2-2)
Forn=2:
1z, z; e c
D(z,.2,2,)=1 1z 7z}, 1T R X
C, «C,-7,xC,
1 2, z
1 z,-2, z0-12; 1 0 0
D(zy.2,2,)=1 z,-2, z}—(z,x7)|=|l z,-z, z,x(z,-2,)
1 z,-7, z;-(z,xz,)| || 2,-2, 2,x(2,-2))

z,-2, 2,x(z,-12,) 1 gz
2,-2,  2,%(2,-1,) (2-2)(z-2) z,
1 0

:1 z,-1, _(Zl Zo)(zz_zo)(zz Zl)




For n>2 anvénder vi oss pa samma sitt av elementira operationer {C; «-C,—z,xC,}.

Da fér vi :

D(zo,zl,...,zn)::

1 0 o ... 0
1 2 n n-1
1 70—z, z7-(z,x2,) ...... 2/ (2" xz,)
1 zl-z 2 —(2,%2 ). z;‘—(z“xzo)
1 2 n n-1
z,-2, 2;.—-(2,x2,) ... Z, —(z1 xzo)
1 n-1
Z,-2,  Z.—(2,%xZ,) ...... zn—(z xzo)
1z ... 7"
1z, z;... )
2 2 2
(z,-2y)eeer- (2, 2,)
1z z2... 72

Med induktion kan vi se att:

D(zy.2,,-..2,)= [] (zi —zj).

0<i<j<n
Eftersom punkterna z; ar parvis olika sd dr D(z,,7,,...,2,) # Oalltsa finns p, (z ).
Nu ska vi visa att p, () ér unikt. Lat oss antaga att det finns tvé

interpolationspolynom p, (z ) och ,(z ) med hogst grad n som uppfyller foljande villkor:
p,(z,) =q,(z,)) =w,, Vi=0,...,n

Polynomet p,(z) — q,(z) har hogst grad n och den &r lika med noll 1 punkterna z, for
i =0,1,...,n. Polynomet har dessutom (n +1) nollstillen. Fran detta foljer att
p,(z) —q,(z2)=0sd p,(z) = q,(z) foralla z, och satsen foljer. 0



1.2 Lagrange Interpolation:
LAt (X s Y )seeeeeens (X,.Y,) vara givna och sddana att X, :na r parvis olika. Lagranges

idé var att multiplicera varje y, {j=0,1,...,n} med ett polynom p,, dér p, (X j ) =1 for

n=j och pn(xj):O for n# J, och sedan addera :

)=y, P (X).
k =0

for att fa ett polynom av grad n som uppfyller (1).

1.3 Linjar interpolation:
Linjér interpolation dr en interpolation med en linjir funktion, vars graf dr linje som gér

igenom punkterna (X,,Y,) och (x,y,). Vi ska anvinda féljande polynom:

De har egenskapen att L,(x,)=L,(x)=1 och L;(x)=L(X,)=0.Det linjéra Lagrange-

polynomet kan skrivas som foljande:

P =LYo LY
Alltsd ar:

p&@=2:2w+::2yl @)
1.3.1 Exempel:

Lat f(x)=cos(x) iintervallet [0.0,1.2].
(a) Sok det linjira interpolationspolynomet p, (x) i X, =0.0 och x, =1.2.
(b) S6k det linjéra interpolationspolynomet q, (x ) i X, =0.2 och x, =1.0
Ekvation (2) ger:

p, () =-0.833333(x~1.2) +0.301965x

g, (x ) =—1.225083(x ~1.0)+0.67538(x —0.2)



Linjar approximation

0.9

0.4 -

Figur 1:  Lagranges linjar interpolationspolynom p,(x) och f(x)=cos(X) i
interpolationspunkter x, =0 och x, =1.2

Linjar approximation

Figur 2:  Lagranges linjar interpolationspolynom q,(x) och f(x)=cos(x) i
interpolationspunkter x, =0.2 och x, =1.0



Tabell 1: (vi ska jamféra f (x)=cos(x)och den linjara approximationen p, (x) och g, (x)).

X f (% )=cos(x) P (%) f (%)= P (%) a (X ) f(x)=a,(x)
0.0 1.000000 1.000000 0.000000 1.090008 -0.090008
0.1 0.995004 0.946863 0.048141 1.035037 -0.040033
0.2 0.980067 0.893726 0.086340 0.980067 0.000000
0.3 0.955336 0.840489 0.114747 0.925096 0.030240
0.4 0.921061 0.787543 0.133608 0.870126 0.050935
0.5 0.877583 0.734316 0.143267 0.815155 0.0624428
0.6 0.825336 0.681179 0.144157 0.760184 0.065151
0.7 0.764842 0.628042 0.136800 0.705214 0.059628
0.8 0.696707 0.574905 0.121802 0.650243 0.046463
0.9 0.621610 0.521768 0.099842 0.595273 0.026337
1.0 0.540302 0.468631 0.071671 0.540302 0.000000
1.1 0.453596 0.415495 0.038102 0.485332 -0.031736
1.2 0.362358 0.362358 0.000000 0.430361 -0.068003
0.0 1.000000 1.000000 0.000000 1.090008 -0.090008

I.4 Kvadratisk Interpolation:
Kvadratisk Interpolation dr interpolationspolynom p, dér graden ér 2 och de givna

punkterna dr (X,, Y, ),(X,Y,) och (x,,y,).
Vi ska hitta L, (), L,(x) och L,(x) dar L;(x)=1 och L(x;)=0 for i=j, {i,j=0,1,2},

sd vi kan skriva:

«) = l, (%) _ (X=%)(x=x,)
LO( ) Io(xo) (Xo_xl)(xo_xz)
)= 1, (x) _ (Xx=%,)(Xx=x,)
07160 T )5
)= 1, (x) _ (x=%)(x=x,)
LZ( ) Iz(xz) (Xz_xo)(xz Xl)’
Alltsa Lagranges idé ger:

P, (X) =L (X) Yo + L (X) ¥, + L, (X) Y,




1.5 Lagranges Allmanna interpolationspolynom:
Lagranges polynom ser alltsd ut som:

b (1) =DL, (<)y, 3)

dir L;(x) i=0,1,...,n dr polynom av grad n som har egenskapen att
L (x)=1ochL(x;)=0,i=j.

Detta &r Lagranges allménna interpolationspolynom.
Nu ska vi se hur man konstruerar Lagrange interpolationspolynom L, (X). Vi borjar med att

definiera faktorer som bygger upp den.

1.5.1 Definition
Lat I.(x) for i =0,...,n vara polynom som har egenskaperna:

Io(X)=(X—Xl)(X—X2)...(X—Xn)

(X=X ) (X=X ) (X=Xir ) (X=X, ) dir O<k<n (4)

~ .

—
>

~
Il

1.5.2 Definition:
Lat L, (X) definieras som f6ljande uttryck:

Ln,k(x):( (X=X ) oo (X =X ) (X=X ) oo (X=X, ) _ o s

X = X0 )« (% =% ) (% = Xt ) - (X — X)) (Xk —xj)

L, (X) har de s6kta egenskaperna, eftersom L (X )=1, L (X, )=0 om n =k .Om vi later
1, (x,)
1, (x,)

=1. Vi ser da se att

X = X, , s& forkortas ju summan i likheten (3) till en enkel term
P (%) = Vi -
1.5.3 Exempel:
Antag att f (X) = cos(x) pa intervallet [0.0,1.2].
(a) Sok p, (X) vars graf passerar igenom punkterna pa grafen y = f(X) for x, =0.0, x, =0.6
och X, =1.2.
(b) Sok p, (X) som passerar igenom punkter pa grafen y = f(x) for x, =0.0, x, =04,
X, =0.8 och x, =1.2.
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Ekvation (5) ger:
p2(x):1.388889(X—0.6)(X—1.2) —2.292599(x—0.0)(x—1.2)

+0.503275(x—0.0)(x—0.6)
P (X)=—2.604167(x—0.4)(x—0.8)(x—1.2)
+7.195789(x—0.0)(x—0.8)(x—1.2)
+0.943641(x—0.0)(x—0.4)(x—0.8) —5.443021(x—0.0)(x—0.4)(x~1.2)

Lagranges kvadratisk interpolation
12 T T T T T T

\Y

0. 02 04 06 08 1 12 14 16 18

X

Figure 3: Lagranges kvadratisk interpolationspolynom p,(x) och f(x)=cos(x) med
interpolationspunkter x, =0.0, x, =0.6 och x, =1.2.
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Lagranges interpolationspolynom p3 och f(x)= cos(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

085 0 0.5 1 1.5 2

Figur 4: Lagranges interpolationspolynom p, (x) och. f (x)=cos(x) i
interpolationspunkter x, =0.0,x, =0.4,x, =0.8 och x, =1.2.

Observation:

Observera att ndr vi 6kar antalet interpolationspunkter i exemplen i bilderna s@ minskar
approximationsfelet, det vill sdga att interpolationspolynomet verkar g mot den givna
funktionen.

Detta ér forstds inget bevis for att det ar sd ens for funktionen cos (X ) , och det finns

situationer ndr det inte &r sa som till exempel i Runges fenomen.

Exempel: ”Runges fenomen”

Runge upptickte att med ett naturligt val av interpolationspunkter finns det enkla funktioner
sd att interpolationpolynomen inte konvergerar mot den ursprunliga funktionen, nir man okar
antalet interpolationpunkter. Grafen till interpolationspolynomet kommer att svéinga kraftigt
och 6kande mellan interpolationspunkter, och ju hogre grad interpolationspolynomet har
desto kraftigare svangningar blir det, alltsa:

lim ( max

n—ow \-1<x <1

f (X)—pn(X)‘)=oo

Lat oss askddligtgora detta med foljande exempel:
Antag att f (x) = # , och 14t oss vélja interpolationspunkter som &r likformiga
+ 25X

utspridda,

12



2
Xo=—LX, =X, +h,.. X, =X, +h=x,+(k +1)h,..,x, =1, med h==.

n
Eftersom interpolationsfelet 4r beroende av hur ‘f (")(X )‘ varierar for n =1,2,...sa:

—50x
(1+25x2)

f(1)= _—502 =0.074.

(1+25x2)

(0)-

‘5000(1+25x ?)-50(1+25x 2)2‘
7 (x)|= : = |f"(1)|=0.2105.
‘ (1+25x2) ‘

Observera att véardet pa derivatan blir storre, detta innebér att interpolationsfel blir ocksa
storre. Alltsé ndr n 6kar p, (x) konvergerar inte mot den interpolerade funktionen f (X).

-0.4 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 O 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Interpolation av f (x)= 1( (graf @) med 5:e ordnings polynom (graf c) och ett

1+25x )
9:e ordnings polynom (graf b)

I nésta avsnitt ska vi skatta felet
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1.6 Skattning av Felet: (Cauchys rest for interpolationspolynom)
1.6.1 Definition:

Om f(x) & n génger deriverbari [a,b], och £ (x) ocksa ér kontinuerlig i [a,b], sa
skriver vi att f (X) eC" [a,b] )

1.6.2 Sats: Generalisering av Rolles sats
Latn>2,ochantaatt f €C [a,b] och att f!

f(x)="f(x)=.... =f(%,)=0for a<x <x,<.... <X, <b. D4 finns det en punkt & for
vilken f"(£)=0 och x, <&<X,.

n+1

)(X) existerar for varje X i (a,b) samt att

Bevis:
Utgangspunkt dr den vanliga Rolles sats, som sédger att: "om f(x) e C[a,b] och f ér

deriverbar i varje punkt i(a,b), och om f(a)= f(b) sa finns det en punkt X =& for vilken
f'(&)=00och a<&<b”.

Vi visar satsen for n=3. Det allménna fallet bevisas pa samma sitt.
Lat f(x)=f(x,)=f(x,).Eftersom f &r deriverbar i punkterna X, <X, <X,, ger Rolles

sats att kan man hitta &,&, dir X, <& <x, <& <x, och f'(&)=f'(&)=0

Eftersom f"(X) existerar sa anvidnder vi Rolles sats en gang till sa att vi far & for vilket

f"(£)=0 och & <&<¢,. 0

1.6.3 Sats (Lagranges Approximationspolynom)
Antaatt f eC""[a,b] och X,,...,x, d n+1 tali [a,b]. Lat polynomet p,(x) vara

Lagranges interpolationspolynom p, (X)= Zn: f (X)L, (X) (se avsnitt 1.5). Om x e[a,b] sd
k=0

kallar vi skillnaden
()=, (X) =Ry (%) (6)

for resten. Polynomet p, (X) approximerar f(X) och resten ar ett matt pa hur noggrann
approximationen dr. Vi ska med Rolles sats visa att for varjex e [a,b] finns ett

ée(min(x,xo,...,xn),max(x,xo,...,xn)) sd att :

- LML) o

Talet & &r beroende av punkterna X,X,,...,X, och f .

Bevis:
For x = x; satsen ar trivial, eftersom f (x )= p, (X ) och funktionen f (x)—p,(x)=0.

Antanu att X &r fix och x# X (i=0,1,...,n) och lat oss definiera foljande funktion:

14



K(x)e—TI=R(9) ®)

L4t oss ocksa definiera foljande funktion av t:
W (t)=f(t)—p, (t)—(t—x%)(t=%)......(t =%, ) K(X). )

Observera att W (t) =0 1 n+2 punkter, ndmligen for t=X,,X,...... X, X.
Enligt Rolles sats s& finns d& & sa att W " (£)=0, och sé att
min (X, Xy, ..., X, ) <& <max(X,X,...,X, ) . Genom att derivera (9) n +1 ganger och utnyttja

att n +1 :a derivatan av n: te gradpolynom som p, (t) forsvinner sd far man:
WD (4) = £ (1)~ (n+1)1K (X)

Satt in det £ som vi nyss visade att det fanns:

Wo(E)=0 = (&) —(n+1)IK(x)=0 (10)
__ L fom
= K (x)_(nH)!f (¢). (11)

1 o - F(x)=pa(X)
@

Detta ger oss:

f(x)-p,(x) = (X=%)(X=%)--.... (x—xn)f(nﬂ)(é)

och satsen ar bevisad. 0

Korollarium:

Lat R, (x)=f (x)-p,(x), dédr f (x)eC""! [a,b] ,och p,(X) &r interpolationspolynomet
som hor till punkterna (X, ,f (x;)) 1 =0,L...,n.
Da ar:

X =Xo|...[x =X,

(n+1)
R, ()] < maxf "(&). (n1)

15



Exempel:
Lat oss uppskatta felet for f (X ) =arcsin(X )1 X =0.5335 via en linjér interpolation mellan
vérdena X, =0.5330 och x, =0.5340.

Vihar:

1+2x°?
f'(x)= , f "(X)ZL3 och f “’(X):M.Eftersom f @ (x) >0 for
(1—x2)5 (l—xz)E

0.533<x <0.534 sa &r x =0.534 ar maxpunkt for f "(x ). Formeln for uppskattning av

felet 1 korollariet ger oss:

IR (x)|< _max £ |(x-0.533)(x-0.534)
1 T 0.533£<0.534 3 X ,
(1-¢)

for x =0.5335 och £ =0.534

0.534 (0.5335-0.533)(0.5335—-0.534)
IR, (0.5335)[< : | 2! | _

(1-(0.534)’ )

0.0005)"
0.534 -‘( ) <1.2x107.

- 3

(1-(0.534)° )"

1.7 Newtons polynom:
Det ér ibland anvéndbart att ha flera approximationspolynom p, (x), p, (x),..., p, (x) och

sedan vilja det bésta oftast forstas det med hogst grad. Om vi anvinder Lagranges polynom,
sd finns det inget samband mellan p, (x) och p,_(X), utan varje polynom ar uppbyggt
individuellt, och vi har ingen hjélp av utrikningen av p,_, (x) for att rikna ut p, (X), utan

maste starta om.

For Newtons polynom &r det annorlunda. Vi bygger upp dem genom att anvénda tidigare
polynom via en rekursiv formel. Réknemaéssigt dr detta alltsd mycket effektivare. Observera
emellertid att sats I.1.1 sdger att interpolationspolynomet dr unikt, sa vi far inte andra
polynom in tidigare, bara ett effektivare sitt att berédkna dem.

Newtons forsta polynom ser ut s hir (n=1):
p(Xx)=2a,+a(Xx—X,) (12)
Vi fortsétter pA samma sitt att bygga upp Newtons polynom p,, p;,..., P, :

pz(x)=p1(x)+a2(x _Xo)(x _Xl) (13)

16



Py (x)=p,(x) +a,(x=x%)(x=%)(x=Xx,) (14)

Py (X)=Posy (%) +a, (Xx=%)(X=%)...(X=X,_,)- (15)

P, (X) i ekvation (15) kallas for Newtons polynom med n parametrar X, X,..., %, , -
Observera att p, (X) &r summan och produkten av linjéra faktorer upp till

a, (X—=%)(X=%)...(Xx=x,_, ), sd man inser att p,(x) drav grad <n.

Vi ska strax visa en rekursionsformel for Newtons polynom, men forst ndgra exempel.

1.7.1 Exempel:
Latx, =1, X, =3, X, =4 och x, =4.5, samt koefficienter

a,=5a=-2,a,=05,a,=-0.1och a,=0.003 .
Rikna ut p,(x), p,(x), ps(x),och p,(x) samt p, (x) for k =1,2,3,4.

Vi anvénder oss av formler (12) till (15) sa far vi:

P (x)=5-2(x-1),
P, (X)=5-2(x—1)+0.5(x-1)(x~-3),
Py (%) = P, (X)=0.1(x~1)(x=3)(x~-4)
) )-0

P, (X)=p;(x)—0.003(x—1)(x=3)(x—4)(x—4.5).

Berdkning av polynomet for X = 2.5 ger oss foljande resultat:

p(2.5)=5-2(1.5)=2
p,(2.5)=p,(2.5)+0.5(1.5)(-0.5)=1.625

P (2.5)=p,(2.5)-0.1(1.5)(-0.5)(-1.5)=1.5125
p,(2.5)=p;(2.5)+0.003(1.5)(-0.5)(~1.5)(-2.0) =1.50575.

Observera att precis som vi ville ha det, sa vi behdver inte géra om all utrdkning av varje
polynom, utan kan anvénda oss av tidigare utrdkningar. Nu ska vi beskriva hur Newtons
polynom kan anvindas for interpolation helt allmént.

1.7.2 Newtons metod:
Antag att vi vill hitta en Newtonsk foljd av polynom p, (X), P, (X), cees Py (X) som

approximerar en given funktion f (X) , 1 vissa punkter X ,X,,...,X, ,ddr funktionen har
vérdena f (x;) =Y, . Ndrmare bestdmt, sa att p,(x,)=f (X,), pl(Xl) =Y., P,(X,)=VY,,
P,(X)=Y,, P,(X,)=Y,, och allmint p, (Xj)= y; om j<i.

Vi ska gora detta med induktion.
Anta alltsd att vi redan konstruerat det n —1: a Newtons polynom p, , for vilket::
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pn—l(XO): f (Xo): Yo» pn—l(xl): f (Xl): Yiseerens > pn—l(xn—l): f (Xn—l): Y1

Frén (15), ser vi att Newtons polynom av graden n p, (X) kan skrivas som foljande:

Py (X) = Poss (X) + 9, (X) (16)
= 9, (X) =P, (%)= Posi (X), (17)
dr g (X)=a, (X=% ) (X=X ).eeee (X=X ), (18)

for a, en konstant som ska bestimmas sd att p_ (X,)=VY, .

For att bestimma a,, lat x =X, . Da ger (18) att:

a = yn_pn—](xn) . (19)

Alltsa har vi nu bestdmt a, och dirmed p, . Basen for induktions argumentet dr p,(X,) =Y, .
For att gora det overskadligare infor vi nésta definition.

1.7.3 Definition:
Antag att (X;,y;) dr givna punkter dir X, (i =0,1,...,k,...,n) &r distinkta, definieras :

y[xk]:yk
— y[Xk+1]_y[Xk]
y[Xka Xk+l] - Xk+1 _ Xk
Xis1> % 2] X ,X+
y[Xk’kaXm]: y[ WAL 2] y[ k kl]

Ko — X

och y[Xoa-- X ]: y[xl""’Xﬂj__yX[XOv--:Xn1]
n %o

+9 Np
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1.7.4 Exempel:

Sétty = cos(X), berdkna for punkterna X, =0,1,2,3,4: y[xk] for k=0,1,2,3,4,
Y[ Xe> Xy | Or K=0,1,2,3, Y[ X, Xei1s Xepn | 101 K=0,1,2 0ch Y[ X, Xyps Xiins Xieis | TOT
k=0,1.

Vi viljer att rdkna ut nagra och de andra kan utforas pa samma stt.

Vi har:
y[x0]=cos(0)=1.
y[%.%] =LY = cos(1)—cos(0) _ 0.5403023 -1 _ ) ) <o6077.
X, — X, 1-0 1
V[ox] =L cos(2)-cos(1) _ -0.4161468-0.5403023 _ oo\ 00
Xy = X, 2-1 2-1
Y[xox] =2=Ya o cos(3)—cos(2) _ ~0.9899925+0.4161468 _  (ono,cr
X; =X, 3-2 3-2
y[xox] = Y.~ Y _cos(4)—cos(3) _—0.6536436+0.9899925 _ 03363489
X, =X 4-3 4-3
Y[k 1] = Y[%:%]-y[%: %] _ -0.9564491+0.4596977 02483757
Xy =X, 2
1.7.5 Sats:

Antag att X, X,...,X dr n+1 distinkta punkter i [a, b] .Dé finns det ett unikt polynom
P, (x) med grad <n si att:

y(x)=p,(%) for i=0,1...,n
Med Newtons metod kan det skrivas som:
Py (X) = a,+a (X=X )+a, (X=X ) (X=X )+ ...+a, (X=X )(x=%)...(x=x,,).

Hir dr koefficienterna a, =y [X,,...,X; ] och allts:

Py (X) = Yo + (X=X ) ¥ [ %90 X ]+ (X =% ) (X =% ) Y[ %, X5 X, ]

Foveet (X=X ) (X=X ) Y [Xgs -0 X, ]

Bevis:
Vi ska anvinda oss av rekursionsformeln:

For n=1s4 p, ,(X,)=p,(X,) =Y, och uttrycket (19) som beskriver a, :
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Y= Po(X) _ ¥i =Y
X; =% Xi =%

a = :y[XOaxl]-

Vi anvénder oss av likheten (16) som beskriver p, (x) i formav g, (x) och p,_,(x), dé far vi

det forsta Newtons interpolationspolynomet av grad 1 :

B, (X) = P (X)+ Gy (X) = Yo + 222 (x=%,) = Yo +(X=%,) Y[ X0s %, ]

1~ 20
For n=2, ger anvindande av formeln nyss for p, (X) och uttrycket (19) som beskriver a, :

a, = Y~ Pi(%) _ Y = ¥o = (% = %) y[%. X = Y[ %0» X %, |

(Xz_xo)(xz_xl) (Xz_xo)(xz_xl)

For n=k, slutligen ger (16):

P (X) =Py, (X)+g, (X)

Visitterin g, (X) och a, =y[X,,...,X,] (se 18)sa far vi:

P (X) = Py (X) +(X =% ) (X=X )eeeee e (X=X ) Y[ X5 X ]

Med p,(x)=Yy, och for k=1,...... ,n ger Newtons metod, allts3, allmint att

Py (X) = Yo + (X=X, ) Y[ %0, %, [+ (X =% ) (X=X ) Y [ %05 X5 %, | (20)

Fovet (X=X ) (X=X ) Y [Xgse s X |-
[l

For att underlitta berékning for koefficienten a, har vi organiserat ett rikneschema.

1.7.6 Rakneschema:

For att underlétta berdkning av Newtons interpolationspolynom har vi anvandning av
foljande rakneschema, dér vi forst raknar ut en kolonn och sedan anvénder detta resultat for
att berdkna kolonen ndrmast till hoger.

% | vlx] 8 y[.») Y[ Y[oso]

% | Y[x]

X y[x] y[% %]

X, y[x] y[X, %] Y[ %00 X5 %, ]

X, y[x] y[%,, %, ] Y%, %, %] Y[ Xos X1 Xy, X5 ]

X, y[x,] y[%s. %, ] Y%, %, X, ] Y% %y, X5, %, ] Y[ %00 X1 Xy, X5, X, ]

20



1.7.7 Exempel:
Hitta Newtons polynom for funktionen f (x)=cos(x) som Gverensstimmer med cos(x)i

de fem punkterna (X, cos(x)) for x=0,1,2,3 och 4. Anvind dem for att berdkna a, och de

fyra Newtons interpolationspolynomen p, (X) ,forn=1,2,3,4.
Har anvénds rdkneschema for de givna fem punkterna i form av en tabell.

Tabell 3

Virdena ér avrundade till sjunde decimalen.

X, fx] f[] fl] fl)] flos]
X,=0.0 | 1.0000000
X, =1.0 | 05403023 | -0.4596977
X,=2.0 | —0.4161468 | -0.9564491 | -0.2483757
X,=3.0 | —0.9899925 | -0.5738457 | 0.1913017 | 0.1465592
X, =4.0 | —0.6536436 | 0.3363499 | 0.4550973 | 0.0879318 | -0.0146568

Sitt in virdena i p, (x) som beskrivs i uttrycket (20):

P, (X) =1.0000000-0.4596977 ( X— 0.0) .

p, (X) =1.0000000 - 0.4596977 (x—0.0) - 0.2483757 (x— 0.0) (x - 1.0).

p, (x) =1.0000000 - 0.4596977 (x—0.0) - 0.2483757 (X~ 0.0)(x 1.0
+0.1465592(x—0.0)(x~1.0)(x—2.0).

p, (X) =1.0000000 —0.4596977 (x - 0.0) — 0.2483757 (x—0.0) (x—~1.0)
+0.1465592(x—0.0)(x—~1.0)(x~2.0)
~0.0146568(x—0.0)(x—1.0)(x—2.0)(x~3.0).
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Newtons approximationspolynom p;(x) och f(x)=cos(x)

0.8
0.6
0.4
0.2
\ 0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

T 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X

Figur 5: Newtons interpolationspolynom p,(X) och cos(x) i interpolationspunkter
x=0,1,2,30ch 4.

Newtons interpolationspolynom p»(x) och f(x)=cos(x)

T

0.5

'20 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X

Figur 6: Newtons interpolationspolynom p,(x) och cos(x) i interpolationspunkter
x=0,1,2,30ch 4.
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Newtons interpolationspolynom p3(x) och f(x)=cos(x)
1.5 \ \

0.5

y=c0s(X)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X

Figur 7: Newtons interpolationspolynom p,(x) och cos(x) I interpolationspunkter
x=0,1,2,30ch 4.

Newtons interpolationspolynom py4(x) och f(x)=cos(x)

1.5

T T T T T

Figur 8: Newtons interpolationspolynom p,(x) och cos(x) i interpolationspunkter
x=0,1,2,30ch 4.
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Observation:
Observera att 1 figurer kan man se hur Newtons interpolationspolynom p, ( X) nirmar sig

sjdlva funktionen f(X)=cos(X) ju mer man dkar polynomets grad.
Nu ska vi titta pa hur felet uppfor sig, nar man approximerar en funktion f(x) med
Newtons interpolationspolynom, och samtidigt inféra en ny klass av polynom.

Il Tschebyscheffpolynom:

Tschebyscheffs Polynom ir ett viktigt verktyg for interpolationsproblem. Syftet &r att
gora Lagranges interpolationsfel s litet som mdjligt genom att anvidnda
Tschebyscheffpolynomens rétter som interpolationspunkter.

Vi ska studera interpolationspolynom p, (X) for en funktion f (X) Over intervallet [—1,1]
med rotter X, for {k=0,1,...,n} dir —1<x, <x <...<x, <1.

Lagranges polynom uppfyller uttrycket i sats (1.6.3) som beskriver forhallandet mellan
approximationspolynomet p, (x), f(x) och R (x):

f(x)=p,(X)+R,(X),
(23)

Q(x) dr ett polynom av grad n+1 som forsvinner i punkterna x = x, for k =0,1,...,n, s&
Q(x) kan skrivas:

Q(X)=(X=%, ) (X=%)...(Xx=X,).

Vi kommer att anvénda foljande samband som foljer ur (23),

maxf (n+1) (ﬁ)

[-11]

(n+1)!

(x)l<fe(x

for att begrénsa felet R (X) .

Tittar vi pd denna formel ser vi att felet kommer att vara litet om vi viljer rétter x, for

{k =0,1,..., n} som gor att max ‘Q ‘ blir minimum alltsa sa litet s& mgjligt. Detta sker om

xe -1, 1
X, dr rotter till Tschebyscheffspolynom.
Vi ska borja med att definiera Tschebyscheffspolynom.

11.1 Definition:
Lat ne N. Tschebycheffpolynomet av grad n &r definierat som foljande:

T,(x): [-L]]>R

X > cos(narccosx).

24



11.2 Berakning av Tschebyscheffspolynom:
Lat x e[-1,1], och sitt & =arccos(X), cos(a) = cosarccos(x) =X

T,(x) = ER((cos Ne +isin na))
Enligt de Moivres formel sé:

T, (x) =fl%((cosa+isina)n)

n

Eftersom cos” (o) +sin’ (a) =1 sa:

sin (o) = \/1-cos’ ()

=+1-x*.

Vi sitter in cos(a) och sin(«) i formav x s& T, (x) blir:

T,(x) = ER((X +ivl=x? )nj (Binomial satsen )

:m(gch”kik(m)kj

Eftersom T, (X) ar real~delen av ett komplex tal sa méste imagindradelen forsvinna sé :

[n/2]

T (X) _ z Cﬁkxn—zkizk (1_ Xz)"

k=0

[n/2]

— chkxn—zk (Xz _1)

k=0

k

Hir dr [x] dr heltalsdelen av x och R(z) ér real~delen av det komplexa talet z .
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Har ar nagra av Tschebyscheffs polynom:

T

n

1
X

2x° -1

4% —3x

8x* —8x% +1
16x° —20X° +5x

N AW N~ B

Tschebyscheffspolynom: Tg, T4, Ty, T3, T4 ch Tg

-

/ \\ SN
N ) L\
i / \ I

| \
0.4 ‘H | \ / \ / J‘L
-0.6 ;

0|
ol / ‘

-1 -08 06 -04 -02 O 02 04 06 08 1

0.2

-0.4 /

Figur 9: Graf éver nagra av Tschebyscheffspolynom, T,,T,,T,, T,, T, och T..

11.3 Proposition:
(a) Det finns rekursiv relation mellan Tschebyscheffspolynom:

(x)=1, T,(x)=x,och foralla neN sa T, (x)=2xT,,, (x)-T,(x).

(b) Koefficienten for termen X" &r 2" .

(c) Lat N"=N—-{0}och n e N". T, har exakt n rotter:
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2k +1 )
X, =cos( 5 ﬁj For {k =1,2,...,(n—1)}.
(d) Lat n e N". T, (x) har exakt n +1 extrema punkter (dar derivatan ar noll):
, (kﬂj
X, =cos| — |,
n
och T, (x)=(-1)"

(e) Max forT, &r n%aﬁ]

T, (%) =1.

(f) Tschebyscheffs polynom T, (X) ar orthogonala polynom for vilken

—

Det innebar att:
7. om n=m=0.

_len(X)Tm(X)W(X)dx= % om n=m=0.

0 om n=zm.

Bevis:
(a) Lat xe [—1,1] och a =arccos X. Vi ska anvédnda oss av de klassiska trigonometriska

formlerna cos(a + b) =cosa.cosb—sina.sinb och cos(a — b) =cosa.cosb+sina.sinb:

Observera att (N+2)a =na+2a =(n+1)a+a och na =(n+1)a—a si:
cos(n+2)a =cos(n+1)a-cosa—sin(n+1)a-sina,
cosna =cos(n +1)a-cosa +sin(n+1)a-sina

Om vi summerar de tva ekvationerna sa far vi:

cos(N+2)a+cosna =2cos(n+1)a.cosa
Vi har alltsé for alla x e[-1,1]:

T (X)+T, (X)=2xT,,, (X) & T, (x)=2XT, (x)-T,_, (x) (22)
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(b) Vi anvinder oss av en rekursionsformel:
e For n=1 sa ir koefficienten for T, (x) 2" =2"=1.

Anta att koefficienten for termen med grad n for T, (x) &r 2", s vi kan se ifrdn

rekursionsformel (22) att koefficienten for termen med grad (n + 1) ar dubbelt sa stor som
T,(x) S& 22" =2",

(c)Lat neN" och k=0,1,...,n—1:

T, (X, ) = cos(narccos X, )

2k +1
= cos| narccos cos s
2n
2k +1 2k +1
=cosn T | = cos 7| = 0
2n 2

T,(x) har grad n och punkterna (x,) for {k=0,1,...,n—1} ér nollpunkterna for T, . De ér
enkla eftersom vi for alla k # k™ har x, # X,..

(d)Lat neN" och k=0,1,...,n—1. Vi har anvént oss av de vanliga derivations reglerna for
att berikna derivatan for T, ().

1

1-X

cos( f(x))'=— f'(x)sin( f(x)), sin( f(x))'= f'(x)cos(f(x)), arccos(x)=

sé  Vxe[-11], T, (X)= - sin(narccos x) .
1-x
e Om vi sitter in X=X, :
T, (%)= sin (narccos X, )

12

IED

n ) ( (k”jj
= sin| narccos cos| —
1—cos® (kﬂ) n
n

e Nu ska virdknaut T,(X,). Sdtt X=X, sa vi har:

T, (% ) = cos(narccos X, )
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= COS| harccos cos| —
n

= cos(k;r) = =1 = (—l)n.

(e) Vi kan ifran detta dra slutsatsen att n%ax]
xe[-1,1

T, (x)|=1.

1
(f) Satt | = an (x)T, (x)w(x)dx for att forkorta formelskrivningen.
|

Vi ska utfora ett variabelbyte, Xx=cosa¢ = dx=-sina da sa:

da

0 .
| — _[ cosNar.cos Mex.sin &
|sin a|

V3
= jcos Nee.cos Ma.da
0

Vi anvinder oss av foljande trigonometriska formler

cos(Ner +Mar ) = cos Nex.cos Mex —sin Nex.sin M

cos (N —Mar) = cos Nar.cos Max + sin Nex.sin M

som ger 0ss:
cos(Na) cos(Max) = %[cos(n +m)a+cos(n- m)a]

Satt in dem. Da far vi:

I =%z|;(cos(n+m)a+cos(n—m)a).da.

e For n=m=0:

I :%'E(cos(n+ m)a+cos(n—m)a).da

29



| = %!(cos(n+ m)a +cos(n —m)a).da

Vi

= %J‘(cos(Zna)+1).da

0

Va

. T
=%jcos(2na)da+%]:da. |:Sm(2na):| 2 :f,

0 4n 02 2

for att forsta termen forsvinner eftersom sin(2nz) =sin(0)=0.

For nzm:

2.(n1+ m) [sin(n+m)a];r + 2'(n1_ m) [sin(n—m)a]z

eftersom sin(n+m )z =sin(0)=0.

11.4 Problem:

Sambandet (6) 1 sats 1.6.3 beskriver forhdllandet mellan approximationspolynomet p, (X) ,

X f(n+1) (5)

f(x) och R (X).Observera att |Rn| ar en produkt av faktorerna m[ X

(X=%)(X=%)...(x=x,)

Vi ska nu soka for n given, en indelning av [a,b] a<x, <x, <...<x, <b dar:

och

(n+1)!

max
Xe[a,b]

max
Xe[a,b]

ar minimum.

(X =% )(X=%)...(Xx=X,)

Syftet med detta dr att hitta interpolations punkter (X, ) med {k=0,1,...,n} s att:
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(X=X )(X=%)-..(X=X,)

< max X
xe[a,b]|p( )

max
xe[a,b]

b

foralla pe F~’n , dar I5n ar mangden av alla polynomer med grad n dar forsta koefficienten &r

l.

Med ett enkelt Variabelbyte{x = b;za + b;zat} kan vi transformera intervallet [a, b] till

[—1,1] . D fér vi problemet:

max [(x=%, ) (X=%)...(x=x,)

< max]| (X)) (24)

xe[-1,1

sa litet s& mojligt upptickte Tschebyscheff att

(X=X )(X=%)...(Xx=X,)

interpolations punkter x, for k =0,1,...,n maste vara réotter for Tschebyscheffs polynom T, .

For att gora max
xe[a,b]

Detta betyder att dessa interpolations punkter 16ser uttrycket (24).

Lat oss anvinda foljande definition for att bevisa detta.

11.5 Definition
Definiera:
~ 1
T,(x)= S T,(x), och

observera att T, (X) = X" + andra termer av ligre grad.

11.6 Sats (Tschebyscheff)

Xrggi;l]fn(x) = ng?lﬁ]‘(X—Xo)(X—Xl)--~(X—Xn) < Xrer[1311>§]|p(x), peP .
Har &r Xk:cos(Zk—Hﬂj, {k=0,1,...,n}.
2n
Bevis:
Eftersom 'I:n(x):%Tn(x) sé har T, (x) och T, (x) har samma rétter x, for k =0,1,...,n,
dér:
X, 2008(22:‘_17[j, {k=0,1,...,n}

Alltsd kan T, () skrivas som fljande:

T, (X)=(x=%)(x=%)...(x=x,).
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Och dessutom har vi:

= max
Xe[—l,l]

max [(x=%; ) (X=%)...(x=x,)

= 2n—1 )g’[l—l)j] n (X)‘ = 2n—1 ’
eftersom max [T, (X)‘ =1.
xe[-1,1]
Vi ska rikna ut T, () dir x, = cos (k%rj {k=0,1,...,n} som vi kommer att behova senare
1 beviset :
S () y , '
T, (%)= FTn (%)= DI (Proposition (d) T, (x;)=(-1)")

Vi sitter in —— i stillet for max ‘(X—XO)(X—XI)...(X—Xn)

sa far vi,att vi ska visa att

o0t xe[-L1]
L . max p(x)‘
2Nt T -] '

Vi ska visa detta genom att anvinda ett motsdgelse argument.
Vi antar att:

S > max [p (x)].

Eftersom p(x) och T, (X) € P, (alltsa deras grad &r n och deras forsta koefficient &r 1). Lt
oss nu bilda funktionen Q(x)=T, (x)— p(X) serviatt Q(x) €P,,, (grad ( T - p) =n-1)

eftersom fOrsta termen forsvinner.
Sétt in X=X, sa har vi:

Q%) =Tn (x)=P(x)

- p(x0), for {k =0,1,2...,n}.

eftersom T, () =

e Om k &r jamn sa:

. (-1 , 1
T, (%) - P(x) :( ) — p(x) > 0, eftersom F£|p(x)|.
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e Om k &r udda sé:

k
T.(%)-p(X) = G p(x;) < 0, eftersom

1
2n—1 <| p(X)| ’

2[171 -

Observera att:

(T, (%)= p(6))(To (%) - p(%.1)) <0, {vk=0,L....n}.
Detta betyder att Q(x; )=T, (X, )— p(x;) skiftar tecken n+1 ganger, s& Q(x) skiftar ocksd
tecken n +1 génger. Dérav foljer att Q(x) har n rétter, och eftersom Q(x) € P, sa maste

Q(x)=0 ochalltsa T,(x) = p(X).
Vi kan da skriva :
~ 1

max [p (x)] = max [T, (x)| =

Det dr motsatsen till vart antagelse, och vi kan d& dra som slutsatsen att:

1 .
ooy = max [T, ()
- )g%?])}]‘(x—XO)(X—XI)...(X_Xn)
< max p(X)‘.

xe[-1,1]

I1l1. Referenser:
Litteratur

e [1] Philip J. Davis Interpolation and approximation. Dover publication, INC. NEW
YORK 1975

e Erwin Kreyszig Advanced engineering mathematics. Library of congress cataloging in
publication data, 1993.

Kallor fran internet.

° www.wikipedia.org 2007-10-17

° http://math.fullerton.edu 2007-08-22

33


http://www.wikipedia.org/
http://math.fullerton.edu/

	 
	 
	 
	         Innehållsförteckning: 
	I. Interpolation och approximation 
	                                      II.    Tschebyscheffpolynom 
	 
	 
	 
	 
	Introduktion: 
	 
	 
	 
	 
	I. Interpolation och Approximation 
	I.5.1 Definition  
	    Låt  och  , samt koefficienter  och    . 



