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Abstract

The aim of this thesis is to give a fundamental introduction to the Navier-Stokes equations.
First the formation of the equations is viewed from a historical perspective. Then the equa-
tions are derived from physical assumptions of conservation of mass and momentum, whe-
reupon the classical solutions of Poiseuille and Couette are studied. This is followed by a
description of how the equations can be modified to be practically solvable in meteorological
applications. Finally, the problem of proving existence of solutions to the entire Navier-Stokes
equations is considered.
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1 Inleding

Navier-Stokes ekvationer (NSE) dr ett system av ickelinjara partiella differential-
ekvationer, som beskriver fluiders rorelser. Ekvationerna har fatt sina namn
efter fransmannen Claude-Louis Navier (1785-1836) och irlindaren George
Gabriel Stokes (1819-1903). NSE &r betydelsefulla, eftersom de beskriver fysiken
bakom ett stort antal fenomen pa manga olika skalor. De kan anvéndas for att
modellera atmosfariska rorelser, stromningar i havet, vétskefloden i rér och
manga andra stromningsfenomen.

Ickelinjariteten gor det svart att 16sa ekvationerna analytiskt. Losningar &r
kénda endast for vildigt forenklade fall och det ar inte kédnt om det existerar
nagon l6sning till de fullstindiga ekvationerna. De enkla fallen innebér ofta en
laminér (icke-turbulent) stromning, med lag hastighet och hog viskositet, som
dessutom befinner sig i ett stationért tillstand.

For praktiska 16sningar blir situationen ofta mer komplex och ekvationerna
maste 16sas numeriskt med datorers hjéalp.

I maj 2000 uppmérksammade Clay Mathematics Institute (CMI) i Cam-
bridge, Massachusetts, sju genom aren olésta problem inom matematiken. En
prissumma pa en miljon dollar utfistes till vart och ett av problemen. Deras
presentation var influerad av David Hilberts foreldsning hundra ar tidigare dar
han sammanfattade matematikens olosta problem. Hilberts foreldsning kom
att peka ut riktningen for 1900-talets forskning. CMI:s ambition &r dock inte
att inte deras initiativ skall bli vigledande for 2000-talets forskning. Snarare
vill de uppmérksamma ett antal bestaende matematiska problem. Ett av dessa
problem &r att avgéra om NSE 6verhuvudtaget ar analytiskt 16sbara. For att
lyckas hévdas (Fefferman 2000) att det kan behovas en ny matematisk teori.

Syftet med den hér uppsatsen édr att ge en grundliggande allménorientering
kring NSE. Darfor gors forst en historisk tillbakablick pa personerna bakom
ekvationerna, varpa de fullstdndiga ekvationerna hérleds utifran fysikaliska
antaganden om bevarande av massa och rorelseméangd. Darpa studeras nagra
klassiska losningar till ekvationerna, dels Poiseuilles (1840) 16sning och dels
Couettes l6sning (1890). Vidare ar det intressant att se pa nagra speciella
metoder och knep for att komma runt svarigheter med att l6sa ekvationerna.
Detta gors genom att studera nagra praktiska metoder som anvinds inom
meteorologi. Dér presenteras dven 1osningen av ett specialfall inom oceanografi
och meteorologi, den sa kallade Ekmanspiralen. Sedan lyfts nagra av ekvation-
ernas manga tillimpningsomraden fram, varpa det slutligen féljer ett avsnitt
som behandlar problemet att avgora om det existerar l6sningar till de full-
standiga NSE och CMI:s officiella problembeskrivning.



2 Historisk bakgrund

Intresset striacker sig historiskt tillbaka till ar 1687 da Newton (Newton 1687)
initierade teorin om viskosa fluiders rorelser. Han forstod inte helt naturen
bakom de verkande krafterna pa partiklarna i ett kontinuum, men beskrev det
hela intuitivt. Det som vi idag kallar NSE kom till férst néstan 200 ar senare.

2.1 Claude-Louis Navier (1785-1836)

Nér Claude-Louis Navier var 8 ar gammal dog hans far. I samband med faderns
dod flyttade hans mor fran Paris diar de bodde, till sin hemstad. Den som tog
hand om Navier kom att bli hans mors farbror. Farbrodern var en ledande
civilingenjor i landet och vickte Naviers intresse for ingenjorsvetenskap. Far-
brodern verkar dock inte ha lyckats séirskilt bra med att lira upp Navier,
eftersom han nétt och jamt lyckades kvalificera sig in pa Ecole Polytechnique
1802. Val dar gjorde han dock sadana framsteg att han var bland de bésta
studenterna efter forsta terminen och blev utvald for ett specialutformat andra
ar i Boulogne. Under sitt forsta ar vid Ecole Polytechnique hade Navier Fou-
rier som ldrare i matematisk analys. Fourier hade en vildigt stark inverkan pa
den unge Navier och de kom att fa en livslang viinskap. 1804 borjade Navier
vid ingenjorsskolan Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, dér farbrodern
arbetade. Inte langt efter att Navier tagit examen dog hans farbroder. Navier
blev da erbjuden att fortsdtta med farbroderns arbete och tackade ja.

Farbrodern hade arbetat traditionellt empiriskt for att angripa problem
inom ingenjorsvetenskap. Har skall Navier ha infort ett mer analytiskt angrepps-
siatt. Han skrev bocker for verksamma ingenjorer och nu boérjade en grund
ldggas for en ingenjorsvetenskap, som inte lingre enbart var empirisk.

1830 blev Navier professor vid Ecole nationale des ponts et Chaussées. Han
ledde undervisningen vid skolan och éndrade skolans kursplan till férman for
mer fysik och matematisk analys. Dessutom ersatte han Cauchy som professor
vid Ecole Polytechnique 1831, men kritiserades av Poisson betréaffande séttet
att ldra ut Fouriers teori om virmeledning.

Navier var den forsta som utvecklade en teori om héngbroar, som tidiga-
re enbart byggts efter empiriska principer. Hans stora projekt, att bygga en
héngbro 6ver Seine blev dock ett misslyckande, kanske mest beroende pa att
det inte stoddes av stadens styrande.

Under sitt liv arbetade han inom med tillimpad matematik inom olika
omraden, t ex fluiddynamik, elasticitet och Fourier-serier tillimpade pa fysi-
kaliska problem. Navier &r idag antagligen mest kénd for Navier-Stokes ekva-
tioner. 1821 publicerade han Navier-Stokes ekvationer fér en inkompressibel
fluid. Ett ar senare presenterade han ekvationer for viskosa fluider.

Navier hirledde ekvationerna, men férstod inte skjuvspénning och hans sétt
att beskriva fluidens friktion blev dérfor aldrig helt korrekt.



2.2 George Gabriel Stokes (1819-1903)

George Stokes var den yngste av atta barn i en protestantisk familj i byn
Skreen i nordvéstra Irland. Hans far var préast och hans mor var dotter till en
préist, sa hans uppvaxt var religiost praglad och alla hans tre dldre broder blev
praster.

Efter att Stokes studerat vid en skola i Dublin och vid Bristol College
i Bristol, skrevs han in vid Pembroke College i Cambridge 1837. Under sin
tid vid Bristol College visade Stokes sin matematiska talang och fick flera
utmérkelser, sa &ven vid Pembroke College. Han tog examen 1841 och erbjods
dérefter omedelbart en forskartjénst.

Efter de framgangsrika studierna vid Cambridge uppmanades Stokes att
ta sig an forskning inom hydromekanik. Stokes inspirerades av George Greens
fiarska arbeten inom omradet och 1842 publicerades On the steady motion of
incompressible fluids. Strax déarefter kom det till hans kdnnedom att frans-
mannen Duhamel redan hade erhallit ett liknande resultat, men genom att
studera fasta kroppars virmeledning. Stokes menade att hans eget arbete &nda
var vart att publicera, eftersom badas arbete hade helt olika utgangspunkter.
Stokes fortsatte sin forskning genom att studera situationen dér han inklude-
rade intern friktion fér strommande fluider. Efter att ha hérlett de korrekta
rorelseekvationerna (det vi kallar Navier-Stokes ekvationer), upptécktes aterigen
att han inte var forst med resultatet. Tidigare hade Navier, Poisson och Saint-
Venant beaktat problemet. Speciellt méarkligt dr att Saint-Venant gjort en
korrekt hérledning av ekvationerna tva ar fore Stokes, utan att hans namn
kommit att anvindas for att associera till ekvationerna (Anderson 1997).

Anledningen till dessa dubbla resultat var helt enkelt engelsménnens bris-
tande kdnnedom om kontinentala matematikers arbeten.

Aterigen bestémde sig Stokes for att hans resultat var intressant att publi-
cera med motivet att han hade gjort vésentligt annorlunda antaganden. 1845
publicerades déarfor On the theories of the internal friction of fluid in motion.

Under denna tid arbetade Stokes &ven inom andra omraden, t ex studerade
han pendelrorelser i fluider, vilket ledde fram till Stokes lag (1851). Lagen
beskriver terminalhastigheten hos en sfar som pa grund av sin egen tyngd
sjunker ned genom en viskos fluid. Han publicerade dven flera viktiga artiklar
betraffande ljusets vagnatur, daribland en artikel om diffraktion 1849. Tre ar
senare forklarade han fenomenet fluorescens och namngav det. 1854 gav Stokes
aven en teoretisk forklaring till Fraunhofer-linjer i det solara spektrumet.

Fran och med 1857 kom Stokes att arbeta allt mindre med den teoretis-
ka forskningen och alltmer med administration. Under sitt fortsatta liv fick
Stokes senare flera utmérkelser och han innehade en rad prestigefyllda posi-
tioner innan han dog 1903.



3 Hairledning av ekvationerna

For att hiarleda NSE behovs ett par antaganden och definitioner klargoras.

3.1 Kontinuum-antagandet

Kontinuum-antagandet innebér att fluider betraktas som kontinuerliga trots
att de egentligen bestar av diskreta molekyler som kolliderar med varandra.
Kvantiteter sasom densitet, tryck, temperatur och hastighet antages vara vél-
definierade i véldigt sma "punkter’.

En 'punkt’ i kontinuumet kan betraktas som ett vildigt litet volymselement,
men som anda ar av tillracklig utstriackning for att innehalla ett stort antal
molekyler. Vi kallar dessa sma volymselement for fluidelement.

3.2 Totalderivata (materiederivata)

Betrakta en i rummet stréommande fluid. Strémningen beskrivs genom att man
i varje punkt (z,y,z) anger hastighetsvektorn u hos de strommande fluid-
elementen. Vidare beror u av tiden t,

u=u(x,y,zt).

Stromningen beskrivs alltsa av ett med tiden varierande vektorfilt i rummet.
En partikel som foljer strommen foljer en bana (strémlinje). Infér nu beteck-
ningarna

(1)

Stromningslinjens tangentvektor vid tiden ¢ &r

(@'(1),y/ (1), 2' (1)) = u(z(t), y(t), 2(1), 1).

Lat L(z,y, z,t) vara en reellvird funktion som beskriver nagon kvantitet (den-
sitet, tryck, rorelseméngd, . . .) hos fluiden. Det gar att studera L genom att
ien fir punkt (z,y, z) betrakta dess variation med tiden, dvs funktionen

t— L(z,y,2,1).
Den partiella derivatan
0
aL(m, Y, 2,t)

beskriver da den tidsmaéssiga férdndringen av funktionen.
Ibland ar det praktiskt att undersdka hur L varierar for en observator, som



foljer med lédngs en bana (1). For en sadan betraktare har L vid tidpunkten ¢
virdet

Lx(t),y(t), 2(1), 1).

Fordandringen med tiden hos denna funktion &r

d
—L .
dt (x7 y? 27 t)
Med kedjeregeln fas att
d oL oL oL oL
_L E— / - / - / -
GLE0.90).2(0.0) = S0 + G0 + 0 + 5

déar alla derivator av L i hogerledet skall tas i punkten (z(t),y(t), z(t),t).

Vi kallar denna bildning totalderivatan med avseende pa hastighetsféiltet u

och betecknar den %. Vi anvédnder operatorn V = (a@, 9 ﬁ) och eftersom
z? Jy’ Oz

(2'(t),y'(t), 2'(t),t) ar lika med hastighetsvektorn u kan vi skriva totalderivatan

DL 9L

vL_9h L VL 9
Di o TwV (2)

3.3 En balansekvation

Lat B vara ett godtyckligt klot i stromningsomradet 2 € R3. Vissa kvantiteter

t ex massa, rorelseméngd eller energi bevaras i B. Lat L beteckna en godtyck-

lig sadan kvantitet. Vid varje tidpunkt ¢ maste det gélla att:
okning/tidsenhet = produktion—utflide.

Vi viljer att beteckna produktionen med (). Vidare kan vi uttrycka oss pa
foljande vis

%///BLdazdydz: ///Bdedydz— /ABLH-NCZS- (3)

Vansterledet kan skrivas om

d oL
af//Bdedydz—///Bdedydz.



Vidare ger Gauss sats

// u-NdS:// V.- udrdydz.
OB B

Samband (3) kan ddrmed skrivas

///B (%_f +V-lu _Q) dxdydz = 0.

Eftersom detta géller alla kontrollvolymer B foljer att

oL
a‘l—v-Lu—Q—O. (4)

3.4 Bevarande av massa - kontinuitetsekvationen

(4) &r ett generellt samband som géller for en viss kvantitet L. Vi kan saledes
ersitta L med densiteten p. Vidare antas att det inte finns nagra kéllor, eller
sédnkor av massa, () = 0. Vi kan begrénsa oss till en inkompressibel fluid och
da &r p konstant. Ekvationen kan nu férenklas till

V-u =0. (5)

Detta samband kallas kontinuitetsekvationen for en inkompressibel fluid.

3.5 Bevarande av rorelseméingd

Den mest generella formen av Navier-Stokes ekvationer erhalls da vi anvéinder
samband (4) for rorelseméngd. Vi skriver rorelseméangd som pu;

d(pui)
ot

Index 7, betecknar att ekvationen anvénds for alla tre komponenter z,y, z. Vi-
dare ar en kraft en killa till rorelseméngd, f; = ;. Vi kan skriva om uttrycket

+ V- (puju) = Q; =0

Uz’&"’ﬂ BN + Vipw) -u+ pu;V-u = f;
uia—i—p&t +u;Vp-u+pVu, -u+ pu,V-u=f
uia—l—pat +uu-Vp+pu-Vu;, + pu;,V-u = f;

3ul~

ot

0
U; (—p+u~Vp+pV'u)+p(
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(% (avLV-(pu)) +p<8t +u-Vui) = fi.

Antag att p dr konstant. Den forsta parentesen i vénsterledet blir enligt kon-
tinuitetsekvationen (5) lika med noll. Vi uttrycker aterstoden pa vektorform
med totalderivatans notation

8ui .

PE =f. (6)

3.6 Fundamentala krafter

Hogerledet i (6) betecknar de verkande krafterna pa ett fluidelement. I NSE
forekommer alltid tva krafter, tryckgradientkraften och viskositeten. Nedan gors
hérledningar av uttrycken for dessa krafter relativt kortfattat. For en mer

heltdckande diskussion kring dessa tva krafter hinvisas till nagon ldrobok i
fysik t ex Holton (1992).

3.7 Tryckgradientkraft

Betrakta ett fluidelement 0V = dx dy dz, som &r centrerat i punkten (zo, vo,
2p) enligt figur 1.

(xufyu’ zﬁ)
P Bx — B \ A = Fﬁx
oz
oy
0x

Figur 1: Tryckgradient-kraftens z-komponent pa ett fluidelement



Pa grund av fluidens slumpmaéssiga molekyldra rorelser kommer rérelseméangd
kontinuerligt ges till fluidelementets viggar. Overforingen av rérelseméingden
per tidsenhet och areaenhet ar just tryck. Antag att trycket i fluidelementets
mitt ar pg. Da kan trycket pa fluidelementets vigg A uttryckas med en Taylor-
utveckling

L0y ot
Do 9z 2 0.

Om vi féorsummar hogre ordningens termer kan tryck-kraften pa fluidelemen-
tets vagg A uttryckas

Op 6z
Fpp = — —_—— .
1= = (b0t 25 ) b0 7
Av symmetriskal dr kraften pa vigg B
Jp ox
Fp: = (po - %7) oydz. (8)

Summerar vi uttrycken (7) och (8) far vi a-komponenten av tryckkraften pa
fluidelementet

F,=F4 +Fp, = —%51‘53452.

Eftersom kraften i (6) &r angiven per volym, skall dven tryckgradientkraften

uttryckas per volym.
F 8p
— fz a
x
Analogt far vi fram uttrycken for y- och z-komponenterna. Summerar vi sedan

dessa kan vi uttrycka tryckgradientkraften pa vektorform

fhb=—vp 9)
dar p = p(x,y, 2,t) for x,y,z,t € R och p > 0.

3.8 Viskositet

Vanliga fluider, sasom gaser och vétskor paverkas av en intern friktion, visko-
sitet, som motverkar fluidens rorelser. Betrakta ett lager av en inkompressi-
bel fluid som &r innesluten mellan tva begransningsplan pa avstandet A ifran
varandra, se figur (2). Det undre planet ar fixerat och det 6vre ror sig i positiva
z-riktningen med hastigheten u(h) = Uj,. Friktionen tvingar fluidelementen
allra ndrmast den 6vre begrédnsningsytan att rora sig med samma hastighet
som begridnsningsytan. For z = 0 har fluiden hastigheten u(0) = 0 och for

10



/////F{/ﬁ’/// T R d T
Z= u(z)=U, /

u(z)

u(o)=o0

Z=0
e

Figur 2: Friktionen mellan fluiden och begrinsningsplanen genererar en skjuvning. Kraften
som behovs for att astadkomma detta dr ett matt pa fluidens viskositet.

z = h sa har fluiden alltsa hastigheten u(h) = Uj. Kraften tangentiellt med
den 6vre begridnsningsytan som behovs for att halla den i konstant rorelse visar
sig vara proportionell mot viggens area, hastigheten och omvéant proportionell
mot avstandet mellan vaggarna. Vi kan saledes skriva F, = ,u%, dér p &r en
proportionalitetskonstant, den dynamiska viskositetskoefficienten.

Denna kraft maste vara precis lika stor som kraften som utovas av den
ovre begriansningsytan pa fluiden precis under begrénsningsytan. I ett till-
stand med konstant stromning, maste varje lager av djup 0z utéva samma
kraft pa fluiden inunder. Detta kan uttryckas som F, = ,uAg—Z dér ou = UhT‘Sz ar
skjuvningen i hastighet 6ver lagret dz. Viskositetskraften per enhetsarea, eller

skjuvspéanningen kan definieras som

! ou ou
e = I = s
Ur ett molekylart perspektiv orsakas skjuvspanningen av ett nedatriktat netto-
flode av rorelseméngd av molekylernas slumpmaéssiga rorelser.

Eftersom medelrérelseméangden ¢kar med héjden, maste molekylerna som
passerar nedat genom ett tédnkt horisontellet tdnkt plan vid varje tidpunkt i
medeltal ha mer rorelseméngd dn de som passerar uppat genom planet. Det
sker dérfor ett nedatriktat flode av rorelseméangd i z-led. Denna transport per
enhetstid och enhetsarea ar alltsa skjuvspénning.

Pa samma vis transporterar slumpméssiga molekyléara rorelser virme (eller
andra spardmnen) nedfor en medel-temperaturgradient. I sadant fall kallas
transporten molekylar diffusion. Den molekylara diffusionen motverkar all-
tid oregelbundenheter i filtet som diffunderar. I det enkla tvadimensionella
fallet som just studerats finns ingen resulterande viskos kraft som verkar
pa fluid-elementen, eftersom skjuvspénningen som verkar pa fluidelementens

11



ovre begransningsytor ar lika, men med motsatt tecken som vid fluidelemen-
tens undre begransningsytor. For det mer generella fallet med icke-stabil tva-
dimensionell stromning med skjuvning i en inkompressibel fluid betraktar vi ett
fluidelement centrerat i punkten zg, yo, 2o med sidorna dx,0y,0z enligt figur 3.
Vi betecknar skjuvspéningen i x-riktningen som verkar i mitten av fluidele-

0T, 0Z
Y2*3z 2
&z Tox
o OO a,
1, - Tz 0Z
dx oz 2

Figur 3: Den vertikala skjuvspanningens z-komponent pa ett fluidelement.

mentet med 7,,. Spdnningen som verkar ¢ver den Ovre begriansningsytan pa
fluiden under kan approximativt uttryckas

OT.q 0%
0z 2

Spanningen som verkar 6ver den undre begrinsningsytan pa fluiden ovanfor &r

OTyp 02
— (Tzz — az ?> . (11)

Summeras (10) och (11) fas den resulterande viskosa kraften pa fluidelementet

i z-riktningen.
(Tw + OTea 5—2) dxdy — <Tw — %CLZ) dxdy. (12)
z

TZ x

(10)

0z 2 2

Kraften per enhetsvolym pa grund av vertikal skjuvning av rorelse i x-led blir

w 0 0 0
TZI _ _u
0z 0Oz (#82’) ' (13)

For konstant 4 kan hogerledet skrivas ,ug%‘. Analogt hérleds viskdsa spanningar
(viscous stresses) i y- och z-riktningarna. Dessa uttryck kan sedan summeras
och vi kan uttrycka resultatet pa vektorform

f. = puviu (14)

12



dar

13

(15)



4 NSE 1 kartesiska koordinater

For en inkompressibel stréomning kan NSE skrivas

Du  10p 9

E__pax+yv u—i—fx(x,t)

Dv 19dp 9

- _ - t 1
B =y £ a) (16)
Dw 10p

2
— === 22,1
D paz—i—vv w+ f.(z,t)

och kontinuitetsekvationen

V.u_au ov (9w_0 (17)

dir z,y,z,t € R och t>0. Hastighetsvektorn u har har uttryckts pa kom-
ponentform dér vi infért beteckningarna (u,v,w) = (2'(t),y'(t), 2'(t). Vidare
betecknar f,, f, och f, eventuella ytterligare verkande krafter i respektive led.
v ar den kinematiska viskositetskoefficienten, v = £.

Ekvationerna utgor saledes inget annat d&n Newtons andra lag, F' = ma
(a = %), for ett fluidelement som utséitts for en tryckgradientkraft, viskositet
och dédrutover den eventuella kraftresultanten f;. Den resulterande kraften ger
upphov till en acceleration fran omraden med hégre tryck mot omraden med
ldagre tryck. Dessutom accelereras ett fluidelement av omkringliggande fluide-
lement av hogre eller lagre hastighet.

Ett alternativt sédtt att hirleda (16) &r att utga fran Newtons andra lag,
vilket gors av Rodgers (1992).

Nér de fysikaliska forutsattningarna tillater att viskositeten, eller friktionen
kan forsummas reduceras ekvationerna till Fulers ekvationer. Dessa ekvationer
betraktas som lampliga for att till exempel beskriva rorelsen hos vissa fluider
langt ifran avgrdnsningsytor. Ett praktiskt sadant exempel &r stréomningen
hogt uppe i atmosfaren.

For en matematisk beskrivning av viskos stromning maste emellertid de
fullstdndiga ekvationerna (16) och (17) betraktas. Dessa innehaller liksom
Eulers ekvationer ickelinjdra termer, men &ven viskositetstermen, vilket gor
dem extremt svararbetade. Analytiska losningar adr endast kinda for valdigt
forenklade fall. Dessa 16sningar innebér oftast laminér stromning och de icke-
linjdra termerna har dar forenklats, eller saknas helt. Tva sadana 16sningar
presenteras i foljande avsnitt. I avsnitt 6.5 presenteras dven en l6sning med
tillimpning inom meteorologi och oceanografi.
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5 Enkla l6sningar

5.1 Plan-parallell stromning

Den allra enklaste typen av stromningar &r endimensionella laminéra strom-
ningar mellan tva oéndligt utstrickta parallella plan. Vi véljer att lagga x-
axeln sa att den &r orienterad ldngs med strémningsriktningen och y-axeln ar
riktad vinkelrdtt mot avgransningsytan. u = u(y), dvs stromningen befinner
sig 1 stationdrt tillstand (22 = 0). Fér att upprétthélla en uniform stromning
maste tryckgradientkraften vara konstant och riktad i stromningsriktningen.
Vi har alltsa p = p(z) och g—izkonstant. For detta specialfall reduceras sam-

banden (16) till

d*>uv  10p
du_ 29 18
dy?  pox (18)

Detta samband kan 16sas med olika randvillkor, vilket gors i foljande avsnitt.

5.2 Poiseuille-stromning

Betrakta en laminér stromning mellan tva fixerade parallella plan, som &r
separerade pa ett avstand h, fran varandra. Ekvation (18) skall alltsa losas
med randvillkoren:
u=0, day=0
(19)
u=20, day=h.

Integration tva ganger genererar tillsammans med dessa randvillkor en para-
belformad hastighetsprofil

1 dp

u(y) = “2.0r (h —y). (20)

Hastigheten #r saledes maximal for y = h/2 och en hastighetsprofil enligt
(20) visas i figur 4.

5.3 Couette-stromning

Betrakta nu en laminér stromning mellan tva parallella plan, separerade pa ett
avstand h, fran varandra. Den undre grinsen &r fixerad, men den Ovre ror sig
med den konstanta hastigheten U}, i den positiva z-axelns riktning. Ekvation
(18) skall alltsa losas med randvillkoren:

u=0, day=0
(21)
u=Up, day=h.
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Integration tva ganger med anvdndandet av de givna randvillkoren (21) ger
16sningen

(22)

0.8r i

0.6+ 4

y/h

0.4 4

0.2r 4

O 1 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

2uu-(ap/ax) ™!

Figur 4: Hastighetsprofiler fér Poiseuille- och Couette-stromning. Den andra profilen fran
vénster svarar mot 16sningen (20). Ovriga kurvor svarar mot losningen (22) {or olika virden
pa Uy, fran vénster: 2,uUh(%)*1 = —1/4,1/2 och 1. I samtliga profiler antas % = konstant.
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6 Anvindning av NSE inom meteorologi

NSE har en viktig tillampning inom meteorologi och speciellt da den gren av
meteorologin som kallas grinsskiktsmeteorologi. Kortfattat kan gréinsskiktet
sdgas vara den del av atmosfiren som paverkas av markens friktion. Det ror
sig alltsa om stromningen narmast marken och upp till som mest ca 2 km
h6jd. Ovanfor griansskiktet kan viskositeten praktiskt taget forsummas och
NSE o6vergar da i Eulers ekvationer. I foljande avsnitt diskuteras pa vilket
siatt NSE kan modifieras for att bli praktiskt l6sbara for atmosfariska rorelser.
Darfter tas en analytisk 16sning av ett specialfall upp, den s k Ekmanspiralen.

6.1 Losningar av modifierade NSE

For att anvidnda NSE inom meteorologiska tillimpningar, maste de anpassas
till de forhallanden som rader. Vi tar darfér hansyn till tva ytterligare krafter;
Corioliskraften och tyngdkraften. I detta kapitel studeras &ven hur NSE kan
modifieras och behandlas for att bli praktiskt losbara inom meteorologiska
tilldimpningar.

6.1.1 Inférande av Corioliskraften och tyngdkraften

For rorelser i ett roterande koordinatsystem uppkommer en fiktiv kraft, Coriolis-

kraften. Denna betecknas
Fc.= fu (23)

dir f = 2Qsin ¢ och dar () &r jordrotationens vinkelhastighet och dér ¢ be-
tecknar latitud. En komplett hérledning av uttrycket for Corioliskraften &r
tamligen omfattande och den intresserade ldsaren hénvisas till Holton (1992).
For meteorologiska tillaimpningar beaktas dven jordens tyngdacceleration, som
betecknas g. Tyngdkraftens roll beror pa hur atmosfiaren ar skiktad (dvs hur
temperaturen avtar med héjden). Da dessa krafter inkluderas far NSE foljande
utseende

Du 10p 9

Dt~ pae TIUTVVE

Dv 10p )

I S 24
D~ poy ltTVVU (24)
Dw 19p )

Dt pos TV
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6.2 Numerisk 16sning av NSE

En tankbar metod att losa NSE (24) &r genom direkt numerisk integration pa
kraftfulla datorer. En sadan metod kallas FTS (Full Turbulence Simulation).
Svarigheten med detta forfarande ligger i den vildigt hoga upplosningen som
kravs for att kunna losa upp turbulens fran de allra minsta, till de storsta
skalorna. Det skulle alltsa i princip vara mdojligt att simulera en atmosfarisk
stromning med godtycklig noggrannhet, bara det fanns tillréackligt kraftfulla
datorer.

En annan approach, som anvénds inom meteorologi och fluiddynamik &r
sa kallad LES (Large Eddy Simulation). Med LES simuleras endast rorelser
ned till en specifik skala (den kommer da fanga fenomen mellan det minsta
grid-avstandet och doménens dimensioner). Rorelser som inte gar att 16sa upp
parametriseras, eller ignoreras. I FTS anvénds de "primitiva’ NSE (24), men
i LES anvénds samma ekvationer, men medelvirdesbildade 6ver finita grid-
volymer.

6.3 Reynolds medelvirdesbildade ekvationer

Att separera en medelstromning fran den turbulenta strémningen, visar sig
vara en fruktbar metod for att hitta approximativa losningar till NSE. Strom-
ningsfiltets variabler (u,v,w och p) separeras i en medelstromning och i en
stromning som avviker fran medelvirdet, en fluktuation. Vi skriver detta som
u = u+u’ dar w ar medelstromningen och u’ ar fluktuationen. Medelstromningen
ges av tidsmedelvirdet u = % tiﬁTudt, dér det sanna medelvirdet ges da
T — o0. Det ér dock inte uppenbart hur lang 7' skall vara for tillimpningar
pa atmosfiarens gransskikt. Tiden bor vara tillrdckligt lang for att forséikra ett
stabilt medelvirde som jamnar ut smaskaligt brus, men tillrdckligt liten for
att inte sldta ut variationer 6ver langre tid som man vill beskriva.

Ur forfarandet med medelvérdesbildningen féljer definitionsméssigt att me-
delvirdet av en fluktuation &r identiskt noll, @’ = 0.

Lat nu f och g vara tva beroende variabler, eller funktioner (t ex hastig-
hetskomponenter, eller tryck) med medelvirdena f och g. Vidare betecknar ¢
en konstant. Réknereglerna for Reynolds medelvirdesbildning ges nu av

f+9=7+7
cf =cf
fo="Tg

0f)0s = 0f/0s

[ fds = [ fds

didr s = x,y, 2z, eller t. Dessa regler anvinds for att hérleda ekvationer for
medelvariabler fran ekvationerna med momentana variabler. For att hirleda
medelvirdesbildade ekvationer substitueras v = uw + 4/, v = v+ v, w =
W+ w' och p = p+ p/, isamband (16) och (17). Déarefter tas medelvirdet
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av ekvationerna. Foljs denna procedur kan vi till slut komma fram till dessa
samband som kallas Reynolds ekvationer

@+_@+_@+_@—f_—i@+y 5 8u/u/+8u

ot " ox U@y Yo, ~ Y po Ox v ox

@ _@—FE@qLE@—fﬂ—i@—ky 2 0u’v’+8v’v’ av’w’
ot Yor oy "oz T ooy UV Oz

ow _Ow _ow _ow pr 10p 0 (8u’w’ ov'w’ (9w’w’
+ =g AVARTES +

ot ox Jy 0z Po Po0z ox
25)
och kontinuitetsekvationen
ou Jv Ow
— + — 4+ —=0. 26
ox + oy + 0z (26)

Dér py betecknar ett konstant medelviirde av densiteten (densiteten varie-
rar egentligen med ca 10% i atmosfirens lagsta kilometer). Observera dock
att densiteten tillats variera i tyngdkraftstermen, g(pi1/po), dér p; beteck-
nar avvikelsen fran referensvirdet py. Denna approximation kallas Boussinesqs
approximation.

Reynolds medelvirdesbildning anvénds i praktiskt taget alla grenar inom
fluiddynamik (Randall 2006), speciellt har den vidstriackta tillimpningar in-
om meteorologi. Reynolds ekvationer kan sedan anvéndas tillsammans med
approximationer baserade pa kunskap om vissa egenskaper hos turbulensen.
Detta studeras vidare i nésta kapitel.

6.4 Gradient-transport teori (K-teori)

I sambanden (25) och (26) finns det manga fler okénda variabler &n det finns ek-
vationer, ekvationerna &r alltsa inte entydigt 16sbara. Den vanligaste 16snings-
strategin ar baserad pa ett antagande om analogi mellan molekylir och tur-
bulent rorelse. Da kan den turbulenta skjuvspédnningen i stromningsriktningen
uttryckas som 7 = pK g—z. For manga tillampningar ar gradienterna i x- och
y-riktningarna forsumbara jamfort med den i z-riktningen. K kallas den tur-
bulenta utbyteskoefficienten, vilken &r analog med den molekyldra kinematiska
viskositetskoefficienten, v. Vi antar alltsa att

ou

~ K

u'w 0z
ov

U —Kg
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Dessa samband ér inte baserade pa nagon rigords teori, utan ett antagande om
analogi mellan molekylédrt och turbulent utbyte.

Ett problem som uppstar ér att bestaimma K. Det enklaste antagandet ar
att anta att K ar konstant 6ver hela stromningsfiltet, vilket har visat sig funge-
ra bra i turbulenta strémningar i fria atmosfiren, langt ifran gransytor. Néara
gransytor ger ddremot konstant K inte tillfredsstéllande resultat. Dar visar
det sig att en linjar fordelning fungerar béttre under specifika omstandigheter
som #r relaterade till atmosfiren. Aven om den sa kallade K-teorin har sina
begrénsningar, dr den praktiskt anvandbar och anvénds vitt spridd i praktiken.

Om NSE medelvardesbildas och K-teori tillampas, kan NSE forenklas till

@4_—@4_—@4_—@— —_i@_K@

ot " "ox U@y Yo =Y po Ox 022

oo _ov _Oov ov 1 0p 0*v

— 4+ U—+U— 40— =fu— ——— — K— 2
ot +“ax +U8y +w8z Ju po Oy 0z (27)

Dessa samband kan sedan lampligtvis 16sas numeriskt med nagon finit differens-
metod. Observera att z-ekvationen inte anvinds. Istéllet berdknas w indirekt
ur kontinuitetsekvationen (26).

6.5 Ekmanspiralen

Betrakta sambanden (27). Lat oss anta att vi har en stationér stromning. An-
tag vidare att w = 0. Antag dven att den molekylara dissi2pationen ar mycket
mindre #n den turbulenta dissipationen (v 72 u << K%%). Vidare gérs en
uppdelning av hastigheten i en s k geostrofisk del och en ageostrofisk del (Hol-
ton 1992), u = ug + u,. En podng med uppdelningen 4r att ug kan betraktas
som konstant med avseende pa z och da z — oo sa géller att w — u,. Slutligen
gors en s k geostrofisk approximation, vilken innebér att tryckgradientkraften
precis balanserar corioliskraften (%v]ﬁ = fug). For en mer ingaende diskussion
av dessa antaganden hénvisas till Arya (1988). Nar dessa antaganden gjorts
ar de ursprungliga NSE (16) knappt igenkdnnbara och vi far

0*u
0%

For att 16sa detta ekvationssystem multipliceras (29) med i varpa ekvationerna
adderas. Vi far nu en andra ordningens differentialekvation i den komplexa
hastigheten (u + iv)

0*(u + )
072

Orientera koordinatsystemet sa att v, = 0. Den allménna losningen till (30)

(u+iv) = Aexp(\/if /K z) + Bexp (—+v/if/K z) + u,
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Med randvillkoren

u=0,v=0 daz=0
(31)

u—o0, v—0 daz— o0
fas att B = —u,, varfor
u+ v = —ugexp (—y(1+1)z)

diar v = y/f/2K. Vi anvénder Eulers formel exp(—if) = cosifl — isinf och
separerar realdel fran imaginédrdel

u(z) = uy(1 — exp(—72)) cos(y2)
(32)
v(2) = ug(1 — exp(—y2)) sin(yz)

0.4 —

0.2 0.4 0.6 0.8 1
u/ ug

Figur 5: Hodograf 6ver hastighetskomponenterna i ekmanspiralens 16sning. Pilarna visar
hastighetsvektorer for olika hojder och spiralen visar hastigheten som funktion av héjden.
Virdena som star vid vektorerna visar olika virden pa vz, vilket &r en ickedimensionell hojd.

Denna l6sning kallas Ekmanspiralen efter den svenske oceanografen V. W.
Ekman. Losningen askadliggors pa bésta sétt i en hodograf, se figur (5), vilken
visar stromningens hastighet u som funktion av héjden. Kvalitativt innebér
16sningen att vindens riktning vrider medurs med 6kad héjd i norra hemisféren.
Kvantitativt dr dock losningen av akademiskt intresse (Holton 1992) och (Arya
1988).
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7 Nagra olika tillimpningsomraden for NSE

NSE ar en matematisk modell av den fysikaliska verkligheten och beskriver en
fluids stréomningar approximativt. Pa vildigt sma skalor och under extrema
forhallanden &r modellen mindre tillfredstdllande, men for manga fysikaliska
fenomen &r dock ekvationerna en utmérkt modell.

NSE kan anvindas for att beskriva fenomen pa olika skalor — alltifran
storskaliga vidersystem pa hundratals kilometers skala och ner till smaskaliga
fluiddynamiska laboratorieexperiment. Mojligheten att tillimpa NSE pa sa
olika skalor borgar for en stor bredd i de vetenskapliga tillampningarna. En
fordjupad och battre forstaelse av ekvationerna skulle darfor vara av oerhord
betydelse for en méngd grenar av naturvetenskapen.

Inom meteorologi anvénds i grund och botten NSE for att modellera atmos-
fariska rorelser. Det kan handla om allt ifran att studera specifika meteorolog-
iska fenomen, till rent operativ anvindning i vaderprognosmodeller. Likasa
anvénds ekvationerna inom oceanografi for att studera stromningar i hav och
sjoar.

Ett annat omrade dér NSE tillimpas &r inom hydrologi. De kan &ven
anvandas i fluiddynamiska modeller av trafikfloden, samt for att berdkna mass-
floden av olja i pipelines. NSE kan anvéndas for att studera hastigheter och
tryck i artériska blodfloden, men dér maste de kompressibla NSE beaktas,
eftersom blod &r att betrakta som en kompressibel fluid. Vidare kan ekvatio-
nerna anviandas inom aerodynamik vid berdkning av bl a projektiltrajektorier
och for att berdkna krafter pa flygplan.

NSE kan kombineras med Maxwells ekvationer och ar da tillimpbara inom
magnetohydrodynamik, MHD. Magnetohydrodynamik &r den vetenskap som
studerar rorelser och svingningar hos elektriskt ledande vétskor, eller gaser.
Exempel pa sadana medier ar saltvatten, flytande metaller och plasmor. Ur-
sprunget ar kosmo- och astrofysiken, diar MHD fatt betydande anviandning
for att beskriva stjarnors och galaxers utveckling. Déribland studiet av de
dynamoprocesser som genererar planeters magnetiska filt. MHD har &ven
en viktig tillimpning inom fusionsforskning nér det géller fusion av tunga
véteatomkérnor.

Ett annat tillimpningsomrade dr vid digital restaurering av fotografier. I
princip gar det till sa att bildintensiteten behandlas som en stromfunktion i en
2D inkompressibel stromning. Detaljer/strukturer i bilden kan berdknas med
hjalp av kdnnedom om den omgivande stromfunktionen. Tekniken tillater au-
tomatisk restaurering av bilder, som t ex blivit repade och skulle &ven kunna
anvandas for att fylla i luckor i video-séndningar, som sdnds under forhallanden
med mycket brus.
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8 Existerar l6sningar till fullstindiga NSE?

NSE ar ett av de mest studerade systemen av partiella differentialekvationer
och ca 15-20 vetenskapliga artiklar som &r relaterade till NSE publiceras var-
je vecka enligt Scientific Computing World (Mars/april 2003). Detta hindrar
emellertid inte att de &dr bland de minst forstadda pa teoretisk niva. Girvan
(2003) menar att korsbefruktning av olika vetenskapliga discipliner i framtiden
kommer kunna bidra med okad insikt i NSE, d&ven om matematiska bevis av
existens av losningar kvarstar.

I maj 2000 uppméarksammade CMI, Clay Mathematics Institute problemet
att avgora huruvida det existerar losningar till de fullsténdiga ekvationerna
eller ej. Den som eventuellt 16ser problemet skall belénas med en miljon dol-
lar. Syftet med utfistelsen ar, enligt CMI, att uppmérksamma matematiska
problem som genom historien forblivit olosta. Hérpa foljer deras officiella pro-
blembeskrivning.

8.1 Problembeskrivning

NSE skall 16sas for en okédnd hastighetsvektor u(z, y, z,t) och tryck p(x,y, x,t)
dir ¢t > 0 och x,y,2,t € R. Vi begrdansar oss till inkompressibla fluider som
fyller hela R3. NSE ges nu av (16) och (17). Utover detta har vi initialvillkoret

u(x,y,z,0) =u*(z,y,2) (33)

dir z,y, 2 € R. Hér dr u*(z,y, 2) ett givet, C* divergensfritt vektorfilt pa R3.
For fysikaliskt rimliga 16sningar vill vi att u(z, y, 2, t) inte vixer obegriansat nar

V2 +y? + 22 — oo. Av den anledningen begrinsar vi var uppmérksamhet
till initialvillkor u*(z,y, z) som uppfyller

CaK
(I+ a2 +y? + 228

pa R3 dir Vo = (£, 2% 27 for nagot a och K och krafter f(x,y, z,t) som

oxe aya ? Ox™

uppfyller villkoret

[Vou'(z,y, 2)| < (34)

am Cam
Ve ——f(2,y,2,1)| < K (35)
otm (14t + /22 + 12+ 22)K

pa R? x [0, 00) fér nagot o, m och K.
Vidare sa accepteras en losning av (16), (17) och (33) som fysikaliskt rimlig
endast om det uppfyller

p,u € C®(R? x [0,00)) (36)

och
/ lu(z,y, z,t)|*dV < C (37)
R3
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for allat > 0.
Alternativt, for att undvika problemet med o&ndligheten, &r det mojligt att
leta efter periodiska l6sningar i rummet till (16), (17) och (33). Vi antar att
u*(z,y, z) och f(x,y, z,t) uppfyller villkoret
u'(z+ej,y,2) =u(z,y,2), f(r+e,y 2t)=1(ry,z1)
ut(z,y + eg, 2) = u(x,y,2), f(z,y+ex zt)="=F(z,vy,21) (38)
u'(z,y,z+¢) =u(x,y,2), f(zr,y,z+e,t)="1(x,y,z1).

Dir e;,ex,e; dr enhentsvektorer i R3. Istéllet for (34) och (35) antar vi att u*
ar glatt (oandligt manga ganger deriverbar) och att

am CamK
Ve—orf D < ———— 39
pa R3 x [0, 00) for nagot o, m och K.
Da accepteras en l6sning av (16), (17) och (33) om den uppfyller
LI([IZ' + €5 Y, %, t) = U(.I', Y,z t)?
u(z,y + ek, 2,t) = u(z,y,2,t), (40)
u(z,y,z+e,t) =u(x,y, z1t),.
och
p,u € C™(R? x [0, 00)). (41)

Ett grundlaggande problem &ar att avgora om en sadan glatt, fysikaliskt rimlig
16sning existerar for NSE. CMI efterlyser bevis for nagot av féljande pastaenden:

(A) Existens av glatta lésningar av NSE pa R3. Antag v > 0.
Lat u*(z,y, z) vara ett glatt, divergensfritt vektorfilt, som satisfierar (34).
Lat f(z,y, z,t) = 0. Da existerar glatta funktioner p(zx,y, z,t), u(z,y, z,t) pa
R3 x [0, 00) som satisfierar (16), (17), (33), (36) och (37).

(B) Existens av glatta 16sningar av NSE pa R3/Z3. Antag v > 0.
Lat u*(z,y, z) vara ett glatt, divergensfritt vektorfilt, som satisfierar (38).
Lat f(z,y, z,t) = 0. Da existerar glatta funktioner p(x,y, 2,t), u(z,y, z,t) pa
R3 x [0, 00) som satisfierar (16), (17), (33), (40) och (41).
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(C) Avsaknad av l6sningar till NSE pa R3. Antag v > 0. Det ex-
isterar ett glatt divergensfritt vektorfilt u*(z,y, z) pa R? och en glatt funktion
f(x,y,2,t) pa R® x [0,00), som uppfyller (34) och (35), for vilka det inte ex-
isterar nagra losningar p,u av (16), (17), (33), (36) och (37) pa R* x [0, o)

(D) Avsaknad av 16sningar till NSE pa R3/Z3. Antag v > 0. Det exi-
sterar ett glatt divergensfritt vektorfilt u*(z,y, 2) pa R? och en glatt funktion
f(z,y,2,t) pa R? x [0,00), som uppfyller (38) (34)och (35), for vilka det inte
existerar nagra lsningar p,u av (16), (17), (33), (36) och (37) pa R? x [0, o0)

Fefferman (2000) diskuterar vad som dr ként nér det géller NSE och dessa
pastaenden. Vidare menar han att dagens standardmetoder for att 16sa par-
tiella differentialekvationer inte verkar vara tillrackliga for att 16sa problemet
och tror att det behovs helt nya idéer.

9 Sammanfattning

NSE ar ett system av ickelinjira partiella differentialekvationer. Ekvationerna
kom till i sin nuvarande form i mitten av 1800-talet. I uppsatsen hérleds ek-
vationerna utifran antaganden om konserverande av massa och rérelseméangd.
Det ér inte kiéint om NSE i sin helhet har nagon 16sning, eller om ekvationer-
na ens ir losbara. Losningar ar kinda endast for vildigt forenklade fall och i
uppsatsen presenteras tva klassiska losningar.

Inom t ex fluiddynamik ar det mojligt att 16sa NSE numeriskt. Ett problem
som uppstar dr dock den hoga upplosning som behovs for att 16sa upp rorelser
pa vildigt sma skalor. Det stora antalet gridpunkter innebar att vildigt manga
berdkningar behover goras, vilket kraver oerhoérd datorkraft. I praktiken &r
dérfor inte sadan numerisk 16sning majlig for t ex atmosfarisk stromning. Hér
studeras hur problemet kan undvikas genom att gora vissa matematiska och
fysikaliska antaganden.

CMI presenterade 7 st genom aren olosta matematiska problem ar 2000. Ett
av dessa problem &r att bevisa att NSE &r 1osbara, eller att bevisa motsatsen.
Deras officiella problembeskrivning behandlas sist i den héar uppsatsen.
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