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Sammanfattning

Denna uppsats behandlar studiet av optimeringsproblem, sarskilt
stokastiska saddana. Vi studerar de fascinerande och kraftfulla resultat
som dualitetsmetoder for optimering applicerad pa stokastiska miljoer
ger. Vi inleder med att grundligt forklara och sedan férdjupa oss i de
i sig atskilda delarna dualitetsteori och Itokalkyl, for att i slutet visa
att det ar forst nir de anvands tillsammans som dessa metoder for
optimering kommer till sin fulla ratt.
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1 Inledning

Matematiska modeller anvinds dagligen for att forklara olika fenomen som
vi ménniskor stoter pa i vérlden. Vi anvinder matematiken for att rdkna
ut hur vi skall ga till vaga for att fa optimala resultat av vara handlingar
och vi anvinder den for att i efterhand fa forstaelse for hur ett skeendes
forlopp sag ut. I manga fall, sérskilt nér vi soker ett a priori-rad fér hur vi
skall ga till vaga, uppkommer problemet att virlden alltid har ett element
av slumpmaéssighet inom sig. Vi som studenter pa matematik-ekonomilinjen
ar naturligtvis framst intresserade av ekonomiska fenomen, nagot som kan
tyckas skulle hjélpa oss att komma ifran problemet med osékra utfall. Det
nationalekonomiska antagandet att alla ménniskor &r rationella borde un-
danrdja alla inslag av slump i de berdkningar vi 6nskar utfora. Tyvarr, for
de som sysslar med studiet av ekonomi, sa bestar marknader av sa manga
individer att &ven om varje aktor beter sig rationellt sa blir summan av alla
individers beteende irrationellt. For att kunna dgna oss at ett matematiskt
studium i en sadan miljé behover vi en matematisk grund att sta pa som
tar hansyn till detta. I denna uppsats anvinder vi oss av Itokalkyl som den
grunden. Den ldsare som inte dr familjar med denna gren inom matematiken
behover inte kinna sig avskrackt. De inledande kapitlen §3, §4 och §5 dgnar
vi at att bygga en teoretisk grund och at att grundlidggande forklara hur
stokastisk analys matematiskt fungerar. Vi dgnar &ven en hel del utrymme
at att undersoka och forklara hur denna variant av analys skiljer sig fran den
klassiska matematiska analysen.

Som vi tidigare namnt ar vi som matematik-ekonomistuderande mest
intresserade av de tillampningar av matematiken som den finansiella sektorn
har att erbjuda. Under 2000-talet har dualitet blivit en populdr metod inom
stokastisk optimering. Antagligen for att det ar ett mycket kraftfullt verktyg
inom vart intresseomrade finansiell kalkyl. Vi har darfor valt att dgna en
del av uppsatsen at dualitet. Precis som med Itokalkylen skall den lasare
som inte kidnner sig bevandrad inom dmnet inte avskridckas hérav, da vi
anvander oss av samma tillvigagangssatt hér. Vi lagger en god teoretisk
grund innan vi gar vidare till de tyngre resultaten. Dualitet &r en metod
for att 16sa optimeringsproblem. Vi har valt att ldgga det storsta fokuset pa
Lagrangedualitet, men dgnar en del kraft at konjugatdualitet, for att fa en
naturlig ingang till linjar-kvadratisk kontroll.

Eftersom kopplingen mellan &mnena é&r relativt ny sa ér &mnet &nnu
outforskat jamfort med de flesta andra grenar inom matematiken. Vi har
alltsa haft fordelen att fa arbeta inom ett &mnesomrade som ar under stark
utveckling. Vi forvantar oss att stora framsteg kommer goras inom omradet
under de nérmaste aren, och ser fram emot att folja utvecklingen.



Vart priméra mal med uppsatsen har varit att fa en forstaelse for den
involverade matematiska teorin, for att sedan, med hjélp av denna kunskap,
visa pa nagra intressanta resultat av tillimpningar av teorin. Sarskilt inom
dualitetsdelen har vi valt att fokusera pa teorin. Det finns en stor mangd
metoder for att finna exakta losningar givet att alla nodvéndiga parametrar
ar kinda och vi uppmuntrar den ldsare som &r intresserad att se pa lamplig
litteratur inom dmnet for att finna dessa.

Till sist vill vi ndmna en annan faktor som varit viktig for matemati-
kens utveckling under senare tid, datorerna. Datorernas formaga att utfora
stora iterationer pa kort tid &r av stort varde for den som dnskar studera sto-
kastisk optimering. Sérskilt eftersom det inte ens ar tidsddande att fa fram
slupméssiga storheter. Eftersom vi 6nskat ta vara pa denna resurs har vi av-
slutat uppsatsen med ett antal simuleringar inom nagra av de omraden som
uppsatsen beror.

Vi vill passa pa att tacka var handledare Yishao Zhou vid Matematiska
instutionen pa Stockholms Universitet for allt hennes jobb for var skull.



2 Bakgrund och kort diskussion

Som vi skriver i §1 vill vi finna en matematisk modell for en slumpmés-
sig utveckling. Sérskilt kommer vi intressera oss for hur priset pa riskabla
tillgangar utvecklas med tiden. Vi kommer for detta syfte anvdnda oss av
standardmodellen dér priset framstéalls som en differentialekvation

as
= = SO(r(t) +o(t))

dar S(t) ar priset pa tillgangen, r(t) &r den forvantade utvecklingsfaktorn och
o(t) ar ett “brus” som fangar det okénda i utvecklingen. Hér féljer en kortare
diskussion om vad vi 6nskar sidtta in i ett matematiskt sammanhang och en
idé om hur vi kan ga tillvdga. Vi kan inleda med att en aning informellt skriva
om uttrycket ovan som

dS = S(t)(r(t)dt + o(t)dB,)

dér vi “multiplicerar upp” termen dt ur den ursprungliga ekvationen (se §5.2
nedan). Vi maste dock fortfarande ta hénsyn till slumpmaéssigheten hos ter-
men o(t) och kan dérfor inte lata den bero pa dt, utan istéllet utvecklas den
med avseende pa en slumpméssig term dB; som vi kommer forklara i §3 om
Brownsk rorelse nedan. En differentialekvation som ovan har en 16sning

S(t) _ €f5 rds-l—fot crsts(O)

Och vi inser att vi &ven maste undersdka om det gar att integrera med av-
seende pa termen dB; om vi vill kunna utféra berdkningar och na nagra
resultat. Vi kommer dgna §4 at att detta.

Innan vi gar vidare och bérjar utfora berdkningar maste vi definera ett
sannolikhetsrum:

Definition 2.1. Ett sannolikhetsrum &r en trippel (2, F, P) dar

1. Q &r en icke-tom méngd (av resultat)
2. F &r en méngd (av héndelser)
3. P ér en funktion, P : F — [0, 1], som miéter sannolikheter

Vidare sa géller for dessa att



e F definerar en g-algebra pa €2, dvs

1) QeF
2) FEF = FcF

o P(0)=0,P(0) =1
Vi definerar ocksa, for att undvika forvirring senare
Definition 2.2. Méngden av alla de reella talen betecknar vi med .

Definition 2.3. De utdkade reella talen, R U {—o00, 00}, dr i denna uppsats
betecknade R.



3 Den Brownska Rorelsen

Priset pa riskabla tillgangar skiftar stdndigt utan att nagon kan ge ett exakt
svar pa at vilket hall (upp eller ner!) eller hur stort skiftet kommer vara.
En matematiskt framstéllning av detta torde dérfor vara en slumpvandring
i reell tid. Vi kan konstruera en sadan pa foljande vis:

Borja med en koordinatmatris i vilken vi later en partikel réra sig. Varje
tidssteg nAt tar partikeln mAx steg at hoger med sannolikheten % eller
mAx steg at vanster med sannolikheten % Vi later X (t) vara partikelns ldge
vid tiden t = nAt. Vi kan nu definera

Dar X; ar oberoende stokastiska variabler sadana att

L, ar nu antalet steg at vénster vid tiden ¢ definerad som ovan. Observera
att E(X;) =1 och att Var(X;) = 1.
Alltsa vet vi att

X(t) = L,Ax + (n — L,)(—Az) = (2L, — n)Ax

Vi kan nu skriva om detta som
L, —

Vn/4

N3

X(t) = (2L, — n)Az = ( Wiz (3.1)

Lat nu (AA“?Q = A.

Sa (3.1) ovan kan nu uttryckas som

Lat nu At — 0, Az — 0 och nAt — t.
Sannolikheten att var partikel ska befinna sig mellan platserna a och b ar nu

L,—"2
lim P(a < 2VtA < b) =
n—o0 V/n/4




Enhgt Centrala gransvardessatsen dr denna sannolikhet lika med

5 At f e~ 24t d:c vilket ar fordelningen for en normalférdelad variabel med
vantevarde 0 och varians At. Vi later processen boérja i punkten (0,0) sa
X (0) = 0 och later A = 1 och har néstan skapat Brownsk rorelse, en IN(0, ¢)-
fordelad variabel. Vi sammanfattar det vi gjort hittills med en definition.

Definition 3.1. Brownsk rorelse ar en stokastisk process, hidanefter kallad
B(t) eller By, som ar N(0, t)-férdelad

Vi behover tva saker till for att gora var process anvandbar. For det forsta
vill vi att varje steg skall vara oberoende av det foregaende och for det andra
vill vi att den "vig” som var process tar dr kontinuerlig. Eftersom vi i resten
av denna uppsats kommer halla oss till hogre dimensioner &n bara en kan vi
redan nu utoka var Brownska rorelse till det n-dimensionella fallet och visa
kontinuitet och stegens oberoende i detta fall. Vi anvénder oss av en n-vektor
som innehaller n stycken oberoende en-dimensionella brownska rorelser.
Istéllet for en normalférdelning far vi da den multi-normala férdelningen. Vi
later som ovan By = 0. Sa E[B;] =0Vt > 0.

Vi far en kovariansmatris med utseendet

tnI, til, ... t1,
O tl_]n t2,ln e t2.]n
I, tol, ... til,

Alltsa &r E[B?] = nt och E[B;B;] = nmin(s, t) eller om man s vill, E[(B; —
By)?]=n(t —s) omt > s.

Sats 3.2. Om s >t sa dr B, oberoende av B;.

Bevis. For att visa att varje steg ar oberoende av det féregaende anvander
oss av det faktum att normalfordelade variabler ar oberoende av varandra
om deras korrelation ar lika med noll.

E[(By;, — By,_,)(By, — By, )| =n(ti —tio1 —ti +ti-1) =0
]

Det &r en aning svarare att visa kontinuiteten hos rorelsens vig. Men med
hjilp av Kolmogorovs kontinuitetssats' kan vi visa att det finns en version av

! Antag att processen X = {X;};>o uppfyller féljande
VT>0,3a,68,D >0s.a.
El| X — X |*)<D-|t—s|'F;0<s, t<T.

Da finns en kontinuerlig version av X.

10



Brownsk rorelse som ér kontinuerlig genom att ta o = 4,3 =1, D = n(n+2)
i ndmnda sats.
Denna kontinuerliga version sammanfaller i sannolikhet (P(Byont = By) = 1)
med alla andra versioner av Brownsk rorelse och vi kan alltsa utga ifran att
var rorelse ar en kontinuerlig process.

I §18 kan ldsas om hur man kan simulera en Brownsk rorelse med hjélp
av Matlab och i §C finns nagra illustrationer 6ver hur dessa kan se ut.

11



4 Itos integral

Efter allt jobb med att definera den Brownska rorelsen vill vi nu fa an-
vandning av den. Den kommer anvindas for att matematiskt uttrycka den
slumpmaéssighet som vi maste ta hansyn till och som vi diskuterat ovan. Det
bésta sittet att gora detta ar att integrera 6ver den. Men da maste vi forst
definera Itos integral. Lat som ovan B; vara en Brownsk rorelse. Vi vill nu
forsoka finna vad

/ ' j(X, 1B, (4.1)

ar for nagot. Tyvérr kan vi inte anvdnda oss av den “vanliga” Riemann-
Stiltjes-itegralen i detta fall, eftersom:
Antag att vi vill integrera (4.1) ovan och att f(Xy,t) kan uttryckas som

Z €j(w) - X2, (j+1)2-) (t)

j>0

Dér n ar ett positivt heltal och y dr den karakteristiska funktionen. Det vore
nu logiskt for oss att definera

/ Y(t, w)dBy(w Zej ) B, — By;l(w)

7>0

Detta leder dock till problem, som enklast visas genom féljande exempel:

= Bjan(w) - Xjj2n G2 (1)

7>0

= Bijinan(@) - Xpga-n 12 (t)

7>0
Da ar
/ 1dB) =Y E[B,(By,., — B,)] =0,
7>0

p.g.a. att B;:s steg dr oberoende av varandra, och

/ ¢2dBt Z E Bt]+1 Bt]+1 Bta )] =T

7>0

eftersom vi far en teleskopsumma och E[(B;)?] = t.

Sa ovanstaende metod fungerar tyvérr inte (den ger tva helt olika svar
nér den borde returnera samma). Istéllet kan vi anvénda oss av f6ljande de-
finition:

12



Lat Ay, Ay, ... och A vara stokastiska variabler s.a. E[A2] < oo och E[A?] <
0.

Om nu lim,, ., E[(A, — A)?] = 0 séiger vi att A,, — A i kvadratiskt medel-
virde?.

Vi definerar en integral m.a.p. en stokastisk process som gransvirdet av sum-
man (4.2) nedan som kvadratiskt medelvérde.

> X (t)[B(tis1) — Blty)] (4.2)
k=0
nir n — oo, partitionen 0 = tg < t; < ... < t, = T blir finare och finare

och dar X ar en stokastisk process och B; ar Brownsk rorelse. For att denna
definition skall vara anvindbar ar det viktigt att X € L2, dir L? dr méingden
av alla progressivt matbara funktioner. Detta innebar for allt vad vi bryr
oss om egentligen att vad vi vet om X i detta nu enbart beror pa vad vi
observerat om X innan och inte pa vad som hénder i framtiden.

Exempel 1. Nu nér vi har definitionen av en stokastisk integral kan vi ock-
sa berdkna sadana integraler. For ett forsta exempel pa hur detta gar till
viga valjer vi en stokastisk process vi vél kénner till och har definerat, den
brownska rorelsen, och ser efter vad fot B,dBy blir for nagot. Vi inleder med
att konstatera att:

t
/0 B.dB, = Altlrﬂozk: B, AB,,

For enkelhets skull later vi hidanefter B,, forkortas till By. Vi maste nu finna
vad ovanstaende summa blir. Med kunskapen om att en Riemann-integral
hade returnerat %Bg i motsvarande situation hoppas vi att samma term skall
uppkomma #ven hér. Vi utvecklar darfor B:

By =Y A(B}) (4.3)
k

Om vi nu gér vidare och undersoker hur A(B3) kan uttryckas far vi:
A(BY) = Bi,, — B
Som vi kan skriva om med hjalp av:

A(By)* = (Brs1 — Br)’ = Biyy + B — 2B B

2Fritt Gversatt fran engelskans mean square convergence

13



2By ABy = 2By(Bysr — Br) = 2B Byt — 2B,
A(By)? + 2ByABy, = B2, + B2 — 2B, By + 2By Bysy — 2B2 = B2, — B’

Sa nu kan vi uttrycka summan (4.3) som:
B = S AB) - Y By - B -
k k

. k

Om vi nu later Aty — 0 i det sista steget och anvinder oss av ett senare
resultat (5.1) far vi:

t
: T oy _ 1
/0 BudB, = Jm, 37 BuAB, = Jim 551~ 3 AB) = 35 - 5
A

4.1 Stokastiska integraler over funktioner

Om vi nu vill kunna integrera funktioner f(w,t) pa detta vis kan vi géra som
foljer:
Lat ¢ vara en elementér funktion, d.v.s vara pa formen

(r/) Z 6] X[tj tit1)

For en sddan funktion kan vi definera

/ d(t,w)dBy(w Ze] )[Bi,., — By, ](w) (4.4)

Lésaren kan kontrollera att (4.4) fungerar utmérkt for ¢); ovan men inte
for 4o, dér 1y, 1y def som ovan. Mélet ar nu att visa att en funktion f(¢,w)
kan approximeras av en funktion ¢(¢,w) som ovan och att vi ddrmed kan
definera

/Sf(t,w)dBt(w):JLn;o/S On(t,w)dBy(w) (4.5)

Att lyckas med detta &r en omsténdig process som bland annat innebér att
man forst approximerar den elementdra funktionen ¢, med en begransad

14



funktion g(-,w), sedan detta g(-,-) med en funktion h(-, ) och slutligen funk-
tionen f(-,-) (vart mal fran borjan) med en sekvens {h,}. For alla detaljer
om hur man kan goéra detta hanvisar vi till [1] sid 26-29.

Ett viktigt resultat i [1] pa végen dit tycker vi kan fortjdna att omndmnas
eftersom det kommer anvéndas av oss i fortsattningen. Det ar den sa kallade
[to-isometriken och innebar

/¢tdet /qbtwdt

Dér ¢ &r en elementér funktion. Beviset for detta dr ganska enkelt;

S&tt ABj = Dj41 — Bj. Da ar

_Jo it
lees0B08) = { e, 0y L)

eftersom AB; och AB; dr oberoende om ¢ # j.Vi far

/ ¢dB,)? ZEeZe]AB ABj] =" Elé(t1 — / 2dt]
J
4.6)

Detta visar att vi kan integrera 6ver den stokastiska processen B(w) € N [O, t].
Som vi tidigare ndmnt ar denna integral inte definerad som den “vanliga’
Riemann-integralen, utan &r en variant av Lebesgue-integralen. Vi hénvisar
till [7] for teorin bakom denna integralvariant.

Vi har samlat nagra idéer om hur detta kan simuleras i §18, och lite
tabeller 6ver skattade vérden finns i §A.

15



5 Itos formel och -process

Om vi atergar till det vi fran borjan var intresserade av, ndmligen att finna en
matematisk modell for ett fenomen som har en osédkerhet eller storning i sin
métning, inser vi att det inte récker att enbart studera integraler ver B(w).
Den brownska rorelsen anvénds for att matematiskt forklara den osdkra de-
len i en berdkning. Vidare ar det, precis som i fallet med Riemanns integral,
opraktiskt att anvinda sig av definitionen av integralen ndr man vill gora
berdkningar med den. Darfoér vill vi finna en bra vig att "blanda” integraler
over B(w) och integraler 6ver ¢ (eller liknande icke-stokastisk funktion). For
att lyckas med ovanstaende maste vi definiera Itoprocessen.

5.1 Itoprocesser

Definition 5.1. Itoprocess
En Itoprocess, eller stokastisk integral, dr en stokastisk process X; med ut-
seendet

t t
X =Xo+ / f(s,w)ds +/ g(s,w)dB;
0 0

Dér By dr brownsk rorelse, P(f(f g*ds < o0) = 1 och P(fg | flds<o0)=1
for alla ¢t > 0.

5.2 Forenklad notation for Itoprocesser

For att mer komprimerat kunna skriva ner Itoprocesser och stokastiska ek-
vationer infor vi en mer kortfattat notation. Detta da berdkningar och formler
annars hade blivit ooverskadligt stora och svara att ta in. Vi later Itoprocessen

t t
Xe—Xo= [ fls.dst [ gls.w)ib.
0 0

forkortas till

Den forenklade notation har ingen egen betydelse utan &r endast till for
att, som namnet antyder, forenkla for ldsaren och forfattaren. Med denna
notation kan vi till exempel uttrycka resultatet (4.6) ovan som

(dBy)* = dt (5.1)

Ett viktigt resultat som vi redan anvant och snart aterkommer till.

16



5.3 Martingaler

For att forsta anvindbarheten hos Itokalkylen maste vi forst introducera
martingalen och se vad den har for féljder och anvindningsomraden.

Definition 5.2. Martingal

P& ett sannolikhetsrum (2, N, P), dar N; C N for alla ¢t > 0 och {N;}i>¢ &r
en expanderande o-algebra sa ar:

En martingal, M;, &r en stokastisk process som uppfyller

for alla s >t > 0.
Om (5.2) ovan istéllet skrivs
M, > E[M, | N}

sa ar M; en supermartingal och i fallet
M, < E[M, | N]
sa kallar vi M, for en submartingal.

Vi har redan stott pa nagra exempel pa martingaler i denna uppsats, ex-
empelvis dr brownsk rorelse, B; och Itos integral f(f fdB, martingaler, nagot
som vi visar i foljande exempel:

Exempel 2. Brownsk rorelse dr en martingal eftersom:
E[Bs ‘ Bt] - E[Bs—Bt+Bt ‘ Bt] - E[Bs—Bt | Bt]"‘E[Bt | Bt] == 0+Bt == Bt

da vi redan tidigare konstaterat att brownsk rorelse alltid &r oberoende av
foregaende steg och har vianteviarde 0. Vidare &r:

7 /O . /0 " pa) =0+ 8| /O " an, | /0 " sl

en martingal av samma anledning som Brownsk rérelse dr det ovan och det
faktum att vintevdrdet av stokastiska integraler 6ver dB; alltid ar lika med
0. A
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5.4 Itos formel

Det grundldggande resultatet som Ito fann och som darfor lanat hans namn
till den del av matematiken som benédmns Itokalkyl ar Itos formel. Den sdger
foljande:

Sats 5.3. Itos formel
Lat X, vara en Itoprocess, d.v.s dX; = fdt+ gdBy. Da arY, = h(t, X;) ocksd
en Itoprocess, och
Oh Oh 10%h
dY; = t, X;)dt t, Xp)dX; + =—
ot ( t) + - ox ( t> t+ 2 Ox2
Diir vi kan berikna den sista termen (dX;)? = (dX;) - (dX;) enligt regeln
dtdt = dtdB; = dB.dt = 0 och resultatet (5.1).

(t, X;) - (dX,)*

Bevis. Tag Itoprocessen h(t, X;) och Taylorutveckla den, vi far

h(t, X,) = 0X0+Z At+z O nx, 4

0?h 0?h
4 )2 4
Zatz Bi0m (At (AX;) + 82(AX +ZR
Dar R; ar en restterm. V1 later At; — 0 och far.
oh Oh
Gt =3 G xoan — [ 5 (53)
ghAX gh(t“th)AX —>/ (s, Xs)d X (5.4)
Vidare sa galler att:
0’h
A
g (At) — 0
82h

Och vi behover nu bara klara av den nést sista termen. Vi skriver om den
som:

_Zaxz f2 At)) —I—QZazfzg, (AL)(AB;) +Za2gl (AB;)?

S S

—>O,Ati —0 —>O,Ati —0

18



Om vi aterigen aberopar resultatet (5.1) kan vi skriva om den resterande
termen och se pa dess griansvérde:

0*h 0*h L 9%h
S SRR = 3 ) — [ e X)rds 69

% 7

Alltsa kan vi anvinda (5.3), (5.4) och (5.5) och uttrycka Itos formel som:

oh oh 10%h
dY; = E(t’ Xp)dt + %(t, Xp)dX; + 5@(& Xy)dt
Dér X; och Y; = h(t, X;) &r definerade som ovan i Sats 5.3. O

Om vi drar oss till minnes hur lang tid det tog att berikna Exempel 1
néar vi anvinde oss av definitionen av stokastiska integraler kan vi nu med
hjalp av Itos formel gora samma berdakning mycket enklare och snabbare:

Exempel 3. Precis som i Exempel 1 utgar vi fran fg B.dBs. Eftersom vi
fran klassisk analys forvintar oss att svaret ska bli %Btz valjer vi funktionen
h(t,x) = 122, Naturligtvis anvéinder vi B, som varat X, i Sats 5.3. Alltsa &r
varat Y; = h(t, B) = 5B} och Itos formel ger:

oh oh 10%h
dY; = Edt+%d3t+§@(

Sa alltsa géller

1 1
dB,)’ = 0di+BidBi+1-(dB,)* = BudBy+ 5t

1, 1 ! 1., 1
BtdBt == d(iBt) - §dt = o BSdBS == §Bt - §t

precis som i Exempel 1. A

5.5 Itos formel i n-dimensionella fallet

Att utoka Sats 5.3 till att innefatta fler dimensioner medfor inga som helst
problem. Som i fallet med en dimension utgar vi fran den (n-dimensionella)
[toprocessen dX; = fdt + gdB; dar:

Xl (t> fl Vi1 ... Uim dBl
Xa(t) 2 . .

X = . = . g = : : ,dBy =
’ ) Un oo Upm dBm
Xo(t) f '

Nu kan vi formulera
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Sats 5.4. Den n-dimensionella Itos formel
Lat X; vara en n-dimensionell Itoprocess definerad som ovan s.a. dven Y; =
h(t, X;) dr en Itoprocess. Da gdller:

0?hy, (
8&@0@

Ohy, Ooh
Y= —(tX —(t, X)dX; X)dX;dX;
dYy = (. )dHZi:&ri(t’ )d +zj: t, X)dXdX;

Beviset ar analogt med beviset for det endimensionella fallet, forutom att
alla berdkningar blir i matrisform, och vi later bli att ga in pa det har utan
hénvisar till beviset for Sats 5.3.

5.6 Nagra berakningstekniska resultat

Som vi diskuterat ovan sa kan man inte lita pa att kinda resultat fran den
deterministiska integralkalkylen giller for stokastiska integraler. Dessutom
vill vi 4n en gang passa pa att podngtera nagra detaljer. Det forsta vi vill
namna ar partiell integration, i "vanlig” integralkalkyl géller foljande resultat:

/fdngg—/gdf

Beviset for detta ar en ganska simpel kombination av kedjeregeln och analy-
sens huvudsats:

fo= [attg)= [sa+ [air = [sds=to- [ gar

Om vi nu istallet ar intresserade av vad som hander i det stokastiska

fallet, dvs nér vi har integralen
t
/ XdY
0

déar X, och Y; ar Itoprocesser, kan vi finna detta resultat genom Itos formel.

Sats 5.5. Formeln for stokastisk partiell integration
I stokastisk integralkalkyl galler att

t t t
/ X, dY, = X)) - / YidX, - / dY.dX,
0 0 0
Genom Sats 5.4 far vi ett enkelt bevis
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Bevis. Lat X; och Y, vara Itoprocesser. Satt 7, = h(X;,Y;,t) = zy och
applicera Itos (2-dimensionella) formel pa Z;. Vi far

oh oh
d(X,Y,) = dZ; = — (X4, Yy, t)dt + — (X4, Yy, )d X+
ot ox
Oh 1 9%h
+8_y(Xt’ Y, t)dY; + 5 8x—8y(Xt’ Y, t)dX,dY; =

1

t t t
<:>/ XSdYS:[Xth]g—/ stXs—/ dX, - dY,
0 0 0
0

Vi har tidigare anvéint oss av att vantevirdet av (se exempelvis §5.3 om
Martingaler) en stokastisk integral m.a.p. B(w) &r noll, det kan vara pa sin
plats att visa att detta resultat faktiskt galler:

Sats 5.6. Viantevdrdet av Itos integral
Lat B, vara brownsk rorelse och f(s,-) nagon funktion s.a.

T
Bl f(s.dB)
0
ar vantevdrdet av en Itointegral. Da gdller att detta vintevdrde dar lika med

noll.

Bevis. Kom ihag att E[B;| = 0 och att

-1

=2

T
f(tn, @) AB, — /0 f(s,w)dB,

I
o

n

for en partitionering 0 =ty <t < ... <ty_1 <ty =1T.
Alltsa géller att:

P
P

B[S f(taw)AB,] = 3 E[f (0. w)|E[AB,] = 0

n

Och vi kan sluta oss till att

0= B[S f(tn,w)AB,] — E[/O f(s.w)dB,] = 0

i
o
3
Il
o
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Det kan ocksa vara av intresse att kontrollera hur vél Itos integral foljer
de resultat som vi &r vana vid fran Riemannsk integralkalkyl.

Sats 5.7. Féljande gdller for integraler éver dB,:
J)fo cfsw)dB—ch f(s,w)dBy dirce R

2) [ fi+ fodBs = [ f1dB, + [) fodB,

3) Resultaten 1) och 2) gdller samtidigt och tillsammans
4) El([ f(s,w)dB)([ g(s,w)dBy)] = [ E[(fg)(s,w)]ds

Som alla fyra gar att visa med hjalp av definitionen av Itos integral, vi
visar 3) och 4).

Bevis. For att visa 3), antag att ¢1, co € R och att f; och f &r tva Itointegrerbara
funktioner. Da géller att fOT(clfl(s, w) + cafa(s,w))dBs &r gransvardet av:

N-1

Altinfilo Z[lel (tn,w) + ca fo(tn, w)|AB,

n=0
som vi kan skriva om som

N-1

Z[clfl(tn,w)+c2f2 tn, w)|AB, chfl JAB, +ZC2f2

n=0

T T
= Z f1AB, + ¢ Z foAB, — 01/0 fi(s,w)dBs + 02/0 fo(s,w)dB

Vilket visar 3), 2) och 1).

Vi visar 4) genom att notera att

N-1 N-1

Flta JAB)(S gltn JAB,) — ( / £(s,)dB.)( / o(s,)dB,)

=0 n=0

3

tillsammans med att samma produkt av dessa summor ocksa kan uttryckas

(3 £t JAB)(Y gl )AB,) =

= (foABo)(90ABy) + (f1AB1)(g1ABy) +

22



N-1

= fogo(AB0)* + figi(AB)* + ... = > fagn(AB,)?
n=0

Dér vi anvint beteckningen f, for f(t,,w) dar u € [0, N —1].
Om vi nu tar vantevardet av ovanstaende ser vi att:

N-1

B fltn JAB)(Y glta JAB,)| =

n=0

N-1 -1

— [ Elf(s.w)g(s.w)dt = / E[(f9)(s,w)]ds

0

Dér vi ovan aterigen anvént resultatet (5.1) fran Itoisometriken. Detta visar

1),
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6 Stokastiska differentialekvationer

Vi drar oss till minnes att vi i §2 anvinde oss av en differentialekvation med
stokastiska komponenter for att uttrycka priset pa en riskabel tillgang. Vi
staller oss nu naturligt fragan om det gar att stélla upp en sadan differen-
tialekvation samt om den gar att l6sa. Svaret ar forstas att ja, det gar att
formulera och 16sa sadana problem. I det hér kapitlet ska vi visa hur det gar
till.

6.1 Uppstallning av stokastisk differential ekvation, SDE

I §2 anvinde vi oss av uttrycket

as
o = SW(r(t) +o(t))

for var differentialekvation. Med hjalp av tidigare resultat kan vi nu skriva
om detta uttryck. Slumpmiéssigheten hos o(t) beskriver vi nu som att den
beror pa en stokastisk process som vi kan kalla C;. Vi kan ocksa uttrycka r(¢)
och o(t) enligt notationen fran §4. Darmed far uttrycket formen:

s, das,
— =St Sio(t,C) & — k= f(t.5) + h(t, $,)C,

Dér vi latit C;, = % vara bruset. Diff-ekvationen &r alltsa en Itoprocess.
Vi ser att vi kan skriva om (6.1) genom att dela med S; i bada led:

D5 _ ¢ 4t + hodB,
St

Denna framstéallning ar viktig for ekonomiska applikationer eftersom den mé-
ter fordndring i pris pa en riskabel tillgang om vi later S; vara priset och
f« = pu, hy = o vara konstanter som mater drift och volatilitet. Framstall-
ningen har ocksa en losning som vi redan talat om i §2. Vi ska utreda hur vi
16ser en SDE och sérskilt visa att l6sningen i §2 &r korrekt med hjalp av Itos
formel (Sats 5.3) nedan. Vi inleder med en definition:

Definition 6.1. SDE
En stokastisk process, X;, loser

dXt = f(Xt, t)dt + h(Xt,t)dBt, t Z 0, XQ =X
Om . ,
Vi>0:X,=x +/ f(Xs, s)ds +/ h(Xs, s)dB;
0 0
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6.2 Losning av enkla SDEs

En mekanisk véig att 16sa en SDE som har utseendet:
dXt = f(Xt, t)dt + h(Xt, t)dBt = a*f*(Xt, t)dt + a*h*(Xt, t)dBt (62)

Dér a* ar ett element, innehallandes X;,t eller bada som finns i bade f och
h, gar till som foljer

Steg 1

Dividera bada led med a* : (6.2) = 2 = f*(X,, t)dt + h*(X;, t)dB,
Exempel: dX; = Xyridt + X,0,dB; = dXt = rydt + 01d By

Steg 2

Anvind Itos formel (Sats 5.3) for att finna ett annat uttryck for integralen i
V.L. ovan.

Exempel: g(x,t) = Inz = d(In X;) = 0dt + &5 + 5

= _ Cdt < L = d(In Xy) + 4 < dt
Steg 3

Satt uttrycken fran Steg 1 och Steg 2 lika med varandra och 16s ut X;.
E;I;empel rtdt+atdBt =d(In X;) + Ut dt & d(In X;) = (ry— —)dt—i— o dB, =3

= () = [Y(r,—%)ds+ [} 0,dB, & X; = Xoexp( [ (re—% )ds+ [} 0,dBy)

Vart exempel visar att vi hade ratt da vii §2 pastod en 16sning for den SDE
vi dér stéllde upp, om vi later r = r, — 62/2 och o = o, Observera dock att
med r och o som konstanter kan vi foérenkla l6sningen till:

2x2 (dXt) -

S, = Soe(t(rt—é)'i‘JtBt) — SoeT’t-i-UBt
Vilket ocksa leder oss till:

E[St] = E[S()6Tt+UBt] Soe’"t

N
E[B]=0
Som visar att vantevirdet av var tillgangs viarde stdmmer 6verens med det
deterministiska fallet, vilket ar logiskt ur bade ekonomisk och matematisk
synpunkt.

6.3 Losning av “svarare” SDEs

Det ar enkelt att komma pa tva sétt att konstruera "svarare” SDEs, det forsta
ar att tdnka sig att vi har fler ekvationer &n en, och att 16sningen alltsa maste

3d(In X;) = In X; — In Xo = In(g2)
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ske 1 matrisform:
X1

X

t

t

dXt ==
X,
Samt det andra fallet da vi har en SDE av hogre grad én ett, nedan ser vi

exemplet med andra gradens SDE:
d dX;
- = X

Dessa fall dr egentligen samma problem, ty antag att vi har en SDE av grad
(n — 1) (nedan med notation X™ = d(d(_... (dX)))). Da kan vi géra en

n—2st
variabelsubstitution som nedan:
Y X
Y, x@
Ys = X®
v e

Och vi ar tillbaka 1 det forsta fallet med en SDE i flera dimensioner. Vi visar
ett exempel pa hur detta kan se ut och hur det 16ses

Exempel 4. Lat P vara en stokastisk process och B; en Brownsk rorelse.
Studera SDE:n:

1
AP® + DPW 4 P =+ BB

Vi introducerar enligt proceduren ovan
X1\ P
X, | pA)

xV=x,
X = L(a, + B, — DX, — LX)

Och ser att
(6.3)

Om vi nu stéller upp matriserna

L:<—11/c —%)’M:@)’N:(g)’dXtZ<Z§;)

Kan vi skriva (6.3) 1 matrisform

1
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En klassisk 16sningsvag i det icke-stokastiska fallet ar att multiplicera bada led
med den integrerande faktorn e~**. Det fungerar dven hir i den stokastiska
varlden, nér vi tar hjalp av:

Definition 6.2. For en n x n matris I' &r

o0

1
GF = —‘Fn
e n:

Alltsa skriver vi (6.3) i matrisform och anvénder Definition 6.2 och far
e MAdX, — e M LX,dt = e ' Mdt + e M NdB, (6.4)

Vi anvéinder sen, precis som i envariabelsfallet, Itos formel (men i tva dimen-
sioner) pa (6.4):s vinsterled och far:

dle™X,) = (—=L)e M X,dt + e M dX,

Som vi sedan sétter in i grundekvationen och far fram en 16sning. A

Beviset for att det gar att 16sa en SDE &r i mangt och mycket identiskt
med beviset for att det gar att l6sa en ordinér differential ekvation (ODE)
och utelamnas darfér. Daremot sa kan foljande sats vara intressant

Sats 6.3. AntagT > 0 och att b: [0, T] x R* — R", 0 : [0,T] x R* — R
ar matbara funktioner som uppfyller:

bt ) — bt y) | + | o(ta) —aty) S Llz—y | oyeRte0T]
for ndagon konstant L.* Dé dr den process X, som loser SDE:n

dX; =b(t, X})dt + o(t, X)dB;; 0<t<T, Xo=Y
unik.

For att kunna bevisa denna sats behover vi ta hjélp av:

Lemma 6.4. Gronvalls olikhet
Givet att en positiv funktion v(t) uppfyller

v(t) < C+ A/Otv(s)ds

for nagra konstanter A och C' gdller att:

v(t) < Cet

4For Lipschitz, olikheten #r mest kind som Lipschitz villkor
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w(t) := /tv(s)ds =w'(t)=v(t) <C+ A/tv(s)ds = C + Aw(t)
f@) :=wt)e M = f(t) =w' ({t)e M —Awt)e M < e M (CHAw(t)—Aw(t)) = Ce ™ =

= f(t) < C/Ot e Mds = —

J(#6) = w(t)e™ < %(1 —e M) s w(t) < %At - % = %@At —1)
v(t) =w'(t) < C+ Aw(t) < C—|—A(%(6At 1)) =C +CeM — C = et

Och nu kan vi ge oss pa beviset for Sats 6.3:

Bevis. Antag att XAl(t,wz = X; och Xy(t,w) = X, bada 16ser SDE:n ovan,
samt att Xo =Y, Xo =Y. Sitt a(s,w) = b(s, X;) — b(s, X;) och p(s,w) =
o(s, Xs) —o(s, X,). Da géller:

t t
B X=X Pl= Bl =7+ [ads+ [ pany) <
0 0
t

<3E[|Y =Y |+ 3E[(/Ot ads)?] + 3E[(/0 pdB,)? <

t t
<3E[|Y -Y |+ 3tE[/ a*ds] + 3E[/ pids] <
0 0
t
<3E[|Y -Y |]+301 +t)L2/ E| X — X [}ds =
0
A t A
= E[| X, - X, |} §F+A/ E[| X, — X, |Yds
0

Dir F = 3E[|Y —Y |?] och A = 3(1+¢)L2. Lat nu v(t) = E[| X; — X; |?]
och applicera Lemma 6.4:

v(t) < F + A/tv(s)ds = o(t) < Fet

Antagnu att Y =Y = F =0 = v(t) = 0V ¢ > 0. Alltsa géller att
P(X,— X)) =0]=1=P[(X; —X5)=0] =1
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7 Inledning till dualitet

Inom matematiken sa talar man om linjéra och icke-linjéra programmerings-
problem. Dér linjéra programmeringsproblem (LP-problem) bestar av en lin-
jar malfunktion som ska optimeras under ett antal linjara bivillkor som be-
star av likheter och/eller olikheter. De icke-linjéira programmeringsproblemen
(ILP-problem) bestéar av att 16sa ett system av likheter och olikheter Gver en
méangd okinda variabler, dir en malfunktion ska optimeras. Varken bivill-
koren eller malfunktionen &r linjara. Givet ett icke-linjart programmerings-
problem finns det alltid ett annat ILP-problem néra knutet till det forsta
problemet. Det forsta problemet kallas for det primala problemet och det
senare for det duala problemet. Vi ska i detta avsnitt beskriva de olika egen-
skaper som det duala problemet har. Man anvénder dessa egenskaper for att
ta fram generella metoder for att 16sa de primala och duala problemen.

Betrakta foljande icke-linjdra programmeringsproblem:

Minimera f(x)
Da g:(x) <0 fori=1,2,...m
hi(x) =0 fori=1,2,.....k
x e X
dar f, g1,....,gm och hq,...., hy ar funktioner definierade pa R", X &r en
delméngd av R™ och x &r en vektor av n element x4, ...., x,,. Problemet ovan
gar ut pa att finna variablerna x, ...., x,, som uppfyller bivillkoren och som

samtidigt minimerar funktionen f(z).

Man brukar bendmna f som mdalfunktionen, en vektor x som uppfyller alla
villkor sédgs vara en mdajlig losning till problemet. Den icke-linjéara program-
meringen dr att finna en mojlig punkt X sa att f(x) > f(x) for varje mojlig
punkt x, dar X &r den optimala [0sningen till problemet.

Man kan givetvis ocksa ha ett icke-linjara problem dar problemet ar att
maximera malfunktionen och bivillkoren skrivs pa formen g;(x) > 0 for
1=1,....,m.
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8 Lagrangedualitet

Om vi har foljande icke-linjira programmeringsproblem (P), det sa kallade
primala problemet.

Primala problemet (P):

Minimera f(x)

Da g:(x) <0 fori=1,2,....m
hi(x) = 0 fori—=1,2, ... k
xecX

Sa dr Lagranges duala problem (D) foljande:

Lagranges duala problem (D):

Maximera L(u,v)

Da u>o0
Dar
k

L(u,v) = inf{f(x) + Zu,gz(x) + Zvihi(x) x € X}

1=1

ar Lagranges duala funktion och dér u; och v; refereras till som Lagrange-
multiplikatorer, uppkallade efter den kinde matematikern Joseph Louis Lag-
range. Vi kommer for att fa en mer Gverskadlig text att anvinda oss av
vektornotationen, dvs L(u, v) = inf {f(x) + u*g(x) + v*h(x) : x € X}, dér
f:R*» — R! g:R® — R™ ir en vektor vars i:te komponent &r g; och
h : R®* — RX #r en vektor vars i:te komponent &r h;.

Notera att funktionen L(u,v) kan anta virdet —oo for nagon vektor (u,v).
Multiplikatorn u; som &r associerad med olikheten g;(x) < 0 &r icke-negativ,
den har alltsa teckenrestriktioner, ddremot har multiplikatorn v; som &r as-
socierad med likheten h;(x) = 0 inga restriktioner nér det géller tecken.
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Dé det duala problemet bestar av att maximera infimum (dvs den storsta
undre begrisningen) av funktionen

k

f(x)+ Zulgl(x) + Zvihi(x) xeX

i=1
kallas det ibland for det maz-min duala problemet. Man bor skriva sup {L(u,v) :
u > 0} hellre &n att skriva max {L(u,v) : u > 0}. D4 maximum inte alltid
existerar.

Ezxzempel 5.
Minimera z =) ._, ¢;x;

—
; t
min c'x

da b— Az <0
x>0
Den duala funktionen &ér da
L(u) =min{cz +u'(b— Ax)| x > 0}

= min{(c! — u'A)x + u'b| x > 0}

=min{} 7, (c" — u'A);z; +u'd| x; > 0}

Om négot (¢ — u'A); < 0 sa kan motsvarande x; 6ka obegrinsat och min-
vérdet blir —oco. Om istéllet alla (¢ —u'A); > 0 s& lonar det sig att bést att
satta varje x; = 0, da blir:
t sttt A >
L(u):{ wtb dact—utA >0

—00 annars

Eftersom vi vill maximera L(u) sa &r inte —oo av intresse. Vidare har vi en
relaxering bara for u > 0 =

max L(u) max u'b
dia w>0 T da d—ulA>0
u>0
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8.1 Svag dualitet

I detta avsnitt kommer vi att visa att malfunktionens véirde for nagon nabar
16sning till det duala problemet ger en undre gréns till malfunktionens varde
for nagon nabar 16sning till det primala problemet. Detta refereras till som
den Svaga dualitetssatsen. Nagra andra viktiga resultat foljer som foljdsatser.

Sats 8.1. Svaga dualitetssatsen
Lat x vara en ndbar losning till problem P, alltsd x € X, g(x) <0 och
h(x) = 0. Lat ocksd (u,v) vara en nabar losning till problem D, alltsdu > 0.
Da ar

f(x) > Liu,v)

Bevis. Genom definitionen av L och eftersom x € X sa har vi att for nagot
yeX
L(u,v) = inf {f(y) + u'g(y) + v'h(y) : y € X}
< f(x) +u'g(x) + v'h(x) < f(x)
eftersom u > 0, g(x) < 0 och h(x) = 0. O

Fran denna sats ser man ganska enkelt att foljande hjélpsatser géller, vi
lamnar bevisen till ldsaren att sjélv fundera Gver.

Foljdsats 8.2.
inf {f(x):x€ X, g(x) <0, h(x) =0} > sup{L(u,v):u >0}

Foljdsats 8.3.
Om f(X) = L(Q,v) diru>0 och X € {x € X : g(x) <0,h(x) =0} dd
loser X och (@, V) det primala repektive det duala problemet.

Foljdsats 8.4.
Om inf {f(x):x € X, g(x) <0, h(x) =0} = —oc0 sd ar
L(u,v) = —o0 for allau>0

Foljdsats 8.5.
Om sup {L(u,v) : u > 0} = oo dd har inte det primala problemet néigon
nabar losning.

8.2 Dulitetsgap

Dualitetsgap dr nagot som uppstar nir de optimala virdena pa malfunktio-
nerna for det primala respektive duala problemet inte &r lika. det vill sédga
ett dualitetsgap &r skillnaden mellan det primala och det duala problemets
optimala virden. En formell definition foljer har:
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Definition 8.6. Om L(u,v) < f(x) sa existerar det ett dualitetsgap.

Villkor som garanterar avsaknaden av ett dualitetsgap ges i Sats 9.2. Men
innan vi kommer till den satsen behover vi forst nagra andra resultat.

Lemma 8.7. Farkas Lemma
Lat A vara en m X n matris och lat b vara en n vektor. Da har exakt ett av
féljande tva system en lésning:

System 1: Ax = b och x > 0 fér nagot x € R™
System 2: Aty < 0 och bty > 0 for nigot y € R™

Vi anvénder oss av Simplexmetoden for fas 1-problem for att bevisa Far-
kas lemma och dédrmed skiljer sig vart bevis fran Bazaraas i [5]. Vi hénvisar
lasare till den boken for ytterligare ett bevis.

Beuvis. Vi gor vart bevis i tva steg.

Steg 1: Visa att (S1) och (S2) inte kan ha losningar samtidigt.
Antag att System 1 (S1) och System 2 (S2) har lésningar samtidigt. Dvs
foljande géaller:

Ax=Db, x>0
Aty <0, bty >0

Om bty > 0 ska gilla s& méste b® och y ha samma tecken. Antag att
bada ar positiva.
y > 0= A® < 0foratt Aty < 0ska gilla och eftersom y > 0sd ar bt > 0 =
b>0.Omb>00chA*<0= A <0sifarviatt Ax<0#btyb >0,
vilket ger en motsdgelse fran vart antaganden om att bada systemen hade
16sningar. Alltsa kan de tva systemen inte ha l6sningar samtidigt.

Steg 2: Visa att om (S1) saknar 16sning sa har (S2) 16sningar. Vi gor detta
genom att studera simplexmetodens fas I-problem for (S1).
Vi vet att optimalvérdet till (P) nedan &r storre én 0.

(P)  Minimera (ot,lt){“; ]
Dé [ A 1}[5}:5
M
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(P):s duala problem (D):

Maximera btu
. Al 0
oo | es]]

Eftersom (P) har éndlig positiv 16sning sa har dven det duala problemet
(D) andlig positiv 16sning enligt Dualitetssatsen. Dvs det existerar ett u, sa
att A'u, <0 dar blu, > 0, alltsé har (S2) losning. O

Lemma 8.8. Gordans lemma
Lat A wvara en m X n matris. Da har exakt ett av féljande tva system en
losning

System 1: Ax < 0 for nigot x € R*
System 2: Aty =0, y > 0 for ndgot nollskilt y € R™

Beuvis. Vi kan skriva om System 1 pa foljande ekvivalenta sétt
Ax+es <0

for nagot x € R" och s > 0, s € R¥ och dir e #r en vektor av m ettor. Vi
kan nu skriva det pa samma form som System 1 i Sats 8.7 och vi far da

[A e] *1<0 och (0,....,0,1) x > 0, for nagot * ) e R+
s s s

Enligt Lemma 8.7 sa ger det associerade System 2 att

t
[‘:‘t}y:(o,....,o,n och y>0 fornagoty e R™

dvs Aty =0, ey =1 och y > 0 for nagot y € R™

Detta dr ekvivalent med System 2 i Gordans sats och alltsa sa har exakt ett
av systemen losning. O

Definition 8.9. Lat f: S — R"™ dar S ar en icke-tom konvex méngd i R".
Da ar funktionen f konvex pa S om

flazy + (1= a)ry) < af(zr) + (1 —a)f(22) (8.1)

for alla x1, o € R™ och alla tal o dér 0 < @ < 1.
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Nésta sats behover vi for att kunna visa senare resultat, eftersom den &r
en hjdlpsats hénvisar vi till [5] for bevis.

Sats 8.10.
Lat S vara en icke-tom, konvex mdngd i R™ och lit X € 0S5 (randen av S).
Da existerar det ett hyperplan som stodjer S i X; med andra ord det existerar
en nollskild vektor p sd att pt(x — X) < 0 for varje x som ligger i det slutna
holjet av X.

Definition 8.11. En affin avbildning (éven kallad affin funktion) &r en sam-
mansittning av en linjar avbildning och en translation (en forflyttning fran
ett koordinatsystem till ett annat). Geometriskt utgor de affina avbildning-
arna alla operationer som bevarar rédta linjer. Ett grundliggande exempel
ar:

f(x)=ax+0b

Lemma 8.12.

Lat X vara en icke-tom, konvexr mingd i R®. Lit a : R* — R! och g :
R® — R™ vara konver och lit h : R® — RX vara en affin funktion; alltsd
h dr pd formen h(x) = Ax —b. Om System 1 nedan inte har nagon lésning
x da har System 2 en losning (ug, u, v). Det omvinda galler om ug > 0.

System 1: «a(x) <0, g(x) <0, h(z) =0 for nigot x € X
System 2: wupa(x) +utg(x) + vth(x) > 0 for alla x € X
(ug,u) > 0(ug,u,v) #0
Bewvis. Del 1:
Antag att System 1 inte har nagon l6sning och studera féljande méngd:

® ={(p,q,r) : p>a(x), q>g(x), r="h(x) fér nagot x € X}

Vi noterar att X, a och g ar konvexa och att h ar en affin funktion. Det kan
latt visas att @ dr konvex. Eftersom System 1 inte har nagon losning sa &r
(0,0,0) # ®. Enligt Lemma 8.8 och Sats 8.10 sé existerar det en nollskild
vektor (ug, u,v) sa att

ugp + ufq + vir >0 for varje (p,q,r) i det slutna holjet av & (8.2)

Fixera ett x € X. Eftersom p och q kan goras godtyckligt stora sa haller
(8.2) om ug > 0 och u > 0.Dessutom sa ligger (p,q,r) = [a(x), g(x), h(x)] i
det slutna holjet av ®. Darfor far vi fran (8.2) att:

upa(x) + utg(x) + vth(x) > 0
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Eftersom ovanstaende olikhet &r sann for varje x € X sa har System 2 en
16sning.

Del 2:

Vi maste nu visa att om System 2 har en 16sning sa saknar System 1 16sning.
Antag alltsa att System 2 har en 16sning (ug, u,v) sd att up > 0 och u >0
uppfyller

upa(x) + u’g(x) + vth(x) > 0 for varje x € X

Lat nu x € X vara sa att g(x) < 0 och h(x) = 0. Da far vi fran ovanstaende
olikhet, eftersom u > 0, att upa(x) > 0. D4 uy > 0,a(x) > 0 s& saknar
System 1 16sning. O

8.3 Stark dualitet

Nésta sats (Starka dualitetssatsen) visar att under lampliga kovexa antagan-
den och under ett kvalifikativt villkor sa ar malfunktionernas optimala virden
for det primala och det duala problemet lika. Detta resultat ar viktigt da vi
fokuserar pa att optimera det nagot enklare duala problemet och pa sa satt
samtidigt far fram en optimal l6sning till det primala problemet.

Sats 8.13. Starka dualitetssatsen

Lat X vara en icke-tom konvex méingd i R® lat f : R® — R¥ och g : R® —
R™ vara konvexa och lat h : R® — RX vara en affin funktion, dvs h dr pa
formen h(x) = Ax — b. Antag att foljande restriktioner haller:

Det existerar ett X € X sa att g(X) < 0 och h(x) =0 och att 0O ligger i det
inre av h dar h(X) = {h(x) : x € X}. Dad dr:

inf{f(x):x € X, g(x) <0, h(x) =0} = sup{L(u,v):u>0} (8.3)
Dessutom om inf dr dndligt sa dr sup{L(u,v) :u > 0} uppnadd i (@,v) dar
u > 0 och om inf dr uppnddd i X sd dr atg(X) = 0.

Bevis. Lat v = inf{f(x) : x € X, g(x) <0, h(x) =0}. Vi antar att 7 <
00. Om v = —oo sa far vi fran Sats 8.1, Foljdsats 8.2, Foljdsats 8.3 och
Foljdsats 8.4 att sup {L(u,v):u > 0} = —oo och (8.3) sann. Antag darfor
arr v ar dndlig och studera féljande system:

f(x)—v<0 g(x) <0 h(x) =0 xeX

Enligt definitionen av v sa har inte systemet nagon losning. Vi vet da fran
Lemma 8.12 att det existerar en nollskild vektor (ug,u,v) med (ug,u) > 0
sa att:

up[f(x) — 7] + utg(x) + vth(x) > 0 for alla x € X. (8.4)
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Vi vill forst visa att ug > 0 genom en motsagelse. Sa antag att uy = 0. Da
antar vi att det existerar ett X € X s& att g(X) < 0 och h(x) = 0. Sétt in
detta i (8.4), vi far da att u®g(X) > 0. Men eftersom g(X) < 0 och u >0
s dr ug(x) > 0 endast mojligt om u = 0. Om uy = 0 och u = 0 s&
leder (8.4) till att v*h(x) > 0 for alla x € X. Men da O ligger i det inre av
h(X) sa kan vi ta ett x € X sa att h(x) = —Av, ddr A > 0. Vi far da att
0 < vth(x) = —\||v||? vilket innebér att v = 0. Vi har nu visat att ug = 0
innebér att (ug, u,v) = 0 vilket inte &r mojligt. Alltsd maste uy > 0.

Om vi delar (8.4) med ug och sitter ;- = och 3= = ¥ sa far vi:

f(x) + t*g(x) + v*h(x) > v for alla x € X (8.5)

Detta visar att L(@,v) = inf{f(x) + @g(x) + v*h(x) : x € X} > ~. Vi far
da fran Sats 8.1 att L(@, V) = 7 och att (@, v) l6ser det duala problemet.

Det sista steget i beviset dr att visa att utg(X) = 0. Antag att X dr en 16sning
till det primala problemet, det vill siga X € X, g(X) < 0, h(X) = 0 och att
f(X) =~. Fran (8.5) far vi, om vi later x = X, att u*g(X) > 0. Men eftersom
i > 0 och g(X) < 0 sa maste u'g(x) = 0. O

Det ar inte alltid mdjligt att finna en explicit 16sning till alla problem,
exemplet nedan visar att vi i sddana fall &nda kan skaffa os en idé till hur en
16sning kan se ut. Vi kan med nedanstaende metod sténga in 16sningen inom
ett intervall och ddrmed uppskatta en ungeférlig 16sning.

Exempel 6.
min f(x1,22) = 22?2 + 523 — 614
Da 313 — 219 <6

Bilda
L(u) = min{2x7 + 5235 — 621 + u(327 — 215 — 6)} =

= min{22} + 3uz] — 621} + min{5z3 — 2uxy — 6u} =

3 3 U u
= 2 2 _ V2 —2u(=) — 6u =
Bu2)(53,) ~ 6553, To5) —2u(z) —6u
9 u?
=233 5 v
Vi ser att 9
L0) = —=
0) =3
Sa att
rT1==, x3=0=



S4 istallet anvander vi

L1)=-2-2_-6=-8
(1) ETE
Dvs
3 1
T1 == Tg=—
175 75

Och en snabbkontroll ger att
3 1
3ﬁ—2@z$%f—2521§6

Virdet i f ar alltsa:

31 9 1 3 67
S y=9 6D =
f(5’5) 25+525 65 25

Vi kan alltsé sluta oss till att

9 67
_Y < N« 20
; /@) = -5
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9 Sadelpunktskriterier och KKT-villkoren

9.1 Sadelpunktskriterier

Starka dualitetssatsen i foregaende avsnitt visar pa att under konvexitetsan-
taganden och under en lamplig restriktion kommer vérdena for det primala
och det duala problemets malfunktioner att vara lika i optimum. Faktiskt sa
ar existensen av en sadelpunkt ett nédvéndigt och tillrackligt villkor for att
foregaende sats egenskaper ska halla. Givet det primala problemet P defini-
erar vi Lagrangefunktionen

A(x,u,v) = f(x) + u'g(x) + v*h(x)

Definition 9.1. En 16sning (X, 1w, V) till Lagrangefunktionen kallas for sa-
delpunkt om x € X, @ > 0 och

AX,u,v) < A(x,0,v) < A(x, 1, V) for alla x € X och alla (u,v) déru >0
(9.1)

Vi har dérfor att X minimerar Lagrangefunktionen 6ver X nér (u, v) &r fix
vid (@, ¥) och att (@, V) maximerar Lagrangefunktionen 6ver alla (u,v) dér
u > 0 nar x ar fix vid X. Satsen nedan karaktariserar en sadelpunktslosning
och visar att dess existens dr ett nddvandigt villkor for att det inte ska finnas
nagot dualitetsgap.

Sats 9.2. Sadelpunktsoptimalitet och avsaknaden av dualitetsgap
En losning (X,0,V) dir X € X och u > 0 dr en sadelpunkt for Lagrange-
funktionen A(x,u,v) = f(x) + utg(x) + vth(x) om och endast om

(i) A(X,a,v) = min{A(x,q,V) : x € X}
(i1) g(X) <0, h(X) =0 och
(iii) atg(x) =0
Dessutom dr (X,Q,V) en sadelpunkt for Lagrangefunktionen om och en-
dast om X dr en optimal l6sning till det primala problemet P och (@,V) dr

en optimal losning till det duala problemet D utan att det existerar ett dua-
litetsgap, det vill siga f(X) = L(1, V).

Bevis. Antag att (X, @, V) dr en sadelpunkt till Lagrangefunktionen A. Enligt
definitionen sa maste villkor (i) vara sant. Dessutom har vi fran (9.1) att

f(®) +u'g(X) +¥'h(X) > f(X) +u'g(X) +v'h(X) for alla (u, v) med u(z (;
9.2
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Detta innebédr att g(X) < 0 och h(X) = 0 maste gélla for om man véljer
en lamplig komponent av u eller v av odndlig storlek sa haller inte (9.2).
Om vi nu sitter u = 0 i (9.2) s& far vi att atg(x) > 0. Notera att . > 0
och g(X) <0 ger att u*g(X) < 0 alltsd maste Gg(X) = 0. Darfor sa haller
vilkoren (i), (ii) och (iii).

Antag nu motsatsen, det vill siga att (X,@,v) dir X € X och a>0
sa att villkoren (i), (ii), (iii) &r givna. Da géller A(X,1,v) < A(x,@, V) for
alla X € X med egenskap (i). Dessutom sa ar A(X,@,v) = f(X) + u'g(X) +
vth(X) = f(X) > f(X)+utg(X)+Vvth(X) = A(X, u,v) for allau > 0, eftersom

g(X) < 0 och h(x) = 0. Darfor ar (X, 0, V) en sadelpunkt.

Nésta steg, antag igen att (X,q@, V) ar en sadelpunkt. Enligt (ii) sa &r
X nabar l6sning till problem P. Eftersom @ > 0 har vi ocksa att (@, V) &r
en nabar 16sning till det duala problemet D. Dessutom enligt villkor (i), (ii)
och (iil) s& ar L(@,v) = A(X, 1, V) = f(X) + 0*g(X) + v*h(X) = f(X). Fran
Sats 8.1, Foljdsats 8.2 och Foljdsats 8.3 sa ser vi att X och (@, ¥) léser problem
P respektive problem D utan att det existerar nagot dualitetsgap.

Avslutningsvis s& antar vi att X och (@, V) &r optimala l6sningar till
problem P respektive problem D, dir f(X) = L(@, V). Dérfor har vi att
X € X, g(X) <0, h(X) =0 och @ > 0. Dessutom vet vi sedan tidigare re-
sultat att

L(1,v) = min{ f(x) + @i*g(x) + ¥'h(x) : x € X}

< f(%) + u'g(X) + v'h(%) = f(X) + 0'g(X) < f(X)

Men vi har att L(@,v) = f(X) enligt antagandet. Alltsa sa maste likheter
gélla ovan. Sarskilt om afg(X) = 0 for da A(X,0,v) = f(X) = L(1,v) =
min{A(x, @, V) : x € X }. Darfor haller villkor (i), (ii) och (iii) om X € X och
U > 0 och alltsa sa ar (X, @, V) en sadelpunkt. O

9.2 Karush-Kuhn-Tuckers villkor

Karush-Kuhn-Tuckers villkor, eller KKT-villkoren som vi kommer att for-
korta det till, ar villkor som maste vara uppfyllda for att en punkt ska vara
en optimalldsning till ett optimeringsproblem. Villkoren dr nodvindiga men
inte tillrdckliga, dvs om villkoren &r uppfyllda behover inte punkten vara
optimum, men optimum uppfyller villkoren. Vi introducerar i det hér avsnit-
tet KKT-villkoren for att i nésta avsnitt kunna visa relationen mellan dessa
och sadelpunktsoptimalitet, vi kommer att visa att sadelpunktsoptimalitet
medfor att KKT-villkoren ar uppfyllda och vice versa.
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Definition 9.3. Gradienten, eller gradientvektorn V f(x) definieras som:

Vi(x) (agf ag;"‘))

Exempel 7. Anvind Lagrangedualitet for att 16sa

min  f(x1,25) = a7 + 373
dda 214209 >1= —21 —225+1<0

Lagranges duala funktion blir da L(u) = ming{x? + 322 + u(—z; — 2z, + 1)}

V.L(xy,x5) = (207 — u),6x9 — 2u) =0

u u
- :Z’l(u) = 5 fg(u) = g
u?  3u? u u 7
:>L(u)—z+7—u§—2u§+U——Eu +u
For att hitta max,>o L(u) sa deriverar vi:
Lu=—-—u+1=0=u=—
6 3
L2 2
(5)=7=
e (LB L0 (3 2y
tenwE\er ) T\
. 3\? 2\> 3
f“")—(?) +3(? =7

och vi ser hér att f(z*) = L(u) vilket Sats 8.13 sdger. A

Sats 9.4. KK T-villkoren

Lat X wvara en icke-tom éppen mdingd i R™ och lat f : R® — RX och
gi : R® — RX for i = 1,....,m. Betrakta problem P som att minimera
f(x) under villkoren x € X och ¢g;(x) < 0 fori = 1,....,m. Lit X vara en
majlig losning och sdatt 1 = {i ;g;(X) = 0}. Antag att f och g;, i € I, ar
differentierbara i X och att g; dr kontinuerlig i X dd i ¢ I. Anta dven att
Vgi(X) ar linjart oberoende for i € I. Om X dr en lokal losning till problem
P sa existerar det en skaldr u; fori € I sa att

V) + ) uVgi(x) =0

el
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Tillsammans med ovanstaiende antaganden sa far vi att g; for varje i € I
ocksa dr differentierbar i X och vi kan skriva foregiende wvillkor pa foljande
ekvivalenta satt:

Vix)+ Zungi(ic) =0

u; >0 (1=1,....,m)
Beuwis. Det existerar skaldrer ug och u; for ¢« € I, inte alla lika med 0, sa att

(9.3)
Uo, 122 > 0 1€l

Vi observerar hir att uy maste vara storre dn 0 for om ug = 0 sa skulle (9.3)
motsdga vart antagande om att Vg;(X) &r linjart oberoende for ¢ € I. Forsta

u .
delen av satsen foljer fran att vi later u; = — for varje i € I. Den ekvivalenta
U

Q
omskrivningen av de nodvéndiga villkoren foljer fran att vi later u; = 0 for
dei ¢ 1.

O

9.3 Relationen mellan sadelpunktsoptimalitet och KKT-
villkoren

Satsen nedan visar att om KKT-villkoren (Sats 9.4) ar uppfyllda s& medfor
det sadelpunktsoptimalitet (Sats 9.2). Satsen visar ocksa att det omvéinda
galler.

Sats 9.5.
Lit S = {x € X;g(x) <0, h(x) =0} dir X dr en icke-tom konvexr mdngd
i R™ och betrakta problem P som att minimera f(x) under villkoret x € S.
Antag att x € S uppfyller KK T-villkoren, med andra ord 3 @ > 0 och v sa
att
Vi) + Vg(x)a+ Vh(x)'v =0
(9.4)
ufg(x) =0
Lat T = {i ;g;(x) = 0} och antag att f, g; di i € I ar konvexa i X. Antag
ocksd att v; # 0, da ar h; affin. Da dr (X,,v) en sadelpunkt for Lagrange-
funktionen
A(x,0,v) = f(x) + u'g(x) + v'h(x)
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Om vi omvdnt antar att (X,0,v) ddr X ligger i det inre av X och u > 0 dr
en sadelpunktslosning sa dr X en mdajlig losning till problem P och (X,Q, V)
uppfyller KKT villkoren i (9.4).

Bevis. Antag att (x,1u,v) dar x € S och u > 0 uppfyller KKT i (9.4). Genom
antagandet att f och g; ar konvexa i X da ¢ € I och att h; ar affin da v; # 0
sa far vi att

fx) = f(x) + V() (x - %) (9.5)
gi(x) > g;(x) + Vgi(x)'(x — %) foriel (9.6)
hi(x) > hi(x) + Vhi(x)"(x — X) fori=1,2,...,kochv; #0 (9.7)

for alla x € X.

Om vi multiplicerar (9.6) med u; > 0 och (9.7) med v; sa far vi
gi(X)ﬂi > gi(X)ﬂi + Vgi(x)t(x — i)ﬂi (98)

Addera (9.8) och (9.9) med (9.5) och anvénd (9.4), vi far da

= A(x,0,v) > A(x,0,V) for alla x € X

Eftersom g(xX) < 0, h(X) = 0 och u'g(x) = 0 s& foljer att A (X,u,v) =
f(X) + u'g(x) + v'h(x) < f(X) = A (x,1, V) for alla (u,v) med u > 0 och
vi ser att A (X, u,v) < A(x,1,v) < A(x,1,V) villket innebér att A (X, q, V)
uppfyller villkoren fér en sadelpunkt.

For att bevisa det omvénda antar vi att (X,u,v) dr en sadelpunkt dar x
ligger i det inre av X och att u > 0. Eftersom A (x,u,v) < A(x,q,v) for
alla u > 0 och alla v s& har vi fran (9.2) i Sats 9.2 att g(x) < 0, h(x) = 0 och
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u'g(x = 0. Detta visar att X &r en mojlig 16sning till problem P. Eftersom
(5{ u,v) < A(x,u,v) for alla x € X sa loser X problemet att minimera
A (x,1,v) under villkoret x € X och eftersom x ligger i det inre av X sa

géller att VA (X,1,v) = 0, det vill siga Vf(X) + Vg(x)'u+ Vh(x ) v=0
och dérfor haller (9.4).
U
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10 Duala funktionens egenskaper

Vi har tidigare diskuterat relationen mellan de primala och de duala proble-
men. Vi har ocksa visat att optimallosningarna ger samma virden pa den
primala och den duala malfunktionen. For att kunna fa fram en l6sning pa
det duala problemet maste vi kdnna till nagra egenskaper som den duala
funktionen har. Vi kommer fran och med nu anta att madngden X &r kom-
pakt, vi kommer &ven att, for att gora notationen enklare och mer lattlast,
lata vektorn w vara en kombination av vektorerna u och v och vi later
vara en kombination av funktionerna g och h. I var nésta sats sa kommer vi
att visa att L ar konkav.

Sats 10.1.
Lat X vara en icke-tom, kompakt mdngd + R™ och lat f : R* — R™ och
B R® — R™"*vara kontinuerliga. Om L dr definierad som

L(w) = inf { f(x) + W'B;z € X'}
sd dr L konkav pa R™F.

Beuvis. Eftersom f och [ &ar kontinuerliga och X &r kompakt sa dr L andlig
overallt pa R™**. Lat wi, wo € R™* och 1at A € (0,1). Vi har da att

LAw; + (1 — A)wo] = inf { f(x) + [Aw1 + (1 — N wa]’ B;x € X}

= inf {\ [f(x) + wiB(x)] + (1 = \) [f(x) + whB(x)] ;x € X}
> Ainf {f(x) + wiB(x);x € X} + (1 — A inf { f(x) + whB(x);x € X'}
= AL(w1) + (1 — \)L(wo)

alltsd s& ar L konkav.
O

Eftersom L &r konkav sa ar ett lokalt optimum ocksa ett globalt optimum,
vilket &r bra eftersom vi vill maximera L. Att 16sa det duala problemet &r
dock inte helt trivialt, den storsta svarigheten ligger i att den duala funk-
tionen inte alltid dr mdjlig att na ty vi kan bara uppskatta L i en punkt
efter att vi har 16st ett minimeringsdelproblem. For att gora detta sa stu-
derar vi hur differentierbarheten och subdifferentierbarheten for L ser ut.
Optimeringsproblemet att uppskatta L refereras ibland som Lagranges duala
delproblem.

L har vi definierat som L(w) = {f(x) +w'G(x);x € X} dér X &r en
kompakt méngd i R", vi infor nu en méngd X (w) av optimala 16sningar till
Lagranges duala delproblem sa att

X(w) = {y;y minimerar f(x)+w'3(x) da x € X}
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Differentierbarheten hos L i nagon given punkt w beror pa X (w):s element.
Om X (w) &r en singelton, dvs den bestar av bara ett element, s& kommer
Sats 10.5 nedan visa att L ar differentierbar i w, men forst behdéver vi nagra
definitioner och ett lemma.

Definition 10.2. Lat S vara en icke-tom konvex méngd i R™ och lat f :
S — R™ vara konvex. Da kallas & subgradient till f i punkten X € S om

f(x) > f(X) +&(x—x) for allax € S
Om f istéllet ar konkav sa ar € en subgradient till f i X € S om
f(x) < f(X) +&(x—x) for allax € S

Definition 10.3. Méangden av alla subgradienter till f i punkten x kallas
for subdifferential av f i X.

Lemma 10.4.

Lat X vara en icke-tom, kompakt mdngd i R™ och lat f : R® — R™ och (3 :
R" — R™"*vara kontinuerliga. Lit w € R™ och antag att X (W) = {x},
dvs en singelton. Antag ocksd att w; — W och lit x; € X (w;) for varje j.
Da kommer x; — X

Sats 10.5. Lat X vara en icke-tom, kompakt mdngd i R™ och lat f : R" —
R™ och B : R* — R™*vara kontinuerliga. Lit w € R™* och antag att
X(w) ={x}. Da ar L differentierbar i w och gradienten VL(W) = (3(X).

Beuvis. Eftersom f, ( kontinuerliga och X kompakt sa existerar det for nagot
givet w ett x,, € X(w). Fran definitionen av L si vet vi att foljande géller

L(w) — L(w) < f(%) + W'3(x) — f(x) - W'B(X) = (W — W)'B(x) (10.1)
och
L(W)—L(w) < f(xu)+W'B(xw) = f (xu) —W'B(x0) = (W=W)"8(x,) (10.2)
(10.1) och (10.2) =
0> L(w) — L(w) — (w = w)'B(x) > (W — W)"(3(%X) — B(xu)) >

> —w-w|l f(xw) - BE) | =

(w) = L(w) = (w = W)'5(X)

[w—w|

) Blx) - B(R) < 2 <0 (103)
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Nar w — w sa x,, — X enligt Lemma 10.4 och eftersom [ &r kontinuerlig
sa (se [7]) B(xw) — B(X) och da ger (10.3) oss att

L(w) — L(W) — (w — w)'5()

lim — =0
w2 Tw—w]
Alltsa &r L differentierbar i w med gradient 3(X). O

Vi vet nu, tack vare Thm 3.2.5 sid 86 i [5], att eftersom L &r konkav sa
ar den dven subdifferentierbar, dvs den har subgradienter.

Sats 10.6.

Lat X vara en icke-tom, kompakt mdngd i R™ och lat f : R® — R™ och
B : R" — R™%* wara kontinuerliga sa att for nigot w € R™* dr X (w)
inte tom. Om x € X(W) sd dr B(X) en subgradient till L i w

Beuvis. Eftersom f, [ kontinuerliga och X kompakt s& X (w) # ) for nagot
w € R™* Lat w € R™™ och 1t x € X(w). Da

L(w) =inf { f(x) + w'B(x);x € X'}

< f(x)+ WIB(x) = f(%) + (w — W)'B(%) + WS(X) = L(W) + (W — W)'3(%)

w
Alltsa L(w) < L(w) + (w — w)!3(X) och (X) &r en subgradient till L i
w. U

N

Definition 10.7. Riktningsderivatan®, f'(x;d), med riktning d &r, om det
existerar, féljande gransvirde

e ) — pi XA+ f(X)
f(x,d)-)\lg& A

For beviset for de nedanstaende Sats 10.8 och Féljdsats 10.9 hénvisar vi
till sida 2181 [5] .

Sats 10.8.

Lat X vara en icke-tom, kompakt mdngd i R™ och lat f : R® — R™ och
B : R" — R™* vara kontinuerliga. Lat w,d € R™*  da uppfyller rikt-
ningsderivatan, © riktning d, av L © punkten w att

L'(w:d)>dB(x) for nagot x € X (w)

Foljdsats 10.9. Lat OL(w) = {subgradienter till L i punkten w}. Antag att
antagandena i Sats 10.8 haller. Da gdller

L(w;d) = inf {d'¢; € € OL(W)}

SFritt dversatt fran engelskans directional derivative

47



Sats 10.10.

Lat X vara en icke-tom, kompakt mdngd i R™ och lat f : R® — R™ och (3 :
R" — R™* vara kontinuerliga. D dr & en subgradient till L i punkten w €
R™* om och endast om & tillhér det konveza holjet av {B(y);y € X (W)},

Bevis. Lat I' = {f(y);y € X(w)} och det konvexa héljet vara H(I'). Da
géller enligt Sats 10.6 att I' C OL(wW) och eftersom JL(w) &r konvex s& har
viatt H(I") C 9L(w) . Eftersom X kompakt och  kontinuerlig s& &r dven I'
kompakt (se [7]) och ett konvext holje pa en kompakt méngd &r sluten. Alltsa
ar H(I') en sluten och kompakt méngd. Vi vill nu visa att 0L(w) C H(I').
Vi gor ett motsagelsebevis.

Antag att det existerar ¢’ € L(w) men att £’ ¢ H(T"). Eftersom H(T") ar
konvex och sluten sa existerar det en skaldr o och en vektor d sa att

d'B(y) > « for varje y € X (w) (10.4)
dl¢’ < a (10.5)

Enligt Sats 10.8 s& existerar det y € X (w) s& att L'(w : d) > d'G(y), det
tillsammans med (10.4) sa far vi att L'(w : d) > a. Men med Foljdsats 10.9
och Sats 10.8 sa har vi

L'(w:d)=inf{d'¢;¢e L(w)} <d'¢ <a

Exempel 8. Betrakta problemet

Minimera —(z; —4)2? — (13 — 4)?

Da 1 —3<0
—[L’l—l—l’g—QSO
SL’1+LL’2—4§0

x1, 22 20

Lat g1 (21, 22) = 11 — 3, g2(¥1, 72) = —21 + 22 — 2 och
X ={(z1,22) : v1 + 23 — 4 < 0; 21,29 > 0}. Den duala funktionen ar da

L(uy, up) = inf {—(z1 — 4)* — (z — 4)* + w1 (21 — 3) + up(—21 + 22 — 2);x € X }
Vi anvinder Sats 10.10 for att bestdmma méngden av subgradienter till L i

punkten u = (1,5)" (godtycklig punkt). For att hitta méngden X (@) behover
vi nu 16sa foljande problem:

Minimera  — (z; —4)? — (zy — 4)? — 42, + Hxg — 13

Da SL’1+LL’2—4§0
Ty, 2 20
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Dir f(z1,m2) = —(z; — 4)* — (x5 — 4)? — 42y + 5xy — 13 dr konkav ef-
tersom H(x) (den Hessianska matrisen) &r negativt semidefinit. Detta ger
att min f(zq,x2) aterfinns 1 ndgon av extrempunkterna (0,0), (4,0), (0,4).
Se figur 1.

(0,4 |

X_14X 2=4

(0,0) [4,0) \\

Figur 1: extrempunkterna

Da f(0,0) = f(4,0) = —45 och f(0,4) = —9 sa ser vi att de optimala
l6sningarna till delproblemet &r (0,0) och (4,0), dvs X (a) = {(0,0), (4,0)}.
Sats 10.10 ger att subgradienterna till L i @ ges av de konvexa kombinatio-
nerna av g(0,0) och g(4,0), vilket &r detsamma som de konvexa kombina-
tionerna av de tva vektorerna (—3,—2)" och (1, —6)". A

Med det duala problemet sa vill vi maximera L under villkoret att u > 0.
Givet en punkt w' = (u’,v’) s& maste vi ocksd undersoka i vilken riktning
som L Okar.

Definition 10.11. En vektor d kallas for ascentriktning® av L, dvs i vilken
riktning L okar, i punkten w om det existerar ett § > 0 sa att

L(w + A\d) > L(w) for varje A € (0,0)

SFritt Sversatt fran engelskans ascent direction
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Notera att om L &r konkav sa dr d en ascentriktning i w om och endast
om L'(w;d) > 0. L antar sitt maximum i w om och endast om L inte har
nagon ascetriktning i w, dvs om och endast om L'(w;d) < 0 for varje d.

Fran Sats 10.8 foljer att vektor d &r en ascentriktning av L i w om
och endast om inf {d*¢ : £ € OL(w)} > 0, alltsd om och endast om foljande
olikhet haller for nagot € > 0

d'¢>e>0 for varje £ € OL(w)

Eftersom vi vill maximera L sa ar vi inte bara intresserade av ascentriktning
utan ocksa av den riktning dar L lokalt ckar som mest.

Definition 10.12. En vektor d kallas for den brantaste ascentriktningen av
Liwom
L'(w;d) = max L'(w:;d
( ) lldll<1 ( )
Exempel 9.
min —21’1 + 2!13'2 + 23 — 3!13'4

da $1+$2+$3+x4§8

1 —25(33—|—SL’4§2
T+ o §8
l’3+21’4§6

Ty, T2, T3, T4 ZO
Lat X = {(1’1,1’2,1'3,1'4 1T+ X9 S 8, T3 + 2!13'4 S 6;1’1,1’2,1'3,1'4 2 0} Den

duala funktionen blir d&
max L(ug,us)

uy,ug > 0
Dar L(Ul,UQ) =

= min{—2z1 + 2z + x3 — 3x4 + w1 (r1 + 2 + 23 + x4 — 8)

+U2(.§L’1 — 2213'3 + x4 — 2) L X1,T9,T3,T4 > 0} =

= HHH{(—Q + up + UQ)Z'l + (2 + ul)xg 7 X1+ X9 < 8, Ty, Ty > Oi +
Li(w)
+ HHH{(l +u; — 2’&2)1’3 + (—3 +ui + UQ)ZL'4}; T3 + 2!13'4 S 6, T3,y Z 0} —8U1—2U2 =
La(uw)

=: Ly(u) + Lo(u) — 8uy —2uy  dér ug,us >0
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0 OmU1+U222

Ly(u) =
8(—2 4+ uy + uz) om uj + up < 2
och
(0 om uj + us > 3 och u; — 2uy > —1 (1)
6(14+u;+uz) om1l+u; —2uy <0< —3+u;+ uy eller (17)
LQ(U): —3+U1+U2<0, 1+U1-2U2<0([I[)

3(=3+wu;+uy) om —3+u;+us <0<1+wu —2uyeller (IV)
\ —3+4u +uy <0, 1+wu; —2uy <0(V)

Uy, ug > 0 for alla fall.

Eftersom (4,0) € () inte &r en punkt dér funktionen dndrar utseende
sa ar L(u) differentierbar i (4,0). I omradet (1) dr L(u) = —8u; — 2us (ty
L1 - L2 == 0)

VL =(—8,-2) = —2(4,1) = VL(4,0) = —2(4,1)

(4,0) + AVL(4,0) = (4 —4X,—\) som inte ligger i det tillatna omradet ty
—\ <0, alltsd sa ar VL(4,0) ¢j tillaten. Ta d = (—7,4), (4,0) + A\(—=7,4) =
(4 —7X,4)) > 0 for sma A > 0.

Eftersom L ska maximeras sa letar vi efter en ascentriktning.

L((4,0) + Ad) = —8(4 — TA) — 2- 4A = —32 + 48X > —32 = L(4,0)

= att d ar en ascentriktning enligt definitionen. A

Sats 10.13 nedan visar att den brantaste ascentriktningen av Lagranges
duala funktion ges av den subgradient som har den minsta normen.

Sats 10.13.

Lat X vara en icke-tom, kompakt méingd 1 R™ och lit f : R" — R™ och
B : R® — R™* vara kontinuerliga. Den brantaste ascentriktningen d av L
TW ar:

0 om&=0

Qll
|

&
I€l

dir & dr den subgradient i OL(w) som har den minsta normen.

Bevis. Enligt Definition 10.11 och Sats 10.8-F6ljdsats 10.9 sa kan vi fa den
brantaste ascentriktningen fran foéljande uttryck:

max L'(w;d) = max inf {d’¢: & € OL(w)}

lldll<1 ldli<

omE#0
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Vi vet ocksa att

max L'(w;d) = max inf {dtg £ € 0L(w )}

ld]|<1 lldll<1
<.of omaxdg= inf Iel=Nell (10.6)

Om vi bildar en riktning d s& att L'(w;d) =|| £ || s& vet vi genom (10.6)
att d dr den brantaste ascentriktningen. Om & = 0 sa giller uppenbart for

d =0 att L'(w;d) =|| € ||. Antag nu att £ # 0 och lat d = Hg—H

= 5 H inf {|| € |I* +€'(€ =€) : £ € OL(w)}

=l &l +

|| 5 || inf {¢"(§—¢&): £ € OL(w)} (10.7)

Eftersom || £ || #r den kortaste vektorn i L(w) s #r (¢ — &) > 0 for

varje £ € OL(w). Dérmed &r inf {{"(§ — &) : £ € OL(w)} = 0 uppnadd i &
Fran (10.7) foljer da att L'(w;d) =| & || och vi har visat att vektorn d #r
den brantaste ascentriktningen bade nir &€ = 0 och nér & # 0. O
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11 Primala och duala problemen

11.1 Att formulera det duala problemet
Givet ett primalt problem (P)

Minimera f(x)
Da g(x) <0
h(x) =0

xeX

sa har vi definierat Lagranges duala problem (D): max L(u,v) under
villkoret u > 0. Dér vi har uppskattat L(u,v) via Lagranges delproblem
L(u,v) = min{f(x) + u’g(x) + v'h(x);x € X} Vi har aven beskrivit flera
egenskaper hos den duala funktionen, speciellt sa kraver det duala problemet
maximeringen av en konkav funktion L(u,v) 6ver den enkla begrdnsnings-
méngden {(u,v) : u > 0}. Om L é&r differentierbar med egenskaperna som
ar angivna i Sats 10.5 s ar VL(1, V)" = [g(X)!, h(X)"].

Det finns flera olika algoritmer for att maximera differentierbara konkava
funktioner som man anvander for att l6sa det duala problemet, dessa algo-
ritmer kraver en lamplig ascentriktning d och en 1-dimensionell linje i denna
riktning for att hitta en ny forbéattrad losning.

11.2 Skarningsplan- eller yttre linjariseringsmetoden

Vi kommer nu att visa en metod for att losa det duala problemet for vil-
ken, i varje upprepning, en funktion som approximerar den duala funktionen
L(u,v) ar optimerad. Det finns flera sitt att 16sa det duala problemet pé
men vi har tyvarr inte tid att i denna uppsats granska dessa narmare utan
vi hénvisar till lampliga bocker om optimering (se t.ex. referenslistan)

Lat z = L(u,v) da méaste olikheten 2z < f(x)+ u'g(x) + v'h(x) halla for alla
x € X. Déarfor blir det duala problemet att maximera L(u,v) éver u > 0
ekvivalent med féljande problem

Maximera z
Da z < f(x) +u'g(x) +v'h(x) forxe X (11.1)

u>0

Detta ar linjart problem i variablerna z, u och v. Tyvérr sa ar bivillkoren
odndliga och ar inte kinda exakt. Antag att vi har punkterna xi,....,x;_1 i
X och studera istéllet foljande approximerade problem:
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Maximera z
Da z < f(xj) +u'g(x;) + vth(x;) forj=1,...,k—1 (11.2)
u>0

Detta ar ett linjart poblem med &ndligt manga bivillkor och kan losas med
hjalp av till exempel Simplex-metoden. Lat L(zy, uy, vi) vara en optimal 16s-
ning till det approximerade problemet, ibland kallat master program. Om
denna 16sning uppfyller (11.1) s& ar det 16sning till Lagranges duala problem.
For att kontrollera om (11.1) &r uppfylld sa tittar vi pa féljande delproblem:

Minimera f(x) 4+ ulg(x) + vih(x)

Da xeX

Lat x;, vara en optimal 16sning sa att L(ug, vi) = f(xx) +ulg(xx)+vih(xy).
Om z, < L(ug,vy) sa dr (ug, vg) en optimal 16sning till Lagranges duala
problem, om z > L(uy, vi) s ar for (u,v) = (uy, vi) olikheten i (11.1) inte
uppfylld for x = x; och om sa ar fallet sa lagger vi till villkoret

z < f(xx) + u'g(xy) + v'h(xy)

till bivillkoren i (11.2) och s& léser vi det approximerade problemet igen. Den
nuvarande optimala punkten (zx, ug, vx) motséger uppenbart det villkor som
vi har lagt till men denna punkt &r borttagen ddrav namnet skidrningsplan-
salgoritmen.

Skirningsplansmetoden (kort sammanfattning):

Antag att f, g och h dr kontinuerliga och att X &r kompakt sa att méngden
X(u,v) ér icke-tom

Steg 1 Hitta en punkt xo € X sa att g(xg) < 0 och h(x¢) = 0. Lat
k =1 och ga till huvudsteget.

Huvudsteg  Los foljande approximerade problem (master program):
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Maximera z
Da z < f(xj) +u'g(x;) + vih(x;) forj=1,.., k-1
u>0
Lat L(zg, ug, vi) vara en optimal 16sning och 16s féljande problem:
Minimera  f(x) + ulg(x) + vih(x)
Bivillkor xe€ X

Lat x;, vara en optimal punkt och 1at L(uy, vi) = f(xx) + ulg(x) + vih(x).
Om Om z, < L(uy, vg) sa stanna for da ar (ug, vi) en optimal dual 16sning,
men om z > L(ug, vy) sé lagg till villkoret 2z < f(x;) +ug(xy) +vth(xy) till
det approximerade problemet, ersiatt & med k + 1 och upprepa huvudsteget.

Vid varje upprepning da ytterliggare ett bivillkor laggs till sa okar storle-
ken pa det approximerade problemet monotont. I praktiken sa kan storleken
pa problemet bli vildigt stor, alla bivillkor som inte dr bindande kan man ta
bort. Teoretiskt sa kanske inte detta garanterar konvergens. Man bor ocksa
notera att de optimala losningarnas véirden av det approximerade proble-
met boldar en icke-6kande foljd {z;}. Eftersom varje z;, dr en 6vre begran-
sing till det optimala virdet for det duala problemet sa kan vi stanna om
2, — maxy<j< L(u;, vj) < e, dir ¢ dr ett litet positivt tal.

Exempel 10.
Minimera (z; — 2)* + 123
Da 1 — %LE‘Q -1 < 0
21’1 + 35(72 =1

Vi later X = {(x1, x2); 221 + 3xy = 4} sa att Lagranges duala funktion blir

1 7
L(u) = min{(z1 = 2)* + a5 + ulzy — 52 — 1); 200 + 32 =4} (11.3)

Vi borjar med att hitta en méjlig 16sning xo = (3, 3)". Steg 1 &r att 15sa
foljande problem
Maximera 2z

Da

I
rolw
IS

AVARVAN
O wlut

z
u
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Optimal 16sning &r (z1,u1) = (2,0). I steg 2 s& oser vi (11.3) for u = uy =0
och vi far den optimala lésningen x; = (2,0) och L(u1) = 0 < 2 = 2 och vi

ser att fler upprepningar ar nodvéindiga.

Steg 1 16sning Steg 2 16sning
Upprepning Tillagt villkor (zk, ug) Xk L(uy)
1 2<2—3y (2,0 (2,0) 0
2 z2<0+4+u (i,i) (%,i) %
3 S5 (5:3) (%) 28
4 sty Goi) o (B s
Som vi ser i Figur 2 sé ér funktionen L(u) = —3u + u och hyperplanen

1-4 &r tangenter till L i punkterna (zx,u;). Den duala malfunktionen &r

i =1 Iy L
maximerad i 4 = ¢ och L(z) = 7 A

0.4

(2]

0.2

(52t +u

Figur 2:
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11.3 Primala problemet

Vi har sa hir langt i denna uppsats lagt tyngden pa det duala problemet
men vart mal ar ju faktiskt att optimera det primala problemet och hitta en
optimal 16sning till malfunktionen.

Sats 11.1. Lat (u,v) vara en given vektor ddr u > 0. Betrakta problemet
att minimera f(x) + u'g(x) + v'h(x) under villkoret x € X. Lit X vara
en optimal losning till det problemet. Da dr daven X en optimal losning till
foljande problem:

Minimera f(x)

Da g:i(x) < gi(x) foriel

dar I = {i;u; > 0}.

Bevis. Lat x € X vara sa att h;(x) = h;(X) for i = 1,....,1 och ¢;(x) < g;(X)
for i € I. Eftersom vart problem &r ett minimeringsproblem sa har vi att:

f(x) +u'g(x) + vh(x) > f(%) + u'g(x) + v'h(x) (11.4)

Men eftersom h(x) = h(x) och u'g(x) = >, wigi(x) < >0 wigi(X) =
u'g(x)sa far vi fran (11.4) att

f(x) +u'g(x) > f(x) + u'g(x) > f(X) + u'g(x)

vilket visar att f(x) > f(X). Darfor 16ser x problemet givet i satsen. O
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12 Konjugatdualitet

Konjugat- eller Fenchedualitet som det ocksa kallas baseras pa en viktig tes
om konvexitet, konjugattransformationen, vilken séger att till varje funktion
f sa associerar en konvex funktion, konjugatet till f.

konjugatet till f = konj f
konj( konj f) = f

Det grundlaggande sammanhanget for Fencheldualitet dr problemet

Minimera fi(z) — fo(2)
(12.1)
Da r € X1 X

dar” f; : " — R och f, : R — N dr givna funktioner i N™ och X; och
X ar givna delméngder av R"™.

Fencheldualitet ar inte fundamentalt olik Lagrangedualitet som vi tittat
pa i tidigare kapitel. Vi kan i sjdlva verket hérleda Fencheldualitet fran Lag-
rangedualiteten genom att konvertera (12.1) till foljande ekvivalenta problem
i variblerna y, z € R”

Minimera  fi(y) — f2(2)

Da z=y (12.2)
ye Xy
z € X,

Genom att dualisera villkoret z = y sa &r den duala funktionen
q(\) = inf {fi(y) = fa(2) + (2 —y)'A} = inf {z'A— fo(2)} —inf {fi(y) —y'A}
= f2(0) = (N

Déar (z — y)* star {or transponaten av (z — y) och f; och f5 &r definierade
som

fi(AN) = sup {2'A — fi(x)}, f3(A) = inf {2'A — fo(2)}
Duala problemet (D)

Maximera f5(A) — ff(\)
(12.3)
Da rxeliuls

"R=R\ {—00,0}
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Dar I'y = {\ | ff(A) < o0} och I'y = {A| f5(\) > —oo}. Om vi tittar pa
fi och f5 i (12.3) som utvidgade reellvirda funktioner f; : R" — (—o0, 00]
och f3 : " — [—00,00) s& behover inte I'y och T'y framsta sa tydligt. Vi
kan da uttrycka det duala problemet som

Maximera f5(A) — f{(\)

Da AeR"

Pa samma sétt kan vi se pa f; och f, som utvidgade reellvirda funktioner
dér de antar virdena oo respektive —oo da x ¢ X respektive x ¢ X,. Vi kan
nu skriva det primala problemet som

Minimera fi(y) — f2(2)
(12.4)
Da r e R

Dér f; : R" — (—o0,00] och fo : R" — [—00, 0) &r givna funktioner och
fi och f5 definieras som

fi(A) = sup {#'A = fi(@)} och f5(A) = inf {'A—fo(x)}  (125)

Funktionen f; i (12.5) kallas fér den konveza konjugatfunktionen till f; och
f5 kallas den konkava konjugatfunktionen till f.

12.1 Konjugerade funktioner

Definition 12.1. Om f : X — [—o00, 00| &r en given funktion pa en god-
tycklig méngd X C R"™ sa &r dess epigraf mangden

epi f={(z,w) |z e X, weR, flx) <w} (12.6)

Definition 12.2. Om f : X — [—00,00] dr en given funktion definierad
i en miangd X C R" sa dr den konvex precis nér dess epigraf &r en konvex
mingd i R

Vi tittar nu pa det konvexa konjugatet f* till f som vi introducerade
tidigare:
frN) = sup{2'A— f(z)}  AeR"
zeR"
Notera att vi utan att veta nagot om f har att f* &r en sluten konvex
funktion. Vi har hér inga krav pa att f* ar en proper funktion &ven om f
ar det. Vi kommer dock att i nésta sats att visa att om f dr konvex sa &r
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f* proper om och endast om f &r proper.Vi kallar en funktion f proper om
f(z) < oo for atminstone ett © € X och f(z) > —oo for alla x € X. Man
kan med andra ord sdga att en funktion &r proper om och endast om dess
epigraf ar icke-tom och inte innehaller en vertikal linje. Om f inte &r proper
sa siger vi att den &r improper.

For beviset till nésta sats sa hénvisar vi till [6].

Sats 12.3.
Lat f : R" — [—00, 00| vara en funktion, lat f* vara f :s konvexa konjugat
och betrakta konjugatet av f*

fle)=sup{Nz—f*(\)} z€X
AeRn

(i) Vi har
f(z) = flz)

(i) Om f ar konvex och nagon av funktionerna f, f* och f dr proper sd
ger det att dven de andra tvd funktionerna dr propra funktioner.

(iii) Om f dr sluten, proper och konver sd dr
f(x) = flz) Vo € R"
(iv) Ldt foara det konvexa slutna héljet av f. Om f uppfyller att f> —oo
Vr € R" sa dr
fz) = fla) vz e R

Notera att antagandet om att f(x) > —oo V x #r viktigt for att (iv) ska
halla, hir ar ett exempel.

Ezxempel 11. Studera funktionen f: R — [—o0.00]

f(g;):{ Inx x>0

00 z <0

Vi ser att det kovexa slutna holjet av f ges av

fo={ 22 2

00 r <0



Konjugatet till f ges av
ff(A) =00 VA e R"
och vi har att konjugatet av f* ar

flz) = sup {XNaz—f*(N)} = —o0

AeRn

Dé konjugatet av f*(\) antar virdet —oo overallt sa ar f(z) # f(z) A

12.2 Fenchels dualitetssatser

Studera problemet

Maximera fi(z) — fo(Qx)
(12.7)
Da r e R
Dér @ dr en mxn-matris och fi : R” — (—o00, 00] och fo : ™ — [—00, 00)
ar utvidgade reellviarda funktioner. Som vi sagt tidigare sa kan vi applicera
Lagrangedualitet pa (12.7) om problemet ar skrivet i termer av f; och — fa:s
omrade pa foljande satt

Maximera fi(y) — fa(2)
(12.8)
Da z—Qy=0 yedom(f;) z¢€dom(—f)

Dér dom(f) = {z € X f(z) < oo}. Genom att dualisera likheten
2z — Qy = 0 sa far vi den duala funktionen

g\ = _inf {fi(y) = fo(2) + (2 = Qy)'A} =

yeRn, zeRm
= inf {A= L)} + inf {Ai) -y Q@A) =
= f3(\) = (@)
déar fy: R" — (—o0,00] och f5 : R™ — [—00,00) &r
Ji(A) = sup {2'A = fi(a)} fi) = inf {'A— fr(2)}
Det duala problemet dr da
Maximera 5 () — f(Q'\)

(12.9)
Dé A e Rm
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Sats 12.4. Fenchels primala sats
Lat funktionerna fi och — fo vara propra och konvexa. Da har vi att

iengn {fi(z1) = fo(Qa)} = Sug {f2*(>\) - ff(@t)\)}
xT reR”
och supremumet pa hogra sidan nas om foljande villkor haller:

(i) dom(fy) ar skdrningspunkten mellan en polyeder Py och en konvex
méngd Cy och f1 kan utvidgas till en reellvird konvexr funktion pd
Cy. (Alltsa det existerar en konvex funktion f; : C; — R sd att

fi(z) = fi(x) for alla x € dom(f,))

(11) dom(—fy) dr skirningspunkten mellan en polyeder Py och en konvex
mdngd Cy och fy kan utvidgas till en reellvird konkav funktion pa Cs.

(ii) {Q(dom(f1) Nri(C1))} M {dom(—f2) Nri(Ca)} # 0
Beuis. Villkor (iii) =
fr=inf{fi(z1) = /o(Qz);z € R"} < o0

Om f* &r #éndlig s haller denna sats genom tidigare resultat (Sats 8.13-
Sats 9.2). Om f* = —oo sa ar dven sup {g2(\) — g1(Q'\)} = —oo (enligt
Sats 8.1) for alla A. O

Om vi antar att funktionerna f; och —fy ar slutna, propra och konvexa
sa visar Sats 12.3 att den konjugatet av den konvexa konjugatfunktionen
till f; ar f; och att den konkava konjugatfunktionen till f; &r fo. Under
dessa omstandigheter &r dualiteten symmetrisk, dvs det duala problemet &r
av samma typ som det primala och genom att dualisera det duala problemet
sa far vi det primala problemet. Foljdaktligen sa far vi, genom att applicera
Sats 12.4 med z och A omvénda, foljande:

Sats 12.5. Fenchels duala sats
Lat funktionerna f; och — fo vara slutna, propra och konvera. Da har vi att

iengn {fi(z1) = fo(Q2)} = Sug {f2*(>\) - ff(@t)\)}
€T reR”
och infimumet pa den vinstra sidan nas om foljande villkor haller:

(i) dom(f]) ar skdrningspunkten mellan en polyeder Py och en konvex
mdngd Cy och g1 kan utvidgas till en reellvird konvex funktion pa C'.

(ii) dom(—f3) dr skdrningspunkten mellan en polyeder P, och en konvex
mdngd Cy och go kan utvidgas till en reellvird konkav funktion pa Cs.

(iii) {dom(f{) Nri(C1)} N{Q" (dom(—f3) Nri(Cy))} # 0
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13 Linjar-kvadratisk kontroll och dualitet

Vi ska i detta avsnitt forsoka att beskriva sambandet mellan de tva till synes
helt skilda &mnena linjar-kvadratisk kontroll och dualitet och hur dessa &r
sammanbundna via konvex konjugatdualitet.

En speciell form av linjir-kvadratisk (LQ)® kontrollterori dr den linjir-kvadratiska
regleraren (LQR)® som ér formulerad enligt foljande:

min  z4Swp + / (' ()Q(t)y(t) + u'(t) Ru)dt

over alla integrerbara kontrollfunktioner u : [7,7] — R™, under de linjéra
dynamiska villkoren

#(t) = Az(t) + Bu(t),  y(t) = Cx(t)

med det initiala virdet z(7) = xo.
r € R" ar tillstandsvektorn'®, A, B, C, @, R och S #r vektorer av lamplig
storlek. S, @ och R ar symmetriska och positivt definita.

Standardmetoden for att 16sa sadana hér problem &r att anvinda dynamisk
programmering eller genom att anvinda Pontryagins maximeringsprincip,
dar 16sningen nas via en Riccatiekvation under lampliga antaganden. Vi vi-
sar inte har hur man gor detta utan vi hanvisar till litteratur om optimal
kontrollteori, t ex [9].

Konjugatfunktioner har vi tidigare definierat pa foljande sétt:
Lat f: R" — [—o00, 0], dér f &r en konvex och proper funktion, da ar f:s
konvexa konjugatfunktion f*:R" — [—00, o0] definieras av

f1(A) = sup {z'\ — f(2)}

rER™

Vi vet att f* &r en konvex och proper funktion sedan tidigare resultat, vi vet
aven att konjugatet av f* &r f. Eftersom f och f* &r i samma funktionsrum
sa innebar det att, med dessa villkor, att den linjar-kvadratiska regleraren
och dualen av den linjar-kvadratiska regleraren ar symmetriska.
Ett enkelt exempel pa ett par konjugatfunktioner ar:

1

fe) = 5r'Qe, f0) = N0

8 Linear quadratic
9 Linear quadratic regulator
19Fran engelskans state vector
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dar @ ar symmetrisk och positivt definit matris villket innebéar att — f(x) ar
konvex och har sitt minimum i x = Q~'\ och vi far da att

1 1 1
) =NQ A — 5:):th = \NQ '\ — 5)\%2_1)\ = 5)\%2_1)\
Ett annat exempel for samma Q och en sluten konvex icke-tom delméngd

X CR™ ar: X
22lQr v e X
f*(\) = sup{\'z — lzthx}
rzeX 2

Om f(0) =0sa0 € X, om0 € intX sa ar f* kvadratisk pa nagot omrade
runt 0 och ges av A'/Q7'A.

Generellt sa ar f* differentierbar och V f* ar Lipschitz kontinuerlig. En fun-
damental egenskap for f och f* &r att for nagot x, A\ € R” sa:

flx)+ f*(N) > 2'A (13.1)

och f(x) = f*(\) = z'A om och endast om A € df(x) och om och endast om
A € 0f*(x), dar Of ar subdifferentialen av den konvexa funktionen f, se Defi-
nition 10.3. Detta ar basen for Euler-Lagrange och Hamiltonian optimalitets
villkor for linjar-kvadratiska kontrollproblem. For detaljer om ovanstaende
resultat sa hanvisar vi till [8].

Generella dualitetsramar:

Givet konvexa undre semikontinuerliga funktioner L, [ : R*" — [—o0, o0]
betrakta

L(p,w) = L*(w,p)  Ups,pr) = I"(pr, =pr)
och det primala problemet (P):

xT

min / L(x(t), #(8))dt + U(z(7), 2(T)) (13.2)

och det duala problemet (D):

min/ Lp(t), p(t))dt + lp(7), p(T)) (13.3)

p

Notera att dualen av (D) &r (P).
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Fran (13.1) foljer att inf(P) > —inf(D) och att p ger den undre begréns-
ningen till inf(P) genom (13.3) medan « ger en undre begrénsning till inf(D)
genom (13.2). I [10] visar forfattarna att under nagra milda antaganden sa
ar

—oo < inf(P) = —inf(D) < o0 (13.4)

och dessutom att de optimala l6sningarna for det primala och duala proble-
met existerar.

Det linjar-kvadratiska regulatorproblemet kan skrivas om under det ram-
verk vi beskrivit ovan. For varje fixt 7 < T, £ € R" betraktar vi

L(z,v) = 2'C'"QCx + min{u'Ru : Az + Bu = v}

Z(ZL'T, ZL'T) = 55(1’7—) + l’g«S!L’T

dér 6 ar indikatorfunktionen av £ : d¢(§) = 0 och d¢(z) = oo om = # &.
Om en l6sning = : [1,T] — R, till det resulterande primala problemet
(P), betecknad som P(7,§), for varje fixt 7 och &, hittas sd kan en optimal
kontroll w : [7,T] — R™ for den linjar-kvadratiska regulatorn aterfas, i
nastan alla ¢ € [, 7], som minimeringen till u'Ru over alla u sddana att
Az(t)+Bu = i@(t). Givet ett sddant L och [ s &r dualen av P(7, &), betecknad
som D(7,£), definierad som

E(p, w) = p'BRB'p + min{z'CQC"z : —A'p+ C'2 = w}

(pr, pr) = E'pr + P1Spr

Med L och [ ovan sa kan man sedan visa att (13.4) haller.
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14 Stokastisk kontroll

I det har kapitlet fokuserar vi kort pa den klassiska kontrolltekniken via
Bellmans ekvation applicerat pa en stokastisk miljo. Vi utgar fran att lasaren
ar familjar med resultatet for deterministisk kalkyl och fokuserar endast pa
det stokastiska fallet. Vi utgar fran en stokastisk differentialekvation!!

dXt = f(Xt, Ut)dt + g(Xt)dBt, XO =, t e [O,T] (141)

Och soker en optimal 16sning U, pa en kostnadsfunktion C:
T
C(U) = E| / F(X,, U, 7)dr]
0

Vi stéller nu upp Bellmans ekvation (som vi kallar for D for att undvika
konflikt med notationen B fér den brownska roérelsen) i punkten (x,t):

2 T D i fe )+ P =0 (142)

som for alla x uppfyller D(x,T) = 0.
Nu tar vi nagra (X, U) som uppfyller (14.1) och far dérfor:

T
/ F(Xt,Ut,t)dt:
0

- ?D (X)X, )+ FOX Uit = [ 02 (3,0, U >

0
/ InlIl Xt, )f(Xt, Ut) + F(Xt, Ut, dt - / D Xt, )f(Xt, Ut)d

Nu kan vi lana ett uttryck for min[- - - | ur (14.2) och darfor far vi ovanstaende
till
T8D+1( () 20D 0D
=— | —+=(g
ot 27 9 T on

0

f(Xt7 Ut>d
For enklare berdkningar kallar vi funktionen under integralen fér H(¢). Nu
ger Sats 5.3:

A(D(X,, 1) = H(O)dt+ 52 (X, 09(X)d,

HT detta kapitel later vi X (¢) = X, for smidigare notation
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S alltsa

D(a,T) —D(z,0) = /0 ' H(t)dt + /0 T%—f(xt,t)g(xt)da =

——
=0

—([ mwa~ [ 9D (X 09(X)dBy)

= D(z,0) / H(t)dt]
Och vi har visat att
C(U) = E[F(Xy, Uy, t)dt] > D(x,0)

Nu behéver vi alltsa finna ett Uy sadant att C'(Uy) = D(x,0).
Vi inleder med att definera funktionen ®(z,t) sadan att V (z,t):

8—Df(:c O(z,1)) + F(z, &(2,1),1) = mm@f

Sedan 16ser vi (14.1) for Xo; och (X, t) och definerar

(x,u) + F(z,u,t))

Upr = ®(Xoy, t)
Nu kan vi undersoka:

T
/ F(X(),Uo,t)dt —
0

oD
= T (Xo, (X0, 1)) + F(Xo, (X0, 1),t) dt—
0 _

=min,,(14.4)

- / %2 (X0, @(Xo, 1)) =

oD 1 ,0?D 0D

- 0 E+§(9(XO)) W —f(XO, (Xo, 1)) dt

—Kt

J/

Sats 5.3 ger:

d(D(Xo,t)) = K, + g—Dg(deB

Och vi undersoker

ox

(14.3)

(14.4)

0— D(2,0) = D(Xo(T), T) — D(X5(0),0) = TthH/Ta—D (Xo(t))dB
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S4 om vi tar vantevarden av ovanstaende far vi.
T
D(,0) = —E| / K]
0
Som visar att:
T
C(Up) = E[/ F(Xo, Uy, t)dt] = D(z,0)
0

(14.3) och (14.5) visar att U, ar en optimal kontroll.
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15 Tillampningar av icke-linjara problem

15.1 Stokastisk tillgdngsallokering

Betrakta foljande linjara programmeringsproblem:

Maximera ctz
Da Az <b
x>0

A ar en m X n-matris dér a; ar den i:te kolumnvektorn, c;x ar en n-vektor
och b ér en m-vektor Antag att vi har m stycken tillgangar representerade
av vektor b. Kolumn a; i A ér da aktivitet j och variabeln z; representerar
nivan pa den valda aktiviteten.

Aktivitet j pa nivan x; anvénder a;z; av den totala tillgdngliga tillgangen
Az = Z;LZI a;r;. Om vinsten av aktivitet j dr c¢; sa dr den totala nyttan
Z;‘:l c¢jx; = c'x. Problemet kan nu tolkas som att hitta det bésta sittet att
allokera tillgangsvektorn b med varierande mojliga aktiviteter sa att nyttan
maximeras.

Modellen hér ovan ar inte riktigt tillfredsstéllande da det i verkligheten
inte dr sa enkelt ty nyttokoefficienterna cq, co, ...., ¢, ar i det verkliga fallet
slumpméssiga och inte fixa. Darfor kommer vi fran och med nu anta att c
ar en slumpmaéssig vektor med medelvéirde € = (cy, ....., ¢;) och kovariansma-
tris V. Den objektiva funktionen z kommer darfér att vara en slumpmaéssig
variabel med medelvirde €*x och varians z'Vz.

I ett realistiskt problem vill man ha sa stort vinteviarde som mojligt sam-
tidigt som man vill ha en liten varians. Det finns olika sétt att simultant
betrakta E(z) och Var(z). Antag att vi ar intresserade av att halla vintevér-
det pa en niva sa att det atminstonde ar lika med ett virde z, vilket man
ofta kallar den efterstravade- eller tillfredsstéllande nivan. Vi kan da stélla
upp problemet pa foljande satt

Minimera x*Vx
Da Ax<b

cilx >z
x>0

Ett alternativt sitt ar att lata o = P(e*x > Z), uppenbart sa vill vi
maximera «. Antag att vektorn av slumpmaéssiga variabler ¢ kan uttryckas
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som funktionen d + yf, dir d och f &r fixa vektorer och y &r en slumpvariabel

7 —dtx

—  a=P(d*+yf'x > 2) :P(yz Fix

) om ftx >0

Eftersom vi vill maximera « sa far vi

Minimera %
Da Ax<b
x>0

Riskaversions modellen
Inte nagon av metoderna ovan har tagit hénsyn till att olika individer har
olika riskbenédgenhter, dvs de har olika riskbeteenden. En individ kan vara
kan vara helt riskavert eller helt risktagande och allt daremellan.

For de flesta individer sa sjunker virdet pa exempelvis 100 kr nér deras
totala nettoformogenhet dkar. Sambandet mellan vardet och ens egen formo-
genhet z kallas nyttan av z, u (z) . Oftast, for enkelhetens skull, s brukar
man normalisera den totala nyttan v sa att v = 0 nar 2z = 0 och u = 1
nir z — oo, u ar individens nyttofunktion och &r vanligtvis inte konkav.
Matematiskt kan nyttofunktionerna exempelvis utryckas som foljer:

u(z) =1—e* k>0

dér k kallas for riskavertkonstant, ju storre k dessto mer riskavert beteende.

Exempel 12. Antag att den nuvarande férmogenheten ar 0 sa att den totala
formogenheten &r lika med det vi tjanar pa z.

Antag att c ar en slumpvariabel med vinteviarde ¢ och kovariansmatris
V. Da dr z en normalférdelad stokastisk variabel med vintevirde z = ctx

och varians 02 = 'V och tathetsfunktionen ar

6 (2) (=)

oV 2T

Vi vill maximera vantevirdet av nyttan som ges av

/_OO (1—e™)¢(2)dz=1- 1 /_C: ok (555) g

00 oV 2T

—1_ 6—k2+%k2o2
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Nu ser vi att genom att maximera kZz — %kath sa maximerar vi nyttan.
Alltsa far vi foljande kvadratsika programmeringsproblem

Maximera kctx — %kZXtVX
Da Ax<Db
x>0
AN

15.2 Stokastisk programmering

En typ utav storskalig optimering som &r vanligen férekommande &r stokas-
tisk programmering, vilket ocksa kan ses som ett tva-stegs stokastiskt optimal-
kontrollproblem.

Forst tar man en vektor x € R” fran en mangd X som har vissa re-
striktioner och en slumpartad héndelse intréffar, hdndelsen har m mdojliga
utfall, numrerade 1,....,m. En annan vektor y; € R™ viljs, med vetskapen
om utfallet i ¢, under villkoret

déar matriserna A och B och vektorerna b; ar givna. Problemet ar att mini-
mera den forvintade kostnaden

fo(z) + Z midiy;
=1

déar fo(x) ar kostnaden for valet z, dly; dr den kostnad som &r knuten till
héndelsen 7 och det y; man valt och 7; &r den motsvarande sannolikheten.
Problemet kan nu skrivas som

m
Minimera  fo(z) + E min midLy;
Biy;
i=1

=b;— Az, y;>0

Da reX

Vi kan nu ersédtta minimeringsproblemet med dess duala problem:

Minimera  fo(x) + Z max (b; — Az)' )\
i=1

Bf)\igﬂidi

Da re X
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16 Finansiella applikationer

Genom att simulera en marknad som en méngd stokastiska processer kan vi
anvanda (och utveckla) det vi hittills lart oss i denna uppsats till att sdga
nagot om det vi i inledningen sade oss vilja, ndmligen ge matematiskt grun-
dade rad for vad en tillgang bor kosta och vilken avkastning en investering
bor ge i framtiden. Vi inleder kapitlet med att “definera” en marknad och en
tillgang och gar darefter in pa berdkningar givet vara definitioner.

16.1 Marknaden

Vi kommer att betrakta en marknad som en méngd av stokastiska processer
som utvecklas med tiden.

Definition 16.1. En marknad &r en (n+1)-dimensionell Itoprocess X (t) =

(Xo(t), X1(t),..., X,(t)) dar dXo(t) = p(t)Xo(t)dt ar en riskfri tillgang med
Xo(0) =1 och for 1 <i<n:

dér B(t) ar en brownsk rorelse. Enklast ar att se Xy som ett bankkonto
och Xi,..., X, som aktier, men de kan naturligtvis &ven representera andra
riskabla tillgangar.

Eftersom vi alltid vill diskontera till s.k. nuviarden sa uttrycker vi fran
och med nu den sékra investeringen som:

dXo(t) = p(t)Xo(?)

Eller om man sé vill: .
Xo(t) =expl [ ol
0

Om vi vill normalisera'? marknaden, dvs uttrycka priset pa de riskabla

tillgangarna i priset pa den sikra tillgangen, definerar vi

t

€06 = X5 (0) = expl— [ pls)as)

0

Och satter sedan
Da ar

en normaliserad marknad.

12Detta innebir att Xo(t) :=1V ¢
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Definition 16.2. En portfdlj ér en (n-+1)-dimensionell process'?

0(t) = (0o(t), 01(t), ..., 0u(1)

En portfolj 6 har vid varje tidssteg t vdrdet:

n

VI(tw) =0(t) - X(t) = > 0;(t) X,(t) (16.1)

=0

Definition 16.3. En portfolj 6(¢) ar sjalvfinansierande om:
t
VOt) =Vv90) +/ 0(s) - dX(s) < dV® =0(t) - dX (1)
0

Det vill séga vi ldgger inte till eller tar ut nagra pengar ur var investering.
Viardeforandringen i var portfolj med tiden ar enbart beroende av forénd-
ringen i pris pa de stokastiska X; som dari ingar.

Anmdrkning 16.4. For alla portfoljer som vi skall studera kommer vi att
kriva tva saker, for det forsta att den dr tillatlig'4, vilket inneb#r att vi
staller ett krav pa var portfolj som matematiskt kan uttryckas:

K <o0:V(tw)>—K Y(tw)€[0,T] xQ

Och for det andra att marknaden som portféljen hamtas fran saknar arbitra-
gemojligheter, som i symboler skrivs:

—[(VP(0) = 0) A (V(T) 2 0) A (P(V(T) > 0))]

Dér det forsta kriteriet tolkas som att vi stdller en maxgréns for hur myc-
ket kredit som tolereras for en aktor pa marknaden och det andra kriteriet
kommer fran antagandet att ingen fungerande marknad tillater en aktor att
riskfritt tjdna pengar utan nagon initial personlig investering.

Ezempel 13. Om vi kombinerar Definition 16.3 och (16.1) far vi féljande
uttryck:

VO(t) = 0p(t) —I-Z@

— 0,(0) Xo(0) + /0 ()0 X (s / Xi(s)

13Processen dr anpassad till den m-dimensionella o-algebran som skapas av B(t)
4Fran engelskans admissible
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& 0o(t) Xo(t) — 00(0)Xo(0) = dV’(t) =

_ / 9dXo(s Z / i(5) = 0:()Xi(1))

J/

—A(t)

Om vi nu later Yy(t) = 6(t) Xo(t) och A(t) som ovan sa far vi:
dYo(t) = p(t)Yo(t)dt + dA(t)

Som 10ses av:

E(EY(t) = B0(t) = o(0 /5 JdA(s

Om vi anviander Sats 5.5 pa ovanstaende far vi:

Oo(t) = 00(0) + £(E)A(1) — A(0) — /0 A(s)dE(s) =

= V(0) +£(H) A1) —/0 p(s)A(s)¢(s)ds (16.2)
Om vi anvander p = 0 ovan sa far vi
0o(t) = V(0) + A()

Sa vi kan om vi sammanfattar gora varje portfolj sjdlvfinansierande om vi
givet 6y,...,0, viljer 6y enligt (16.2). A

For att undvika att de marknader vi simulerar inte uppfyller Anmérk-
ning 16.4, dvs tillater arbitrage, vill vi ha en enkel metod for att kontrollera
att sa inte ar fallet. Pa en marknad som inte uppfyller Anmérkning 16.4 ar
det namligen mojligt att generera alla mojliga varden vid sluttiden oavsett
vilken initial formogenhet vi har (se [1] s. 251-253). Om sa dr fallet sak-
nar varje berdkning mening i det att den inte hjalper oss tolka den reella
finansiella varlden. Dérfor behover vi:

Sats 16.5. Marknaden X; = (Xi(t,w),..., X, (t,w)) saknar arbitrage om
och endast om det finns en Itointegrerbar m-dimensionell process u(t,w) sa-
dan att

o(t,w)u(t,w) = p(t,w) — p(t,w) X (t,w) (16.3)
och

E[exp(%/0 u?(t,w)ds)] < oo
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Beuvis. Vi visar forst <
Antag p = 0. Definera

dQ = exp(— /Ot udB(s) — % /Ot u?ds)dP (16.4)

Da ar @ ekvivalent med P, och dérfor finns en brownsk rorelse

t

B(t) = / u(s,w)ds + B(t) (16.5)
0

Nu ar )

B(t) ér en martingal enligt Exempel 2 och dérfor &r dven X;(t) en Q-
martingal. B
Antag nu att (t) ger arbitrage pa X; och att V?(0) = 0. D4 giller

dV? = &dV? + V0d¢ = €0dX + peV0dX = 0dX

Alltsa &r VY en undre begrinsad martingal med avseende pa @. En sadan
martingal #r en supermartingal'® dvs

E[VY(T)] < V°(0)

Men detta dr en motsiigelse mot att 6 ger arbitrage pa X; < E[V?(T)] > 0,
eftersom V9(0) = 0.

For att visa = antar vi forst att X; saknar arbitrage och definerar sedan
en méngd F till att innehalla w € Q sadana att (16.3) saknar 16sning. Sen
bestdmmer vi ett #; som haller sig positiv och studerar

dv? =VvO(t) — V9(0) = /Zeidxi >0

Med V?(0) = 0 och antagandet om inget arbitrage maste P(F =) — 1. O

16.2 Fordringar

Nu &r vi redo att ge oss in pa den mest ekonomiskt tillimpbara delen i detta
kapitel, vi skall nu studera fordringar och deras matematiskt mest intressanta
specialfall, optioner.

Definition 16.6. Givet att det finns u, Q, B som definerats i (16.3), (16.4)
och (16.5) sa definerar vi:

15Se [1] 6vning 7.12
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a) En fordran &r en (undre begriansad) stokastisk variabel, hidanefter be-
namnd F(w)

b) En F(w) som ovan ér ndbar om det existerar en tillatlig portfolj 6 och
ett reellt tal 2 s.a:

Fw)=V!T) =2+ /Te(t)dXt

och

OEE RC) BB

¢) En marknad ar komplett om varje fordran &r nabar

Del b) kan forklaras som att F' &r nabar om vi med initial férmégenhet z kan
finna en portfolj som uppfyller

F(w)=V/(T,w)

Om det finns en portfolj @ som uppfyller b) ovan kallar vi den, i brist pa bra
svensk motsvarighet, en portfolj som hedgar'® den givna fordran F.

Att kunna hedga portfoljer dr av avgorande varde for att kunna prissétta
optioner. Vi skall nu visa tva resultat om optioners pris, men vi inleder med
en definition.

Definition 16.7. En option pa fordran F' med sluttid T &r garantin att fa
summan F' vid tiden t = T (eller ¢ = 7, se nedan).

Vi skall skilja pa kdpoptioner och sdljoptioner, som ger ratten att kopa
respektive silja den underliggande tillgangen F till ett i forviag 6verenskom-
met pris, samt pa Furopeiska och Amerikanska optioner, dér den europeiska
varianten endast ger ratt att gora den avtalade transaktionen vid sluttiden
T, medan den amerikanska ger innehavaren rétt att utfora transaktionen vid
nagon tidpunkt 7, 0 <7 < T.

Det forsta resultatet vi onskar visa ar vad priset for en europeisk képop-
tion bor vara. Det finns ett mycket kiint resultat!” for denna fragestillning
och vi dmnar arbeta oss igenom det. I §18 kor vi nagra simuleringar over
nedanstaende formel med vérden hamtade fran den verkliga vérlden (OMX:s
hemsida).

16Fsrslag pa ord ar t.ex. omgéirdar, begrinsar, ringar in. Portféljen sa att siga stinger
in vérdet pa fordran
17Black-Scholes formel
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Sats 16.8. Givet en normaliserad marknad som innehdaller tva olika tillgang-
ar Xo, X1 som uppfyller

dX()(t) = ertXO, e R X()(O) =1

Xm(t) = IUdet + O'deB(t), Xl(O) =T

Sa galler att priset, pp(F'), pd den europeiska képoptionen F(w) med losenpris
K, definerad som:

F(w) = (X)(T) - K)*, Ke®

ar:

pE(F) = ZL’lN(dl) — KQT(T_t)N(dQ)
Ddr N dr fordelningsfunktionen for en normalfordelad stokastisk variabel och
dy, dy ges av.

8

4 — log(g) + (r + %O’Z)
! oI —t

& — log(F) + (r — %02)
2T oI —t

Bevis. (Obs: Detta bevis ar langt och innehéller manga teknikaliteter, men
vi hoppas att ldsaren dnda foljer med i varje steg eftersom mycket av det vi
hittills lart oss kommer till anvindning hér) Vi borjar med att anta att det
eftersokta priset pa var option ar Y (¢) vid tiden t. Vi vill ocksa att detta pris
skall vara en funktion f: R — R

Y(t) = f(Xa(0),1)

Idén &r nu att vi bildar en portfolj som hedgar viardet pa optionen. Vi 6nskar
dock inte spela pa marknaden. Darfor bygger vi en portfolj som innehéaller en
kopoption Y, men ocksé en kort'® position —6; i tillgdngen X,. Vi tar dven
en lang!? position 6y i Xy. Vi far en portfolj som vid varje tid t har virdet:

VOt) =Y (t) — 0,(t) X1 (t) + Oy Xoe"

=e"tfy

Var portfoljs vardeutveckling blir alltsad (fran och med nu undlater vi att
poéngtera att vi ar i tidssteget t):

dV =dY — GlXm — X1d91 + ﬁorertdt + e”d@o

18V siiljer/lanar ut ett antal av tilgangen X;
19Vi koper nagra enheter av den riskfria tillgingen X,
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Vi kréver som vi ndmnt ovan att portfoljen ar sjilvfinasierande (dvs X d6; =
e"dfy) och kan darfor skriva om uttrycket som

dV =dY — 0,dX, + Oyre™dt (16.6)
For att finna ett mer hanterligt uttryck for dY” anvéinder vi Sats 5.3 och far:

_of of 10%f 2
dY = %Xm + Edt + 5@@1&) =

_of of 1Pf 5 s

Nu kan vi skriva (16.6) som:

2
dV:%gg—90&&+{%§+%%§&?ﬁ+9wdﬁﬁ (16.7)
Nu kan vi lata portfoljen vara helt riskfri under en kort tid om vi véljer 6 sa-
dan att (16.7) tappar sin dX;-term. Vidare har vi antagandet om arbitragefri
marknad som ger oss att under detta korta tidssteg som vi nu underséker
portfoljen maste den ge samma avkastning som den riskfria tillgangen X,
dvs dV = rVdt. Sa nu kan vi ge (16.7) utseendet:

2
rVdt = (% + %%cﬂX% + Ggre™t)dt (16.8)

och icke-arbitrage resonemanget anvant pa (16.6) ger att
Horertdt = T’(V -Y + ‘91X1)

Som med (16.8) ger (dividerat med dt):

of  10%f
rV a‘l'?m 2X12—|—7“(V—Y—|-91X1)<=>
of of 10*f
S = TN T e (16:9)

Som ar en partiell differentialekvation som om vi 16ser den ger oss den ef-
tersokta formeln f(X,t). Sedan tidigare har vi ocksa villkoret f(z,7) =
max(z — K,0). For att 16sa den ovanstaende ekvationen sédtter vi forst:

x:Kﬂ,t:T—ié,f:KMmﬂ,Lp:l;

1.2
2 20
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Nu far (16.9) utseendet:

ov 0% ov
E 8—¢2 + (Ll - 1)% - L1U (1610)

Och vart tidigare villkor blir nu v(¢,0) = max(e¥ — 1,0). Vi vill ha denna
ekvation pa formen
oo _ ot
or o2

Eftersom det &r en ekvation som har standardlosning. Om vi sétter:

(16.11)

v = exp(—%(Ll -1y — i(Ll +1)*0)w (v, 7)

Sa kan ldsaren undersoka att w nu uppfyller (16.11) nér vi sétter in den
i (16.10) och differentierar. Standardlosningen for ett sadant w som vi nu
skapat &r:

(Y — @)
47

w(, T) (cr,0) exp(—

NF )do (16.12)

Dar
1 1
w(y,0) = max(exp(§(L1 + 1)y) — exp(i(Ll —1)),0)
Vi gor variabelbytet:
_a—y
=7

Och studerar (16.12) som nu har utseendet:

= da = V27dL

I 1,
w(, ) = \/—2_7r /_OO w(y + V271, 0) exp(—§e Ydi =

exp L1 + D)W+ V2r))e 2 du 41

27r

-

-
Dér I ar identisk med I; sa nér som pa att termen (L; + 1) blivit (L; — 1).
Att 16sa I; och I, kraver flera steg och variabelbyten och vi néjer oss med
att konstatera att

exp(3(Ly + )¢ + 3(Ly + 1)°7) /°° -
1=
V2T L (L +1)V2r




Och sen l6ser vi ut ¥ och 7 ur ursprungantagandena:

1
v =log(), T=30%T 1), f=Ko(,7)
Som ger
f(z,t) = 2N(dy) — Ke "T=IN(dy)
Med d; och dy som i Sats 16.8. ]

Efter dessa langa berdkningar kastar vi oss direkt pa ett besliktat re-
sultat, vi ska undersoka vad det rédtta priset pa en amerikansk kopoption
ar.

Sats 16.9. Givet QQ som i (16.4) och att priset pa en amerikansk képoption
beskrivs som

pa(F) = sup Eqle™" (Xy(7) — K)”]

T

pa en marknad som dr identisk marknaden given i Sats 16.8 sa galler att
pa(F) = pe(F).

Dvs priset for en amerikansk option dr samma som det for en europeisk
option och kan alltsa berdknas med hjélp av Sats 16.8

Bewis. Vi vill visa att

sup Eole " (Xi(7) — K)*] = Egle™™ (Xy(T) — K)]

T
Dvs att:

Eqle ™™ (X (t1) — K)T] < Egle ™™ (Xy(ts) — K)*], VT >ty >, >0
(16.13)
V1 inleder med att definera

Y(t) = (Xi(t) — K)

Och vill visa
EqlY(t)] < EglY(t+h)], h>0 (16.14)
Vi skriver om (16.4):

d@Q) = exp(— /udB %/ u?ds)dP <
0

< dP = exp(= / 2d8+/udB
0
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Och enligt def av vantevérden far vi:

Ep[Y (1) = /0 Y(s)dP =

= EolY ()] = /0 tY(s) exp( /0 t udB(s) +% /0 t u?ds) dQ

-~

—1(t)

Vi observerar att [(t) ar storre &n 0 for alla ¢ > 0 och att I(t+h) > I(t),V h >
0, dvs vi drar slutsatsen att (16.14) géller.
Nu vill vi visa att Z(t) definerad nedan ocksé dr en submartingal med
avseende pa Q.
Z(t) = (X1(t) — K)*
Omnu Y (t) >0sdar Y(t) = Z(t) och om Y (t) < 0sa ar Z(t) = 0. Eftersom
()* dr en konvex funktion s& ger Jensens olikhet®® for alla fall d& Y'(¢) > 0

Z(t) = Y(t) < E[Y (t + h)] < E[Z(t + h)] = Z(t) < Eq[Z(t + })

Sa vi drar slutsatsen att dven Z(t) dr en QQ-submartingal.
Lat nu

f=(e"X1t) - K)7)
Eftersom Z(t) #r en submartingal®® har vi alltsi att f(z) < E,[f(X,)].
Vi berdknar (med t > t;):

Eolf(X(t2)) | X(t1)] = Exnlf (Xe,—)] = f(X(t1))

Antag nu att t; < ty dr tva tider i intervallet [0,7], Enligt ovanstaende
resonemang galler nu:

Eqle™ (X1(t) — K)T] < Egle™*(Xy(t2) — K)7]

Och vi har visat att det matematiskt sett alltid ar 16nsammast att 16sa in en
amerikansk kopoption vid sluttiden T, och att dess pris ddrmed kan uttryckas
som pg i Sats 16.8 ovan. O

209 : R — R konvex sa giller J(E[X]) < E[9(X)]
21Resultatet dr en aning djupare #n vi gar in pa hir, det bygger pa [1] Thm 7.1.2 och
det omvénda beviset for Lemma 10.1.3 i samma text
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17 Dualitet och portfoljoptimering

I det hir kapitlet utgar vi fran fragestillningen: Hur maximerar vi nyttan?2
av en investering, eller, hur bygger vi en portfolj sa att vi maximerar den
forvintade avkastningen? Vi kommer att lanka ihop de tva hittills atskilda
delarna av denna uppsats i detta kapitel och visa att vi kan optimera en
ekvation med stokastiska komponenter genom att anvinda oss av dualitet.
Vi kommer anvénda oss av Definition 16.1 och Definition 16.3 dven i detta
kapitel men vi kommer modifiera Definition 16.2 en aning genom att lata:

0(t) = (01(t),. .., 0n(1))

Vi kommer dven i fortsattningen att lata den riskfria positionen vara 6y, men
vi later den inte inga i 6(¢) pa grund av smidighetsskil som snart kommer
visa sig. Vi ger oss direkt pa ett exempel.

Exempel 14. Vi antar att vi ar en investerare med initial formégenhet x kr.
Genom att bygga en portfolj 6+ 6, vill vi nu maximera var foérvintade nytta,
dvs vi vill berdkna

sup E[U(T)]

Vi antar att var nyttofunktion U uppfyller de vanliga nationalekonomiska
kraven??. Om vi nu antar att var nuvarande formdgenhet kan beskrivas som
i §16, dvs som

V(t) =0(t) - X(t) + Oprt

Kan vi se var nuvarande férmogenhet som en process
AV (t) =rV(t)dt + 0(cdB(t) + (u — r)dt) (17.1)

Dar o miéter de olika aktiernas varians och p méter vantevardet av vér-
dedkningen pa de involverade aktierna. Det fetstilade r:et &r naturligtvis en
n X 1 vektor med enbart virdet r pa varje position, sa att dimensionerna
stimmer??. For bittre forstaelse i notationen skriver vi fran och med nu
nyttofunktionen som

Uv(t))

Dvs vi amnar maximera

sup E[U(V(T))]

22Detta dr en ekonomisk term for att tjina sa mycket pengar som mojligt

ZDen #r dkande, konkav och har avtagande derivata. Dessutom dr den positiv for alla
positiva virden. Funktionen /z dr alltsd en bra kandidat, d& den uppfyller alla krav vi
har, men #ven tidigare namnda 1 — e** &r en ténkbar variant

24F6r att dimensionerna ska stimma later vi ocksd o vara n x m, B(t) vara en n-
dimensionell Brownsk rorelse och p ar saklart en n x 1-vektor
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for nagot fixt T' > 0.
Lite eftertanke visar att

rV(t)+60(u—r) =160y + pbh + pbs + - - -+ p6,
Ett resonemang som visar att portfoljviardet uppfor sig som det "skall” nér
vi definerar det som ovan.
Vi ska nu forsoka optimera funktionen genom Lagrangedualitet, for att

gora det infor vi en process W som motsvarar Lagrangemultiplikatorn i den
deterministiska analysen

dW (t) = W (t)(adt + BdB(t)) (17.2)

Nu ser vi (17.1) som ett krav som V skall uppfylla och studerar

/OT W(s)dV(s) (17.3)

Om vi utvecklar (17.3) genom Sats 5.5 far vi?®

T T T
/ Wsd%:[WSVS]OT—/ VdeS—/ dVy - dW, =
0 0 0

T T
=Wl =WV~ [ VaWiads— [ Vav.gdB.-
0 0
T
—/ W, (a(rVi+-0(pu—r))(ds)*+(abo+BrV,+30(u—r))dsd Bo+B00 (dB,)?*) =
0

T T T
= WpVp — Wyl — / VsWsads — / V:WsBdBs — / Wsbopds (17.4)
0 0 0

Dér vi anvént Sats 5.3 for att stryka de ingéende (dt)?- och dtd B;-termerna.
Vidare kan vi ocksa utveckla (17.3) enligt:

T T T
/ WdVy = / Ws(rVs+60(p —r))ds + / W0odB; (17.5)
0 0 0

Om vi anvéinder Sats 5.6 och tar vintevéirdet av (17.4) far vi

T T T
E| / W,dV,] = E[WrVi — WoViy — / V,W,ads — / W,003ds] (17.6)
0 0 0

ZSHidanefter later vi V() = V; for smidigare notation
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Och pss ger (17.5):

5[ " wav) - B / WAV 4 0 — 1))ds] (17.7)

Eftersom (17.6) och (17.7) maste vara lika for varje godtagbart V' géller att:

sup E[U(Vr)] = sup E[U(Vy) + WoVy — WrVp+

T T T
+/ Wi(rVs+0(p — r))ds+/ V. W,ads +/ Wb Bds] (17.8)
0 0 0
Nu har vi kokat ner det ursprungliga problemet till Lagrangefunktionen:

AW) =sup E[U(Vy) + WoVy — WpVip+
V0

n / WL (Vilr + a))ds + / Wob(u—r+of)ds]  (179)

For att vi skall fa ett dndligt virde nér vi sdker supremum 6ver positiva V, 6
ser vi att nedanstaende tva krav maste vara uppfyllda:

a+r=0 N a=-r
of+p—r=0 B=o"lr—p)
Nu bildar vi den duala funktionen D till den ursprungliga U genom:

D(w) = sup(U(v) — vw)

v

Och studerar (17.9) for D istéllet for U, vi far:

A(W) = sup E[D(WT) + W()Vo‘i‘

—l—/o Ws(Vs(r + a))ds + /0 Ws(0(n —r + 0))ds] (17.10)

med samma bivillkor som ovan. Givet att dessa bivillkor haller far vi att det
maximala virdet pa (17.10) maste vara

A(W) = E[D(Wr) + WV
Vi kan nu bilda det duala problemet

1%1VfA(W) = 1£1VfE[D(WT) + WoVo
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Vi drar oss till minnes (17.2) och inser att:

1
1 — adt — BdB,

Wt - W(] = Wt(Oédt + 6dBt) = Wt = W(]

Om vi multiplicerar funktionen med £ sa att alla priser uttrycks i den riskfria
tillgangen, dvs vi later 8 = 1, och uttrycker W som en exponentiell funktion
(en bra idé om vi vill skapa en positiv, vixande funktion) s& far det sokta W
utseendet:

W, = Woe™ Jords¢ (17.11)

Som tillsammans med vara bivillkor ger oss en idé om hur vi maximerar var
forviantade nytta. Om vi nu anvénder oss av dualitetsteorierna fran tidigare
ansnitt sa vet vi att vi kan losa optimeringsproblemet, men vi overlater det
at den intresserade ldsaren. A

Ett stokastiskt uttryck for hur en maximerad nytta beter sig &r kanske
inte alltid s& informativt som man kan onska, vi skall darfor ocksa undersoka
ett besldktat fall. Vi rdknar dven detta som ett exempel.

Exempel 15. Antag att vi har samma situation som i Exempel 14. Nu vill
vi undersoka hur vi skall bete oss for att vara sidkra pa att var formogenhet
vid sluttiden, V7, ar atminstone lika stor som en i forvag bestamd variabel,
M. Utvecklingen av var formogenhet ar:

AV, = 0oVydt + 0(cdB, + (u — r)dt)

Nu vill vi finna # sddan att vi med sa litet Vj (dvs initial formégenhet) som
mojligt har att:
P(Ve> M) — 1

For att gora detta bildar vi funktionen

0, v>0
uo(v): —00, v <0

Och forsoker finna
sup Eluo(Vr — M)]

Detta ar inte sarskilt svart, vi kan lana alla berdkningar och antaganden fran
Exempel 14 och vidare vet vi att dualen till ug ar sa enkel som dy := —ug.
Detta ger oss sambandet:

sup E[UQ(VT — M)] = lglva[dO(WT) — WTM + WQVE)] = V%/n>f0 E[W()Vb — WTM]
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Vi s6ker nu minsta Vg sadant att WoVy — WM > 0 for W > 0

WM
WoVo—WrM >0 & Vo> —— =
W
WrM VoW,
= Vo > sup E[——] = Wr = ——
W>0 0 M

Vi vet fran Exempel 14 att W, uttrycks
th = Wt(—rdt + 6dBt)

med
of+pu—r=0

Sa vad vi ar ute efter ar helt enkelt, med géllande (17.12):

sup E[MWr]

Som om vi lanar svarsuttrycket fran Exempel 14 dven kan uttryckas

sup E[WoefoT s Vg

(17.12)

Detta far avsluta det for uppsatsen férenande kapitlet, men vi vill poéngte-
ra att vi endast visat en liten del av de resultat som kan néas nir dualitet

appliceras pa en stokastisk miljo. A
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18 Datorsimulering

I detta avslutande kapitel ska vi med Matlabs hjélp simulera nagra processer
som vi diskuterat tidigare i uppsatsen. Den som soker en anledning till varfor
detta &r relevant behover bara studera exempelvis (17.1) i kapitlet ovan. I
nastan alla de exempel som vi i slutdndan hamnat i da vi applicerat teorin i
uppsatsen ingar en slumpmaéssig term. Eftersom en exakt berédkning darmed
ar omojlig att utfora ar det av yttersta vikt att kunna simulera de ingaende
processerna for att ha nagon chans att kunna uttala sig om de forlopp vi
onskar studera. Vi menar ocksa att vi hir visar pa behovet av att forsta ma-
tematisk teori for att géra datorer meningsfulla. Omvént sa visar vi att med
en god forstaelse for teori kan datorer vara ett mycket anvindbart redskap
for den som Onskar studera stokastiska processer. Vi utvecklar en metod for
att uppskatta de stokastiska integraler vi stott pa samt kontrollerar hur bra
uppskattningen i Sats 16.8 &r for priset pa en option. Alla koder for hur detta
utfors ligger i §B.

18.1 Brownsk rorelse

Vi anviander oss av samma metod for att simulera en Brownsk rorelse som
vi anviande for att definera den i §3. Vi later en funktion ta in tre vérden,
tva som styr 6ver vilket intervall vi énskar simulera rérelsen®, och ett tredje
som styr hur ofta anvindaren vill att funktionen skall "hoppa?". Eftersom vi
vet att Brownsk rorelse har fordelningen N(0,t) s& begrénsar vi &ven hoppen
till att maximalt f& den héjd som simuleringsintervallet har ldngd. I §C finns
bilder 6ver simuleringar for intervallet [0,1], med 100, 1000 och 5000 hopp pa
vagen.

18.2 m-dimensionell Brownsk rorelse

Nér vi har kod for att simulera en Brownsk rorelse har vi inga som helst
problem att simulera en m-dimensionell Brownsk rorelse, vi later ett program
ta in fyra vérden, tre som i den 1-dimensionella Brownsk rorelsen och en
fjirde som styr dimensionen, m. Sedan simulerar vi m stycken 1-dimensionella
Brownska rérelser och later dem vara kolonnerna i en matris. I §C finns bilder
over simuleringar gjorda for 3-, 5-, och 10-dimensionella Brownska rorelser.

26T ex. om intervallet #r [a,b] s ger vi programmet viirdena a och b
2TDetta virde kallar vi n
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18.3 Den stokastiska integralen

Eftersom vi antagit att priset pa riskabla tillgangar utvecklas bland annat
som en integral 6ver en Brownsk rorelse sa ér det for oss intressant att kunna
skatta vad véirdet av en sadan integral &r. Vi kommer att l6sa detta genom
att anvinda definitionen av en stokastisk integral, se (4.2), och sedan lata
Matlab skota de langa summorna 6ver sma intervall. Detta program kommer
att krava tre delprogram som

1 Simulerar en Brownsk rorelse
2 Partitionerar intervallet i sma steg
3 Uppskattar processen X:s vérde i varje intervall

Eftersom vi redan har ett program som simulerar Brownsk rorelse ateranvan-
der vi det for att fa virden till delen AB; i (4.2). Vi skriver ett sidoprogram
som tar in samma parametrar som det som simulerar Brownsk rorelse, vars
funktion &r att dela upp intervallet [a,b] i n lika stora delar. For stort n
borde vi ndrma oss en bra uppskattning av fallet ndr n — oo. Det tredje
hjalpprogrammet vi skriver har som uppgift att, givet en funktion, simulera
varden for den givna funktionen 6ver de n stycken intervall som vi skapat
med den partitionerande funktionen. Givet dessa tre hjalpprogram har vi
inga problem att numeriskt uppskatta den slumpmaéssiga integralen

b
/ fw,t)dB(t)

Vi skriver varat huvudprogram sadant att det som standard tar virdet n =
1000 (men anvdndaren kan naturligtvis &ndra detta for snabbare eller nog-
grannare berdkning). Huvudprogrammet tar sedan vérdena a och b, dvs in-
tervallet for integralen, och skickar de tre vardena i tur och ordning till pro-
grammet som simulerar en Brownsk rorelse, programmet som partitionerar
intervallet och slutligen till programmet som uppskattar processens X:s vér-
de. Sedan summerar huvudprogrammet de returnerade vérdena enligt (4.2)
och ger ddrmed en uppskattning av en stokastisk integral. I §A finns ta-
beller over skattade virden for den stokastiska integralen av funktionerna
f(t)=eBt f(t) = B; och f(t) = ot, dér o dr en konstant.

18.4 Itoprocesser

En Itoprocess har som vi beskrivit tidigare utseendet

dX(t) = f(w, t)dt + g(w, t)dB(t)
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Nu nér vi har ett program som uppskattar virdet av integralen éver dB(t)
kan vi enkelt utoka detta program till att skatta virdet av en Itoprocess.
Det finns i Matlab en standardfunktion som numeriskt uppskattar vardet av
en dt-integral och om vi samkor detta med vart program som uppskattar
e stokastisk integral far vi ut en numerisk skattning av Itoprocessen X vid
tiden t. I §A finns nagra tabeller 6ver skattade Itoprocesser. En naturlig
fraga att stélla sig nu &r: "Hur bra ar vart program pa att simulera en verklig
situation?”. Eftersom vi nér vi undersoker ett slumpmassigt fenomen av nod
tvingas acceptera att vi kommer fa slumpmaéssiga svar ar det inte helt trivialt
att ge ett bra svar pa den fragan, men om vi studerar tabellen i §A.2 ser
vi att vi i alla fall lyckats astadkomma en simulering som tar hénsyn till
storleken pa variansen o. Nar ¢ minskar minskar ocksa skillnaden i vérdet
pa var undersokta integral. Som kan ses i tabellen &r skillnaden i svar da
o =0,7:=0,0025 medans nar vi minskat ner till o = 0, 3 far en skillnad pa
endast 0,0009 mellan den storsta och minsta integralen.

18.5 Black-Scholes prisformel for optioner

Att numeriskt berdkna vad priset for en képoption &r ar inte sarskilt svart
nar vi har Sats 16.8 och Matlab har en funktion for att numeriskt uppskatta
vardet for en normalfordelning. Vi later vart program ta emot de fem virden,
x1,T, K, 0,7, som behovs for att kunna utféra berdkningarna i Sats 16.8 och
later programmet rakna ut svaret. En tabell 6ver nagra skattade véirden finns
i §A. Vi har anvént aktieprishistorik hdmtat fran OMX svenska hemsida.
Vi har sedan skattat virdet pa ¢ med funktionen stdav.m som aterfinns
i §B. For att gora en sa bra skattning som mojligt vore det onskvért att
skatta standardavvikelse och vintevarde over ett lika langt tidsintervall som
det skattade optionspriset 16per 6ver, fast “bakat” i tiden istéllet. Eftersom
vi har ett program som skoter berdkningarna at oss och OMX:s hemsida
staller upp med prisinformation for langt tillbaka i tiden &r det inga problem
att utfora dessa berdkningar. De skattningar som aterfinns i §A &r dock
gjorda for T = 0,17 ar, da tyvéarr tidsbrist uppkommit néra deadline och vi
ansett det viktigare att slutfora kapitlen dn att upprepa en skattning enligt
beskriven procedur som den intresserade lésaren sjalv kan astadkomma. Man
bor ocksa vara medveten om att de flesta matematiska modeller, dven de
vi anvidnder, &r uppbyggda sa att de stipulerar att p &r positiv. Néar man
genomfor en skattning sa som vi har gjort ar chansen stor att den nuvarande
finanskrisen medfort fallande aktiekurser under ett ldngre tidsintervall, dvs
det p som vi finner blir negativt. Eftersom p inte ar en faktor i Sats 16.8 stéller
detta inte till nagra problem hér, men den som Onskar utféra berdkningar
gallande utvecklingen av aktiekurser bor vara medveten om detta. Ett forslag
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pa 16sning av problemet ar exempelvis att anvinda ett mycket langt intervall
bakat i tiden.

Som kan ses i tabellerna i §A blir priserna negativa for stora virden pa
K och sméa véirden pa T. Detta faktum ar ganska logiskt och talar for att
vi har en bra uppskattning, en alltfér "dalig” képoption, dvs en med hogt
16senpris, kan inte utgivaren rédkna med att fa betalt for utan maste tvartom
betala for att nagon skall vilja teckna sig fér. Dock kommer antagligen ingen
sadan option nagonsin att skrivas ut, eftersom den ger arbitrage for den som
tecknar den.
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A Appendixl: Tabeller med Matlab-simuleringars

varden

A.1 Tabell over stokastisk integral

Den stokastiska integralen Gver nagra funktioner, skattade Gver intervallet

[0, 1] uppdelat i 1000 delintervall

f(B:,t) = By

f(Bt7 t) = et
fdB, = 0.0307
fdB, = —0.0352
fdB, = 0.0126
fdB, = 0.0340
fdB, = 0.0175

fdB, = —2.6850 - 102
fdB, = —3.9687 - 1074
fdB, = —11.000 - 1074
fdB; = 3.8100 - 1074
fdB, = 2.2372- 1074

fdB, = —1.4834-107°
fdB, = 1.4310 - 10
fdB, = —1.8692 - 10~°
fdB, = 3.5771- 1077
fdB, = 4.8320 - 10~

A.2 Tabell over skattad Itoprocess

Skattning av Itoprocessen dX(t) = fot pds + f(f odB(s), med p = 0,05 och
for nagra olika virden pa o. Skattningen ar gjord Gver intervallet [0, 10] med
1000 delintervall.

w=20,05,0=0,70 | p=10,05,0=10,50 | £ =0,050=0,30
dX(t) = 2.4990 dX(t) = 2.4998 dX(t) = 2.5004
dX(t) = 2.5003 dX(t) = 2.4994 dX(t) = 2.5002
dX(t) = 2.5015 dX(t) = 2.5010 dX (t) = 2.5000
dX (t) = 2.5006 dX(t) = 2.4996 dX(t) = 2.4997
dX(t) = 2.5003 dX(t) = 2.5001 dX(t) = 2.4995

A.3 Tabeller over skattade optionspriser

For att kunna berékna optionspriser med Sats 16.8 maste vi ha vardet pa o,
vi skattar det vardet med hjilp av aktieprishistorik fran OMX:s hemsida och

formeln:
5 — ZSL’Z —
VN

Vi kommer anvinda r = 0,0375 da riksbankens reporénta da detta skrivs
ligger pa 3,75 procent.
Nedanstéende tabell?® visar kopoptionspriser for HM:s aktie for nagra oli-

28 Alla tabeller har virden inklistrade fran Matlab varfor de foljer den amerikanska no-
tationen med punkter for decimaltal, medan resten av denna text anvénder sig av den
svenska notationen med kommatecken, eftersom den &r skriven pa svenska
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ka l6sentider och losenspriser. Det skattade virde som anvénts ar s = 0, 1836
och priset for en HM-aktie pa dagen tva manader innan detta skrevs var 313
SEK, varfor vi anvander det som varat .

T K— 300 310 313 320 330
0.17 17.2426 | 11.8930 | 10.3367 | 6.7902 | 1.9237
0.25 19.8604 | 14.4887 | 12.9252 | 9.3607 | 4.4662
0.33 22.0531 | 16.6661 | 15.0975 | 11.5202 | 6.6054
0.42 24.2799 | 18.8802 | 17.3072 | 13.7189 | 8.7861
0.50 26.1073 | 20.6991 | 19.1231 | 15.5270 | 10.5816

Tabell 6ver kdpoptionspriser pa Swedbanks aktie, med startvirdet 114,75
SEK och med skattad s = 0, 1666

T K— 100 110 115 120 150
0.17 11.9502 | 6.0588 | 3.3825 | 0.8723 | -11.2073
0.25 12.8317 | 6.9156 | 4.2235 | 1.6956 | -10.5151
0.33 13.6019 | 7.6678 | 4.9636 | 2.4219 | -9.8942
0.42 14.3829 | 8.4337 | 5.7188 | 3.1646 | -9.2503
0.50 15.0231 | 9.0637 | 6.3410 | 3.7777 | -8.7124

Tabell 6ver kbpoptionspriser pa Fortums aktie, med startvardet 32,25 EURO
och med skattad s = 0,0776

TI|K—| 275 30 32,5 35 40
0.17 3.5085 | 1.8633 | 0.3796 | -0.9567 | -3.2397
0.25 3.7079 | 2.0333 | 0.5172 | -0.8537 | -3.2088
0.33 3.8836 | 2.1854 | 0.6428 | -0.7564 | -3.1714
0.42 4.0630 | 2.3428 | 0.7753 | -0.6510 | -3.1240
0.50 42111 | 2.4742 | 0.8875 | -0.5598 | -3.0782
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B Appendix 2: Matlab-koder

Brown.m

(simulerar en nxn-matris med brownsk rorelse)
function [A] = Brown(e,f,n)

b = rand;

if b > 0.50001
c=rand*t;

else

c—=-rand*t;

end

B(a+1)= c + B(a);
end

A=B;

bsch.m

(BS call option simulation)

function [y| = bsch(S,T,K,r,sig);

normal = inline(’(1+erf(x/sqrt(2)))/2’, 'x’);

dl = (log(S/K) + (r+0.5*sig*sig)*T /sig/sqrt(T));
d2 = (log(S/K) + (r-0.5*sig*sig)*T /sig/sqrt(T));
y = S*normal(dl)- K*exp(-r*T)*normal(d2);

Ito.m

function [x] = Ito(a,b)
y = quad(@dtfun,a,b);
z = StokInt(a,b);

X = y+z,
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NBrown.m

(m-dimensionell brownian motion)
function |Z] = NBrown(a,b,n,m)
((a,b) intervall, n antal iterationer, m dimension)
X=zeros(n,m);

c=1;

d=0;

for d=0m-1

Y = Brown(a,b,n);

for ¢ = (d*m+1):((d+1)*m)

X(c) = Y(c-d*m);

end

Y=[0];

end

7 =X;

Part.m

(en partition av ett intervall)

function [T| = Part(a,b,n)

z = 1; (for att rdkna upp)

nl = n; ( dndra for kortare/ldngre intervall)
c = 0;

d = b-a;

N = J;

t = d/(nl*nl);

for z = 1:(nl)
N(z+1) = z*t + a;
end

T = N; ( N dr nxn-matris)

dBfun.m

(funktionen f(X,t) = 0.5t)

function [g| = dBfun(a, b, n)

Pmatris = Part(a,b,n); (en partitionering)
Hmatris = [|; (hjdlpmatris m vérden)
Bmatris = Brown(a,b,n);

v = 1; (nagot att summera over)
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for v = 1:n

Hmatris(v) = 0.5*Pmatris(v);
end

g = Hmatris;

dtfun.m

(har ldggs funktionen som beror av dt)
function [f] = dtfun(t)

r = 0.05;
f = r*t; (f = rt)
stdav.m

function [s| = stdav

(for fortums aktie)

b = vv;

B =];

a=0;

A = xlsread("fortum.xls’);

for a = 1:length(A)

B(a) = (A(a) - b)*(A(a) - b);
end

¢ = sum(B);

d = sqrt(c/(length(A)-1));

s = d/B(1); (for att fa i procent av priset)

StokInt.m

(uppskattning av en stokastisk integral)
function [Int| = StokInt(a,b)

n=1000; ( kan 6kas for finare partitionering)
Sum = 0;

DelSum = 0;

BR = Brown(a,b,n);

F = dBfun(a,b,n);

w=1; (nagot att summera over)

for w =1:n

DelSum = F(w)*(BR(w+1) - BR(w));
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Sum = Sum + DelSum;
end
Int = Sum;

vv.m

function [m| = vv
A = xlsread("fortum.xls’);
m = sum(A)/length(A);
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C Appendix3: Bilder
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Figur 3: Brownsk rorelse med 100 delintervall
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Figur 4: Brownsk rorelse med 100 delintervall
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Figur 5: Brownsk rorelse med 1000 delintervall
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Figur 6: Brownsk rorelse med 5000 delintervall
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Figur 8: en 5-dimensionell Brownsk rorelse med 50 delsteg
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Figur 9: en 10-dimensionell Brownsk rorelse med 100 delsteg
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