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Sammanfattning

En 16sning innehaller proteinmolekyler och metalljoner som rea-
gerar med varandra. Vi bygger upp ett system av differentialekva-
tioner som matematiskt beskriver de reaktioner som sker. Genom att
forenkla detta system lyckas vi skapa en modell som beskriver reak-
tionsforloppet. Modellen mojliggér en kvantitativ tolkning av experi-
mentella data och bestdmning av flera reaktionskonstanter.
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1 Inledning

Proteinet SOD (superoxiddismutas) finns i alla ménskliga celler dir det
bryter ner skadliga syreradikaler. For att proteinet ska fungera som det ska
maste det binda till koppar- och zinkjoner. Utan metallerna 6kar risken att
SOD-proteinet veckas fel och antar en skadlig form som orsakar celldod i det
motoriska nervsystemet. Detta kan ge upphov till sjukdomen ALS (amyotrop
lateral skleros) som successivt forsvagar olika muskler i kroppen.

Mikael Oliveberg, professor i biokemi vid Stockholms Universitet, och
hans forskargrupp studerar hur fort SOD-proteinet veckar ut sig med och
utan metall. Syftet med denna uppsats ar att, med hjilp av deras méatdata,
bestimma reaktionshastigheterna for de reaktioner som sker i ett system
med protein och metalljoner. Man har hittat en modell som beskriver reak-
tionsforloppet bra vid ingen eller vildigt h6g metallkoncentration, men min-
dre bra vid lag. Vi vill kunna avgora om det finns nagon béattre modell.

Avsnitt 2 beskriver den bakomliggande teorin, dvs vilka reaktioner som
sker och hur dessa kan beskrivas matematiskt med ett system av differ-
entialekvationer. Avsnitt 3 behandlar den matematik som vi anvénder oss
utav. Avsnitt 4 och 5 beskriver hur man léser systemet utan respektive med
metalljoner. Det &r frimst i avsnitt 5 som denna uppsats tillfor nagot nytt
till forskningen.

Den som vill veta mer om hur felveckning av proteinet SOD orsakar ALS
hénvisas till att ldsa artiklarna [4] och [5].

2 Bakgrund

En 16sning innehaller proteinmolekyler och metalljoner. Proteinet upptriader
i tva konfigurationer, den nativa N och den denaturerade D. Proteinet &r
veckat i en bestdmd struktur om det befinner sig i det nativa tillstandet och
utveckat om det dr i det denaturerade. Bada konfigurationerna kan binda
till en metalljon, och betecknas da N M respektive DM . Koncentrationerna
av varje substans #ndras med tiden genom ett antal reaktioner. Obundna
proteinmolekyler kan associera med en fri metalljon samtidigt som bundna
proteinmolekyler kan dissociera fran sin:

N+M=NM (2.1)
D+ M = DM

Dessutom kan proteinet vecka ut och ihop sig, dvs Overga fran den ena
konfigurationen till den andra:

N=D (2.3)
NM =DM



Detta system kan visualiseras med hjélp av en kvadrat, dir hornen i kvadrat-
en bestar av proteinmolekylerna D, N, NM och DM. Sidorna svarar mot
reaktionerna, dir varje reaktion gar i bada riktningarna.

D p— N
| H @)
DM —— NM

Inom kemi betecknar kinetik liran om hur snabbt och pa vilket séitt
kemiska reaktioner och processer sker. Man utfér experiment for att studera
hur reaktionshastigheten beror pa koncentrationer av berdrda substanser.
Hastigheten definieras som derivatan av en komponents koncentration over
tiden. Om till exempel A reagerar med B och bildar C' fas hastigheten:

d[C]
dt

= L ey (2.6)
dir k &r reaktionskonstanten och [ | betecknar koncentrationer. Exponen-
terna a och b anger reaktionsordningen for varje reaktant. Den totala reak-
tionsordningen &r summan av exponenterna. En forsta ordningens reaktion
beror pa koncentrationen av endast en reaktant. Hastigheten ges av:

r = k[A] (2.7)

En andra ordningens reaktion beror pa koncentrationen av antingen en andra
ordningens reaktant, eller tva forsta ordningens. Hastigheten ges av:

r = k[A]? (2.8)

eller
r = k[A][B] (2.9)

For den intresserade av kemisk kinetik, se [1].

Tabell 1 anger reaktionshastigheterna for de reaktioner som sker i
16sningen med protein och metalljoner. Derivatan av koncentrationen for
en substans i 16sningen beskrivs som summan av reaktionshastigheterna for
alla reaktioner som producerar denna, minus summan av de som forbrukar
samma substans. Foljande uppséttning av differentialekvationer beskriver
hur systemet med protein och metall styrs:



Reaktion Reaktionshastighet
N+M — NM | kN [N][M]
D+ M — DM | k2 [D][M)]
NM — N+M ké\ifss[NM]

ass

DM — D+ M |k} [DM]
D— N ke[ D]
N-—D ku[N]

DM — NM kM [DM]
NM — DM EMN M|

Tabell 1: De reaktioner som sker i en 16sning med proteinmolekyler och met-
alljoner, samt motsvarande reaktionshastigheter (ass och diss star for associa-
tion respektive dissociation samt f och u star f6r folding respektive unfolding).

d[dt] = ki NM] + ki [DM] = KLIN][M] — k2 [D)[M]

d[JZtM] = — (khiss + BY1) [INM] + k" [DM] + kL [N][M]

ADM) o nar) (e R DM+ KL DI (20)
dfjf] = ko [INM] + ke [D] — (kX [M] + ky) [N]
dﬂff] = k5 [DM] + ko [N] — (kL [M] + ke) [D]

Det huvudsakliga problemet bestar i att om det &r mojligt att
bestdmma reaktionskonstanterna kzé\és, kgs, ké\{ss, kﬁss, ke, ky, /@fw och k:fl\/[ .
Utgangspunkten ar att man kan gora detta genom att observera hur kon-
centrationerna av proteinet édndras med tiden. Experimentet gar till sa att
man framstéller en 16sning som innehaller den nativa konfigurationen av pro-
teinet och metalljoner. En bestdmd koncentration av denatureringsmedlet
urea tillsdtts, vilket medfor att jamnviktsldget for proteinet dndras. Man
maéter sedan 16sningens flourescens under en viss tidsperiod, se figur 1. Dessa
métningar ger ett matt pad hur koncentrationerna av proteinet fordndras,
eftersom den nativa och denaturerade konfigurationen har olika flourescens.
Man kan dven borja med en 16sning med denaturerat protein och hog kon-
centration av urea, vilken man sedan spér ut for att fa en lag ureakoncen-
tration. Métningarna gar till pa samma sétt som tidigare. Dessa experiment
skiljer inte mellan proteinmolekyler med eller utan metalljon. Reaktion-
shastigheterna paverkas av méngden urea i l6sningen. For varje reaktion-
skonstant k antas att logaritmen av den beror linjirt pa koncentrationen av
urea.



Man kan tillféra en kelator i 16sningen for att férenkla systemet. Kela-
torer dr speciella kemikalier som formar komplexa molekyler med sérskilda
metalljoner, vilket forhindrar dessa fran att reagera med andra element.
I vart fall férsvinner alla komponenter i systemet som innehaller [M] och
(2.10) far istéllet f6ljande utseende:

ANV _ (1, + k) V] + KD

HDM] _ M (Nar) — (KR + kM) (DA
gtN (2.11)
Elt V_ RYLINM] + k(D) — Bu[N]
dgt)] = kfiss[DM] + ku[N] = k[ D]

I verkligheten &r man egentligen intresserad av ett system som in-
nehaller tva olika metalljoner, Zn?* och Cu?*. Lésningen kommer att in-
nehalla atta olika former av proteinmolekyler, nimligen N, NZn?*, NCu?*,
NZn?tCu?t, D, DZn?**, DCu?* och DZn?*tCu?*. Detta innebér att vi
lagger till en dimension i var kvadrat (2.5), och far istéllet en kub. Hornen i
kuben svarar fortfarande mot de olika proteinmolekylerna och sidorna mot
reaktionerna. Istéllet for att som i vart tidigare system ha totalt atta reak-
tioner, har vi nu tjugofyra sadana. Detta férsvarar problemet ytterligare.

Denna uppsats behandlar endast systemet med en metalljon.

3 Matematiska forklaringar

3.1 Linjara ekvationssystem

Man soker en 16sning till det homogena linjéra systemet

dx
prilot + b1y
t (3.1)

d
d—‘? = asx + by

dir a1, as, by och by &r givna konstanter. I analogi med studier av forsta
ordningens linjara differentialekvationer, ansédtter man att systemet har en
16sning pa formen

x = AeM (3.2)
y = BeM ‘
Inséttning av (3.2) i (3.1) ger
AXeM = a1 AeM + by BeM
' ! (3.3)

BleM = as AeM + by BeM



Division med den gemensamma faktorn e

gebraiska system

resulterar i foljande linjdra al-

(a1 — )\)A—FblB =0

as A + (bQ — )\)B =0 (3‘4)

didr A och B ér de okdnda variablerna (det #r vért att ndmna att A ar ett
egenvirde till differentialoperatorn). Man soker en icke-trivial 16sning till
(3.4), vilket intréffar precis nir determinanten férsvinner.

(Il—)\ b1
as bg—)\

' =0 (3.5)
Utveckling av determinanten (3.5) ger den sa kallade karaktéristiska ekva-
tionen for det ursprungliga systemet (3.1):

/\2 — (a1 + bg))\ + (albz — agbl) =0 (3.6)

Lat A1 och Ay vara rotter till (3.6). Om man ersidtter A med \; respektive
A2 1 (3.4), far man tva icke-triviala losningar till (3.1):

T = Ale)‘lt

Yy = Ble)\lt (37)
och

xr = Age?t

)= Byett (3.8)

Om A; och Ay &r distinkta reella tal, &r losningarna (3.7) och (3.8) linjért
oberoende. Med andra ord &r

AN A1\ gt A2\
<y> =c <B1> et + ¢y <32 e (3.9)

den allménna 16sningen till (3.1). For fler detaljer om hur man léser linjéra
ekvationssystem av differentialekvationer, se [2].

3.2 Newton-Raphsons metod

Niar man vill 16sa en ekvation numeriskt anvinds oftast iteration, dvs man
upprepar en berikning tills man funnit en tillréckligt bra skattning av roten.
Newton-Raphson dr en av metoderna som anvénder sig utav denna grundidé.
Man borjar med ett startvirde z¢ som ligger relativt néra roten a till f(z) =
0. Tangenten till kurvan genom punkten (xg, f(x¢)) skir z-axeln i en ny
punkt x;. Ekvationen fér en tangent

y = yo + ¥ (x0)(x — x0) (3.10)



med y = 0 insatt ger

f (o)
f'(@o)
Forvantningen ar att x; utgor en béttre skattning av roten dn vad zg gor.
Detta &r sant om f(x) later sig approximeras hyfsat med en rit linje i det
aktuella omradet. Man befinner sig nu i samma situation som med xg, men
en nagot forbattrad sadan. I nésta steg bestams x5 pa samma sétt och sedan
x3 osv. Man har funnit en iterativ metod:

f(zn) . _

Tptl = T F(wn) n=0,1,2... (3.12)
och denna kallas fér Newton-Raphsons metod. For att denna ska fungera
vél bor inte |f/| vara for litet, eftersom nagon iteration da kan skickas langt
bort. Ovanstaende finns mer utforligt beskrivet i [3].

Newton-Raphsons metod kan &ven anvindas till att hitta extrempunkter
till funktioner. Det man gor da &r att sétta derivatan till 0 istéllet for funk-
tionen sjélv. I fallet ddr man vill minimera en funktion F' av flera variabler,
utgar man fran

Tl = X9 —

(3.11)

Tn+l = Tn — (f/(l‘n))_lf(l‘n) (3'13)

dir f'(z,) dr en kvadratisk matris med de partiella andraderivatorna och
f(zy) &r en vektor med de partiella forstaderivatorna.

3.3 Minstakvadratanpassning

Antag att man har ett dverbestdmt ekvationssystem. Generellt finns ingen
16sning som satisfierar systemet, utan man far férséka hitta en losning ap-
proximativt. Givet en uppsittning data (z;,y;), ¢ = 1,2, ..., m anséitter man
en modellfunktion F'(z) ~ y som beror av ett antal parametrar ci, ca,...,cp.
Om ekvationssystemet &r linjart kan man skriva:

F(z) =cifi(x) + cafo(x) + ...+ cnfn(zx) (3.14)

dar  fi(z), fa(z),..., fu(x) &r givna basfunktioner. Modellfunktionen
F(x) maste skrivas som en linjirkombination av basfunktionerna
fi(x), fa(x), ..., fu(z) vilka ska vara linjirt oberoende. Problemet #r att
bestdmma parametrarna ci,cs,...,c, som minimerar summan av kvadra-
terna pa avvikelserna y; — F'(z;), dvs minimerar uttrycket

Qler, e, yen) = Y (i — Flai))? (3.15)
i=1

7

Det linjdra 6verbestdmda ekvationssystemet kan skrivas pa matrisform som
Ac ~ y, dir

filz) - falz) c1 Y1
A= . . . .



Uttrycket (3.15) far nu utseendet Q(c) = ||Ac — y||3 och derivering med
avseende pa ¢ ger:

% = 24T (Ac — y) (3.16)
Villkoret % = 0 insatt i (3.16) ger:
AT (Ac—y) =0 (3.17)
eller
AT Ac = ATy (3.18)

Minstakvadratanpassning i fallet med linjirt ekvationssystem innebér att
man erhaller parametrarna ¢y, co,...,c, genom att losa (3.18).

I fallet med ickelinjir minstakvadratanpassning beror F'(x) ickelinjért
pa ci,ca, ..., Cn, vilket betyder att man inte kan anvinda (3.18). En explicit
formel kan inte bestdmmas, men man kan anvinda Newton-Raphsons metod
for att minimera Q(cy, ¢, ..., cn).

Man kan ldsa mer om minstakvadratanpassning i [3].

4 Reaktioner i en 16sning utan metalljoner

Vi borjar med att studera ett forenklat system som endast innehaller den
nativa och denaturerade konfigurationen av protein. Proteinmolekylerna
overgar fran den ena konfigurationen till den andra enligt foljande reak-
tioner:

N=D (4.1)
Reaktionshastigheterna for (4.1) dr k,[IN] respektive k¢[D]. Koncentrationer-

na av de bada konfigurationerna varierar med tiden enligt foljande system
av differentialekvationer:

AN] (V) 4 k(D)
d‘[llt)] (4.2)
W = ku[N] - kf[D]

Ekvationerna &r linjara, och kan dédrmed ldsas analytiskt. Den
karaktéristiska ekvationen for systemet

— (ky + N k¢
ku - (kf + )\)

har rétterna A = 0 och A = — (k¢ + ky). Motsvarande egenvektorer blir da

Atk +ky) =0 (4.3)

k 1
V] =1 <kf> och vg = ¢9 (_1>, dér ¢1 och ¢y ar konstanter. Den allménna
u

16sningen till systemet &r:

() = (i) e (L)

10
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Figur 1: Métdata 6ver flourescensen i en 16sning med endast proteinmolekyler
vid 7,57 M urea.

Den andra termen i (4.4) férsvinner da tiden gar mot odndligheten, dvs

[N] — ik (4.5)
[D] — c1ky (46)

da t — oo.

Det man gor rent praktiskt ar att méta losningens flourescens vid olika
tidpunkter, se figur 1. Flourescensen kan vi skriva som F' = Fy[N]+ Fp[D],
dér Fy och Fp &r konstanter. Utifran detta och ekvation (4.4) erhaller vi att
F = Be % 1+ C, déir k = k¢ + ky. Det &r med andra ord rimligt att anpassa
en exponentialfunktion till méitdata. Pa sa sitt far man ut ett vérde for
exponenten k = ki 4+ k. Detta upprepas for olika koncentrationer av urea.
Figur 2 visar en sa kallad chevronplot dér log;, k visas som en funktion av
ureakoncentrationen. Vid laga koncentrationer av urea ar kf mycket storre
an ky. Detta innebar att log;, k ~ log;( k¢ vid laga ureakoncentrationer. Pa
motsvarande sétt ar log,o k ~ log; ky vid hoga ureakoncentrationer. Bade
log; k¢ och log( ky antas vara linjéra funktioner av urea. En anpassning till
méatdata av bigge dessa linjdra funktioner visas i figuren.

Ett system med vildigt hog koncentration av metalljoner kan anses vara
forskjutet at metallsidan, det vill siga losningen innehéller ndstan bara
NM och DM. Med samma tillvigagangssitt som ovanstaende kan vi alltsa
bestimma kM och kM.

11
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Figur 2: Chevronplot 6ver de virden man fatt fram for exponenten k i en
16sning utan metalljoner och vid olika ureakoncentrationer, samt linjéra an-
passningar av log;, kr och logq ky.

5 Reaktioner vid h6g ureakoncentration och med
metalljoner i 16sningen

For att kunna losa systemet med metalljoner maste vi gora en del
forenklingar. Man vet ganska sékert att vid hog koncentration av urea &r
bade DM — NM och D — N vildigt langsamma eller nést intill obefintli-
ga reaktioner. Detta innebér att om proteinet vl har denaturerat forblir
det utveckat. I praktiken sétter vi alltsa k¢ och k‘f\/l till 0. Vi &r darfor mest
intresserade av vad som hénder pa den nativa sidan av systemet vid hog
koncentration av urea.

5.1 Med kelator

Vi later en kelator suga upp alla metalljoner som frigérs i lésningen. Det-
ta medfor att reaktionen N + M — NM inte ldngre intraffar och vi kan
undersoka foljande system av reaktioner:

DM «+—NM —N —D (5.1)

Det bor ndmnas att D och DM fortfarande reagerar med varandra, men att
dessa reaktioner inte paverkar resultaten namnvért av foljande analys. Vart

12



system av differentialekvationer ser ut enligt:

ANMI (k3 + k2 (V)
AN — e — k) (52)
4((D)+ [DM)) _
DM g N+ k(N )

Detta ar ett linjért system och den karaktéristiska ekvationen for systemet

blir

— (kY + B + ) 0 0
N —(ka+A) 0| =AA+EYe+E)N+Ek) =0
kM ky -

(5.3)
som har rétterna A = 0, A = —k, och A = — (k} + k{’). Motsvarande
egenvektorer blir da

1
0 0 e
vp=c 0], va=co| 1 |, wv3=cs3 ku—kN_ —kM
1 ~1 1 <l<:M L kbl )
(KRR AT T ki~

dér ¢1, ¢z och ¢3 dr konstanter. De analytiska losningarna till systemet (5.2)
ar alltsa:

[NM] = 636_(k€11\{ss+kl]1‘1)t
[N] = coe Mt 4¢3 f,lbb e~ (kiss+RLT)
ku — kdiss - kﬂ/l

[D] 4 [DM] = ¢; — cpe ot

_ M <ké\4 + k kku]ﬁé\:ss kM) 6_(kc]1\{ss+kl]1w)t
+ u u - M

diss diss

(5.4)

Termerna som innehaller e %= avtar snabbt, eftersom man vet att k, &r stor.

Genom att anpassa en exponentialfunktion till den uppmaétta flourescensen
far man ut ett viirde pa k = kY + kM. Man kan anta att k) (som &r kind
fran experiment med hog metallkoncentration) #r mycket mindre dn ké\ifss,
vilket betyder att méitningen i praktiken bestdmmer ett virde pa ké\ifss.

En annan ansats dr att anvénda steady state-approximation. Nar N M
overgar i N och M, sugs metalljonen direkt upp av kelatorn och N 6vergar
nédstan omedelbart till D. Detta innebér att koncentrationen av N ar valdigt
lag och déarmed &r dven variationen i dess koncentration liten. Steady state-

approximation innebér att vi sitter % till 0.

d[N] kN [NM]

13



Detta sétts in i sista ekvationen i (5.2) :

d([D] + [DM])
dt

= (kYoo + kM) [NM] = [D] + [DM] = ¢1 — cze~ (KRt

(5.6)
Som vi tidigare har papekat avtar termerna som innehaller e *u* snabbt,
vilket innebér att (5.6) dr pa samma form som sista ekvationen i (5.4).
Detta innebar att dven steady state-approximation leder till en anpassning

av en exponentialfunktion som ger k = ké\ifss + kM,

5.2 Utan kelator

Hur blir det om vi inte later en kelator suga upp metalljonerna. Systemet
med reaktioner ser istéllet ut enligt féljande:

DM «—— NM =N — D (5.7)

och systemet med differentialekvationer blir:

dUZtM D RN - (R KT) (V]
d[d]:] = ks [NM] = (ku + ki [M]) [N] (5.8)
d([D] + [DM])
7t = ku[N] + kY [N M]

Detta ar ett icke-linjart system av differentialekvationer. Vi gor aterigen
o d[N] . .
approximationen att == &r 0 och far att:

= d[N] = kY N _ ké\lfss[NM]
0= g = klalNM] = (ku+ kol [M)) [N] = [N] = =5 (5.9)
och [ ] NN [ ]
d[NM kyskios INM N u
g 1SS M o k V k NM 1
dt ku_l_ké\sfS[M] [ ] ( dlSS+ u )[ ] (5 0)
vilket kan forenklas till:
AvM _ —K[NM] (5.11)
dt
dar N
kS k
<ku + RN M)

Det vi nu vill gora &r att uttrycka [M] i termer av [NM]. Antalet met-
alljoner, fria eller bundna till protein, d&ndras inte och déirfér antar vi att
[M] + [NM] + [DM] &r konstant. Med andra ord:

[M] = Mior — [NM] — [DM] (5.12)

14



dir My, ar den totala metallkoncentrationen i 16sningen. For att bestamma
[DM] maste vi gora ytterligare approximationer. Vi antar att reaktionerna
mellan D + M och DM gar sa snabbt att de i stort sett ar i jamnvikt hela
tiden, dvs:

ass

[D][M] (5.13)
Vi har tidigare antagit att [/V] dr nédra 0 och detta innebér att
[D] + [DM] =P — [NM] (5.14)

dér P &r totala méngden protein. Utifran sambanden (5.13) och (5.14) kan
vi nu 16sa ut [M] som en funktion av enbart [NM]. Vi kan uttrycka [DM]
som

[DM] =P — [NM] — [D] (5.15)
och dédrmed far vi att
[M] = Miot — P + [D] (5.16)
eller att
[D] = [M] = Mo + P (5.17)

Sétter vi in detta i (5.13) erhalles:

kD (Mo — [NM] — [M]) = k2

ass

([M] — Myt + P) [M] (5.18)
Detta dr en andragradsekvation for [M]

ki [M]? + (kR + k2

ass

(P — Mtot)) [M] + kD

ass

(INM] = Myor) =0 (5.19)

som har tva losningar. Produkten av rotterna bildar den konstanta ter-
men i andragradsekvationen. Den totala metallkoncentrationen My, ar alltid
storre eller lika stor som [NM], vilket innebér att [NM] — My, < 0. Med
andra ord maste en av rotterna till (5.19) vara negativ. Vi &r endast in-
tresserade av den positiva roten.

Nu har vi en differentialekvation f6r [NM] (5.11) dér [M] kan skrivas
som en funktion av [NM]. Hogerledet blir dock allt for komplicerat for att
man skulle vilja 16sa det analytiskt. Istéllet viljer vi att gora ytterligare en
approximation. Den enklaste approximationen &r att ersétta hogerledet mot

d[NM)]
dt

= —k[NM)] (5.20)

dér k ar en konstant. Detta ar en linjéar differentialekvation av forsta graden
och kan didrmed 16sas analytiskt:

[NM] = Ae™* 4 C (5.21)

Detta &r troligen en rimlig approximation da lésningen innehaller hég kon-
centration av metalljoner. [M] varierar inte sirskilt mycket, vilket medfor
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Figur 3: Exempel pa en exponentialanpassning till métdata vid lika delar
metall som protein och 7,4 M urea. Man ser en tydlig avvikelse av exponen-
tialfunktionen fran métdata.

att K i (5.11) kan approximeras med en konstant. Nér systemet bestar av
ungefir lika delar protein som metall varierar [M] betydligt mer och approx-
imationen fungerar samre, se figur 3. En nagot béttre approximation borde
vara att ansitta ndmnaren i K som en linjar funktion av [N M]

d[N M] 1

dt b+ c[NM] INM] (5:22)

Detta &r en separabel differentialekvation och 16sningen kan skrivas som en
implicit funktion

In[NM] = 5 (~t+d)

dér d &r en konstant. Ett annat sétt att uttrycka (5.23) &r:

[N M] (5.23)

[NM] = Ae~Ft—5INM] (5.24)

Har ar k£ = %. Man kan observera att k ar virdet pa faktorn m nar
[NM] = 0. Detta borde i sin tur vara ungefir lika med vérdet av K , dér [M]
ges av (5.19) med [NM] = 0. Om vi antar att [[NM] &r en linjir funktion
av vara métdata y, dvs [NM| = sy + m far vi istéllet

y=Be * v L C (5.25)

cm
b

diar B = Ae_s , 7 =7 och C = —"". Vi vill nu bestdmma konstanterna B,

C, r och k givet en serie métdata. Detta gors genom att minimera uttrycket

F(B,Cork) =Y (y — Be iy _ 0)2 (5.26)

%
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Figur 4: Exempel pa métdata med kurvanpassningen (5.25) vid 7,4 M urea
samt lika delar protein som metall. Man ser att kurvan féljer méitdata vildigt
bra.

med hjélp av Newton-Raphsons metod. For att géra detta maste vi derivera
(5.26) tva ganger med avseende pa variablerna B, k, r och C'. Figur 4 visar
méitdata nir 1osningen innehaller lika delar protein som metalljoner, samt
var kurvanpassning (5.25) till dessa.

Vi har att k = % + kM i var anpassning (5.25) enligt (5.22) och
(5.11) nér [NM] = 0. Vi kénner till kY, k, och £} sedan tidigare studier.

Med andra ord kan vi bestdmma ett uttryck for kY [M], namligen
kik
ké\s[s[M] = kd—bbkl]l\j — ku (5.27)

Vi vet inte virdet pa [M], eftersom metallkoncentrationen beror av k2 och

kgss vilka vi inte kdnner till. Vi kan dock erhalla en undre begrinsning for
kN, genom att dividera hogerledet i (5.27) med Myy;. Figur 5 visar viirden

for kXY [M] vid hoga koncentrationer av urea.

Vi vill avgéra om ekvation (5.11) bédst anpassas av en exponential-
funktion (5.21) eller av var kurvanpassning (5.25). For att gora detta kan
vi forstka bestdmma inom vilket intervall m varierar under reak-
tionsforloppet. Om intervallet &r litet, innebér det att den &r mer eller min-
dre konstant, och da fungerar (5.21) bra. Om intervallet déremot &r stort,
betyder det att [M] varierar mycket under reaktionsférloppet och (5.25)
kanske passar lite battre. En rimlig gissning borde vara att intervallen blir
sma néir losningen innehaller hog [M] eller ingen alls. Vid lag metallkoncen-

tration varierar [M] mer vilket ger att K i (5.11) ocksa varierar mer. Vi kan
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Figur 5: Beriiknade viirden for log,, kN, [M] vid 1ag metallkoncentration och
hoga koncentrationer av urea (vi fick tva vildigt avvikande virden som vi tagit
bort). Denna ser ut att variera kring 0 vilket betyder att kY [M] varierar kring
1. Dividerar man sedan kXN [M] = 1 med metallkoncentrationen 5 x 1075 fas

en undre begrinsning for kY, som blir 2 x 10°. Virden pa parametrarna for

ass

den anpassade linjen finns i tabell 2.

uttrycka m i termer av vara anpassade virden pa C, r, k och y:

1 1 1 k

b+cNM]  brc(sy+m) p+ g(sy+m) 1+r(y—C)

(5.28)

Ena intervallgrinsen fas genom att sétta in vérdet pa y som svarar mot
t = 0. Nér t — oo gar [NM] mot 0, vilket innebér att den andra intervall-
grinsen blir k. Intervallgrianserna kan anvéndas i en variant av en chevron-
plot, dar man istillet for punkter plottar intervall som visar mellan vilka
grénser m varierar. Figur 9, 10 och 11 visar sadana plottar for olika
koncentrationer av metalljoner. I dessa kan man se att intervallen dr langa
for lag metallkoncentration och sma for hog, vilket styrker vart antagande
ovan om att exponentialanpassning fungerar bra vid hég [M] men sdmre
vid 14g. Man kan &dven se att m minskar med tiden, vilket borde vara
rimligt eftersom [M] okar nér [N M| minskar.

Man kan kontrollera att den hirledda modellen &r rimlig genom att
jamfora den med numeriska losningar av systemet. Systemet (2.10) kan
16sas numeriskt i Matlab om man ansétter virden pa alla reaktionskon-
stanter, se tabell 2 och figur 7. Den numeriska losningen kan behandlas som
experimentella data, vilket betyder att vi kan gora kurvanpassningar (5.25)
till numeriska data. Resultatet kan sedan jimforas med kurvanpassningar
till experimentella métdata, se figur 8. Figur 9, 10 och 11 visar anpassade
samt simulerade intervallgréinser. Den numeriska 16sningen bekriftar dven
att [IN] &r ndra 0 under hela rektionsférloppet, vilket styrker att steady
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state-approximationen dr rimlig att anvinda i var analys.

k mi meo

kN 6.7047 —0.1697
kD 5.0000 0

kX —4.5603 | 0.1952
kD 0 0

kg —0.8850 | —0.8751
Ky ~3.8717 | 0.3854
kM —0.9649 | —0.7343
kM —10.3050 | 0.7412
kN [M] | 1.2682 —0.1697

Tabell 2: Logaritmerna av reaktionskonstanterna beror linjért pa koncentra-
tionen av urea: log;o k = mi + mao[U]. Virden pa ke, kM, ky, kM och kX
kommer fran experimentella méitdata och kan dirfér anses som relativt sikra.
Maétdata som anvindes for att bestdmma ké\{ss tas inte upp i den hér uppsatsen.
Virden pa k2, och k‘fiss ir rena gissningar och virdet pa kX beror av dessa

ass

(vi anviinder viirdet pa [M] fran (5.19) nir [NM] = 0 for att 16sa ut kX, ur

ass

kN [M]). I figur 5 ser man att punkterna for kX [M] &r ganska spridda kring

ass
den anpassade linjen, och dérfor #r kN [M] kanske mer kiinslig. I figur 6 har
vi anvint oss av andra virden pa kX (m; = 5.0, my = 0) for att i kurvorna

att passa till data.
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Figur 6: Chevronplot med k-virden fran anpassning av exponentialfunktion.
De 6versta punkterna &r fran en 16sning som inte innehaller nagra metalljoner.
De mittersta &r fran en 16sning som bestar av lika delar protein som met-
alljoner och de understa fran en med vildigt mycket metalljoner jamfort med
protein. Linjerna som gar genom de 6versta punkterna visar linjara anpass-
ningar av log;, k¢ och log, ky. De andra linjerna visar K i (5.11) (med den
metallkoncentration som fas av (5.19) nér [NM] = 0) som en funktion av urea.
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Figur 7: Numerisk 16sning av [N], [NM] och [M] i vart ursprungliga system
av differentialekvationer med virden pa reaktionskonstanter fran tabell 2 och
8 M urea.
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Figur 8: Jamforelse av numerisk och analytisk 16sning av log;, k vid tva oli-
ka metallkoncentrationer. Losningarna avviker for laga ureakoncentrationer,
vilket inte &r konstigt eftersom den analytiska 16sningen endast géller fér hoga
ureakoncentrationer.

-2ar
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. . . . . . . . 1 .
Figur 9: Lingden av pilarna visar inom vilka intervall ;———7r Se[van varierar och

riktingen om den okar eller minskar, nér vi har lika andel protein som metall.
Kurvorna visar motsvarande simulerade intervall.
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Figur 10: Lingden av pilarna visar inom vilka intervall m varierar och
riktingen om den 6kar eller minskar, nér vi har hog koncentration av metalljon-
er. Vi har klippt bort en del av méitdata da dessa sett konstiga ut, se figur 12
som ett exempel. De flesta intervallen dr sma utom de tva forsta, vilket kan
bero pa maétfel eller liknande. Kurvorna visar motsvarande simulerade intervall.

log k

. . . . .
55 B B5 7 75 g8 8.5 9 a5 10
urea (i)

Figur 11: Lingden av pilarna visar inom vilka intervall koefficienten i (5.22)
ligger och riktingen om den Okar eller minskar, nér vi har rent protein. De tva
forsta intervallen ser langa ut, men &r &nda sma om man jamfor med figur 9.
Dessa okar dessutom, vilket inte &r fallet i figur 9 och 10.
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Figur 12: Ett exempel pa métdata som vi klippt bort virden pa slutet efter
den lodrata linjen.

6 Slutledning

Vi har kommit fram till féljande modell som beskriver reaktionsférloppet
for [N M]:

N
dal :_< ]M +kgy) N M) (6.1)

ass
Vi har behandlat fyra fall:
1. En l6sning utan metalljoner
2. En 16sning med metalljoner och kelator
3. En 16sning med lag koncentration av metalljoner
4. En 16sning med hég koncentration av metalljoner

Det andra fallet innebér att det inte finns nagra fria metalljoner i 16sningen.
Med andra ord &r [M] = 0 och ekvationen (6.1) reduceras till

d[NM]
dt

Detta &r samma resultat som vi fick i avsnitt 5.1, vilket ger en indikation pa
att modellen &r rimlig. I det sista fallet dr [M] véldigt stor, vilket medfor

N
att % dr vildigt liten i jaimforelse med k). Detta innebir att (6.1)
blir

ass

— — (kY + kM) [N M] (6.2)

d[NM)]
dt

vilket stimmer 6verens med vart antagande i slutet av avsnitt 4 att vid hog
metallkoncentration kan vi behandla ett system med bara NM och DM. Vi

~ —kM[NM] (6.3)
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kan alltsa anvinda exponentialfunktioner for att beskriva reaktionsforloppet
vid hég metallkoncentration. Bagge dessa fall ger en indikation pa att mod-
ellen (6.1) stammer bra dven for fall tre, dvs vid lag metallkoncentration.
Héar kan vi inte forenkla (6.1).

Vi har jamfort experimentella métdata, analytiska och numeriska
l6sningar av systemet (2.10) och alla tre stimmer bra 6verens om man viljer
véarden pa reaktionskonstanterna enligt tabell 2.

I figur 6 och 9 har viirdet pa k., anpassats sa att den analytiska och
den numeriska kurvan passar sa bra som mojligt till experimentella data.
Vi fick tva virden som skiljer sig nagot beroende pa om en exponential-
funktion (figur 6) eller var forfinade modell (figur 9) anvindes. I fallet med
hog metallkoncentration spelade det ingen roll vilket virde vi valde for k2,
medan det blev skillnader i fallet med lag. Detta ger en antydan pa att vi
borde anvénda oss utav den forfinade modellen (5.25) i stéllet for vanlig
exponentialanpassning vid lag metallkoncentration. Vi fick fram en undre
begrinsning for k2., och bada de virden vi anviint oss utav dr storre eller
atminstone i samma storleksordning som denna begransning.

Vi har i denna uppsats kunnat bestdmma reaktionskonstanterna kg, ki,
k‘fw , kM och k‘é\ifss samt fatt en undre begrinsning pa kY. Vi har inte kunnat

ass*
séiga nagonting om kL eller kgss.

Referenser

[1] H.Gutfreund, Kinetics for the life science: receptors, transmitters and
catalysts, Cambridge University Press, 1995

[2] G.F.Simmons, S.G.Krantz, Differential Equations: Theory, Technique
and Practice, McGraw-Hill, 2007

[3] P.Pohl, Grunderna i numeriska metoder, NADA KTH, 1995

[4] F.Rousseau, J.Schymkowitz, M.Oliveberg, ALS precursor finally shaken
into fibrils, PNAS, 2008, vol 105, no 48, sid 18649-18650

[5] M.Oliveberg, ALS ger kunskap om alzheimer och parkinson, Forskning
och Framsteg, 6/06, sid 54-59

24



APPENDIX

A Matlabkod

Foljande Matlabkod beskriver minstakvadratanpassningen (5.26) med
Newton-Raphsons metod:

function x = kurvanp(t,y,id)
% x = kurvanp(t,y,id)
% Anpassar koefficienterna i y = B e”(-kt-ry) + C

%skalar y och t fo6r att undvika illakonditionerade matriser
sy=std(y);

st=std(t);

y=y./sy;

t=t/st;

% startgissning, védrden fran anpassning av en exponentialfunktion
f=expanp(t,y);
B=£f(1); k=£(2); C=£(3);

r=0;

x = [B;r;k;Cl;
dx = x;
maxiter=100;
i=0;

while any(abs(dx) > le-6x(1+abs(x))) & i<maxiter
[first,second] = derivata(x,t,y);
dx = second\first;
step = 1;
h = summa(x,t,y);
hnew = summa(x-dx, t, y);
while hnew > h
step = 0.5%*step;
hnew = summa(x-step*dx, t, y);
end
X = x - step*dx;
i=i+1;
%fprintf (1, *%i \t#hf \t%f\n’, i, norm(dx), step);
end;

%Kontrollerar konvergens
if i==maxiter

if nargin < 3
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warning(’Konvergerar ej’);
else
warning(sprintf (’Kurvan %i konvergerar ej’, id));
end
end

x(1)=x(1)*sy; %B
x(2)=x(2)/sy; %r
x(3)=x(3)/st; %k
x(4)=x(4)*sy; %C

function h = summa(x,t,y)
h=sum((y - x(1)*exp(-x(3)*t - x(2)*y) - x(4)).72);

function [first,second] = derivata(x,t,y)
B=x(1); C=x(4); r=x(2); k=x(3);

e = exp(-k*t -r*y);

v = (y - Bxe -C);

u = y-2*B*e -C;

first = zeros(4,1);

second = zeros(4,4);

first(1) = -2 *sum(e .* v);
first(2) = 2 * sum(B * y.*e.*v);
first(3) = 2% sum(B * t.*e.*v);
first(4) = -2% sum(v);

second(1,1) = 2% sum(e."2);
second(1,2) = 2 *sum(y.*e.*u);
second(1,3) = 2*xsum(t.*e.*u);
second(1,4) = 2*xsum(e);

second(2,1) = second(1,2);
second(2,2) = -2xsum(Bxy. 2.*e.*u);
second(2,3) = -2*xsum(B*y.*t.*e.*u);
second(2,4) = -2*xsum(Bxy.*e);
second(3,1) = second(1,3);
second(3,2) = second(2,3);
second(3,3) = -2xsum(B*t. 2.*e.*u);
second(3,4) = -2*xsum(B*t.x*e);
second(4,1) = second(1,4);
second(4,2) = second(2,4);
second(4,3) = second(3,4);
second(4,4) = 2 *xlength(t);

Exponentialanpassningen med Newton-Raphsons metod:

function x = expanp(t,y)
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hx=expanp(t,y)
hAnpassar koefficienterna i y = Be“(-kt) + C

% startgissning
n = length(t);

I = ceil(0.75%n) :n;

J = 1:floor(ceil(0.1*n));

C = mean(y(I));

k = (mean(y(J)) - C)/sum(diff(t).*(y(l:end-1) - C));
B = (mean(y(J)) - C)*exp(mean(t(J))*k);

x = [B;k;C];
dx = x;
i=0;

while any(abs(dx) > le-6x(1+abs(x))) & i<100
[first,second] = derivata(x,t,y);
dx = second\first;
step = 1;
h = summa(x,t,y);
hnew = summa(x-dx, t, y);
while hnew > h
step = 0.5%*step;
hnew = summa(x-step*dx, t, y);
end
X = X — step*dx;
i=i+1;
fprintf (1, °%i \t%f \t%f\n’, i, norm(dx), step);
end;

function h = summa(x,t,y)
h=sum((y - (x(1)*exp(-x(2)*t) + x(3)))."2);

function [first,second] = derivata(x,t,y)
B=x(1); k=x(2);C=x(3);

e = exp(-kxt );

first = zeros(3,1);

second = zeros(3,3);

e = exp(-kxt);

v = (y - Bxe -C);

u = y-2*Bxe -C;

first = zeros(3,1);

second = zeros(3,3);
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first(1)

-2 xsum(e .* v);

first(2) = 2% sum(B * t.*xe.*v);
first(3) = -2% sum(v);
second(1,1) = 2% sum(e."2);

second(1,2) = 2*xsum(t.*e.*u);
second(1,3) = 2*xsum(e);

second(2,1) = second(1,2);
second(2,2) = -2xsum(B*t. 2.*e.*u) ;
second(2,3) = -2*xsum(B*t.*e);
second(3,1) = second(1,3);
second(3,2) = second(2,3);
second(3,3) 2 *length(t);

Nedanstaende kod genererar den numeriska losningen till systemet (2.10):

function [T,U] = prot2(Ustart,urea,tid)

fanonym = @(t,u) func3(t, u, urea);
[T,Ul=0de23s(fanonym, [0,tid] ,Ustart,odeset (’AbsTol’, 1e-8));

function f = func3(t,u,urea)

kan=kanf (urea) ;
kad=kanf (urea) ;
kdn=kdnf (urea) ;
kdd=kddf (urea) ;
kf=kff (urea) ;

ku=kuf (urea) ;

kfm=kfmf (urea) ;
kum=kumf (urea) ;

f=[ kdn*u(4)+kdd*u(5)-kan*u(1)*u(2)-kad*u(1)*u(3);
kdn*u (4)+kf*u(3)-kan*u(1)*u(2)-ku*u(2) ;
kdd*u (5) +ku*u (2) -kad*u (1) *u(3) -kf*u(3) ;
kan*u (1) *u (2) +kfm*u (5) ~kdn*u (4) ~kum*u (4) ;
kad*u (1) *u(3) +kum*u (4) -kdd*u (5) ~kfm*u(5) 1;

28



