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Sammanfattning

Direkta sokmetoder &r en grupp optimeringsmetoder som karaktér-
iseras av att de aldrig anvinder nagon gradientbaserad information i
sokandet efter en optimal punkt. Vi kommer att koncentrera oss pa
optimeringsproblemet att utan bivillkor hitta ett lokalt minimum till
en funktion f i R™. Inom den gradientbaserade optimeringen l6ser
man den hir typen av problem genom att utifran en punkt xy med
gradientens hjélp hitta avtagande riktningar att successivt soka langs
med. En direkt sékmetod testar istéllet lings (som minst) n linjéirt
oberoende riktningar for att se om nagon av dessa reducerar virdet pa
malfunktionen. Vi kommer att titta pa ev gren av de direkta sékmetod-
erna som kallas monstersokning och som i huvudsak karaktériserar av
att sokriktningar och steglingd &r konstruerade pa ett sadant sitt att
varje genererad punkt hamnar pa en, av f oberoende lattice.

Franvaron av gradientinformation har gjort det svart att utveckla
konvergensbevis for de direkta sékmetoderna. 1997 kom ett generellt
bevis for monstersckningsmetoderna och nyckeln till beviset &r just
deras egenskap att generera punkter pa en av f oberoende lattice. Vi
kommer att studera monstersckningsmetodernas struktur, dels genom
nagra exempel och dels pa generaliserad form och vi kommer att ga
igenom konvergensbeviset for den generaliserade monstersokningsme-
toden utvecklat 1997 av Virginia Torczon.
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1 Introduktion

Lat f vara en kontinuerligt differentierbar funktion av n variabler. Var
uppgift dr att utan bivillkor hitta ett lokalt minimum till f.

Tidigt fick vi ldra oss att ett nédvéndigt villkor for ett lokalt minimum
ar att gradienten forsvinner i denna punkt och for att l6sa problemet att
minimera f ligger det nidrmast till hands att pa nagot sétt anvénda sig av
detta villkor. De gradientbaserade metoderna &r manga och vélutvecklade,
men hur l6ser man problemet om gradienten eller approximationer av denna
ar otillgéngliga? Den héar uppsatsen kommer att behandla en del av svaret
pa denna fraga.

1.1 Direkta s6kmetoder.

Metoder for att losa problem av ovanstaende karaktir utan att berikna
eller approximera derivatan, kallas med ett gemensamt namn fér Direkta
sokmetoder'. En direkt sokmetod #r en algoritm som utifrdn en punkt zj,
testar sig fram lings n linjart oberoende riktningar for att se om nagon av
riktningarna reducerar viardet pa malfunktionen. P& sa sétt genererar den en
serie punkter {z}} som iteration for iteration nérmar sig ett minimum. Vad
som karakteriserar en direkt sckmetod kan dérfor ocksa sédgas vara att den
endast genom att jamfora viardet av malfunktionen i olika riktningar skapar
sig en bild av funktionens utseende och utifran denna bild lyckas identifiera
en avtagande riktning.

Men &dven om direkta sokmetoder aldrig berdknar eller approximerar
derivatan sa kan man dnda prata om dem som gradientrelaterade metoder.
Det beror pa det faktum att en metod som lyckas identifiera en avtagande
riktning indirekt ocksa ligger inne med information om gradienten eftersom
definitionen av en avtagande riktning &r att dess minsta mellanliggande
vinkel till gradienten &dr mindre &n 7 /2.

Eftersom direkta sokmetoder helt och hallet bara bygger pa berdkningar
av malfunktionen f kallas de ocksa for ”zeroth-order methods” dér zeroth-
order refererar till derivatan. Man ska dock inte blanda ihop direkta s6kmeto-
der med de metoder som utan att berikna gradienten &nda anvidnder app-
roximationer av denna. Dessa metoder dr ocksa ”zeroth-order methods” i
den mening att de bara anvénder sig av berdkningar av malfunktionen, men
de hor inte till de direkta sckmetoderna. Varfér? Den huvudsakliga skill-
naden grundar sig i distinktionen mellan tillrickligt avtagande® och enkelt
avtagande3. 1 stora drag &r distinktionen mellan tillréickligt och enkelt av-
tagande, distinktionen mellan ”"ett lagom stort steg” i en "tillrackligt” av-
tagande riktning och bara ett steg i en avtagande riktning. Att sitta kravet

'Min 6versittning. Den vedertagna engelska terminologin &r Direct search methods.
2Min &verséttning. Den vedertagna engelska terminologin &r Sufficient decrease
3Min 6versittning. Den vedertagna engelska terminologin ar Simple decrease.



tillrackligt avtagande pa ett steg innebér klassiskt sett, som vi ska se, att
man anvinder sig av gradienten eller approximationer av denna. Direkta
sokmetoder till skillnad fran gradientbaserade optimeringsmetoder stiller
aldrig nagot krav pa tillrickligt avtagande steg. Men vi ska se att de pa ett
lite annorlunda sétt dnda uppfyller idén om tillrickligt avtagande och hur
detta anvinds i beviset av deras konvergens.

Ett annat krav som stélls pa en metod for att den ska fa ga under namnet
direkt s6kmetod dr att antalet mojliga sokriktningar i varje iteration &r
begrinsat och bestdmt pa forhand. Eftersom det dr bestamt pa forhand &r
det ocksa oberoende av malfunktionen.

Direkta sokmetoder har funnits sedan 50-talet [2] men begreppet myn-
tades forst 1961 av Robert Hook och T.A. Jeeves [3]. Metoderna har sedan
dess anvints mycket i praktiken, men under tidigt 70-tal borjade de fa
daligt rykte och togs i stort sett helt bort ifran litteraturen [2]. Férutom att
metoderna ibland &r langsamma och osdkra ansags deras konvergensformaga
vara heuristiskt grundad, dvs utan bevisbar grund, baserad pa gissningar
snarare dn fakta. Trots utbredd tillimpning av metoderna har bilden av di-
rekta sbkmetoder som teoretiskt suspekta funnits kvar énda fram till mitten
pa 90-talet da det generella konvergensbeviset for Monstersokningsmetoder?,
en gren av de direkta sokmetoderna, utvecklades av Virginia Torczon[5]. Da
okade aterigen intresset for dessa metoder|[3].

1.2 Populira i praktiken.

Direkta sokmetoder har bestatt som verktyg av flera anledningar. For det
forsta dr de ibland det enda alternativet till vissa optimeringsproblem av
sérskilt svar karaktér, t.ex. inom simuleringsbaserad optimering och optime-
ring av ickenumeriska funktioner [3]. For det andra &r de ofta mycket anvénd-
arvinliga i den meningen att det kréivs ytterst lite forarbete for att kora en
algoritm. Detta till skillnad mot manga gradientbaserade metoder som tex
kan kréva ett stort maskineri for att berikna eller approximera gradienten
[6]. S& &ven om algoritmen i sig tar lang tid pa sig att fa fram en 16sning sa
kan det énda i vissa fall vara en mer effektiv metod &n nagon gradientbaserad
metod. Dessutom har direkta sokmetoder egenskapen att med rétt val av
stegliéngdsparameter vara robusta pa sa sétt att de inte ar lika kénsliga for
sma variationer hos malfunktionen som de gradientbaserade metoderna &r
[2]. Dessa praktiskt goda egenskaper tillsammans med det faktum att deras
konvergens numera i manga fall dr bevisad, har gjort att metoderna har
aterfatt sin status.

4Min Sversittning. Den vedertagna engelska terminologin &r Pattern search methods.



1.3 Mbonstersokning- en typ av direkt s6kmetod.

De olika direkta sokmetoderna skiljer sig at bade i valet av de n sokriktning-
arna och i hur de véljer att ta steg ldngs dessa. Metoderna har delats in i
olika grenar efter hur de &r strukturerade. Indelningen och namnvigningen
har inte varit konsekvent litteraturen igenom, vilket har att géra med den
utveckling som metoderna gick igenom under 70, 80 och 90 talet. (JAmfor
tex. definitionen av monstersokning i [8] med Torczons definition [5].) Den
senare hallningen dr att dela in direkta sékmetoder i de metoder som anpass-
ar sokriktningarna efter den information om malfunktionen som kommer
fram under stkandets gang, och de metoder som har fizerade sékriktningar
algoritmen igenom. Under den foérra gruppen ingar metoder som Powells
metod [8] och Rosenbrooks metod[1]. Den senare gruppen delas i sin tur in i
tva grupper, Monstersoknings metoder som i varje iteration sdker langs alla
n riktningar, och simplex metoder [8] som bara soker lings en av riktningar-
na under en iteration.

( Direkta sokmetoder )

Fixerade | Anpassningsbara
stegriktingar stegriktingar

* Powels metod
* Rosenbrocks metod

Simplex Monstersékning
Soker endast langs en av Soker langs alla de n linjart

de n linjart oberoende oberoende riktningarna i
riktingarna i varje itteration. varje itteration.

¢ Simplex metoden ¢ Cykliska koordinatmetoden

¢ MDS-metoden
¢ Hook & Jeeves metod

Figur 1: Ett vanligt sétt att kategorisera de olika direkta s6kmetoderna.

Utvecklingen av konvergensbevis for de olika metoderna har varit olika
framgangsrik. For metoderna med anpassningsbara stegriktningar finns det
individuella konvergensbevis, dér t.ex. beviset for Powells metod bygger pa
att det &r en metod med konjugat-riktningar. [§]

Simplexmetoderna hor till de mest populédra av direkta sokmetoder, men
for deras konvergens finns dnnu inte nagot kint bevis.

Vad monstersokningsmetoderna géller sa har det funnits individuella
konvergensbevis for nagra av metoderna redan pa tidigt 70 tal, dvs under
den tid da direkta sokmetoder var som mest fortalade. Dessa bevis fick pa



grund av metodernas daliga ryckte under denna tid aldrig nagon ordentlig
plats i litteraturen [3]. Det generella konvergensbeviset for hela gruppen av
monstersokningsmetoder kom 1997 [5] och en av byggstenarna i beviset &r
just det faktum att man soker i alla n riktningar i varje iteration. Det finns
anledning att tro att orsaken till att man misslyckats bevisa simplexme-
todernas konvergens #r att de saknar denna egenskap [6].

Forutom att monstersokningsmetoderna séker langs alla n fixerade rik-
tningar i varje iteration sa &ar det hur steglingden véljs som &r nyckeln till
beviset av deras konvergens. Det kanske enklaste séttet att fa en insikt i de-
ras struktur dr att ga rakt pa exemplen som presenteras i nésta avsnitt. Vi
kan i alla fall forbereda med att rikta uppmérksamheten mot det faktum att
steglingden i de kommande exemplen alltid 6kar eller minskar med nagon
potens av en och samma rationella faktor och att detta tillsammans med de
fixerade stegriktningarna innebér att varje punkt genererad av en algoritm
ligger pa ett symmetriskt gitter. Mer specifikt, om algoritmen har genere-
rat en sekvens av punkter {zg,z1,...,zn} sa kommer varje steg 11 — xp
att ligga pa en lattice @nT dér @ € Q och T &r en heltalslattice. Denna
generella egenskap hos en monstersokningsmetod &r essentiell i beviset av
den globala konvergensen.

Vi kommer att borja i avsnitt 2 med att titta pa tre exempel pa Monster-
soknings algoritmer och pa hur de kan tillimpas. Dér efter pratar vi i avsnitt
3 lite mer om distinktionen mellan enkelt och tillrdckligt avtagande. I avsnitt
5 tittar vi forst pa den breda generella strukturen hos en monstersokningsalg-
oritm vart efter vi visar att en sadan algoritm garanterar att limg_,, inf
|V f(zx)|] = 0 om malfunktionen &r kontinuerligt differentierbar I avsnitt 6
lagger vi forst till de nya krav som behovs for att kunna visa det starkare
resultatet limy o ||V f(zg)|| = 0. Dér efter visas detta resultat for den nya
sndvare varianten av en monsterscknings metod. Avslutningsvis pratar vi i
avsnitt 7 om de fallgropar som kan uppsta om man inte haller sig till de
teoretiska ramar som sattes upp infér bevisen i avsnitt 5 och 6, och om
varféor man i praktiken oftast struntar i dessa ramar.

2 Monstersokning - tre exempel.

Vi kommer hir att ge en mer eller mindre geometrisk bild av tre olika
monstersokningsmetoder och titta pa enkla exempel i tva dimensioner. Met-
oderna vi kommer att titta pa ar Cykliska koordinatmetoden [1], Hook och
Jeeves metod [1] och MDS 5- metoden [4]. Hook och Jeeves metod och Cyk-
liska koordinatmetoden finns i flera varianter. Vi kommer att titta pa de vars
struktur faller in under Torczons definition av en monstersckningsmetod.

SForkortning for Multi Directional Search



2.1 Cykliska Koordinat-metoden

En monstersokningsmetod sdker som sagt langs minst n linjért oberoende
riktningar i varje iteration och alltid ldngs samma riktningar. Vi ska se ett
enkelt exempel pa detta i en av de dldsta av metoderna cykliska koordinat-
metoden. Den &r inte sérskilt effektiv men manga andra metoder, (bade
monstersokningsmetoder och andra direkta sokmetoder) dr varianter eller
forbéttringar av denna och dérfor &r den d&nda intressant att titta pa i stora
drag. Den gar tillviga sahar:

Utifran en forsta baspunkt xg och n linjirt oberoende koordinatrikt-
ningar dj...d,, som ar bestdmda pa forhand, gor cykliska koordinat-metoden
sokningar parallellt med koordinatriktningarna, en i taget med en stegléngd-
sparameter A, dir k star for den iteration man &r i. I iteration k testar
algoritmen stegen £Axd; diar i = 1...n och accepterar bara de steg som
reducerar malfunktionsvérdet. Nir alla riktningar &r testade sa kallar man
den punkt som man star i for zx41. Om ingen av teststegen varit lyckade
s ir xrr41 = X, men om nagon av stegen varit lyckade sa &r xp4q1 en ny
punkt. Pa sa sétt ndrmar sig cykliska koordinatmetoden iteration for iter-
ation en lokal minimipunkt om en sadan existerar. D& man har kommit sa
pass nira ett minimum att inget steg i nagon riktning reducerar viardet pa
f sa minskar man steglingden med en pa forhand bestdmd rationell faktor
0 for att sedan upprepa iterationen och se om man far ett béttre resultat
denna gang. P& samma sétt fortsdtter man till dess att steglingden blivit
sa liten att man &r nojd. Den stationéra punkten ligger inom en radie lika
stor som ldngden av de senast accepterade teststegen. Mer detaljerat kan
cykliska koordinatmetoden beskrivas sahar.

CYKLISKA KOORDINATMETODEN

Vilj stopplidngd € > 0, startpunkt xg, en forsta steglingsdparameter Ag > €
och en faktor for att minska steglingden 8 € Q. Lat y; = xg, lat j = 1 och
lat k= 0. Ga till (i).

(i) Utifran punkten y; s6ks ett mindre virde pa f lings riktning d; med
steglingd Ay eller —Ay.
Lat

® Y1 =Yy, +Ardj om f(y; +Ardj) < f(y;)

® Vi1 =Yy, — Apdj om f(y; — Ardy) < f(y;) < f(y; + Ardy)
® Y41 =y, annars

Om alla riktningar &nnu inte &r undersockta, dvsom j < nlat j = j+1
och upprepa steg (i).
Om alla riktningar dr undersokta, ga till steg (ii).



(i) Om f(y,i1) < f(x) sa &r iterationen lyckad. Lat X1 =y, ;1 och ga
till steg (iii). Om f(y,,1) = f(xx) sa &r iterationen misslyckad. Ga
till steg (iv).

(iii) Lat y; = Xg41, Ag+1 = Ag, byt ut £ mot k + 1, lat 7 = 1 och ga till
steg (i).

(iv) Om Ag < € avsluta algoritmen. x; &r var optimala punkt. Om Ay > €
sa minskar vi steglingden. Lat Apy1 = 0Ay och lat y; = xi, Xp41 =
Xk, byt ut £ mot k + 1, lat j = 1 och upprepa steg (i) med den nya
stegldngden.

Exempel 2.1 Bilden illustrerar cykliska koordinatmetoden i tva dimmen-
tioner med dy och dy som standardbasvektorerna (1,0),(0,1), f = 2 + 3,
xp = (—13,18), 6 =1/2 och Ay = 5.

A
X, =(-13,18)
' X, =(-8,13)
E xZ :('3,8)
1 X;=(2,3)
20 X, =(2-2)
1 X:=(-0.5,0.5)
: X, =(0:25,-0.25)
X,
xZ
x3
x5 M
1 "é 1 >
-]0 X6 ------ 10
Xy

Figur 2: Cykliska koordinatmetoden i R?.

Man inser att om man borjar med att sdka med relativt stora steg sa kommer
man néira ett minimum ganska snabbt. Problemet &r forstas att det &dr svart



att veta hur stora steg man ska borja med. Ett annat problem som gor
att cykliska koordinatmetoden och de andra monstersokningsmetoderna kan
vara langsamma dr att de snabbt kan konvergera mot ett minimum utan att
vara medvetna om det eftersom det enda séttet for dem att veta om de &r
i en stationdr punkt &r att de har reducerat steglingden tillrackligt manga
ganger. Dvs om man borjar sokningen vildigt néra en stationdr punkt, men
soker med en vildigt stor steglingd, sa tar det ganska manga iterationer
innan man kan konstatera att man &r i ett minimum.

Beviset for monstersokningsmetodernas globala konvergens roér bara kon-
tinuerligt differentierbara funktioner. Detta beror pa att om f inte dr diff-
erentierbar finns det en risk att algoritmen konvergerar for tidigt i nagon
icke stationdr punkt. Anledningen till detta &r att algoritmen kan fastna i
en "vass rdnna” dér om man har otur, ingen av de n sokriktningarna &r
avtagande.

Detta problem kan i viss man undvikas genom nagot som viss i litteratur
(och férvirrade nog), kallas monstersokning®. Monstersckning innebér att
man utifran de senast bildade baspunkterna x; och xj;_ | skapar ett nytt
steg av langd ||xx — xg—1|| och riktning riktning (xx — xx_1).

Koordinatsékning
—

Monstersékning

Figur 3: Monstersokning.

Néista metod borjar varje iteration med att gora en sadan monstersokning,.

SSvenska for Patternsearch



2.2 Hook och Jeeves Metod.

Hook och Jeeves metod tar, precis som cykliska koordinatmetoden teststeg
med forutbestdmd ldngd ldngs riktningarna di,...,d, en i taget, vartefter
den virderar punkten for att sedan forkasta den eller behalla den. Ett test-
steg accepteras om det ger ett mindre virde pa f och vi kallar det da for ett
lyckat teststeg. Om teststeget inte ger ett mindre virde pa f sa forkastas
det. Teststeget ar da misslyckat. Nar ingen riktning resulterar i ett béattre
virde av f minskas steglingden och stkningen upprepas.

Hook ocu JEEVES METOD

Innan sokningen boérjar viljs en stoppliangd € > 0 som sdger hur sma ste-
gen ska vara for att sokningen ska avslutas, en forsta steglingdsparameter
Ag > €, en startpunkt x¢ och en minskande faktor 0 < # < 1 med 6 € Q.
Punkten y; och indexen j och k introduceras dér y; = xg, j =1 och k = 0.
Forloppet kan nu beskrivas steg for steg.

(i) Utifran punkten y; s6ks ett mindre virde pa f lings riktning d; med
steglingdsparametern Ay eller —Ay.
Lat

® Vi1 =Y +Ardj om f(y; +Axd;) < f(y;)
® Y1 =y; — Ardj om f(y; — Apdy) < f(y;) < fly; + Axdy)
[ ] y]+1 = }"7 annars

Om alla riktningar &nnu inte &r undersockta, dvsom j < nlat j = j+1
och upprepa steg (i).
Om alla riktningar dr undersokta, ga till steg (ii).

(i) Om f(y,, 1) < f(xx) sa & y,; den nya baspunkten. Lat xj =
Va1 Ga till steg (iii).
Annars, om f(y,,1) > f(xx), ga till steg (iv)

(iii) Det &r dags for monstersokning. Bilda den nya riktningen xgy1 — Xg.
Lat y; = Xg+1 + (X1 — Xk), lat Agyq = Ay, ersétt k med k + 1, lat
j =1 och ga till steg (i)

(iv) om Ay < € avsluta algoritmen. Annars lat Ag = 0A. Lat y; = xy,
Xk+1 = Xk byt k mot k + 1, 1at j = 1, och upprepa (i).

Exempel 2.2 Vi ldter f = (z1 — 1)? + (3x1 — 22)? vara vdr malfunktion,
xo = (—2,8), Ag = 0,5 och e =0,1. Vi kommer att na minimipunkten (1, 3)
efter 17 iterationer. Bilden visar hur vi ndrmar oss minimum iteration for
iteration.



Tabellen nedan visar de berékningar som krivs for att genomfora de tio

J6) =205 Xy = (-2,000 8,0000)
JOG ) =1503 X, = (1,500 7,5000)
J%) =6625  x, = (0,500 6,5000)
J05) =4 X3 = (1,0000 5,0000)
J05,) =4 X, = (1,0000 5,0000)
s JOs) 1062 x5 = (1,2500 4,7500)
J%s) =0250 x5 = (15000 4,5000)
o 8 b () =0250  Xr— (1,5000 4,5000)
(%) =0250 X5 = (15000 4,5000)
J0%) = 0207 xy= (14375 4,4375)
X 75 JM)=0191  xp= (14375 4,3125)
SOy )=0141  x,= (13750 4,1250)
S )= 0,008  x,= (13125 3,9375)
7t JX3)=0063  x;5= (1,2500 3,7500)
S0 )=0035  x,= (11875 3,5625)
. (X5)=0016  X;5= (1,1250 3,3750)
265 fug)=0004  x— (10625 3,1875)
X;7)=0 Xjg= (1,0000 3,0000)
X~ X7 Xg

Xy

X1o

Xi1

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 15 2 '

Figur 4: Hook och Jeeves metod i R?.

forsta iterationerna. I tabellen star m for misslyckat teststeg.

70 = (—2,8) F(=2,8) = 205
y1 = (—2,8) f(—1.5,8) = 162.5
f(=1.5,85)=175.25 | m
f(=1.5,7.5) = 150.25 150.25 < 205 =
71 = (—1.5,7.5) F(=1,7) =104
g1 = (=1,7) £(—0.5,7) = 74.5
£(=0.5,7.5) =83.25 | m
f(—0.5,6.5) = 66.25 66.25 < 150.25 =




22 = (—0.5,6.5)

£(0.5,5.5) = 16.25

y1 = (0.5,5.5) f(1,5.5) =6.25
f(1,6) =9 m
f(1,5) = 4 <66.25 =
x3 = (1,5) f(2.5,3.5) = 18.25
y1 = (2.5,3.5) f(3,3.5) = 34.25 m
f(2,3.5) =17.25
f(2,4)=5 5>4=
T4 = T3 f(1,5) =4
Ay =0.25 f(1.25,5) = 1.625
y1 = (1,5) f(1.25,5.25) = 2.3125 m
f(1.25,4.75) = 1.0625 1,0625 < 4 =
x5 = (1.25,4.75) f(1.5,4.5) = 0.25
y1 = (1.5,4.5) f(1.7,4.5) = 1.250 m
f(1.25,4.5) = 0.625 m
f(1.5,4.75) = 1.0625 m
f(1.5,4.25) = 0.3125 m | 0,25 < 1.0625 =
xe = (1.5,4.5) f(1.75,4.25) = 1.5625
y1 = (1.75,4.25) £(2,4.25) = 4.0625 m
f(1.5,4.25) = 0.3125
f(1.5,4.5) = 0.25 0.25>0.25 =
T7 = Xg f(1.5,4.5) = 0.25
A7 =0.125 f(1.625,4.5) = 0.5313 m
y1 = (1.5,4.5) f(1.375,4.5) = 0.2813 m
f(1.5,4.625) = 0.2656 m
f(1.5,4.375) = 0.2656 m 0.25>0.25 =
Irg = X7 f(1.5,4.5) =0.25
Ag = 0.0625 f(1.5625,4.5) = 0.2516 m
y1 = (1.5,4.5) f£(1.4375,4.5) = 0.2266
£(1.4375,4.5625) = 0.2539 | m
£(1.4375,4.4375) = 0.2070 0.2070 < 0.25 =
xg = (1.4375,4.4375) | f(1.375,4.375) = 0.2031
y1 = (1.375,4.375) £(1.4375,4.375) = 0.1953
£(1.4375,4.4375) = 0.2070 | m
£(1.4375,4.5625) = 0.2539 | m
£(1.4375,4.3125) = 0.2359 | m | 0.1953 < 0.207 =
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2.3 MDS-Metoden.

MDS-metoden skiljer sig strukturellt fran de metoder vi sett hittills. Den &r
relativt ny, framtagen pa 90-talet av Virginia Torczon och &r en utveckling
av simplexmetoderna dven om den har egenskaper som gor att den faller
in under grenen monstersckning. MDS-metoden stker minimum genom att
reflektera, kontrahera och expandera ett simplex om n + 1 horn.

Om vi har k punkter x1,Xa, ..., x; i R™ som dr sadana att xo — x1,X3 —
X1,...,X — X1 alla dr linjart oberoende, sa kallas det konvexa holjet av
X1,Xo...X} for ett simpler. Ett simplex i R™ kan forstas aldrig besta av fler
&n n + 1 horn eftersom det som mest finns n linjart oberoende vektorer i
R". Ett simplex i R? kan saledes som mest vara en triangel, i R® som mest
en tetraeder etc.

I MDS-metoden bérjar varje iteration med att berédkna funktionsvérdena
i vart och ett av hornen i ett simplex med n+ 1 horn {or att védlja den punkt
X, som ger det minsta funktionsvirdet. Det forsta man maste gora innan
algoritmen startar ar saledes att vilja n + 1 startpunkter som tillsammans
bildar ett simplex i R™. I och med att detta &r gjort har man &ven valt sina
sokriktningar och deras respektive steglingder, som definieras av simplexets
kanter.

Algoritmen bestar sedan av tre sorters steg. Reflektionssteget, expansion-
ssteget och kontraktionssteget. En iteration kan besta av endast en reflektion,
av en reflektion och en expansion, eller av en kontraktion, alla utgaende fran
X4. Vi ska titta pa hur stegen ser ut och hur algoritmen viljer sina steg.

MDS-METODEN.

Vilj ett forsta simplex Sy, en expansionsfaktor p € (1,+00) och en kon-
traktionsfaktor # € (0,1). Ofta later man p = 2 och §# = pu~! = 1/2. For
att MDS-metoden ska passa in i det kommande konvergensbeviset kravs att

w0 € Q.

(i) Berékna f i varje horn av simplexet Si, lat x, vara den punkt som ger
det minsta funktionsvérdet, numrera de 6vriga punkterna fran 1 till n
och ga till steg (ii).

X X,

Figur 5: Ett forsta simplex i R?.
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(ii) Reflektion. Undersok om reflektion av simplexet genom x, kan leda
till ett béttre resultat. Dvs berdkna f i reflektionspunkterna
X — (X1 — Xy), X — (X2 — X)), ooe, Xo — (X, — X, ) fOr att se om nagon
eller nagra av dessa ger ett mindre véirde dn f(x,). Om detta &r fallet
anses reflektionen vara lyckad. V&lj den av reflektionspunkterna x..,.
som ger det minsta virdet pa f och ga till steg (iii). Om ingen av de

X.-(X,-X.) -

Xo-(x,-x.)

Figur 6: Reflektion.

nya punkterna resulterar i ett béttre virde dr reflektionen misslyckad.
Ga till steg (iv).

(iii) Expansion. Eftersom nagot av stegen x, — (X1 — Xx), X« — (X2 — X4 ),
vy Xie — (X5, — X4) ledde till ett béttre resultat &r det rimligt att un-
derstka om ett dnnu béttre resultat kan nas genom att fortsétta scka
i samma riktning.

Xo-w(X,- X,) Xa~(X,-2.) - \

Xe-U( X~ x,)

Figur 7: Expansion.
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Detta gor du genom att forlinga kanterna pa det reflekterade simplexet
med x, som utgangspunkt fér att se om ett &nnu béttre resultat dr att
finna. Med andra ord, beriikna f i expansionspunkterna x,—pu(x; —
Xy )y Xo — (X2 =Xy ), vy Xs — (X, — X4 ) OCh se om nagon av dessa ger ett
mindre virde dn f(xs,). Om detta &r fallet 4r expansionen lyckad. Lat
Sk+1 = conv (X, Xo — (X1 — X ), X — (X2 — X )y ovey X — (X, — Xi))
och ga till steg (i).

Om ingen av expansionspunkterna gav ett mindre virde &n f(x., )
anses expansionen misslyckad. Lat Si11 = conv(Xu, Xy — (X1 — Xy ), Xu —
(X2 — X4)y ooy Xs — (X, — X4)) och ga till (i).

(iv) Kontraktion. Av alla punkter undersokta runt omkring x, (punkter-
na i simplexet S; och punkterna i reflektionssimplexet), ger x, det
minsta virdet pa f. Det finns alltsa anledning att tro att stegen i
varje riktning tagna utifran x, har varit for stora. Kontraktionssteget
minskar darfor kanterna pa Sy utifran x, med parametern 6. Dvs Lat
Sk+1 = conv (X, Xe — 0(X1 + X ), Xi + 0(X2 — X)), ooy X + 0(X, — X4))
och
ga till Steg (i).

Figur 8: kontraktion

Vi har nu sett tre exempel pa monstersékning och kan konstatera att de
uppfyller foljande ungefirliga definition av en moénstersokningsmetod.
En monstersokningsmetod &r

1. en direkt sokmetod som bara tittar pa malfunktionsvéirden i ett ge-
ometriskt monster av punkter eller for att vara mer precis bara i punk-
ter liggande pa en av f oberoende lattice (se sats 5.1 for en mer precis
definition av detta) och

2. en direkt sokmetod som bara minskar steglingdsparametern nér det
ar nodvandigt for att reducera malfunktionsvéirdet.
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For att forsta varfor villkoren pa en monstersoknings metod &r sa viktiga
i beviset av deras konvergensformaga ska vi titta ndrmare pa distinktionen
mellan enkelt och tillrdckligt avtagande steg och hur denna anvénds av de
derivatorbaserade sok metoderna.

3 Enkelt avtagande och Tillrdckligt avtagande

De partiella derivatorna av en funktion f med avseende pa var och en av
de n variablerna kallas tillsammans for gradienten av f. Gradienten V[ &r
en kolumnvektor med n komponenter och dess geometriska tolkning &r att
den utifran en viss punkt x, pekar i den riktning dit f vixer som snabbast.
Detta dr ekvivalent med att —V f pekar i den riktning dit f 4&r som mest
avtagande. De gradientbaserade minimeringsmetoderna anvénder sig just
av denna trevliga egenskap. Utifran en startpunkt zg vet de ungefér i vilken
riktning de ska rora sig for att komma ndrmare ett minimum. Problemet
ar bara att den mest avtagande riktningen &r en lokal egenskap hos en
funktion. Detta innebér att om man &r i en viss punkt x; och tar ett steg
langs —V f(xy) sa ar det inte alls sékert att man i nésta steg ska fortsétta i
samma riktning. Man kan tycka att sa linge som man bara accepterar steg
som ger ett minskat virde pa malfunktionen och sa linge man berdknar och
anvander gradientriktningen i varje iteration sa borde man dnda forr eller
senare komma till ett minimum om ett sadant existerar. Detta &r dock inte
fallet. Formar man en algoritm pa fel sitt sa kan man ta steg i avtagande
riktning som minskar viardet pa f utan att nagonsin konvergera mot en
stationar punkt.

Ett enkelt exempel pa detta fir sekvensen genererad av zj, = (—1)¥(0.5+
27F) for att 16sa: min f(x) = 22. Sekvensen tar hela tiden steg i avtagande
riktning och for varje k géller att f(zy41) < f(zx), men dnda sa konvergerar
serien mot punkterna +0.5.

Figur 9: For korta respektive for langa steg. Stegen &r inte tillrackligt avta-
gande.

Ett annat enkelt exempel #r sekvensen genererad av z; = 0.5 + 27 som
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ocksa ror sig i en avtagande riktning med f(zg41) < f(xg) for alla k, men
konvergerar mot 0.5. Man kan séga att problemet med de tva sekvenserna ér
att de hela tiden tar ”for stora”, respektive ”for sma” steg. De tva problemen
illustreras i bilderna ovan och tva dimensioner kan dessa problem Overséittas
till situationerna illustrerade i nésta bild.

Figur 10: Samma steg som i figur 9 fast sedda ovanifran.

Eftersom egenskapen av mest avtagande riktning ar lokal s& dr det inte
alls sikert att den snabbaste vigen till ett minimum &ar att folja —V f i
varje iteration. Men om man véljer att soka lings nadgon annan avtagande
riktning sa kan ett tredje problem uppsta. For d&ven om algoritmen tar lagom
langa steg i en avtagande riktning sa blir det problem om riktningen inte &r
"tillréckligt avtagande”.

Om malfunktionen &r differentierbar ségs ju en riktning d vara avtagande
i en punkt z, om den uppfyller Vf(z)'d < 0 vilket innebér att den minsta
vinkeln # mellan gradienten i punkten z och riktningen d &r stérre &n /2.

d
& 0>m/2

vf

Figur 11: Sokriktningen d bildar nddtan rét vinkel med V f.

Att en riktning inte &dr "tillrackligt avtagande” innebér att 6 fortfarande
uppfyller /2 < 0, men att den ligger mycket néra grinsen. Konsekvensen
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av detta ar att algoritmen maste ta valdigt smé steg for att kunna reducera
malfunktionsvirdet och det i sin tur kan leda till att algoritmen konvergerar
for tidigt 1 nagon ickestationdr punkt.

Det ar utifran dessa tre problem som man har infort distinktion mellan
tillrackligt avtagande och enkelt avtagande eller ett ”lagom langt steg” i en
”bra avtagande riktning” och bara ett steg i en avtagande riktning.

For att undvika att en derivatorbaserad metod stannar i en helt felaktig
16sning, finns vissa regler man kan hélla sig till. En metod som haller sig till
en sadan regel garanterar att varje steg ar tillrickligt avtagande. Ett enkelt
avtagande steg dr helt enkelt bara ett avtagande steg. Det finns olika sétt
att testa tillrdckligt avtagande.

For att undvika problemet med avtagande sdkriktningar som néstan &r
vinkelrdta mot gradienten brukar man anvinda ”vinkelvillkoret”

—V f () dy,
IV f (i)l dr]l —

fér nagot ¢ oberoende av k. Villkoret &r ekvivalent med att cos§ > ¢ > 0 dér
0 ar den minsta mellanliggande vinkeln mellan den avtagande riktningen dy,
och —V f(xy) och det sétter alltsa en 6vre gréns for hur stor denna vinkel
(som ju alltid &r mindre &n 7/2) far vara.

Nagra klassiska exempel pa verktyg som testar om steglingden &r lagom
lang &r Armijos Regel [7], Goldsteins test [7] och Wolfes test [7]. Vi ska titta
nérmare pa en av dessa.

c>0 (1)

3.1 Armijos regel

Armijos regel forhindrar en algoritm att ta for stora och for sma steg forutsatt
att stegen tas i en avtagande riktning d. Antag att vi 4r i punkten x; och
att vi ska ta ett steg i riktningen di med en steglingdsparameter « sa att
langden av steget &r «||dg||. Vi definierar funktionen ¢(a) = f(xr + ady)
och vi ska vilja a lagom stort. For att gora detta infors forst funktionen

W(a) = f(ax) + eadyV f(xy) = () + ea |[dil| 15V f(21) med nagot fixt

0 < e < 1. Vi ser att %V f(zg) &r riktningsderivatan av f i riktningen
dy, och vi vet att denna &r mindre &n noll eftersom dj ar en avtagande rik-
tning. Geometriskt dr grafen till funktionen ¢ («) alltsa en linje som skér
malfunktionen i punkten z; och som har en lutning som &r mindre &n rikt-
ningsderivatan i punkten xj och riktningen d. Ett o som inte &r for stort,
ar nu vilket tal som helst som ger ett funktionsvérde som ligger under linjen.
Dvs som uppfyller

6(a) < v(a) @)
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For att undvika allt for sma steg infors en ny fix faktor n > 1, och «
ségs vara tillréckligt stort om det uppfyller

p(na) > Y(na)

Detta kan tolkas som att om man har valt en steglingd o och sedan ckar
den med faktorn 7, sa ska detta leda till att (2) inte langre dr uppfyllt.

Acceptabell steglingd

Figur 12: Armijos regel.

Oftast anvénds inte det senare villkoret i parktiken. For att undvika for
sma steg brukar man istéllet anvinda en teknik som kallas bactracking pa
engelska. Denna teknik innebér att man bérjar algoritmen med relativt stora
steg, for att sedan minska steglingden endast da det &r nodvandigt for att
reducera virdet pa f eller endast da det dr nodvindigt for att uppfylla (2)
tex.

I de derivatorbaserade sokmetoderna &r test sa som dessa inbyggda pa
ett eller annat sétt och diarigenom kan de garantera konvergens mot ett min-
imum. Men som ni mérker ir testen ofta baserade pa att man kan berikna
derivatan av malfunktionen, och det var ju just detta som en derivatafri
sokmetod inte skulle gora. Darfor har man trott att uttrycket tillrickligt
avtagande bara ar applicerbart pa derivatorbaserade sokmetoder. Det var
denna felaktiga idé som motbevisades av Torczon 1997. Vi ska se hur Torczon
visar att monstersokningsmetodernas egenskaper garanterar att tillrackligt
avtagande steg tas i varje iteration utan att beriékna eller approximera
derivatan och hur detta blir nyckeln till beviset av monstersékningsmetoder-
nas globala konvergens.
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4 Global konvergens

Vi har fatt se nagra exempel och forhoppningsvis fatt en bild av hur moénster-
sokningsmetoderna fungerar och vi har satt oss in i distinktionen mellan
enkelt och tillrackligt avtagande. Vi ska strax ga in pa teorin som garanterar
monstersokningsmetodernas globala konvergens. Men forst nagot om sjélva
begreppet. For inom nonlinear programming innebér inte global konvergens
vad man kanske skulle férvinta sig, konvergens mot ett globalt minimum.
Efter att ha lidst foregaende avsnitt dr det forhoppningsvis ocksa tydligt att
metoderna inte garanterar att losningen &r global i den meningen om det
inte dr sa att det endast finns en optimal 16sning. Istéllet innebér global
konvergens i detta sammanhang forsta ordningens konvergens fran en god-
tyckligt vald startpunkt. Forsta ordningen refererar till att forstaderivatan
gar mot noll, s& med global konvergens menas hér, konvergens mot nagon
stationdr punkt oavsett startpunkt. Detta till skillnad fran lokal konver-
gens som i sammanhanget innebér forsta ordningens konvergens forutsatt
att startpunkten #r ”tillriickligt nira” den aktuella minimipunkten. Aven
om monstersokningsmetoderna dr derivatorfria i den meningen att de inte
anvéander sig av derivatan for att hitta en minpunkt s& kan man forstas
dnda prata om att derivatan i denna punkt &r lika med noll om funktionen
ar kontinuerligt differentierbar.

Beviset som vi ska titta pa visar att om malfunktionen &r kontinuerligt
differentierbar sa géller for en monstersdkningsmetod med k = 0,1, 2... att

lim inf = 0.
Jm inf ||V f(ze) =0

Dvs att atminstone en delsekvens av punkterna genererade av en monst-
ersOkningsalgoritm konvergerar mot en stationédr punkt. Med bara nagra
restriktioner kommer dérefter beviset av det starkare resultatet

li =
i V(@) =0

som siger att varje granspunkt av {zx} dr en stationdr punkt.

Att en metod &r gradientbaserad innebér i regel att den garanterar
tillrdckligt avtagande steg i varje iteration och det &r standard for kon-
vergensbevisen av dessa metoder att utnyttja just detta. Eftersom direkta
sokmetoder per definition aldrig beréiknar eller approximerar derivatan sa
kan iden om tillrickligt avtagande steg aldrig anvindas pa samma sétt som
i de gradientbaserade metoderna, utan att samtidigt &ndra pa definitionen
av vad en direkt sckmetod &r. Sadana ansatser har gjorts, dédr man har
formulerat om en monstersokningsmetod sa att ett krav pa tillrackligt av-
tagande steg helt enkelt ingar i algoritmen [5]. Vad Torczon gor dr att visa
att monstersokningsmetoderna faktiskt alltid tar tillrackligt avtagande steg,
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men pa ett helt annat sétt &n via den klassiska vigen. Beviset som ska pre-
senteras hir dr det forsta som utan att &ndra pa definitionen fangar in alla
monstersokningsmetoder pa en gang.

Beviset bygger pa tre viktiga egenskaper hos monstersékningsmetoderna.

1. Varje iteration garanterar atminstone en tillrickligt avtagande rikt-
ning sa ldnge algoritmen inte har natt ett minimum. Detta krav upp-
fylls utan hinsyn till derivatan, genom att man i varje iteration soker
parallellt med tillrdckligt manga linjart oberoende riktningar.

2. Varje punkt genererad av algoritmen ligger pa en heltalslattice multi-
plicerat med nagot rationellt tal. Detta uppfylls genom att alltid ha
fixerade stegriktningar och genom att steglingdsparametern alltid &ar
nagon potens av ett enda rationellt tal. Att varje genererad punkt li-
gger pa en heltalslattice innebér att det finns dndligt manga mojliga
punkter inom ett kompakt omrade som man i en iteration kan hamna
pa. Detta tillsammans med villkoret att ett teststeg bara accepteras
om det &r avtagande spelar en essentiell roll i konvergensbeviset.

3. Steglidngdsparametern reduceras bara da varje riktning genererar ett
misslyckat teststeg och man ddrmed har tillréickligt mycket informa-
tion om kurvans utseende for att vara séiker pa att man dr relativt nira
ett minimum. Detta krav innebér att en monstersokningsalgoritm inte
minskar steglingden for tidigt och férebygger dédrmed konvergens mot
nagon ickestationér punkt.

For att kunna genomfora bevisen krévs en strikt ram av egenskaper som
vi kan anvénda for att definiera en generell monstersoknings metod. Denna
ram ska vara sa bred som mdgjligt med sa fa restriktioner som mgojligt for
att fanga in alla monstersoknings metoder, samtidigt som den fortfarande
ska fylla sitt syfte att garantera de egenskaper som gréivs for att genomfora
beviset. Vi kommer forst att titta pa definitionen fér den bredare ramen som
ar tillrdcklig for att visa limy_, oo inf ||V f(z) [|= 0 . Efter att ha genomfort
beviset ldgger vi till de restriktioner som kréivs for att visa
limg— o0 [V f(zr) = 0.

5 limg . ooinf ||V f(zg)||=0

5.1 Den breda definitionen av en moénstersékningsalgoritm

Som vi har sett i exemplen bestar moénstersoknings-algoritmerna av flera
komponenter och man kan faktiskt generellt se att en monsterscknings-
algoritm bestar av flera delalgoritmer. For att ge en idé av den generella
formen och underlétta ldsningen ges en lite forenklad bild av hur den gen-
eraliserade monstersoknings-algoritmen ser ut redan nu.
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GMA - GENERALISERAD MONSTERSOKNINGS-ALGORITM.
Bestdm en startpunkt zg och en forsta steglingdsparameter.

(i

(i

Berikna f(xy).

ALGORITM A: Viiljer ett steg s.

(iv) ar f(zr) — f(zr + k) > 014t xp1 = xp + S Annars lat x4 = 2y

)
)
(iii) berikna p = f(z5) — f(zr + sp).
)
)

(v

ArLcorITM B: Uppdaterar steglingdsparametern.
ALGORITM C: Uppdaterar stegriktningarna.

Efter att ha gatt igenom Algoritm A, B och C kommer en mer detaljerad
beskrivning.

I de metoder som beskrivits har vi sett att det i varje iteration gors ett
antal teststeg innan det slutgiltiga steget véljs. Hur teststegen har valts har
bestamts pa forhand och har inte berott pa malfunktionens utseende. For
att ge ett exempel sa gick sokningen i Hook och Jeeves metod forst langs
monstersokningsriktningen och sedan ldngs koordinatriktningarna, medans
man i cykliska koordinatmetoden bara testade ldngs koordinatriktningar-
na. Denna egenskap, att soka minimum genom att folja ett forutbestdmt
monster som valts oberoende av malfunktionen, dr som sagt en generell
egenskap hos en monstersoknings-metod. For att kunna genomféra beviset
for alla metoder samtidigt beskriver vi den generella formen for hur ett
sadant monster ser ut.

Ett monster dr definierat av tva komponenter; en basmatris B och en
genererande matris Cj. I de metoder som beskrivits har man genomgaende
borjat med att bestdmma koordinataxlarna, eller basen; d...d,. Basma-
trisens funktion dr att spdnna upp rummet. Den maste alltsa vara inverte-
rbar och ligga i R™*™. Basen bestédms alltid pa férhand och vanligast &r att
man later enhetsmatrisen vara basmatris, men det behdver inte vara sa. Det
finns situationer da det &r mer ldmpligt att vilja en annan bas.

Den genererande matrisen genererar teststegen. Dess kolumner utgors av
varje mojlig testriktning i en iteration. Dessa riktningar kan #ndras mellan
iterationerna och matrisen betecknas darfor C), dér indexet k star for itera-
tion nr k. C, dr en matris i Z"*P dér p > 2n. Att p > 2n innebér att det finns
minst 2n 4 1 mdjliga testriktningar som alla &r representerade i kolumnerna
i Ck. Att de &r minst 2n + 1 beror pa att alla monsterscknings-metoder
nagon gang i varje iteration gor koordinatsokning, dvs soker parallellt med
koordinataxlarna definierade av B i bada riktningarna. Att inte ta nagot
steg alls, dvs. att xx = xg41 ar ocksa ett mojligt teststeg gemensamt for alla
monstersoknings-metoder, dirav &r p > 2n. Om en algoritm dven gor det vi
kallat monstersokning blir de mdojliga testriktningarna fler.
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Man kan pa ett naturligt siatt dela upp Cj pa foljande sétt.
Cp=[ M, =M, Ly |=[Tx L], (3)

diar My &r en inverterbar n X n-matris som representerar de n mdjliga
testriktningarna parallella med axlarna i B, dvs M € Z™*"™ och —M), &r
forstas samma sak i motsatt riktning. Om M &r méngden av alla sadana
matriser M}, sa kriver vi att M &r en #ndlig méngd. Ly dr n x (p — 2n)-
matrisen som minst bestar av en kolumn av nollor (da inget steg gors), och,
i fall av monstersokning, av kolumnerna som utgor varje mojligt koordinat-
steg kombinerat med den bestdmda monstersokningsriktningen. Alltsa géller
Ly € an(p—2n)'
Ett monster P, definieras nu som

P, =BCy,=| BM;, —BM; BLy|=[ Bl BLj|(4)

Ett monster utgor alltsa alla mojliga testriktningar i basen B. Men ett
teststeg dr inte bara en riktning, utan ocksa en steglingd. Som vi har sett i
exemplen sa har lingden pa det forsta steget bestamts pa forhand. Efterhand
man ndrmat sig minimum har steglingden minskats. Den varierar alltsa
mellan iterationerna, sa i iteration k betecknar vi steglingdsparametern med
Ag. For A giller att A € R, A > 0.

Vi har nu vad som behévs fér att definiera ett teststeg st.

s}, = ApBc}, (5)

dér Bc}; dr nagon av kolumnerna i Py. Under en iteration genomfors endast
ett av de mojliga teststegen. Vi kallar detta teststeg for det accepterade
teststeget och betecknar det med sy.

Innan vi gar vidare ska vi titta pa ett exempel som visar pa hur cyk-
liska koordinatmetoden passar in i monstret. Lat oss anta att f &r en
tvavariabelfunktion, att vi har valt B = I och att vi &ar i iteration nr k
i nagon punkt xx. Bilden pa nésta sida visar vilka olika situationer som kan
uppstéa. De streckade linjerna star for misslyckade teststeg och de heldragna
for lyckade. Vi ser hur alla de mgjliga stegen representeras i Cj nedan.

(10 -1 01 1 -1 -10
F=\lo1 0 -1 1 -1 -1 1 0

Eftersom man i cykliska koordinatmetoden alltid soker lings axlarna sa
uppdateras aldrig Cj. Detta &r speciellt for denna metod.

Vi har nu sett hur Py visar vilka mojligheter som finns i en iteration k,
men notera att P inte sdger nagot om villkoren for att acceptera ett visst
teststeg och inte heller nagot om vad som bestdmmer om det valda teststeget
ska leda till var nya punkt. Det &r Algoritm A i GMA som véljer vilket av
teststegen i Ag Py som ska accepteras. Foljande krav stélls pa Algoritm A.
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Figur 13: De mojliga stegen i en itteration.

ALGORITM A genererar bara teststeg s, som uppfyller
(i) Sk € Akpk,
(i) min {f(xx + s},), 8, € ApBTr} < f(zx) = flaxn + sk) < f(zp).

Detta innebér att om man kan hitta ett teststeg parallellt med koordina-
terna som ger ett mindre funktionsvirde dn punkten vi dr i, s& kommer det
accepterade teststeget s; ocksa att ge ett mindre funktionsvirde. Observera
att det inte stills nagot krav pa att f(zg+s;) < min{f(zx +y),y € Ap BT}
ska gélla. I praktiken innebér det att det &r tillatet for GMA att ta ”for
stora” steg, eller, for att aterkoppla till var tidigare diskussion, det stélls
inget krav pa att teststeget ska vara tillrackligt avtagande for att det ska
accepteras.

Algoritm A &r nu vilken algoritm som helst som uppfyller ovan ndmnda
villkor

I de olika exemplen pa monsterséknings-algoritmer som vi har tittat pa
sa har vi sett att om inget av teststegen i iteration k var avtagande, sa
14t algoritmen xj,1 = z vartefter den minskade steglingdsparametern. I
MDS-metoden sag vi dven hur vi kunde fa en storre steglingdsparameter i
och med att vi expanderade simplexet da p; > 0. Algoritm B nedan ger de
generella reglerna for hur GMA uppdaterar Ay.
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ALGORITM B.

Givet € Q, 7> 1

lat {wo, w1, ...,wr} C Z med wy < 0 och w; > 0,i=1,..., L,

lat @ = 70 och lat A\, € A = {7"1, ..., 7%} med L = |A| < +o0.

(1) Om p; <0, lat Ak+1 = 0Ay.
(ii) Om pr > 0, l1at Ak+1 = M Ay,

Detta innebér att om teststeget genererat i Algoritm A ger ett storre virde
pa malfunktionen sa minskas steglingden, medan den forblir densamma, eller
okar om teststeget ger ett mindre véarde.

Algoritm C ska ju vara en algoritm vars funktion &r att uppdatera testrik-
tningarna, dvs uppdatera Cj. Det enda krav som stélls pa denna algoritm
dr att den ska generera kolumner i Cj som uppfyller (3) med de villkor som
ar satta pa My, och L, dér.

Den generaliserade monstersoknings-algoritmen for optimering utan bil-
villkor blir nu:

GMA - GENERALISERAD MONSTERSOKNINGS-ALGORITM.

Bestém bas B, genererande matris Cf, startpunkt xg € R" och en forsta
steglingd Ay > 0. Vilj algoritmer A, B och C.

For k=0,1,...

(i) Berdkna f(xg).
(i) ALGORITM A: Bestdmmer ett steg sy.

)
)

(iii) Berdkna p = f(xg) — f(zk + sk),

(iv) Om p > 0 1at xg41 = g + Sg. Annars lat x4 = xp.
)

(v) ALGORITM B: Uppdaterar Ag.
ALgorIiT™M C: Uppdaterar Cj.

Med s = 0 i ett misslyckat steg ser vi hur algoritmen genererar punkter
. N-1 N L . .
pa formen xn = xg+ >, Sk som nidrmar sig minimum da k — oo. Vi har
sett villkoren for att en algoritm ska ha detta beteende. For att fa djupare
forstaelse i inneborden av detta illustrerar jag hur dessa villkor uppfylls av
Hook och Jeeves metod.

5.1.1 Hook och Jeeves och den generella modellen

Innan vi borjar ska vi snabbt paminna oss om strukturen i Hook och Jeeves
metod. Basen B #&r oftast definierad till enhetsmatrisen. Antag att vi &r i
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punkten x;. Det sista som hénde i foregaende iteration var att vi gjorde
en koordinatsokning for att hamna i denna punkt. For att komma vidare
till punkten z; borjar vi med en monstersokning som ar ett steg av sam-
ma riktning och ldngd som hela steget xp — xx_1 vartefter vi goér en ny
koordinatsokning. Vi dr nu i punkten zp,;. Sa ett steg s bestar forst
av en monstersckning som beror av foregaende steg och sedan en koordi-
natsokning. Hur uttrycks da detta i var genererande matris Cj?

I Hook & Jeeves metod bestar C), av 2 - 3™ kolumner dir de forsta 3™
kolumnerna bestar av alla mojliga koordinatsokningar dvs. alla sétt att med
repetition vélja ut n ur {—1,0,1}. De aterstaende 3" kolumnerna bestar av
alla mojliga koordinatriktningar adderat med den bestdmda monstersokni-
ngsriktningen. Exemplet nedan tillsammans med Algoritm H&J som visar
hur de olika matriserna har uppstatt, fortydligar forhoppningsvis nagot.

Figur 14: Exemplet &r i tva dimensioner. I iteration k har monstersteget har
alltid samma ldngd och riktning som vektorn (z; — xp_1).

De feta kolumnerna representerar steget som tas, de understrukna rep-
resenterar koordinatsokningen.

Co :< 10 -1 o 1 1 -1 -1 01 0 -1 0 1 1 -1 =1 0 )
o1 0 -11 -1 -1 1 o0/0 1 0 -1 1 -1 -1 1 0
Oy = ( 10 -1 0o 1 1 -1 -1 0]2 1 0 1 2 2 0 0 1 >
o1 0 -1 1 -1 -1 1 01 2 1 0 2 0 0 2 1
c,—(1t 0 -1 0 1 1 -1 -1 03 2 1 23 3 1 1 2
2= ( o1 0 -1 1 -1 -1 1 0|2 3 2 1 3 1 1 3 2 )
Cs = ( 10 -1 0 1 1 -1 -1 0|4 3 2 3 4 4 2 2 3 )
o1 0 -1 1 -1 -1 1 0|1 2 1 0 2 0 0 2 1
(10 -1 0 1 1 -1 -1 04 3 2 3 4 4 2 23
4 _< o1 0 -1 1 -1 -1 1 0/0 1 0 -1 1 -1 -1 1 0 )

)
=~



Som ni ser forindras inte de foérsta 32 = 9 kolumnerna.

I Algoritm H&J ér ¢} = xp — xp_1, dvs ¢} representerar monstersteget i
iteration k£ som alltsa dr detsamma som det accepterade teststeget i iter-
ation k — 1. cZ ar den sista kolumnen i Cj. Bcy &r teststeget accepterat i
iteration k dvs zx11 — 2% som alltsd kommer att bli monstersteg i iteration
k+1.

ALGORITM H&J: UPPDATERAR (.
Fori=3"+1,..,2-3" lat

P
Chy1 = G + Ber — ¢

Det &r uppenbart att kolumnerna i C} alltid bestar av heltal och Algoritm
H&J uppfyller ddarmed villkoren f6r den generaliserade Algoritm C.

Algoritm A i var generaliserade modell, bestar av steg (iii),(i) och (ii) i
Hook och Jeeves metod i avsnitt 2.2. Man ser att teststeget xr41 — ) alltid
ar representerat bland de sista 3" kolumnerna i matrisen Ap P, = AR BCy,
dér Cp &r matrisen genererad av Algoritm H&J ovan. Vi ser ocksa hur steg
(ii) och (iv) i Hook och Jeeves metod garanterar att varje accepterat teststeg
ar avtagande. Sa villkoren pa den generella Algoritm A dr uppfyllda

Det &r enkelt att se hur Algoritm B uppfylls av steg (iv) i Hook & Jeeves
metod. Om det accepterade teststeget gett ett storre virde pa malfunktionen
sa minskas steglingden med en halv, annars forblir den oférédndrad. Detta
innebér i termer av Algoritm B att § = 1/2 och wy, ..., wy, alla &r lika med
0. Vi har i stora drag sett hur Hook & Jeeves metod uppfyller kraven for
GMA.

5.2 Konvergensteori och beviset av limy_, . inf ||V f(zg) [[= 0

Vi anvénder nu reglerna for hur en generaliserad monsterséknings-metod &r
konstruerad for att visa att en algoritm som uppfyller dessa regler gener-
erar en sekvens {zy} som &r sadan att limg_, o inf ||V f(zx)]|=0. Det
forsta steget ar att visa att varje punkt genererad av GMA ligger pa en
heltals lattice. Detta innebér att det pa ett kompakt omrade endast finns
ett dndligt antal platser som en genererad punkt kan hamna pa. Tillsam-
mans med villkoret om avtagande steg i Algoritm A ger detta resultat att
GMA kommer att stad och stampa pa en och samma punkt om k — oo.
Tillsamman med villkoren pa Algoritm B anvindas detta sedan i beviset av
Sats 5.2 som séger att nagon delsekvens av Ap kommer att ga mot noll da
k gar mot odndligheten. Det slutliga beviset dr sedan ett motsigelsebevis
som anvinder ett resultat som kommer att visas senare, men som i prin-
cip séger att det finns en undre grins Apg > 0 sadan att Ag > App om

limy, o inf ||V f(xr)]] # 0.
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Sats 5.1 Varje punkt xn genererad av en generaliserad
monstersokningsalgoritm kan uttryckas pa formen

N—-1
xy =x0+ (BFBa”"VB)AgB Z Zk (6)
k=0
ddr B dr basmatris, xg dr startpunkt och Ag dr forsta valet av
stegldngdsparametern.
B/a =71, med a, 5 € N som dr relativt prima och T dr som i Algoritm B,
rrg och ryg beror pa N och dr som i beviset nedan och
zL €Z" for k=0,...,N — 1.

Bewvis. Vi har sett att den generaliserade monstersokningsalgorittmen gener-
erar punkter pa formen

N-1
TN = Zg + Z Sk (7)
k=0

dér villkoren pa Algoritm A ger att si dr nigot av teststegen st = Ay Bc,
i1=1,...,p.
Fran Algoritm B har vi att Ay kan skrivas som

Ap = OBNTNT NTEA, ®)

dér vi kan forsta q}C pa foljande sétt. Efter k iterationer har man ateranvént
Ai q;, ganger for att uppdatera steglingden. For ¢ géller alltsa q;, € Z,q;, >
0.

Vi paminner om restriktionerna pa formen for 6 och \;.
Med 7 € Q,7 > 1 och {wp, w1, ...,wr} € Z hade vi

6 =70
dar wy < 0 och
)\i = T
med w; >0,i=1,2,..., L
Vi kan alltsa skriva om (8):
Aj, = (7U0)IR (U1 ) 5k (792) 9K (7Y IK Ag = 77 Ag 9)

dir rp, = Z»L'L:o wiq]i och rp € Z eftersom w;, q,’:C € 7.
Lat nu
rpg = min {r ryg = max {r 10
we = min {0 ron= max {n) (10)

(7) och (9) ger
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N-1 N-1 N-1

xN:.%'o—f—ZSk:.iL‘o—i- ZAkBCk:$0+ ZTTkAoBCk. (11)
k=0 k=0 k=0

Att 7 € Q medfor att 7 kan skrivas 7 = §/a dir 5, € N ar relativt prima.
Med beteckningarna inférda i (10) kan vi nu skriva

, [re /87'LB+(TI€*7"LB) B
7Tk — — = LB TUB

a™  qruB+(e—TUB)
med v € Z. Dér den sista likheten foljer av att v, —rpp > 0 och ry —ryp <
0, samt att «, 8 € Z. Byter vi ut 77% mot "tBa~"UB~; i (11) och later
2 = ke sa giller z; € Z™ och vi far (6). O

Kontentan av nésta sats dr att om malfunktionen och startpunkten &r
sadana att mangden av alla x som tar f till virden mindre &n eller lika
med startvirdet dr kompakt, sa kommer nagon delsekvens av {Ag} att ga
mot noll da k gar mot odndligheten. I beviset kommer vi att anvinda den
algebraiska struktur hos en punkt genererad av GMA som vi just visat. Vi
kommer ocksa att anvéinda villkor (iv) i GMA och villkoren f6r Algoritm B.

Foljande definition kommer att behovas:

L(y) = {z; f(z) < f(y)}

Sats 5.2 Om L(xg) dr kompakt sa dr App := liminfg_, o Ax = 0.

Beuvis. Satsen visas genom motségelse, sa antag att den minsta steglingden
ar storre dn noll, dvs att 0 < App < Ay, for alla k.

Av villkor (iv) i GMA f6ljer att alla punkter genererade av denna ligger
inom det kompakta omradet L(z). Eftersom L(xg) dr kompakt sa vet vi
att det finns ett tal s > 0 sadant att ||xgy1 — x| = ||sk|| < s for alla k. Lat
o vara det minsta singularvirdet till basen B definierad i avsnitt 5.1.

For alla steg si sadana att ||sg|| # 0 kan vi nu skriva

s > |Iskll = Ag || Berl = Ago [lex || = Ago,

dér den sista olikheten foljer av att ¢ € Z™ och av att si # 0 = ¢ # 0.
Sa for Ay giller alltsa att 0 < App < Ap < 2 < o0o. Vi vet fran (9)
att A kan skrivas Ap = 7" Ag med r, € Z och Ag > 0 sa vi kan skriva
0< ATLOB < 77 < %AO < 00. Men eftersom ry € Z sa maste det finnas tal
ryp och rpp sadana att

o 1 prm— 12
rep = min Ayt rup = max {r} (12)

vilket gor att (6) nu kan ségas vara sann for (12) istéllet for (10).
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Eftersom alla punkter genererade av GMA &r pa formen xy = xg +
(B"EBa™"UB)AgB fo:_ol 2, dar 2z € Z™ och det bara finns ett &ndligt antal
heltalspunkter pa en kompakt méngd sa maste méngden av olika element i
f6ljden vara en dndlig méngd. Sa for k& — oo finns det minst en punkt x,
sadan att xy = z, for odndligt manga k. Villkor (iv) i GMA séger att ett nytt
steg accepteras om och endast om den nya punkten ger ett mindre vérde
pa malfunktionen. Detta innebdr att om algoritmen en gang har ldmnat
en punkt s kommer den aldrig att atervinda till densamma. Déarfér maste
punkten z, vara unik i den meningen att for ett tillrackligt stort tal IV s& &ar
T = x4 for alla k > N. Men att algoritmen star och hoppar pa punkten x,
i odndligheten &r detsamma som att pr = 0 i odndligt manga, pa varandra
foljande, iterationer. Tillsammans med villkor (i) i Algoritm B medfor detta
att Ax — 0 och vi har en motségelse. [

Notera att det tack vare de genererade punkternas algebraiska struk-
tur racker med att vi krdver att det accepterade teststeget &dr avtagande
i varje iteration for att visa att nagon delsekvens av {Ap} gar mot noll.
En proposition aterstar for att det generella konvergensbeviset ska kunna
slutforas. I beviset av Proposition 5.3 anvénds flera av resultat som kommer
fram i avsnitt 6.2 och darfor ligger beviset i slutet av detta avsnitt. Det ska
poéngteras att vi dock inte anvinder nagra av de starkare kraven pa GMA
nédr vi bevisar Proposition 5.3.

Proposition 5.3 Om L(xy) dr kompakt, f dr kontinuerligt differentierbar
runt L(xzg) och om limg_, oo inf ||V f(zx) ||# O sa finns en konstant App > 0
sadan att Ay, > App for alla k.

Sats 5.4 Antag att L(xg) dr kompakt och att f dr kontinuerligt differen-
tierbar runt L(xo). Da gdller for sekvensen {x} genererad av GMA att

lim inf _
i inf [V () |[=0

Bevis. Antag motsatsen att limy_, 4o inf |V f(xg) || 0. Fran Proposition
5.3 vet vi att det finns en undre grans Ay > 0 sadan att Ap > App for
alla k vilket motséger Sats 5.2. [

Sammanfattningsvis. Vi har forutsatt att L(zg) &r en kompakt méngd
och sedan sett hur punkterna genererade av GMA givet denna forutséttning
endast har ett dndligt antal platser att hamna pa. Eftersom en ny punkt bara
accepteras om den reducerar virdet pa f sa visste vi att algoritmen aldrig
atervinder till en plats som den en gang har lamnat. Detta ledde till var
slutledning att nagon delsekvens av steglingdsparametern maste konvergera
mot noll. Vi anvinde sedan faktumet att om GMA aldrig konvergerar mot
en stationir punkt sa kommer ingen delsekvens av A, att konvergera mot
noll. Detta ledde till var motségelse och var forsta viktiga sats var darmed
bevisad.

28



6 limy . o |V f(z1)||=0
6.1 Tre nya krav pA GMA

Den breda generella modellen av GMA som definierades i 5.1 var konstruerad
sa att den passar in pa alla monstersokningsalgoritmer. De villkor som sattes
pa modellen var tillrickliga for att visa att de algoritmer som faller under
den uppfyller limy_, o inf ||V f(x) ||= 0 . For att visa det starkare resultatet
limg 400 |V f(zk) ||= 0 krévs som sagt ytterligare restriktioner pa GMA.
Detta gor att vissa av de ursprungliga algoritmerna inte passar in i denna
snévare modell utan att nagra dndringar méaste goras.
De nya kraven pa GMA é&r

1. Vi kréver existensen av en konstant C' > 0, sadan att fér varje k sa
ar C' > Hc%H med ¢ = 1,...,p. Givet en saddan konstant kan vi visa
foljande Lemma

Lemma 6.1 Antag att det existerar en konstant C > 0 sadan att i
varje iteration k sa dr C' > HC}CH forallai=1,...,p. I sa fall finns det
en konstant 1, > 0 oberoende av k sadan att

Ar 2 || st

for alla teststeg 82 genererade av GMA.

Bevis. Per definition sa géller s%C = Achi;. Sa alltsa har vi
Isill = lAxBeil| < A 1Bl [ei]] < AxC (1B

Dér den forsta olikheten foljer av Cauchy-Schwarz olikhet och det fak-
tum att Ay > 0. Och den andra olikheten foljer av vart antagande. B

Ar en basmatris som spanner upp R"™ och har darfor norm strikt storre

dn noll. Satt ¢, = ﬁ. O

2. Vimaste skirpa kraven pa Algoritm A. Vi krdver nu att ett accepterat
teststeg s ska ge ett funktionsvirde som &dr mindre &n eller lika med
det minsta av funktionsvirdena av teststegen s§§ € A, BT... Eller med
andra ord.

ALGORITM A (STARKARE KRAV)

(i) sp € AP, = ALBCL = Ay [ BTy, BL; ]

(ii) Om min {f(zx +v),y € AxBIy} < f(zk)
sa ar f(zr + sk) < min{f(zr +vy),y € ApBI}.

Detta innebér att en monstersoknings algoritm maste testa alla koor-
dinatriktningar innan den bestdmmer sig for att acceptera ett teststeg.
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3. Vi kraver att limg_., o Ar = 0. Detta kan tex garanteras genom att
aldrig lata algoritmen oka steglingdsparametern, dvs genom att lata
w; =0,7i=1,...,L i Algoritm B.

Inga av de nya kraven &r orimliga att stdlla pa en monstersoknings algoritm.
Tex uppfyller bade Hook och Jeeves Metod och Cykliska koordinat metoden
redan dessa villkor.

6.2 Konvergensteori och beviset av limy_ . ||V f(z)|=0

Foljande Lemma séger att om vi i iteration nr k inte har natt ett minimum
sa kommer en monstersoknings algoritm generera ett avtagande steg inom
ett dndligt antal iterationer. Detta innebédr dels att algoritmen genererar
avtagande riktningar och dels att den ger en steglingd som forr eller senare
blir tillrackligt liten.

Lemma 6.2 Om f dr kontinuerligt differentierbar i ett omrade runt L(xg)
och V f(xy) # 0 sa finns det ett heltal ¢ > 0 sadant att pyq > 0.

Beuvis. Eftersom kolumnerna i My, ar linjart oberoende och B bildar bas i
R™ per definition, sa vet vi att &ven kolumnerna BM}, &r linjért oberoende.
Detta innebér att det i punkten xj, finns minst en testriktning d;§ = Bc’,i, — T,
dir ¢ € My, sadan att Vf(z)'di # 0. Eftersom '), = [ M, —M, ] vet
vi dessutom att det for nagot ci/, € I'y, giller att Vf(a;,yg)td}'C < 0. Sa for ett
tillrdckligt litet A > O finns det en riktning bland kolumnerna i I'y, som ger
fap + hdL) < flap).

Antag att vi ar i iteration k och GMA har genererat ett misslyckat test-
steg. Eftersom det alltid finns minst en avtagande riktning att vilja bland
i 'y, sa vet vi att det misslyckade teststeget dr orsakat av att steglingden
varit for stor. Men i varje misslyckad iteration later GMA xxy11 = zj och
minskar dérefter Ay med parametern 6 < 1. Det finns alltsa ett heltal ¢ > 0
sadant att 09A;, &r tillréckligt litet och ger pp14 > 0. O

Vi vet nu att sa linge en monstersokningsalgoritm inte har natt ett mini-
mum sa kommer matrisen Py alltid att besta av atminstone nagon avtagande
riktning. Vi vet ocksé att detta tillsammans med Algoritm B garanterar att
GMA fortsétter att forflytta sig i avtagande riktning sa linge den inte stoter
pa en minimipunkt. Men detta &r, som vi vet fran avsnitt 3 inte tillrickligt
for att garantera konvergens mot en minimipunkt.

I beviset av Lemma 6.4 far vi se hur GMA faktiskt uppfyller vinkelvil-
lkoret (1) i varje iteration. Mer specifikt ska vi fa se att GMA genererar
nagot avtagande teststeg vars mellanliggande vinkel till —V f(z)) har en
ovre grins som endast beror av n, M} och B. Detta innebér att man genom
att anpassa matriserna M} och B kan forma en monstersckningsalgoritm sa
att den undviker att ta steg som néstan ar vinkelrdta mot —V f(xy). Istéllet
for att direkt visa existensen av en 6vre grins pa en sadan vinkel 0 visas exis-
tensen av en undre grans for cos §. Men for att visa det generella fallet tittar
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vi forst pa ett specialfall i Lemma 6.3 dar B = I och P, = [ I -1 0 ]
Dvs specialfallet dir GMA bara genererar teststeg av lingd 1 parallellt med
axlarna i I. Lemma 6.3 gor foljande. Till en normerad vektor y i rummet
definieras 6(y) som den minsta av vinklarna mellan y och ey, es...e,,, vektor-
ernai B = I. Lemmat séiger sedan att for alla normerade vektorer y i rummet
sa kan 0(y) aldrig bli storre &n att cosf(y) = ﬁ > 0 med 6(y) € [0,7/2].

Vi ser direkt att 6(y) okar med antalet dimensioner n.

Lemma 6.3 Antag att ||y|| = 1 och definiera 0;(y) € [0,7/2] som vinkeln
mellan en vektor y och e; ddr ey, ea,...,e, dr standardbasvektorerna. Lat
0(y) vara sadan att

cos0(y) = max {]cos65(y)]}
Da giller

min cosf(y) = ! (13)

yeR™ %

Bevis.Vi vet att |y;| = |y'e;| = |cos0;(y)| dir y = (y1,y2, ..., yn)". Vi vet
ocksa att [lyl| =1 & >0, |yj|2 = 1 vilket medfor att det for atminstone
nagot j giller att |y;| > 1/y/n < ||y'e;|| = [[cos 0;(y)|| = 1//n. Dvs for varje
vektor y finns atminstone nagon vektor e; sadan att |cos0;(y)| > 1/y/n sa
det dr klart att det ocksa for varje vektor y giller att cosf(y) > 1/+/n.
Speciellt nér y = aje; + agez + ... + aye, med o = +1/4/n sa har vi att
cosfO(y) =1/y/n. O

Eftersom Lemma 6.3 géller for alla riktningar y i rummet sa géller det
dven for godtycklig gradientriktning. Sa sa ldnge teststegen &r av langd 1
parallella med enhetskoordinaterna sa finns det oavsett gradientens riktning
alltid nagot avtagande teststeg vars mellanliggande vinkel till gradienten &r
bunden enligt ovan. Den undre grénsen for cos 6(y) kommer nu att anvindas
for att visa ett liknande resultat men dér teststegen 82 inte har nagra be-
grinsningar annat dn de som ligger i den ursprungliga definitionen av sfc i

(5).

Lemma 6.4 Till varje mdnstersokningsalgoritm finns en konstant & > 0
som beror av matriserna M och B, och antalet dimensioner n, sadan att for
alla k > 0 och vektorer x # 0 sa gdller

ol .
max Tzl HﬂUtSZ vdi=1l.py >¢

Beuvis. Eftersom vi inte bryr oss om lidngden av teststegen s}; = AchZ,
i det hér beviset ridcker det med att visa att det giller for vektorerna i

31



BCj, = [ BM, —BM, BLy ] for varje k. Och om vi lyckas hitta nagon
kolumn i matrisen BMj som uppfyller olikheten sa har vi visat lemmat, sa
vi tar en titt pa BMy.

Lat B och M € M vara godtyckligt valda enligt reglerna for GMA. Vi
skriver BM;, = [ y,i y,% T V1 ] Da galler for varje nollskiljd vektor x
och nagot j

\mtyi\  [@'BMyej|  |(BMy)tw)tey]
foll |~ T TBMeesll ~ Tl TBMses

Om vi later w = (BMjy,)'z sa kan vi skriva z = (BM},)'w och vi far

'3 e e
foll | ~ O3l 1BMaesll = B3 el IBMT e
1 ‘wtej‘ B 1 |wtej’
|(BMy) =t [| BMy|| lwl| el [[(BMg)=1|| | BMg|| [|w|| lle;]| —

1 1
(BN BV Vi~
dér den forsta olikheten foljer av Cauchy-Schwarz olikhet och den andra
olikheten foljer av (13) for nagot j. Eftersom M en dndlig méngd sa kan vi
vilja den matris My € M som ger det storsta virdet pa ||(BMy) ™! || | BMj||
for att bestdmma & sa att

. 1
_ﬁg&WMWVWWMMWJ' (14)

Sa om yi ar den av alla vektorer i BMj, som har minst mellanliggande
vinkel 0}, till x sa géller alltsa i varje iteration k och for alla = att

4
lcosOy| = ———7 > ¢ (15)
Il |

och speciellt sa géller detta forstas da z = V f(xy). O

Vi ser alltsa hur den 6vre grinsen for vinkeln mellan teststegen och gradi-
enten okar, dels med antalet dimensioner och dels med H (BMy)~! H || BM||.
Det ar alltsa avgorande for effektiviteten hos en monstersékningsmetod hur
matriserna M, och B ar bestimda.

Foljande lemma visar hur steglangdsparametern férhindrar algoritmen
fran att ta allt for sma steg. Genom att vilja Ay relativt stor sa anvinder
alltsa GMA tekniken backtracing som namndes i avsnitt 3.
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Lemma 6.5 Det existerar en konstant (. > 0 oberoende av k, sadan att,
for varje teststeg s). # 0 definierat som i (5), sa gdller

k]| = oAy

Beuvis. Per definition géller att s}; = Ach};, dér c}:C € Cy. Villkoren pa Cj
satta i (3) ger ¢ € Z™. Lat (, vara det minsta singuldrviirdet till B. Da
géller A ‘ A

lsill = Ax[[Bei]| = Art lei]| = Axc..

Forsta likheten foljer av att Ag > 0. Sista olikheten foljer av antagandet
att st # 0 vilket medfor att ci # 0, samt det faktum att ¢} € Z", vilket
tillsammans ger HC}CH >1.0

Vi vet nu fran Lemma 6.2 att GMA f{orr eller senare genererar nagot
lyckat teststeg, vi vet fran Lemma 6.4 att nagot eller nagra av de lyckade
teststegen i en iteration uppfyller vinkelvillkoret (1) och fran Lemma 6.5 vet
vi i ndgon méan att Ay gor att GMA inte tar for sma steg. For att kunna
visa limg_oo ||V f(2x)|| = O behover vi veta lite mer om det accepterade
teststeget, bland annat att det inte dr for langt. Proposition 6.6 sidger att
GMA genererar atminstone nagot lyckat teststeg om Ay &r mindre &n en
viss, av k oberoende konstant §. Och till f6ljd av detta och av Algoritm B
vet vi att om Ay < § sa dr Agy1 > Ag. Denna egenskap anvéiinds i beviset
av Sats 6.8.

Men i beviset av Proposition 6.6 kommer en annan viktig egenskap fram.
Dar binds namligen graden av avtagande hos nagot av de lyckade teststegen
(inte nodvéndigtvis det accepterade teststeget.) i Py till gradienten av f i
zk. Vad som kommer fram &dr faktiskt nagot sa trevligt som varje iteration
kommer att generera nagot lyckat teststeg som uppfyller (2), Armijos matt
pa tillrickligt avtagande.

Infor beviset av nésta resultat behover vi foljande definitioner.

X, = {o: Vf(z) =0}
dist(y, X.) = inf { |}y — | ;2 € X.}

Eller med andra ord dist(y, X.) &r det kortaste avstandet mellan en punkt
1y och méngden av stationidra punkter X,.

Proposition 6.6 Antag att L(xo) dr kompakt och f kontinuerligt differen-
tierbar runt L(xg) och lat

Qe ={z € L(xp) : dist(x, Xy) > €}

med € > 0. Antag ocksa att xg € Q. Da vet vi att det finns ett § > 0
oberoende av k sadant att om x € Q. och A, < 9, sa kommer iteration nr
k att ge ett lyckat teststeg. Dvs. pr > 0 och dirmed A1 > Ag.
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Beuvis. Det &r tillréckligt att titta pa vektorerna i Ag BTy eftersom om nagot
av dessa steg ar enkelt avtagande sa &r det accepterade teststeget sp det
ocksa enligt villkoren pa Algoritm A. Om s}; med i = 1,...,2n dr nagon av
vektorerna i ApBI'g, sa ser vi att det finns ett tal {* storre &n noll och
oberoende av k sa att HS}CH < (FAg for i = 1,2, ..., 2n eftersom

|sill = || AxBe|| < 1Bl ||ck || Ak < ¢C* A (16)

Den forsta olikheten &dr Cauchy-Schwarz olikhet. Den andra foljer av att
M € M diar M é&r en dndlig méngd. Fran Lemma 6.5 har vi nu

GAg < Isi] < ¢ A
fori=1,...,2n.

Eftersom zp € Q. sa dr Vf(xo) # 0. Enligt Lemma 6.2 kommer dérfor
ett dndligt antal iterationer att generera ett lyckat teststeg och vi kan dérfor
skriva N = min {k : xy # zo}.

Lat C(y) = {z: f(x) = f(y)} och definiera d = dist(L(xn),C(x0)).
Eftersom f(xn) < f(zo) sa dr L(xn) och C(xg) disjunkta och ddrmed d > 0.

Vi soker en 6vre grins for Ay som oberoende av k garanterar ett lyckat
teststeg och vi testar med d/2¢*. Antag alltsa att A, < d/2¢*. Da ar Hs}C H <
C*Ap < d/2 for i = 1,...,2n. I sa fall ligger alla testpunkter zj inom ett
omrade med radien d/2. Kalla omradet for B(x,d/2). Sa om k > N och
Ay < d/2¢* sa har z; som nérmast avstandet d till randen av L(xg) och
dérmed géller det att B(zy,d/2) C L(xo).

Definiera nu o = mingeq, ||V f(z)||. Fran definitionen av €. vet vi att
a>0.

Eftersom Vf dr kontinuerlig i en omgivning av L(zg) sa dr Vf &dven
likformigt kontinuerlig i nagon omgivning av L(xo). Enligt definitionen av
likformig kontinuitet vet vi déarfor att det till varje tal 8 > 0 existerar ett
tal r > 0 sadant att om z,xp € L(xg) sa giller

|2 —apl| <v = V() = VF(z)| < 8. (17)

Vi later r vara sadan att (17) géller for § = %O‘ Med £ som i Lemma 6.4.
Om vi nu definierar 6 = CL min {%,r} och later Ap < § med k fortfarande
sadan att k > N, sa ar vi dels garanterade att

2i € By, g) C L{zg)i=1,...2n (18)
och dels att ¢
. o
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Vi ska se att om vi ar i iteration & > NN och zp € Q. och om A, < § sa
kommer vi att finna ett lyckat teststeg i matrisen Py.
Vilj nagot av teststegen s}; = x}C — xp ur A BT, som uppfyller bade
Vf(zg)tst <0 (20)
och ,
|V f(ax)'s}, S
IV f (i)l ||=f, — 2l ~
dvs nagot teststeg som #r avtagande och vars mellanliggande vinkel till
—V f(zy) ar uppat begridnsad enligt (21). Eftersom zj € € och didrmed
V f(z)) # 0 sa finns enligt Lemma 6.4 och beviset av Lemma 6.2 ett sadant
teststeg i A BI'y.
Om k > N och Ay < § sa giller nu alltsa for vart utvalda teststeg 52;
(18), (19), (20) och (21). Vi kan nu anvéinda medelvirdessatsen pa detta

teststeg som séger att det existerar ett w € (zy, x%) s& att f(xh) — f(z) =
V f(w)(x, — zi) giller. Detta kan skrivas om

flai) = flan) = Vfan) (2f — 2r) + (VF(w) = Vflzx) (2f —2x)  (22)
Om den véanstra termen i hogerledet i (22) vet vi farn (21) att

|V f () (= xn)| > €NV Fap)ll || 2], — 2]

(21)

och (20) ger sedan

Vf (@) (), — xx) < =€V fan)ll ||, — ] -

Vi kan dérfor skriva om (22) till en olikhet som vi sedan utvecklar
Fay) = flan) < =€V F )l o) — @l + (VF(w) = V(@r) (@ — 2x) <

—& IV F @) ||z), — k]| + [[(V f(w) =V fzn) (), — zx)|| <
(=€ IV F@o)| + IV f(w) = Vf(zn)ll) ||z} — ]| <

€IV Tl + S 19 @) Jok - 2] =

19l g — ] <0

Den tredje olikheten foljer av Cauchy-Schwarz. Den fjarde olikheten foljer av
att w € (z,31) = oy — w] < 7 = [V f(zx) — V)] < L < § Vo)
eftersom a = mingeq_ [|Vf(z)].

S& om k > N och Ay < § sd dr f(z%) < f(zy) for dtminstone nagot
teststeg si € ApBI'. Punkt (ii) i Algoritm A garanterar dirmed att det
accepterade teststeget s; ocksa &r enkelt avtagande och fran Algoritm B vet
vi ddrmed att Agq1 > Ag. O

35



For en viss konstant 0 géller alltsa i varje iteration att om Ay < J sa
kommer man att hitta atminstone ett teststeg s}; bland kolumnerna i Ay BT
som &r lyckat. Fran Algoritm A vet vi ddrmed att GMA kommer att generera
ett lyckat steg si och att Agy1 > Ay. I slutet av beviset ser vi ocksa hur vi
far olikheten f(z%) — f(zy) < —% IV f(xx)]l H:::}C - ﬂka for detta teststeg si.
Vi kan skriva om olikheten pa foljande sétt

£) = S < =S IV Sl ek — ]| < =5 [V @)k - )] =

SV )~ )
dér den sista likheten foljer av att (zi — zy) dr en avtagande riktning vilket
innebér att V f(xx) (2} —zx) < 0. Vi ser att detta &r formen for testet av ett
tillrickligt avtagande steg formulerad i (2) med e = £/2. Att 0 < £/2 < 1
giller vet fran (14) och (15) dér vi ser att 0 < & < |cos 6.

Vi vet alltsa nu att det alltid finns nagot teststeg i Ag P, som uppfyller
en himla massa bra egenskaper, men vi vet fortfarande inte sérskilt mycket
om det teststeg som algoritmen faktiskt véljer forutom att det dr just lyckat,
dvs uppfyller pr > 0. For att kunna garantera att det teststeg som véljs &r
just ett sadant teststeg som #r tillrackligt avtagande sa maste vi anvinda
oss av villkor (1) och (2) av de tre nya villkoren pa GMA.

Foljdsats 6.7 sdger, givet de starkare kraven pa GMA, att om Ay &r
mindre dn en av k oberoende konstant s& kommer det accepterade teststeget
sk att vara tillrdckligt avtagande.

Foljdsats 6.7 . Antag att L(xg) dr kompakt och att f dr kontinuerligt dif-
ferentierbar runt L(xg). Antag ocksa att de tva forsta av de nya kraven pa
GMA dr sanna.

Givet € > 0, lat Q. = {x € L(xp); dist(z, Xx) > €}. Antag ocksa att xy €
Qe. Da ezisterar ett 6 > 0 och ett ¢ > 0 oberoende av k, sadana att det for
alla, men dndligt manga k, om xr € Q¢ och Ay < 9, gdller att

f(@rs1) < flag) — o IV F (@)l skl < f(zr)

Beuwis. I slutet av beviset av Proposition 6.6 sag vi att det finns atminstone
ett teststeg st € ApBT som uppfyller

Flah) ~ fa) < —5 IV [ < 0

forutsatt att & > N = min {k : z; # xo} och Ay < J. De nya kravet pa Algo-
ritm A som sdger att ett accepterat teststeg s maste ge ett funktionsvirde
som &r mindre &n eller lika med funktionsvirdet av den minsta av teststegen
5}; € ALBTy, leder till att

Flai) — flg) <~ 9ol ] <o
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Lemma 6.5 som garanterar existensen av en av k oberoende konstant (, > 0
sadan att HS}CH > Ay ger oss sedan

Florn) — @) < ~SGALIV )] <0

Vi anvénder nu Lemma 6.1 fran det forsta av de tre nya villkoren pa GMA.
Fran Lemma 6.1 vet vi att det finns en konstant ¢, > 0 oberoende av k
sadan att Ap > 1, HS}CH for alla teststeg 52 genererade av GMA. Sarskilt
giéller att Ay > 1, ||sk|| for varje accepterat teststeg si och vi far

Flaie) = Flax) <SG IV 1) s < 0

Sitt 0 = §¢. O

Vi har sett hur man med de nya kraven pa GMA har kunnat 6verfora
garantin om ett tillrackligt avtagande teststeg 3}; € A BTy, till att det ac-
cepterade teststeget s € Py ar tillriackligt avtagande. I beviset av var sista
sats anvinds just detta faktum att GMA uppfyller Armijos regel.

Sats 6.8 Antag att L(xg) dr kompakt och att f dr kontinuerligt differen-
tierbar runt L(xo) och att vi har antagit de tre nya villkoren pa GMA. Da
gdller for sekvensen {x1} genererad av GMA att

Jim (95| = 0.

Bewvis. Detta dr ett motségelsebevis sa vi antar att limsupy_, o |V f(zx) [|[# 0.
Forutsatt detta vet vi att det finns ett € > 0 sadant att ||V f(zp,)|| > € for
nagon delsekvens {x,,, } av {xy}.
Lat n vara nagot tal sadant att 0 < n < e. Eftersom
lim infV =0,
i nt V)

sa kan vi till varje punkt z,,, hitta en punkt z;, som &r sadan att |V f(xy,)| <
n och |V f(zg)| > n for alla k sadana att m; < k < ;.

Vi har antagit att Ay — 0 sa fran foljdsats 6.7 har vi for tillrickligt stora
k att

f@r) = f(zea) 2 o [V (@)l sl (23)

med o > 0. Speciellt giller (23) for m; < k < I; nér 7 &r tillrickligt stort och
vi far olikheten

f(wr) = f(xry1) = onllsell -

Summerar vi over alla k, m; < k < ; s far vi den teleskopiska summan

(f($mz) - f(xmwrl)) + (f($mb+1) - f(xmwrz)) + ...+ (f(xli—l) - f(xlz)) >
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l;

> onlisl

k=m,;
som vi kan skriva om
l;
F@m,) = f(x) = > onllsill = onllam, — ] - (24)
k=m;

Dér den sista olikheten foljer av att ||x,,, — x;, || r den kortaste véigen mellan
Tm,; och zy,.

Eftersom L(zg) &r kompakt sa vet vi att f dr nedatbegrinsad. Vi vet
ocksa att { f(zy)} dr en strikt avtagande serie, alltsa finns ett virde A sadant
att limg_,oo f(zr) = A. For delsekvenserna {f(x;,)} och {f(zp,)} géller
dérmed lim;_oo f(zm,) — f(a,) = A— A= 0. Men att f(xp,,) — f(z,) =0
da i — oo ger tillsammans med (24) att ||z, — x;,|| — 0 nér i — 4o0.

Eftersom V f ir likformigt kontinuerlig och ||z, — 7, || — 0 sa géller for
tillrdckligt stora ¢ att

IVf(@m;) = V()] <. (25)
Men vi har dven att ||V f(x;,)]| < n vilket tillsammans med (25) ger

IVF@m) | < IV f(2m) = V@)l + V)l < 29 (26)

dér den forsta olikheten foljer av triangelolikheten.
Men (26) giller for alla n, 0 < n < € speciellt giller det till exempel
for n = § vilket ger ||V f(zy,)|| < 5. Men detta dr en motséigelse eftersom

{zm, } per definition var sadan att ||V f(zm,)| > € O

6.3 Bevis av Proposition 5.3

Vi vantade med att visa Proposition 5.3 eftersom vi i beviset beh6éver anvéanda
resultat som kommit fram i beviset av 6.8. Notera dock att vi aldrig anvénder

nagra av de nya kraven pa GMA.

Beuvis. Eftersom ||liminfy_, o V f(zk)|| # 0 sa vet vi att det finns ett € > 0

sadant att det for alla k géller att xj € Q. = {x € L(xo) : dist(z, Xx) > €}.

Proposition 6.6 garanterar déirmed existensen av ett tal § > 0 sadant att en

iteration k alltid blir lyckad om Ay < 6 och didrmed blir Agi1 > Ay.

Givet en forsta steglingdsparameter Ay > 0 gar det att hitta ett tal
q€7Z,q>0saatt Agh? < 0, dir 0 < 6 < 1 och 8 ar som i Algoritm B.
For alla k giller alltsa att Ag som minst kan ha storleken Agf? < §. Later
vi Arp = Agh?t! < § sa har vi var undre grins och satsen #r visad. O
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7 I praktiken

I beviset av monstersoknings metodernas globala konvergens var vi tvungna
att gora tva ganska begrinsande antaganden om f. Dels var vi tvungna
att anta att nivaméingden L(xo) skulle vara en kompakt mingd och dels
att f skulle vara kontinuerligt differentierbar i en omgivning av L(xg). Men
hur gar dessa begrédnsande antaganden ihop med vart inledande pastaende
att monstersokningsmetoderna dr robusta och sérskilt anvandbara pa kom-
plexa problem dér de gradientbaserade metoderna inte duger. Svaret pa
fragan ar enkelt. I praktiken kan man ofta strunta bade i villkoret att L(xg)
ska vara kompakt och att f ska vara kontinuerligt differentierbar eftersom
monstersokningsmetoderna oftast fungerar bra dnda. Bra &r ett relativt be-
grepp, men monstersokningsmetoderna fungerar ”bra dnda” i flera avseen-
den. Vi ska titta pa de mojliga fallgroparna som kan uppsta da de tva villko-
ren inte 4r uppfyllda och i vilken man monstersokningsmetoderna fungerar
"bra dnda”.

7.1 Om f ar diskontinuelig.

Ett praktiskt exempel pa nir monstersokningsmetoderna anvinds pa diskon-
tinuerliga funktioner &#r inom den simuleringsbaserade optimeringen. For
mer information om detta hénvisar jag till [2].

Eftersom en monstersokningsmetod aldrig berdknar gradienten sa kan
den anvéndas pa en diskontinuerlig funktion i den mening att den alltid kom-
mer att vara definierad, &ven i punkter av diskontinuitet. Detta kan forstas
vara en fordel. I alla fall om man néjer sig med en forbattring eftersom det
inte finns nagon garanti pa att man kommer att konvergera mot en stationér
punkt. Vi ska se ett exempel pa hur diskontinuitet hos malfunktionen kan
fa cykliska koordinatmetoden att konvergera mot en ickestationdr punkt.

Exempel 7.1 Bilden llustrerar cykliska koordinatmetoden i en dimension
med xg = —1.5, 0 =1/2, Ag =1 och

x> omx # —0.5,
fx) = { 3 omax=-0.5.

Exemplet dr en typisk situation dér sannolikheten &r ganska liten att man
ska vilja zg, Ag och 6 just pa ett sadant sitt att man lyckas fastna i fel punkt
och dar det alltsa kan vara bra att anvinda en monstersokningsmetod trots
diskontinuiteten hos f. Men det finns férstas mer komplexa situationer &n
denna déar sannolikheten att hamna fel ar betydligt storre och da dr det mer
fraga om vad det &r for resultat man vill uppna. En forbattring eller det
bésta.
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7.2 Om V[ ar diskontinuelig.

I beviset sa anvénder vi antagandet om att V f existerar och &r kontinuerlig
for att kunna garantera att nagon av de n sokriktningarna ir en avtagande
riktning och vi har redan pratat lite om problemet som kan uppsta med
en diskontinuerlig gradient nér vi introducerade begreppet monstersékning
iavsnitt 2.1. Vi sa att det som kan hiénda &r att man kan hamna i en sa kallad
”vass ranna”’ ddr om man har otur ingen av de n riktningarna ar avtagande.
Aven i ett sadant fall #ir en monstersskningsmetod vildefinierad, &ven om
det inte &r sidkert att man konvergerar mot nagon stationér punkt. Men, ater
igen. Om man nojer sig med ett béttre resultat sé dr en moénstersckningsmetod
ett bra verktyg dven i detta fall.

Figur 15: Ingen av de fyra sokriktningarna &r avtagande.

Med négra justeringar kan ndmligen konvergensbeviset for monstersokning
modifieras sa att det géller &ven for icke kontinuerligt differentierbara funk-
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tioner. Det man da visar dr att en algoritm konvergerar antingen mot en
stationér punkt, mot en punkt dir gradienten &r diskontinuerlig eller mot
en punkt dir gradienten inte existerar.

Figur 15 visar nivakurvorna till en variant av Dennis-Woods funktion
och hur man kan fastna i en punkt dér gradienten inte existerar. Exemplet
ar hdmtat ur [2].

Eftersom monstersokningsmetoderna alltid soker ldangs alla n riktningar
i varje iteration (som minst), sa har de stérre chans att ta sig ur en ”vass
rdnna” &n tex. en Simplex-metod som bara stker ldngs en riktning i varje
iteration.

7.3 Brus.

Det forsta av vara antaganden var att L(zg) skulle vara kompakt och vi
beh6évde det antagandet for att kunna kontrollera steglingdsparameterns
beteende da k gick mot oédndligheten. I praktiken &r det dock vanligast
att man anvénder monstersokningsmetoder just pa funktioner med valdigt
manga lokala minimum och dér det alltsa inte alls dr sdkert att L(xg) &r
kompakt. Anledningen &r att monstersokningsmetoderna dr okénsliga for
brus. Med brus menas ungefir sma variationer som kan vara stérande vid
métningar. Det kan tex i varat fall vara hogfrekventa forandringar med liten
amplitud hos en funktion, som bilden visar.

f(x)

Figur 16: En funktion med numeriskt brus. [2]

Att sétta en gradientbaserad metod pa att hitta minimum till en funktion
som den i bild 16 hade varit domt att misslyckas eftersom gradientbaserade
metoder bara stker i avtagande riktning. En sddan metod hade alltsa fastnat
i forsta bésta lokala minimipunkt som i princip skulle kunna vara hur langt
fran det bésta vérdet som hillts.
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En moénstersokningsmetod ddremot, hade med tillréickligt stor stegléngd-
sparameter, varit helt oberord av alla de lokala minimipunkterna. Det &r
monstersokningsmetodens egenskap av att ”stickprova” sig fram som gor att
den #r sa overlagsen vid den hér typen av problem. Man kan séga att den
bildar sig en mindre brusig approximativ bild av malfunktionen genom att
bara titta pa den punktvis med ganska stort mellanrum. Varfér antar man da
att L(zp) &r kompakt? Svaret ar forstas att det inte finns nagon garanti pa
att man lyckas hitta den optimala 16sningen om L(z¢) inte &r kompakt. Om
teststegen dr mindre dn vaglingden hos de sma fordndringarna sa beter sig
en monstersokningsmetod precis lika daligt som en derivatorbaserad metod
hade gjort, dvs den kan fastna i vilket ”daligt” lokalt minimum som helst.
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