SJALVSTANDIGA ARBETEN I MATEMATIK

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET

Turings maskin, beridkningsbarhet och avgérbarhetsproblemet

av

Simon Wikander

2009 - No 9

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET, 10691 STOCKHOLM






Turings maskin, berdkningsbarhet och avgoérbarhetsproblemet

Simon Wikander

Sjalvstandigt arbete i matematik 15 hogskolepodng, grundniva
Handledare: Rikard Bggvad

2009






Sammanfattning

Detta &r en beskrivning och forklaring av Alan Turings arbete om sin maskin
med utgangspunkt i hans artikel "On computable numbers with an applica-
tion to the Entscheidungsproblem” fran 1936. Jag visar hur Turingmask-
iner fungerar och arbetar och hur vi med hjilp av dessa kan definiera de
berdkningsbara talen och mer generellt dven berdkningsbarhet. Efter detta
konstrueras den universella Turingmaskinen, en maskin som kan ta en annan
Turingmaskin som indata. Med hjélp av denna maskin visas det att det finns
en sats i forst ordningens predikatlogik som ar oavgorbar, och dérigenom 16s-
er vi avgorbarhetsproblemet med en negativ 16sning.
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1 Introduktion

Inspirationen och fragestillningarna som ligger bakom en stor del av 1900-
talets arbete i logik borjade under den andra internationella matematik-
kongressen i Paris ar 1900. Under denna kongress var den tyske matematikern
och logikern David Hilbert inbjuden att féreldsa, och han bestamde sig for
att dra upp riktlinjer for i vilken riktning han tyckte att 1900-talets matem-
atik borde utvecklas. Hans numera berémda foreldsning inneholl 23 fragor,
obesvarade problem inom spridda matematiska omraden, varav speciellt en
har legat till grunden for mycket studier i matematisk logik och forst fick sin
16sning under 30-talet. Det Hilbert fragade efter i sin 10:e fragestéallning var
en generell process for att bestdmma bevisbarheten av godtyckliga pastaen-
den i matematisk logik, ett problem som brukar kallas Entscheidungsprob-
lemet eller avgérbarhetsproblemet. Det var denna fragestillning Alan Turing
(1912-1954) ville besvara i sin uppsats "On computable numbers, with an ap-
plication to the Entscheidungsproblem” som han publicerade ar 1936.

Turings arbete var ett av manga framsteg i matematisk logik under 30-
talet (varav manga med samma eller liknande fragestéllning), men trots det-
ta och att Alonzo Church (1903-1995) publicerade ett likvardigt arbete in-
nan Turing, lyckades Turing uppfinna en ny och smidigare teori for att 16sa
avgorbarhetsproblemet (med ett negativt svar). I sin uppsats forsoker han
definiera vad som &r berdkningsbart, och for att gora detta introducerar han
en imaginér och ytterst teoretisk maskin for att simulera vad en ménniska
kan berékna, och med hjalp av denna dra grénsen for vad som &r berdkn-
ingsbart. Denna maskin, som senare kommit att kallas fé6r Turingmaskinen,
var en mycket smidig 16sning som inte bara anvindes som ett verktyg i hans
uppsatts utan ocksa var starten till modern datorvetenskap, och ar &n idag
ar en bra modell att arbeta med. Néar han vél definierat vad som &r berdkn-
ingsbart, det som en Turingmaskin kan berékna, anvinder han denna teori
for att 16sa avgorbarhetsproblemet med en negativ 16sning, och darmed visa
att det inte finns nagon generell dndlig metod for att avgéra en sats san-
ningsvéirde i forsta ordningens predikatlogik. Detta sétter en gréans for vad
vi kan berdkna, och &n mer anmérkningsvért, en grans for vad varje tankbar
dator nagonsin kommer att kunna berékna. Detta, med utgangspunkt i Alan
Turings uppsats, kommer de kommande sidorna att handla om, och vi borjar
med en beskrivning av vad en Turingmaskin egentligen &ar for nagot.

2 Turingmaskiner

I sin uppsats "On computable numbers with an application to the Entschei-
dungsproblem” var som titeln implicerar Turings huvuduppgift att forsoka
definiera de berdkningsbara talen (computable numbers). Med att nagot ar
berdkningsbart, speciellt ett tal, menas att man kan berdkna detta med



ett dndligt antal olika steg, att det finns en &ndlig algoritm som visar hur
berdkningen ska goras. Meningen med att gora en definition av vad som &r
berdkningsbart ar att forsoka dra en gréns for vad en ménniska effektivt kan
berdkna, och genom detta fa kinnedom om vad vi kan veta och vilka problem
som ar varda att forsoka reda ut. For att lyckas gora denna definition uppfann
Turing sin imagindra maskin, en mycket enkel uppséttning grundlaggande
delar som ar enkel att 6verskada men som samtidigt anses berdkna allt en
ménniska skulle klara av. Efter detta &r det enkelt att definiera de berdkn-
ingsbara talen. De beridkningsbara talen ar de tal som kan beridknas av en
sadan maskin.

2.1 Komponenter

En Turingmaskin, férkortat TM, &dr i grunden en uppsattning regler som i
varje enskilt tillstand som maskinen kan befinna sig i definierar vad maskinen
ska gora och vilket nésta tillstand &r. Maskinen befinner sig alltid i exakt ett
valdefinierat tillstand och antalet olika tillstand &ar alltid &ndligt.

Vi ska nu formalisera maskinens olika komponenter, men kom ihag att
dessa komponenter endast dr en teoretisk modell, de begrepp som tas upp
har inte nédvandigtvis nagon fysisk form. Maskinen har tillgang till en remsa
bestaende av odndligt manga pa varandra féljande rutor, déar varje ruta har
mojlighet att innehélla en symbol ur ett &ndligt alfabet. Maskinen har ett
lashuvud som har mojlighet att ldsa innehallet i precis en av dessa rutor i
taget, och symbolen som léses i den i:e rutan betecknar vi med S(7). Det som
styr maskinen och som ger den dess formaga att gora berdkningar kallar vi
lagen och betecknas med ¢, qo, . . ., g,, dessa ar alltid éndligt manga. I varje
ogonblick &r maskinen i precis ett ldge och ser precis en symbol pa remsan,
och denna kombination av en last symbol och ett ldge kallar vi fér maskinens
konfiguration. For varje konfiguration har maskinen mdojlighet att skriva 6ver
eller radera symbolen i rutan den befinner sig pa (den ruta som lashuvudet
kan se) och dndra den lasta rutan ett steg till hoger eller ett steg till vinster.
Varje konfiguration kan ocksa lata maskinen overgé till ett nytt ldage.

Remsan kan vi tdnka pa som en potentiellt odndlig rad med symboler i en
bok, det vill sédga vi orienterar oss p& remsan fran vénster till hoger. Nar vi
bara har blanka (tomma) rutor till vinster om lashuvudet kan vi séga att vi
ar i borjan av remsan (dven om den ar oandligt lang s& innehéaller den alltid
bara dndligt antal symboler) och pa motsvarande sitt kan vi sdga att vi ar
i slutet av remsan nar det bara dr tomma rutor till héger om lashuvudet.

Det kanske inte verkar sa enkelt pa en san har abstrakt niva, men faktum
ar att dessa tre olika forandringar av maskinens och remsans tillstand (flytta,
skriv /radera och byta lage) &r i princip allt som behévs for att berdkna ett
berdkningsbart tal. Snart ska vi fa se nagra konkreta exempel.

En viktig del i skapandet av sin maskin var for Turing att lyckas bygga
in allt det man kan férvinta sig att en ménniska kan gora vid en berdkn-



ing i maskinen. Det ar omdjligt att bevisa detta pa ett strikt matematiskt
sitt, vilket inte dr sa konstigt eftersom det ar valdigt svart att dra gréanser
och strikt definiera s& dynamiska saker som ménniskor, ménniskor ar inte
matematiska objekt. Pastaendet att allt som &r berdkningsbart (av en mén-
niska) ocksd ar berdkningsbart av en Turingmaskin kallas Church—Turings
tes, eller ibland men tyvérr inte lika ofta bara Turings tes, och &r alltsa inte
bevisad. Eftersom Turings resonemang ér mer av ett troliggérande &n ett be-
vis av denna ekvivalens, d&r han noggrann att dra analogier mellan sin maskin
och séttet som maéanniskor gor sina berdkningar pa. Remsan som maskinen
anvinder sig av motsvaras av papper, och har alltsé som funktion att pa na-
got sétt halla ordning och minnas vad maskinen goér. En ménniskas “state of
mind”, en delberdkning som ménniskan gor, en tanke, motsvaras i maskinen
av ldgen eller mojligtvis flera ldgen som gor en deluppgift av hela maskinens

uppgift.

2.2 Exempel pa ett berakningsbart tal

For att béttre forsté och fa en kénsla for vad en Turingmaskin gor ska vi titta
pa ett exempel som berdknar sekvensen 001100110011.... De maskiner vi
ska titta pa ar maskiner som skriver tva sorters symboler. Den forsta sortens
symboler dr 0 och 1, det 4r dessa symboler vi ldser av fran remsan som
maskinens resultat. Den andra sorten &r alla andra symboler i maskinens
alfabet. Den andra typen av symboler kommer att fungera som en slags
uppmérkning och minnesfunktion fér att utféra mer komplexa berdkningar,
och det dr bara dessa symboler vi far radera fran remsan. Symbolerna av
forsta sorten dr maskinens resultat, om vi ldser av remsan fran var startpunkt
at hoger kommer vi att ha en sekvens av 1:or och 0:or, denna sekvens ar
maskinens resultat. Om vi sétter ett bindrkomma framfor denna sekvens
far vi ett reellt tal (pa bindr form), och detta tal &r det tal som maskinen
berdknar. I vart forsta exempel berdknas sekvensen 001100110011..., och
denna sekvens motsvarar talet 0,001100110011 ... vilket med tio som bas &r
11/15. Lat oss borja med exemplet. Turingmaskinen kan vi representera med
foljande tabell, som visar de olika 6vergangarna och beteenden vid respektive
konfiguration, och kallas for dvergangstabell:

Konfiguration  Beteende

b blank PO, R ¢

c blank R d
d blank PO, R e
e blank R f

f blank PL,R g



g blank R h
h blank PI1,R 1

7 blank R b

Denna tabell innehaller alla delar av Turingmaskinen som vi gatt igenom.
I den forsta kolumnen finns ldgena, i detta fall 8 stycken namngivna med
borjan pa b i alfabetisk ordning. Observera att ldgena dr namngivna med
gemener ur borjan pa alfabetet med start pa b. Vi kommer att anvinda
namn pa lagen sa att 6vergangstabellerna blir sa lattlasta som mojligt och
bara anvinda var beteckning ¢, g2, . . . , ¢, nér vi blir tvungna att formalisera
vart resonemang. I den andra kolumnen har vi den lésta symbolen, symbolen
i den ruta som &r under ldshuvudet. De tva forsta kolumnerna pa varje rad
bildar tillsammans en konfiguration. I den tredje kolumnen ser man vad som
ska goras med remsan. P visar att vi vill skriva (frdn engelskans print) och
P:t £6ljs sedan av symbolen vi vill skriva. I stéllet for P kan vi ocksé anvénda
E (Erase), som visar att vi vill radera symbolen i aktuell ruta. R (Right)
visar att vi vill flytta lashuvudet ett steg till hoger och L (Left) att vi vill
flytta lashuvudet ett steg till vinster. I den sista kolumnen finns det ldge
vi ska Overga till. Exempelvis: om vi dr i lage f och ldser en ruta som &r
blank sa ska vi skriva 1 i rutan, ga ett steg till hoger och sedan 6verga till
lage g. Nar maskinen borjar sin berdkning &r remsan helt tom och vi ar i
lage b (fran engelskans begin). De tva sista kolumnerna pa varje rad (som
kallas beteende) &r de regler som nagot oprecist ndmndes i borjan av det
foregaende stycket, dessa visar vad maskinen ska gora och till vilket ldge
maskinen 6vergar i vid varje konfiguration.

For att askadliggéra maskinens olika steg kan vi géra en tabell 6ver mask-
inens fullstdndiga konfiguration, vilket &r konfigurationen tillsammans med
de symboler som redan finns pé remsan. Vi anger den fullstdndiga konfigu-
rationen genom att forst ange laget foljt av ett kolon, och sedan sekvensen
av symbolerna som finns pé remsan med den lasta symbolen understruken.
I vart exempel blir den forsta fullstdndiga konfigurationen b:_. Héar léses en
blank ruta och alltsa gor vi vad som star i tredje kolumnen for b, namligen
skriver en 0:a och gar ett steg till hoger, sedan overgar vi till ldge ¢ som den
fjairde kolumnen visar. Nu har vi den fullstdndiga konfigurationen ¢:0_. Om
vi fortsitter pa samma sétt ar det enkelt att se vad resultat kommer att bli,
var serie av fullstdndiga konfigurationer fortsitter:

d:0 _ e:0 0_ f:00 _
g0 0 1 h0O0O1 40011
b:0 011

Vi ser att efter en cykel av 8 byten av laget sa &r vi i ldge b igen, och
sekvensen 0011 har skrivits pa remsan. Denna process kommer att borja om



och sedan fortsdtta pa samma séatt i odndlighet. Resultatet blir den sekvens
vi ville berdkna: 001100110011 ...

Léagg maérke till att maskinen aldrig kommer att sluta skriva till remsan.
Denna typ av maskin, som skriver ett odndligt antal symboler av den forsta
sorten pa remsan, kallas for cirkelfria maskiner. Motsatsen ar en cirkulér
maskin och en sadan skriver bara ett dndligt antal symboler av den forsta
sorten till remsan. En cirkuldr maskin kommer till en konfiguration som inte
ar definierad eller alternativt hamnar i en cykel dir inga nya symboler av
den forsta typen skrivs. De maskiner vi &r intresserade av och som ger oss
nagon kunskap om de berdkningsbara talen &r de cirkelfria, de som berdknar
vara odndliga sekvenser. Vi ska begrinsa oss till cirkelfria maskiner i denna
text precis som Turing gjorde, trots att man brukar anvdnda varianter av
Turingmaskiner som é&r cirkuléra i andra viktiga samanhang.

Lagg ocksa marke till att maskinen mellan varje symbol av férsta typen
som skrivs hoppar 6ver en blank ruta. Detta ar ett medvetet trick for att
ldttare kunna utnyttja remsans uppgift som minne, vars resurs forst framgar i
mer komplexa maskiner senare. Idén ar att dela upp remsan i tva olika sorters
rutor. Varannan ruta &r en ruta som innehéaller symboler av férsta eller andra
sorten och kallas F-rutor. Det &r fran dessa rutor vi ldser av sekvensen av
symboler av forsta sorten som vart resultat, maskinens berdkning. De andra
rutorna kallas E-rutor och far innehélla symboler av den andra typen. Det &r
dessa rutor som fungerar som ett slags minne for maskinen, eller kanske ett
kladdpapper, och motsvarar det méanskliga minnet. Det ar bara symboler i
E-rutorna som maskinen far dndra och radera, F-rutornas innehéall ska vara
statiska sa fort de har blivit skrivna till.

2.3 Ett mer komplext exempel

For att skapa en Turingmaskin som &r nagot mer sofistikerad, och som i
nagon mening av ordet kanske dr mer intelligent, maste vi anvinda oss av
E-rutorna som vi ignorerade i foéregaende exempel. Vi maste dven utoka vart
alfabet sa att det inte bara innehaller 0 och 1, utan &ven symboler av den
andra sorten som vi anvinder for att styra berdkningen. Vi ska konstruera
en TM som berdknar sekvensen 1011011101111..., alltsd en sekvens med
successivt okande antal 1:or separerade med 0:or. Vi later vart alfabet besté
av 0, 1, o och x. o0 symbolen kommer vi bara anvianda till att markera borjan
pa maskinens utskrift, i évrigt anvinds den inte. Foér att spara utrymme
och forenkla ldsningen av Overgangstabellen for maskinen ska vi gora en
forenkling, men denna paverkar inte vilka berdkningar maskinen kan gora. I
varje konfiguration ska vi tillata att flera forflyttningar (L/R) gors och att
vi for varje forflyttning far skriva en symbol eller radera en symbol. Detta
gor ingen skillnad i vad maskinen kan berdkna, snarare drar man ihop en
serie lagen till ett ladge. Exempelvis kan vi om vi flyttar tva steg till hoger i
konfigurationen (b, S(7)) och sedan hoppa till ldgen ¢, alltid bara hoppa ett



steg 1 konfigurationen (b, S(7)) och hoppa till ett nytt lage d som néir S(7)
ldases ocksa flyttar ett steg till hdger och sedan hoppar till ¢. Samma sak
géaller om vi har fler forflyttningar dn 2, och i varje delkonfiguration kan vi
sjalvklart alltid skriva eller radera en symbol, s& det ar klart att det inte
blir nagon teoretisk skillnad mellan maskinerna. Tva forflyttningar till hoger
anger vi genom R2, tre forflyttningar till véinster med L3 och sa vidare. Nu
ar vi redo att titta pa overgangstabellen for maskinen:

Konfiguration Beteende

b blank Po, R, Po, R, P1,R ¢

) L e

c X E, R d
blank L2 c

d nagot R2 d
blank P1, L c

1,0 R2 e

e 0 R, Px, R e
blank PO, R, Px, R d

Maskinen har fyra olika lagen, men denna gang ar det inte lika uppenbart
hur de olika delarna samarbetar och vad de har for uppgift. Lige b anropas
som vanligt ndr maskinen startar, men till skillnad fran férra maskinen sa
aterkommer den aldrig till detta ldge, det &r bara en initiering av de tre forsta
symbolerna péa remsan som kommer att vara ool. Fran b 6vergar vi till ¢ som
har tre olika sétt att agera pa beroende av konfigurationen, och vars uppgift
ar att flytta lashuvudet till den férsta o symbolen. Om maskinen stéter pa
ett x pa vigen sa raderas detta, ett steg till hoger tas och maskinen Gvergér
till 1age d. Lage d har som uppgift att ga langst bak i maskinens utskrift och
skriva en 1:a och sedan 6verga till lage ¢ igen. "Nagot” i andra kolumnen vid
ldge d betyder nagon symbol men inte blank, nér vi vill inkludera blank i
detta kommer vi att skriva "allt”. Nar vi i lage ¢ har kommit till borjan av
utskriften, nér vi star pa den forsta o symbolen, 6vergar maskinen till lage
e. Laget e:s uppgift ar att ga langst bak i maskinens utskrift och skriva en
0:a, och pa viagen markera alla nollor med ett x, inklusive 0:an som skrivs.
En markering gors genom att sitta ett x direkt till hoger om 0:an som ska
markeras. Mer allmént: nar vi sdtter nagon symbol « av den andra typen
pa en E-ruta direkt till hoger om en ruta som innehaller symbolen A av den
forsta typen, sdger vi att vi har markerat rutan som innehéller A och att
A ar markerad med symbolen «. Syftet med att markera alla nollor nér vi
stegar oss upp med e ar att halla reda pa hur manga 1:or vi ska skriva efter
0:an som e skriver sist. For att se att tekniken fungerar tittar vi pa nagra av
de forsta fullsténdiga konfigurationerna (en ldngre tabell finns i appendix A):



b: c:o0l c:90l

e:o0l e:o0l eo0l

d:eol 0x_ c:99l 0Ox1 d:eol 0 1
diool 01 ¢l 011 cwool1 01
cool 011 o0l 011 el 01

I den sista fullstéindiga konfigurationen &r vi tillbaka i lage e for tredje gan-
gen, och om vi skulle fortsétta sa skulle en 0:a skrivas ut sist i utskriften och
alla O:or bli markerade med x. Men vi ser redan hur maskinen arbetar, och
vi kan enkelt 6vertyga oss om att nésta cykel kommer att skriva ut tre 1:or.

3 Den universella Turingmaskinen

Vi har redan sett tva exempel pa vad en TM kan gora, bada exemplen blir
ganska omstdndiga att konstruera och &r véldigt begransade i det de gor.
Varje TM definierar en enda algoritm och det finns uppenbart odndligt man-
ga Turingmaskiner och alltsa verkar detta som en ganska dalig modell for
att forsoka definiera berdkningsbarhet. Det vi vill undvika ar specialbyggda
maskiner for enskilda berdkningar, utan vi vill ha en generell maskin som
kan ta itu med alla problem vi kan ténka oss kan 16sas med en algoritm. En
sadan maskin kommer vi att kalla den universella Turingmaskinen (férkortat
UTM). En UTM é&r programmerbar med andra Turingmaskiner, och kan ses
mer som en modern dator dar vi i samma arkitektur programmerar diverse
olika program for att uppfylla vara krav for stunden och l6sa vara problem.
Den universella Turingmaskinen tar alltsa en annan Turingmaskin som inda-
ta och gor sedan de berdkningar denna Turingmaskin skulle gjort. Hur vi ger
en godtycklig Turingmaskin som indata till den universella Turingmaskinen
ska vi titta pa senare, forst ska vi ta itu med lite forberedelser.

3.1 Forkortningar och subrutiner

Om vi konstruerar ett par maskiner for relativt enkla berdkningar ser vi
ganska snabbt att samma eller liknande delsteg ar inblandade i berdkningar-
na. Exempel pa sadana delsteg som vi anviander i vart andra exempel &r
att ga till borjan av utskriften, att markera alla 0:or med x och att stka
upp forsta forekomsten (bakifran i vart fall) av x och radera det. For att
gbra var konstruktion av den universella Turingmaskinen bade tydligare,
kortare och enklare ska vi nu introducera en notation for att ateranvénda
ofta aterkommande (del)algoritmer. Dessa kan liknas vid metoder eller funk-
tioner i moderna programmeringssprak, de utfér en mindre deluppgift som
ofta kommer upprepas. Vi kallar vara forkortningar for m-funktioner (for
maskin-funktioner), och kan se dessa som vanliga matematiska funktioner
dér vi substituerar varje forekomst av variablerna.



En vanlig uppgift en Turingmaskin gor ar att leta upp den forsta (den
langst till vénster) forekomsten av en symbol . Vi kan enkelt skapa en
m-funktion som gor denna uppgift och som om « hittas 6vergar till konfig-
urationen A och annars till konfigurationen B. Observera att o, A och B
ar variabler som kommer att substitueras nir vi anvander funktionen. Om
vi namnger var m-funktion till hitta far vi en m-funktion hitta(A, B, ) som
definieras av Overgangstabellen:

Konfiguration Beteende
o L hitta1(A, B, «)
hitta(A,B,a) inteo L  hitta(A, B, «)
blank L  hitta(A, B, )

o A

hittai; (A, B,a) inte « R hittai(A, B, a)
blank R hittas(A, B, @)

. nagot hittai (A, B, «)
hittas (A, B, «) blank R B

M-funktionen hitta &r som du ser uppbyggd med hjélp av tva andra m-
funktioner. hitta gar till borjan av utskriften, till det forsta o. hitta; och
hittas soker efter o, om hitta; hittar ett « &r vi klara och gar till A och
om vi ldser en blank ruta gar vi till hittay for att se om det &r tva blanka
rutor pa rad, i sa fall har vi inte hittat o och vi gar till B, annars tillbaka
till hitta;. Om vi substituerar A, B och a med exempelvis ¢, d och x sa
far vi en fullstdndig 6vergangstabell med tre lagen, och denna Overgangsta-
bell kan vi "anropa” genom att i sista kolumnen p& nagon rad i en annan
overgangstabell skriva hitta(c, d, z). Detta skulle fa samma effekt som om vi
i 6vergangstabellen direkt skrev in de tre ldgen vi just definierat, men nu har
vi ett kortare och enklare siatt att gora detta pa.

P4 liknande sdtt kan vi definiera vilka andra m-funktioner vi vill och pa
s& sitt konstruera ett bibliotek av “bra-att-ha-metoder”. Observera att vi
kan variera antalet parametrar till m-funktionerna och att vi d&ven kan ha
funktioner med samma namn men med olika antal parametrar. I det senare
fallet sa kan vi tanka pa funktionerna som olika funktioner (funktioner med
olika uppgift) och vilken vi ska anvinda forstar vi av hur manga parametrar
vi anvander funktionen med. De m-funktioner vi behover for att konstruera
den universella Turingmaskinen ska jag beskriva, men inte noga definiera
da jag tror att du borjar forsta konstruktionen och sidorna &r begransade.
Foljande m-funktioner kommer vi att anvinda oss av utéver den vi redan
tittat pa:

e V(A), lashuvudet tar ett steg till vinster och 6vergar sedan till lage A.



H(A), lashuvudet tar ett steg till hoger och Gvergar sedan till lige A.

hittaH (A, B, o), fungerar som hitta forutom att den placerar lashu-
vudet ett steg till hoger om det a som hittas.

hittaV (A, B, «), fungerar som hitta forutom att den placerar ldshu-
vudet ett steg till vinster om det o som hittas.

tabort(A, B, «), forsta forekomsten av « raderas och maskinen évergér
till lage A. Om det inte finns nagot o hamnar vii B. Denna m-funktion
kan definieras med hjalp av hitta.

tabort( A, «), som foregaende men denna tar bort alla forekomster av .
Beroende pa antalet parametrar man anropar m-funktionen med sa tas
endera forsta foérekomsten eller alla forekomster bort. Denna version av
tabort kan definieras med hjélp av den forra.

skriv(A, ), skriver 8 pa den forsta tomma F-rutan fran borjan av
utskriften sett, och 6vergar sedan till A. Anvénder sig av hitta. Mer
generellt kan vi lata skriv, (A, ai, g, ... ,a,) vara en m-funktion som
forst skriver o sist pa remsan, sedan as och sa vidare till alla n sym-
bolerna skrivits.

kopieraM arkerad(A, B, a), skriver den forsta symbolen markerad med
« sist pa remsan och dvergér till A. Om ingen symbol dr markerad med
« Overgar maskinen till B. Anvander sig av hitta.

kopieraM arkeradT abort(A, B, ), som foregaende men tar bort mark-
eringen.

kopieraM arkeradT abort(A, «), som foregiende men kopierar alla
markerade symboler (i ordning) och raderar alla markeringar. Vi later
aven kopieraMarkeradTabort, (A, a1, aq,...,ay) vara den generella
(rekursiva) m-funktionen som kopierar de symboler markerade med a;
till ay, till slutet av utskriften (i ordning) och raderar alla forekomster
av markeringarna a; till au,.

ersatt(A, B, a, 3) och ersatt(A, a, 3), Ersitter den forsta forekomsten
respektive alla forekomster av o med 3 och Gvergér sedan till A. Om det
inte finns nagon forekomst av « vid ersatt(A, B, a, 3) 6vergar maskinen
till B. Anvéander sig av hitta.

jamfor(A,B,C,«, ), den forsta symbolen som ar markerad med «
och den forsta symbolen som &r markerad med § jamfors. Om inga
symboler ar markerade med varken « eller 8 sa Overgar maskinen till
C. Om det finns symboler markerade med « och 8 och de ar lika 6vergar
maskinen till A. I alla andra fall 6vergar maskinen till B.



e jamforTabort(A, B,C,«a,3), Som foregaende men innan vi Gvergar
till A sa raderas markeringarna (o och 3).

e jamforTabort(A, B,a, ), som foregaende men héar fortsitter jam-
forelsen rekursivt, det vill siga vi jamfor en sekvens av markerade
symboler. Om sekvenserna &r lika (innehaller lika manga symboler och
lika symboler i samma ordning) 6vergar maskinen till B, annars A. De
markeringar for symboler som &r lika (dven om inte hela sekvenserna
ar lika) raderas.

e hittaSista(A, B, ), hittar den sista férekomsten av o om det finns
nagon och dvergar sedan till A, annars évergar maskinen till B.

e tabort(A), tar bort alla markeringar, det vill sdga raderar innehallet i
alla F-rutor.

Dessa ar alla m-funktioner vi behéver for att skapa var UTM, bortsett fran
en som vi visar senare.

3.2 De berakningsbara talen ar uppréakneliga

Alla berdkningsbara sekvenser, och ddrmed alla berékningsbara tal, &r best-
amda av de Turingmaskiner som berdknar sekvensen. Samma sekvens kan
bli berdknad av flera olika Turingmaskiner, exempelvis kan vi skapa flera
Turingmaskiner som berdknar samma sak genom att lagga till lagen som inte
har nagon funktion, som inte gér nagot. Men observera att varje cirkelfri TM
av var typ ar designad for att berdkna exakt en sekvens.

3.2.1 Kodning av Turingmaskiner

Vi vill visa att de berdkningsbara talen dr upprakneliga, och detta kan vi
gora genom att visa att antalet Turingmaskiner &r upprédkneliga. For att
visa att antalet Turingmaskiner ar upprakneliga visar vi att det finns en
bijektion mellan dessa och en delméngd av de naturliga talen, som vi vet ar
uppréaknelig.

For att gora detta behdver vi ett nytt sidtt att beskriva varje Turing-
maskin, ett som dr kompaktare och lattare att jamfora med heltalen &n
vara overgangstabeller. Vi kommer att koda Turingmaskinerna, och detta
kommer vi dven att anvinda oss av senare nar vi konstruerar den universella
Turingmaskinen. Lat oss ga tillbaka till den allra enklaste och mest avskalade
overgangstabellen. I den tillater vi bara maskinen ta ett steg vid varje kon-
figuration. Alfabetet till Turingmaskinen i fraga later vi symboliseras av
S0, 51,59, ...,8y,, dir vi bestimmer att Sy = blank, S1 = 0 och Sy = 1. Vi
later dven vara lagen symboliseras av qi,qo, ..., qn, dar ¢; alltid &r det ldge
vi bérjar pa. Med denna notation kommer varje rad i en 6vergangstabell se
ut pa ett av tre olika standardiserade sdtt. Varje sadan rad kan skrivas pa
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en kompakt form som en femtuppel, som bestar av vad vi hittar pa en rad
i overgangstabellen, mojligtvis bortsett fran P, och ser ut som ¢;S5;S;Lgm,
qiSjSkRqm eller ¢;S;SkNqy dir N representerar att inget steg tas, dar vi
for att inte skriva nagon symbol skriver samma symbol som &r under ldashu-
vudet och for att radera en symbol skriver Sy (symbolen for blank). Om
vi later varje femtuppel borja med ett semikolon och skriver alla rader i en
overgangstabell pa detta satt far vi ett ord som pa ett entydigt sétt beskriv-
er en TM. For att forenkla denna beskrivning ytterligare later vi nu (som
Turing gjorde) ¢; beskrivas av ett D {6ljt av ¢ stycken A och pa samma sétt
S; av D foljt av 7 stycken C. Nu bestar var beskrivning av maskinen enbart
av symbolerna "D”, ”A”, ”C”, "L”, "R”, "N” och ”;”. Denna beskrivning kallar
vi standardbeskrivningen av en Turingmaskin.

Som exempel kan vi hitta standardbeskrivningen av maskinen i exempel
1 (se sida sektion 2.2). Overgangstabellen kan beskrivas enlingt var metod
som:

:015051Rq2:025050R 43335051 R 9439450 S0Ras5395.5052Rae;96 So SoRar
:q75052Rq8;q85050Rq1

Och nér vi skriver detta som en standardbeskrivning blir det som véintat
men lite langt och krangligt:

"DADDCRDAA;DAADDRDAAA;DAAADDCRDAAAA;DAAAADDR
DAAAAA;DAAAAADDCCRDAAAAAA:DAAAAAADDRDAAAAAA
A;DAAAAAAADDCCRDAAAAAAAA:DAAAAAAAADDRDA

Varfor krangla till det pa detta sdttet? Anledningen &r att pa grund av
Turingmaskinernas enkla arkitektur vill vi ha en beskrivning som represen-
teras av sa fa symboler som mdjligt samt dr endimensionell sa att den enkelt
kan undersokas av en annan Turingmaskin. Du kanske redan misstanker vad
som kommer, att det ar detta den universella Turingmaskinen ska “analy-
sera”’. Mer om det senare, just nu anvander vi standardbeskrivningen i beviset
av sats 1.

3.2.2 Beskrivningstalet av en Turingmaskin
Sats 1. Mdingden av alla Turingmaskiner dr upprdknelig.

Bevis. Vibehover visa att det finns en bijektion mellan alla standardbeskriv-
ningar och en delméngd av de naturliga talen. I kodningen av standard-
beskrivningen av en Turingmaskin gor vi substitutionen A = 1, C = 2,
D=3, L=4, R=5, N =6o0ch;="7. Om vi gér denna substitution for alla
standardbeskrivningar far vi uppenbart en méngd av naturliga tal i vilken
varje tal beskriver en Turingmaskin. Sjdlvklart har vi en bijektion mellan de
naturliga talen och en delméngd av de naturliga talen och alltsa finns det
upprakneligt manga Turingmaskiner. O
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Det naturliga talet vi konstruerar i beviset av sats 1 kallar Turing for
beskrivningstalet av en Turingmaskin. Beskrivningstalet av maskinen i ex-
empel 1 blir:

7313325311731133531117311133253111173111133531111173111113322
5311111173111111335311111117311111113322531111111173111111113
3531

Ett stort tal som vi inte kommer se nagot mer av i denna text. Mangden av
alla dessa beskrivningstal dr en uppréikning av alla cirkelfria Turingmaskiner,
och vi har nu alltsa en uppriakning av alla berdkningsbara sekvenser, nagot
vi kommer att anvinda oss av ndr vi applicerar diagonalprocessen pa de
berdkningsbara talen senare.

En intressant sak att lagga maérke till ar att vi nu har ett sdtt att med
heltal representera alla berdkningsbara tal och med dessa inkluderas méanga
irrationella tal. Som vi vet finns det dndliga algoritmer for att rdkna ut
decimalerna i 7, och alltsd kan vi skapa en Turingmaskin som berdknar .
Vi kan anviéinda beskrivningstalet till denna maskin for att representera
pa ett exakt satt. Om vi har ett naturligt tal som vi vet &r beskrivningstalet
till en Turingmaskin som berédknar 7 har vi ocksa ett satt att berdkna 7.

3.2.3 Kodning av fullstandiga konfigurationer

Pa samma sétt ska vi koda vara fullstdndiga konfigurationer som vi anvénde
oss av tidigare. De fullstédndiga konfigurationerna gav information om vilka
symboler som var pa remsan, samt vilken ruta som blir ldst och vilket ldge
maskinen befinner sig i. Denna notation &r inte endimensionell vilket ger oss
problem om vi ska koda den, men gor de fullstindiga konfigurationerna en-
klare att lasa vid exempel. Vi ska gora en liten manipulation av de fullstdndi-
ga konfigurationerna genom att, istéllet for att ange ldget innan remsan och
sedan stryka under den lasta symbolen, ska vi skriva det aktuella laget precis
innan den lasta symbolen. Pa samma sétt som for standardbeskrivningarna
ska vi anvénda oss av ”D” i kombination med "A” for att representera lagen
och "D” i kombination med ”C” for symboler. Observera att blanka rutor i
slutet av remsan inte skrivs ut i de fullstdndiga konfigurationerna eftersom
de dr odndligt manga. Om vi foljer denna kodning blir sekvensen av de fem
forsta fullstandiga konfigurationerna i exempel 1 (med kolon framfor varje
fullstdndig konfiguration for att separera dem) som foljer:

:DA:DCDAA:DCDDAAA:DCDDCDAAAA:DCDDCDDAAAAA \

3.3 Den universella maskinen

Med allt forberedelsearbete bakom oss kan vi nu borja titta pa hur vi kan
gora en UTM, som vi ska kalla ¢. Vi vill att & ska kunna programmeras
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med en godtycklig cirkelfri TM, M. For att representera M har vi standard-
beskrivningen, och denna ger vi till &/ genom att skriva den pa F-rutorna
direkt efter tva o-symboler (den forsta pa en F-ruta och den andra pé en
E-ruta) och later detta foljas av en symbol "::”. Alltsa &r remsan inte tom
nér U borjar sin berdkning, utan innehaller en beskrivning av M pa remsan.
Standardbeskrivningen kan ses som en uppséttning instruktioner till ¢/, vilka
visar vad U ska gora i varje steg. U har sedan som huvuduppgift att berdkna
alla M:s fullstdndiga konfigurationer, for att sedan beridkna det tal som M
berdknar.

Vid en forsta anblick av problemet kan detta kanske tyckas som en svar
uppgift, men kom ihag att alla Turingmaskiner bérjar i ¢; med en tom remsa
vilket innebér att var forsta fullsténdiga konfiguration alltid kommer att vara
DA. Fran en fullstindig konfiguration till nésta ar det ett litet steg. Det vi
behdver gora &ér att i en fullstdndig konfiguration hitta ett "D” foljt av ett
eller flera "A” tillsammans med den efterféljande "D”/”C” kombinationen,
detta vet vi &r en konfiguration som vi kan hitta i standardbeskrivningen av
M. Nér vi har hittat rétt 5-tuppel i standardbeskrivningen vet vi vad som
ska goras for att konstruera nésta fullstdndiga konfiguration. Pa detta sétt,
som vi snart ska se, skriver U ut en sekvens av fullstindiga konfigurationer
med tilldgget att mellan varje fullstdndiga konfiguration skrivs de symboler
av forsta typen (1 eller 0) som finns med i den nya (senare) fullstandiga
konfigurationen men inte i den gamla (tidigare). Vi ser att det som behover
goras ar att soka, jamfora och kopiera olika kombinationer av ett andligt
antal tecken, vilket inte blir allt for svart nér vi redan har vart bibliotek av
m-fuktioner.

Vi ska lagga till en sista m-funktion till vart bibliotek nu nér vi vet
hur vi ska koda vara instruktioner och fullstéindiga konfigurationer. Denna
ar markKonf(A, a) och markerar den konfiguration narmast till hoger om
lashuvudet med symbolen « och gar sedan till A, ldshuvudet slutar fyra steg
till héger om sista rutan i den aktuella konfigurationen. Om vi anropar denna
funktion utan en andra parameter, markKonf(A,), innebéar det av vi inte
gbr nagon markering utan bara en forflyttning. I specialfallet nar vi bara
har ett liage kodat till hdger om ldshuvudet och inte nagon lést symbol efter
detta lage, kommer markKonf att skriva ett D efter laget, markera detta
och sedan flytta tre steg till hoger. Detta gors for att utvidga remsan. Vi
har inget sétt att representera odndligt ménga pa varandra foljande tomma
rutor, men pa detta sitt lagger vi till tomma rutor (D) allt eftersom det
behovs, och det racker.

3.4 Overgangstabell for ¢/

For att fa en 6verblick av vad den universella Turingmaskinen gor ska vi nu
successivt gé igenom 6vergangstabellen for denna med en standardbeskrivn-
ing av en enkel TM, M. De symboler den universella Turingmaskinen, U,
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ska skriva ar "A”, "C” "D”, " for att representera de fullstdndiga konfigura-
tionerna, "u”, v’ "w”, ’x”, ”y” och ”z” fér markeringar samt "0” och ”1” for att
skriva resultatet. &/ maste dven kunna liasa "L”, "R”, "N” och ”;” i de kodade
standardbeskivningarna, samt ett ™::” for att separera standardbeskrivnin-
gen, som kommer att finnas pa remsan, fran det som U kommer att skriva
med hjalp av detta.

Nar maskinen borjar arbeta dr maskinens remsa inte tom utan innehaller
en standardbeskrivning av en annan maskin, denna standardbeskrivning
finns pa de forsta F-rutorna efter de tva o-symbolerna. Remsan bérjar som
vanligt med tva o-symboler, och ett ”::” avgransar det som finns pa remsan
fran start fran det som berdknas efter det att maskinen borjat arbeta. Nar
maskinen borjar i lage b kommer maskinens fullstdndiga konfiguration alltsa
i detta fall att se ut pa foljande sétt:

ooy DADDCRDAA;DAADDCCRD A =

Till héger om ”::”-symbolen kommer U att skriva de fullstédndiga konfigura-

tionerna for varje steg som M skulle gjort. Eftersom vi vet att M borjar
pa lage ¢, som representeras av DA, och vi ocksd vet att remsan &ar tom
niar M borjar, kommer M:s forsta fullstdndiga konfiguration att vara DA
(oberoende av M, detta ar lika for alla maskiner). Vi later varje fullstédndig
konfiguration som U skriver bérja pa ”:”. U:s uppgift ar nu till att borja med
att skriva ut denna fullstédndiga konfiguration. Borjan av overgangstabellen
for U ser ut som foljer:

Konfiguration Beteende
b allt hitta(by, by, )
b1 allt R2, P:, R2, PD, R2, PA start
b stéller lashuvudet 6ver den forsta rutan som innehéller ”::” med hjélp av

hitta och 6vergar sedan till by. I vart fall innebéar det att vi staller lashuvudet
i bérjan av var representation av de fullstdndiga konfigurationerna av M. by
skriver sedan :DA pé de tre foljande F-rutorna och gar sedan over till laget
som heter start. Efter denna initiering kommer U:s fullstéindiga konfiguration
att vara:

start:90; D ADDCRDAA;DAADDCCRDA =z
D A
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3.4.1 Markera den aktuella konfigurationen

Néasta del av 6vergangstabellen, start, ar:

Konfiguration Beteende
start allt hittaSista(starty, :)
start;  allt markKonf(hittaKonf, y)

start kommer hér att stalla lashuvudet pa det ”:” som ar langst till hoger pa
remsan med hjilp av hittaSista, vilket &r det kolon som foregar den senast
skrivna fullstdndiga konfigurationen. Denna fullstdndiga konfiguration, den
langst till hoger pa remsan, kommer vi att kalla den aktuella fullstdndiga
konfigurationen eftersom denna motsvarar M:s fullstdndiga konfiguration
i varje lage. P4 samma sétt kommer vi kalla konfigurationen fér den ak-
tuella fullsténdiga konfigurationen fér den aktuella konfigurationen. start;
markerar konfigurationen till héger om ldshuvudet. Eftersom var fullsténdi-
ga konfiguration bara &r DA nu, kommer specialfallet for markKonf att
anvandas hér, vilket innebér att vi &ven kommer att skriva ett D efter DA.
Den fullstdndiga konfigurationen for U &r nu:

hittaKonf:90; D ADDCRDAA;DAADDCCRD
A : : DyAyDy

3.4.2 Matcha den aktuella konfigurationen

Nu ar den aktuella konfiguration markerad. Nu behover vi veta vad som
ska goras vid denna konfiguration, eller mer precist vad M skulle gjort vid
denna konfiguration. Detta kan vi hitta efter motsvarande konfiguration i
standardbeskrivningen av M som finns pa remsan. De foljande ligena letar
reda pa denna konfiguration i standardbeskrivningen:

Konfiguration Beteende
; R, Pz, L markKonf(jamforKonf, x)
hittaKon f Z L2 hittaKon f
inte z/; L hittaKon f

jamforKonf allt jamT (tabort(tabort(start, x), y), lika, X, y)

hittaKonf letar reda pa det semikolon narmast till vinster om lashuvudet
som inte ar markerat med ett "z” och markerar detta med ett "z” samt mark-
erar den konfiguration som &r efter detta semikolon med ”x”. Nér denna kon-
figuration ar markerad anvéinder sig jamforKonf av jamforTabort (som
ar forkortat till jamT i denna tabell) for att jamfora det pa remsan som
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dr markerat med "x” med det pa remsan som ar markerat med "y”, allt-
s& vara tva markerade konfigurationer. Om dessa &r lika har vi hittat ratt
konfiguration i standardbeskrivningen och 6vergar till laget lika efter att x-
och y-markeringarna tagits bort. Om de dr olika maste vi leta vidare efter
ratt konfiguration, da tar vi bort x- och y-markeringarna pa vara konfigu-
rationer med hjalp av tabort och borjar om i laget start. Lagg maérke till
att de konfigurationer vi redan har testat kommer att vara markerade med
”z” och kommer att hoppas 6ver i nésta jamforelse. I vart fall kommer forsta
jamforelsen att misslyckas, men andra kommer att lyckas, sa nér vi overgar
till lika kommer U:s fullstdndiga konfiguration att vara:

lika:oozD ADDCRDAA ZzDAADDCCRD A :::
D AD

3.4.3 Markera operationen

Nu vet vi att den konfiguration efter det semikolon som &r méarkt med ”z” och
ar langst till vanster ar lika med den aktuella konfiguration. Vi ska nu ta reda
pa vad som ska goras for denna konfiguration, vi ska markera operationen
(det som ska skrivas och hur maskinen ska ta ett steg) som ska goras for
denna konfiguration med ™u” och det ldge vi sedan ska Overga till med "y”.
Detta gors med foljande lagen:

Konfiguration Beteende

lika allt hittaV (likaq, likay, z)

lika;  allt markKonf(likas, )

likay . bikas
inte A L, Pu, R3 likasg

likas A L, Py, R3 likas

inte A L, Py tabort(markF Konf, z)

I lika kommer forst HittaV att stalla lashuvudet pa det forsta semikolonet
markerat med "z”’, sedan kommer [ika; att stélla lashuvudet fyra steg till
héger om konfigurationen som foljer efter detta semikolon. Detta kommer i
vart fall att resultera i att det C som ar langst till vinster pa remsan kommer
att vara under lashuvudet. Fran denna position kommer det som represen-
terar den symbol som M skulle skrivit f6r den aktuella konfigurationen (DC)
samt den symbol som representerar hur maskinen ska stega att markeras med
"u”, detta tar likas hand om. Nar detta ar klart tar likag Over och marker-
ar det ldge som M skulle ha 6vergatt till fran den aktuella konfigurationen
(DAA) med "y”. Nar likas ar klar raderas alla z-markeringar och maskinen
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overgar till markF Konf. Den fullstindiga konfigurationen nér detta ar gjort
kommer att vara:

markFKonf:00; D A D DuCuRuDyAyAy; D A ADDCCRD
A::DAD

3.4.4 Markera den fullstandiga konfigurationen

markFkonf star for markera-Fullstdndig-Konfiguration, och markerar den
aktuella fullstdndiga konfigurationen pa remsan. Det som markeras dr det
som ska kopieras over till nésta fullstdndiga konfiguration, det som &ar kon-
stant, vilket &r det som representerar symbolerna pa remsan, féorutom den
ldsta symbolen. Lagena som hanterar denna markering &r:

Konfiguration Beteende

markF Konf allt hittaSista(markF Konfi, :)
A L4 markF Kon fo

markFKon i inte A R2 markF Konf,
C R, Px, L3 markF Kon fo

markF Konf, : markF Konfy
D R, Px, L3 markF Konfs

: markF Konf,

markFKonfs inte: R, Pv, L3 markF Konfs
markFKonfy  allt markKonf(V(V(markFKonfs)), )
nagot R, Pw, R markF Konfs

markFKonfs blank P: skrivResultat

For den fullstédndiga konfigurationen vi har nu sa kommer ingenting att mark-
eras, utan det enda som kommer att hdnda ar att det skrivs ett kolon efter
denna fullstdndiga konfiguration. Det krdvs en nagot langre fullsténdig kon-
figuration, en déar det finns symboler bade fore och efter den aktuella konfig-
urationen. Lat oss anta att maskinen har gjort nagra andra berdkningar sa
att den aktuella fullstdndiga konfigurationen pa remsan ser ut sa hér:

:DCDCCDAADDCC |

I detta fall kommer den markering som markF Konf gor att bli:

’ : DvCvDxCxCxD A A D DwCwCw: ‘

Det som representerar symbolen i rutan innan rutan som blir last markeras
med ’x”; allt innan denna med "v”’ och de symboler efter den aktuella konfig-
urationen markeras med "w”. Allt som &r markerat kommer att finnas med i
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nésta fullstdndiga konfiguration som skrivs pa remsan. Léget och den ldsta
symbolen kommer att dndras till ndsta fullstindiga konfiguration, och det
som detta ska dndras till &r det som &r markerat med "u” och ”y” sedan tidi-
gare. Anledningen till att det som &r direkt innan laget &r markerat med ”x”
och inte "v” ar att om M flyttar véanster i den aktuella konfigurationen sa
maste det nya ldget (det lage maskinen Gvergar till) att sta framfor det som
ar markerat med "x”. Om maskinen i stéllet gar till hoger behover vi bara
byta ordning pa den ldsta symbolen och konfigurationen, sa att den forsta
symbol som &r markerad med "w” &r den nya lasta symbolen. Innan nésta
fullstdndiga konfiguration borjar skrivas till remsan méaste U skriva ut en ”1”
eller en ”0” pa remsan om M skulle gjort det for den aktuella konfiguratio-
nen. Kom ihag att vi ibland skriver en 1:a eller 0:a 6ver en annan 1:a eller
0:a i stéllet for att inte skriva nagonting, i dessa fall ska U inte skriva nagot
pa remsan. Det ar alltsa bara nér M har last en tom ruta som U ska skriva
néagot i detta steg.

3.4.5 Skriv resultatet

Foljande tabell skriver ut U:s resultat av den aktuella fullstindiga konfigu-
rationen:

Konfiguration Beteende
skrivResultat allt hitta(skrivResultaty, skrivF Konf, u)
skrivResultaty allt L3 skrivResultats
. D R4 skrivResultats
skrivResultaty inte D skrivF Konf
. C R2 skrivResultaty
skrivResultats inte C skrivE Konf
. C R2 skrivResultats
skrivResultaty inte C skrive(skrivF Konf,0,:)
. C skrivE Konf
skriviesultats inte C skrivy(skrivF Konf,1,:)

De tva forsta lagena hér placerar lashuvudet pa den sista symbolen i det
som representerar den lésta symbolen vid den aktuella konfigurationen i M:s
beskrivning. Om denna symbol &r D innebér det att det &r en blank ruta
som har blivit last, da maste vi ga vidare med detta steg, for da vill vi skriva
en 1l:a eller en 0:a. Om det inte &r ett D vi ldser har sa hoppar vi direkt till
skrivF Konf eftersom vi da inte ska skriva ut nagon 1:a eller 0:a pa remsan.
Légena skrivResultats, skrivResultaty och skrivResultats tar reda pa om
det &r en 1:a (DCCQC) eller en 0:a (DC) som ska skrivas. Korrekt symbol skrivs
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sedan till remsan f6ljt av ett kolon, och U Gvergar till skrivE Konf. I vart
fall hittar skrivResultat en kombination DC som representerar 0 vilket ska
skrivas pa remsan. Den fullstindiga konfigurationen av U efter dessa steg

blir:

skrivFKonf:00; D A D DuCuRuDyAyAy; D A ADDCCRD
A::D AD:0

3.4.6 Skriv nasta fullstandiga konfiguration

Det enda som aterstar nu ar att skriva nésta fullstdndiga konfiguration till
remsan och sedan boérja om fran boérjan. I nésta genomgang av tabellen
kommer den nya fullstédndiga konfigurationen undersockas, om det &ar aktuellt
kommer en 1:a eller en 0:a skrivas efter den fullstdndiga konfigurationen, och
sedan kommer ytterligare en fullstandig konfiguration att skrivas pa remsan.
Denna loop &r allt den universella Turingmaskinen gor. For att fullborda
detta visar vi de allra sista lagena for U:

Konfiguration Beteende

skrivEFKonf  allt hittaSista(L(skrivF Konf1),

u)

L R, E kopieraMarkeradTabort(slut, v, y, x, u, w)

skrivFKonf; R R, E kopieraMarkeradTabort(slut, v, x, u, y, w)
N R, E kopieraMarkeradTabort(slut, v, x, y, u, w)

)

slut allt tabort (start

skrivF Konf (forkortning av skriv-Fullstdndig-Konfiguration) sétter ldshu-
vudet Gver den sista symbolen som dr markerad med "u”, detta ar symbolen
som visar om M ska ta ett steg och i sa fall ocksa hur och kommer att vara
"R”, "L eller "N”. Beroende pa denna symbol kommer sekvenserna marker-
ade med "u”, 7y”, "v”, ’x” och "w” att kopieras till slutet av remsan i lite olika
ordning. Alla sekvenserna som vi har markerat med dessa markeringar &r
vildefinierade delar av den nya fullstindiga konfiguration vi 4r pa vig att
skriva pa remsan. Den sekvens markerad med "u” representerar den symbol
som M ska skriva i den aktuella rutan. Den sekvens markerad med ”y” rep-
resenterar det lage som M ska overga till, detta ska sta framfér den symbol
som &r den ldsta i den nya fullstdndiga konfigurationen. Den sekvens mark-
erad med "v” ar det som representerar den sekvens av symboler fran borjan
av remsan fram till symbolen innan det aktuella ldget. Det som &r mark-
erat med "x” dr symbolen precis innan det aktuella ldget. Den sekvens av
symboler markerade med "w” ar de symboler som representerar de symboler
pa remsan efter den ldsta symbolen. I den nya fullstdndiga konfigurationen
kommer alltid det som &r markerat med v’ férst och det markerat med "w”

sist. Ordningen pa "u”, ”’y” och ”x” ddremellan ar beroende av hur lashuvudet
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ska rora sig i M. skrivF Konf, tar hand om kopieringen av de markerade
sekvenserna, men innan den kopierar nagot sa tas markeringen bort fér den
ruta som lashuvudet star pa s att inte nagot "L”, "R” eller "N” foljer med i
kopieringen. Om skrivF Konf1 ldser "N” innebér det att M inte tar nagot
steg, da ska de markerade sekvenserna kopieras utan att andra inboérdes ord-
ning. Om skrivF Konfi laser ”L” innebér det att M flyttar vinster, da ska
det nya laget (markerat med y) vara placerat en ruta till vanster om den ak-
tuella rutan, alltsa ska da det som &r markerat med "y” kopieras fore det som
ar markerat med ”x”, annars samma ordning som fér "N”. Om skrivF Kon fi
laser "R” innebér det att M flyttar hoger, da ska det nya laget(sekvensen
markerad med "y”) och den symbol som ska skrivas i den aktuella rutan
(sekvensen markerad med "u”) byta plats i forhallande till varandra, i 6vrigt
ska delarna ha samma inbordes ordning. Efter att de markerade sekvenser-
na har kopierats i ratt ordning till slutet av remsan sa overgar U till laget
slut som raderar alla markeringar och sedan borjar om pa start igen. U:s
fullstdndiga konfiguration efter hela forsta loopen kommer att vara:

start:90; D ADDCRDAA;DAADDCCRDA =z
DAD:0:DCDAA _

Efter hela andra loopen kommer U:s fullstindiga konfiguration att vara:

start:90; D ADDCRDAA;DAADDCCRDA .
DAD:0:DCDAA:1:DCDCCDA _

Detta &r i princip samma ldge som innan férsta loopen, och om vi fortsatter
ser vi enkelt att det mellan varje fullstdndig konfiguration som U skriver
kommer att vara en sekvens av alternerande O:or och 1:or. Detta &r det vi
laser av som U:s berdkning, den sekvens U berdknar med maskinen M kodad
pa remsan ar 010101 ...

Nu har vi definierat den universella Turingmaskinen, en maskin som kan
simulera alla de cirkelfria Turingmaskiner som vi kan tdnka oss konstruera
med teorin vi hér har byggt upp. Detta ar en stor bedrift av Turing och
en viktig insikt fér utvecklingen av datorer och modern datorvetenskap, att
det dr onddigt att designa olika datorer for olika dndamal: Det racker att
programmera en och samma dator att utfora alla specifika uppgifter. Detta
insdg Turing var de universella maskinernas styrka. Detta uttrycker Turing
tydligt i sin kontroversiella artikel "Computing machinery and intelligence”
fran 1950. Vi avslutar detta avsnitt med ett citat fran denna text:

This special property of digital computers, that they can mimic
any discrete-state machine, is described by saying that they are
universal machines. The existence of machines with this proper-
ty has the important consequence that, considerations of speed
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apart, it is unnecessary to design various new machines to do
various computing processes. They can all be done with one dig-
ital computer, suitably programmed for each case. It will be seen
that as a consequence of this all digital computers are in a sense
equivalent.

4 Avgorbarhetsproblemet

I detta avsnitt ska vi se pa mer teoretiska egenskaper hos Turingmaskiner
och genom detta se vilka begrénsningar de har och &ven 16sa avgorbarhets-
problemet. Vi vet redan att de berékningsbara talen ar upprikneliga och det-
ta ska vi anvianda for att dra slutsatser kring Turingmaskiner, frémst genom
att applicera Georg Cantors diagonalprocess (fran 1891) pa de beriknings-
bara talen.

4.1 Diagonalprocessen

Diagonalprocessen &r en metod som den tyske matematikern Georg Cantor
anvande for att visa att det finns 6verupprakneliga mangder, méngder som
inte gar att sdtta i ett 1-1 forhallande med de naturliga talen. Denna process
kan anvindas for att visa att de reella talen &r 6veruppriakneliga, men har
anvints av manga till mycket, och som sagt ocksa av Turing i sitt resonemang
om de berdkningsbara talen som vi snart ska titta noggrannare pa. Vi borjar
med att forst gora oss bekvima med metoden genom att se hur processen
kan appliceras pa en méangd reella tal.

4.1.1 Diagonalprocessen for de reella talen

Sats 2. Mdngden av alla reella tal mellan 0 och 1 dr éverupprdknelig.

Bevis. Antag att vi har en uppriakning av alla reella tal mellan 0 och 1, dér
varje tal skrivs med o#ndligt manga nollskilda siffror i sin decimalutveck-
ling. Exempelvis skrivs 0,10000... som 0,99999... och bada dessa far inte
forekomma i upprakningen. Lat «, vara det n:e talet i upprédkningen och
¢n(m) vara den m:e decimalen i a,. Vi kan nu konstruera ett tal 8 genom
att lata B(m) = a;p(m) — 1 (mod 10) (vi later —1 vara 9). Detta tal kom-
mer att vara skillt fran alla de reella talen i upprakningen, § ar "diagonalen”
i upprakningen, men ar sjilvt uppenbart ett reellt tal. Alltsa finns det ett
reellt tal som inte finns med i uppriakningen av alla de reella talen mellan 0
och 1, vilket motséger vart antagande. Detta innebéar att vi inte kan hitta
en upprakning av alla de reella talen och alltsd dr denna méangd Overup-
praknelig. O
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4.1.2 Diagonalprocessen fér de berakningsbara talen

Vad héander om vi applicerar samma resonemang pa de berdkningsbara talen,
kan vi pa4 samma séitt skapa ett berdkningsbart tal utifran en uppréakning av
alla berdkningsbara tal?

Lat oss applicera diagonalprocessen pa vara berdkningsbara sekvenser.
Lat oy, vara den n:e sekvensen i uppriakningen (som vi diskuterade i avsnitt
3.2) av alla berdkningsbara sekvenser och lat ¢, (m) vara den m:e symbolen
(1 eller 0) i den n:e sekvensen. Da kan vi skapa en sekvens dar den n:e
symbolen i 3 ar 1—¢,(n). Antag att 3 &r en berikningsbar sekvens. D& maste
B = an for ndgot N, eller med andra ord att 1 — ¢, (n) = ¢n(n) géller for
alla n. Om vi sétter n = N far vi att 1 —¢pn(N) = ¢y (N) eller 1 = 2¢n5(N).
Detta dr omojligt, 1 &r inte ett jamt tal, vi har kommit fram till en motségelse
som visar att nagon av vara premisser ar fel. Eftersom vi sedan tidigare vet
att mangden av alla berdkningsbara sekvenser ar uppraknelig kan vi inte dra
slutsatsen att denna méangd ar overuppraknelig. Det ar nagot annat som &r
fel i vart resonemang, och det som &r fel maste vara vart antagande att § ar
berdkningsbart.

4.1.3 Varfor g inte ar berakningsbart

Varfor ar inte § berdkningsbart? Vi har ju givit en algoritm for att berék-
na . Kom ihag att vi vet att de cirkelfria maskinerna som definierar de
berdkningsbara talen &r upprikneligt manga. Vi har daremot inte gjort na-
gon explicit upprakning av dem, och det &r har problemet med att berékna
0 finns. For att gora denna uppriakning maste vi forst for varje naturligt tal
avgora om det ar ett beskrivningstal for en cirkelfri Turingmaskin, vilket vi
ska visa med ett direkt argument, inte gar att géra med en dndlig algoritm
och alltsa inte kan goras av en Turingmaskin.

Det vi maste gora for att lyckas skapa ett nytt tal pd samma sétt som
[ som ar berdkningsbart, ar att konstruera en Turingmaskin som analyserar
beskrivningstalet av en annan Turingmaskin (inte nédvéndigtvis cirkelfri)
och bestdmmer denna maskins resultat, och ddrmed om den ar cirkelfri eller
inte. For att visa att J inte ar berdkningsbart ska vi forsdka konstruera en
maskin H som berdknar detta tal.

Antag att vi har en maskin D som avgoér om ett givet naturligt tal ar
ett beskrivningstal for en cirkelfri TM eller inte och som gor detta i ett
andligt antal steg. Det ‘H kommer att gora &r att for varje naturligt tal N
(med boérjan pa 0) med hjilp av maskinen D bestdmma om detta tal ar
beskrivningstalet till en cirkelfri TM. Om sa ar fallet later vi R(N) (ett
tal H haller reda pa), antalet beskrivningstal som representerar cirkelfria
maskiner av de N forsta talen, 6ka med 1. Sedan gor vi om beskrivningstalet
till en standardbeskrivning och later & (den universella Turingmaskinen)
berékna denna maskins sekvens upp till den R(N ):e siffran, sig . Ett minus
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a ldgger vi till i sekvensen som ar 3, det vill sdga den R(NN):e symbolen i
B dr 1 —a dir a ér den R(N):e siffran som U berdknar for det R(N):e
beskrivningstalet. Sedan gor vi om samma sak med nésta tal, N + 1. Om
N inte &r ett beskrivningstal for en cirkelfri TM behover vi inte géra nagra
vidare berdkningar utan gar direkt vidare for att testa N + 1 med D. H gor
for varje naturligt tal en loop pa detta sétt. H &r en cirkelfri maskin eftersom
bade D och U gor sina berdkningar i ett andligt antal steg och kommer fram
till ett korrekt resultat efter ett dndligt antal steg, resten av det H gor &r
triviala berdkningar som ocksa gors i ett dndligt antal steg. Légg maérke till
att kontrollen D gor av beskrivningstalen garanterar att U gor en cirkelfri
berdkning.

Eftersom H ar en Turingmaskin har H ett beskrivningstal associerat med
sig, 1at detta beskrivningstal vara K. Efter K — 1 loopar maste H hantera
K, beskrivningstalet av sig sjilv. Eftersom H &r en cirkelfri maskin maste D
godkinna K som beskrivningstalet for en cirkelfri maskin. Alltsa kommer U
att ta hand om standardbeskrivningen som K representerar for att berdkna
den R(K):e symbolen som maskinen som K representerar berdknar. Men
denna maskin dr ju H, och den sekvens H berdknar &r 3. De forsta R(K —1)
symbolerna kommer ga bra att berdkna, det har vi redan gjort, men nar den
R(K):e symbolen maste berdknas av U maste vi forst berdkna de R(K — 1)
forsta symbolerna och sedan den R(K):e. Med andra ord, for att rdkna ut
den R(K):e symbolen i § maste vi kiinna till den R(K):e symbolen i 3, vilket
ar en paradox, vi hamnar i en oéndlig rekursion. Detta innebér att nir H
skall berékna den R(K):e symbolen i # kommer H inte skriva ut nagot
resultat utan forsétta i odndlighet med en loop som inte gar att komma ut
ur, alltsa dr H cirkulér. H ar bade cirkelfri och cirkuldr samtidigt vilket ar en
uppenbar motségelse, alltsa drar vi slutsatsen att vart antagande om att det
existerar en maskin D &r felaktigt. Vi har pa ett nytt sétt visat att § inte kan
vara berdkningsbart och alltsa att de berdkningsbara talen (fortfarande) &r
upprakneliga. Dock kan vi inte géra nagon upprakning av dem i ett andligt
antal steg.

4.2 Maskinen &

Med hjilp av ovanstéaende resonemang kan vi ocksa visa att det inte finns en
maskin £ som tar reda pa om en godtycklig Turingmaskin M nagonsin skriv-
er en viss symbol i sitt resultat. Antag att det finns en sddan maskin £ och
14t My vara en maskin som beraknar samma sekvens som M fast med den
forsta 0:an utbytt mot 0, som &dr en symbol i M7:s alfabet utéver de symboler
i M:s alfabet. Mer generellt later vi M,, vara en maskin som skriver samma
sekvens som M fast med de n férsta 0:orna utbytta mot 0-symboler. Vi kan
enkelt &ndra standardbeskrivningen av M till den f6r M, vi behover bara
ligga till ett lage som ser ut som det ldge déar 0 skrivs forsta gangen men
istéillet for att skriva 0 skriver 0, samt se till att detta lige bara anvinds i det
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fall da O:an som skulle skrivits var den forsta. Vi kan sjélvklart pa samma
enkla sitt dndra standardbeskrivningen av M,,_1 till att vara M,, for alla n.
Alltsa kan vi skapa en maskin F som for en standardbeskrivning av M suc-
cessivt skriver ner standardbeskrivningarna till M, M1, Ms, ... pa remsan.
Vi kan nu skapa ytterligare en maskin G. G anvinder F for att skriva ner
standardbeskrivnignarna av en maskin M och maskinerna My, Ma, M3, ...
associerade med denna. Efter varje standardbeskrivning skriver G :0: om det
ar sa att maskinen associerad med denna standardbeskrivning aldrig skriver
0, och detta bestams med hjalp av £. Pa detta satt kommer G att skriva 0
odndligt manga ganger om M bara skriver 0 dndligt ménga ganger, och G
kommer inte att skriva nagra O:or alls om M skriver oéndligt manga 0:or.
Vi kan nu testa G, for en standardbeskrivning av en godtycklig maskin M,
med £. Om & ger resultatet att G aldrig skriver en 0:a vet vi att M skriver
0 odndligt ofta. P4 samma sétt kan vi skapa maskiner som avgor om 1 (eller
nagon annan godtycklig symbol) skrivs oéndligt ofta av en maskin. Om vi
skulle ha en maskin £ skulle vi enkelt kunna ta reda pa om ett naturligt tal
ar beskrivningstalet for en cirkelfri Turingmaskin, vilket vi redan har bevisat
ar omojligt, alltsa gar det inte att konstruera nagon maskin £.

4.3 Loésningen av avgorbarhetsproblemet

Det &r nu dags att ta itu med avgorbarhetsproblemet, vi skall visa att det
inte finns nagon generell metod for att bestimma om en godtycklig formel
F i forsta ordningens predikatlogik gar att bevisa.

For att lyckas med detta ska vi for varje TM M konstruera en formel i
forsta ordningens predikatlogik, som vi kallar Un(M). Sedan visar vi att om
det finns en generell metod for att avgora om Un(M) ar bevisbar si maste
det ocksa finnas en generell metod som bestdmmer om M nagonsin skriver
0 (en maskin &), vilket vi har visat inte finns.

4.3.1 Konstruktion av formeln Un(M)

Vi borjar var konstruktion av denna formel med att definiera négra predikat
som vi behover. Vi later rutorna pa remsan till en Turingmaskin vara numr-
erade fran 0 (den forsta, den maskinen léser forst) och vidare uppéat. Vi later
dven de fullstdndiga konfigurationerna vara numrerade med boérjan pa 0. Da
kan vi identifiera ruta nummer m vid den fullstédndiga konfiguration n med
paret (n,m). Predikaten och deras tolkning ar som foljer:

e Rg, (z,y) tolkas som "I den fullstdndiga konfigurationen x dr symbolen
iruta y S;”.

e [(x,y) tolkas som "I den fullsténdiga konfigurationen x blir ruta y last”.
o K, (x) tolkas som "I den fullstéindiga konfigurationen z &r det aktuella

laget ¢,
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e F(n,m) tolkas som "m &r succesorn till n”. Successorn till n &r det
minsta naturliga tal m som &r stérre &n n.

e F™ forkortar en konjunktion F'(0,1) A F(1,2)A...AF(n—1,n), vilket
tolkas som att alla tal m mindre eller lika med n ar den m:e successorn
till 0.

e G(n,m) tolkas som ”"m &r storre &n n”.

Med dessa predikat kan vi till varje rad i 6vergangstabellen av M associera
en formel. Kom ihag (se avsnitt 3.2) att vi med Gvergangstabellen av M
pa var standardform kan beskriva varje rad av denna som en femtuppel
(¢i, Sj, Sky L, q) (eller med R eller N istéllet for L). Med varje sadan femtup-
pel ur en Gvergangstabell associerar vi en formell Inst(g;, S;, Sk, L, q;) som
definieras som:

Va,y, @',y ((st (z,y) A (2,y) N Kq,(2) A F(z,2") ANF(Y, y))
— <I(x', y') A Rs, (2, y) AN Ky (2') AV2 (F(y', 2)
V((Roo(x,2) = Rag (2, 2)) A A (R (2, 2) — Ry, (), z))))))

Denna formel beskriver en rad ur en Overgangstabell péa formen
(gi, Sj, Sk, L,q;). « och y ar den fullstdndiga konfigurationen respektive den
ldsta rutan innan vi 6vergar till nista lage (¢;). 2’ och 3/ &r den fullstindiga
konfigurationen respektive den lasta rutan efter évergangen. Antecedenten i
implikationen beskriver under vilken forutséttning vi ska anvénda denna kon-
figuration samt forhéllandet mellan z och ' samt y och 3. For den aktuella
fullstindiga konfigurationen géller att symbolen i ruta y &r S; (Rs,), ruta
y blir last (I(x,y)) och det aktuella ldget &r ¢; (Kg,). De tva F-predikaten
sager att ' ar nésta fullstdndiga konfiguration och att rutan 3’ ligger direkt
till vénster om rutan y. Konsekventen i implikationen visar hur nésta full-
standiga konfiguration ser ut, vad som hénder néir vi anvénder den aktuella
konfigurationen. I nésta fullstindiga konfiguration, 2/, blir ruta ¢’ ldst (den
till vénster om y) och symbolen i ruta y har nu andrats till Si. Laget ar nu
q;- Den sista konjunktionen, den som boérjar med en all-kvantor, séger att
for alla rutor z pa remsan i denna fullstandiga konfiguration sa ar antingen
z = y (och da har innehallet i den dndrats till Si) eller sa ar innehallet i
rutan oforéndrat sedan foregaende fullstdndiga konfiguration. S till S, i
uttrycken vid ellipsen star for alla symboler i alfabetet till M, och precis
en av forsatserna i de m stycken implikationerna kommer att vara sann for
varje z # y. Pa samma sétt kan vi skapa formlerna Inst(q;, S;, Sk, R, q;) och
Inst(qi, Sj, Sk, N, q) for de fall da M flyttar hoger eller inte alls i den med
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Inst associerade raden i en 6vergangstabell. Dessa kan du se i appendix A, de
ar konstruerade enligt samma princip sé vi tar inte med dem hér. Nu kan vi
beskriva varje rad i en 6vergangstabell med en Inst-formel och ddrmed ock-
s& hela Overgangstabellen for M med en konjunktion av alla Inst-formler
associerade med raderna i Overgangstabell for M, denna formel kallar vi
Des(M). Des(M) ér sann for en Turingmaskin, inte nédvéandigtvis cirkelfri,
det ar darfor vi séger att Des(M) beskriver en Turingmaskin M.

For att konstruera var formel Un(M), som Des(M) kommer att vara en
del av, maste vi i var formel sdga nagot om de naturliga talen och deras egen-
skaper, detta eftersom de naturliga talen inte finns med 1 férsta ordningens
predikatlogik. Jag kommer inte géra mer dn att visa vad vi behéver i form
av axiom for de naturliga talen, for en mer genomgaende diskusion héanvisar
jag till "The annotated Turing” av Charles Petzold eller nagon bok som tar
upp Peanoaxiomen mer grundliggande. Jag kommer inte heller behandla de
naturliga talen som Turing gjorde, utan istéllet anta att alla problem kring
formalisering av de naturliga talen &r 16sta, och anvinda de naturliga talen
precis som vi dr vana vid, &ven i formlerna skrivna i predikatlogik, detta for
att jag tror att resonemanget blir ldttare att forsta trots att det inte blir full-
standigt korrekt. Det vi behover &ar foljande, och vi forkortar denna formel
med Q:

Vo Jw Yy, 2 <F(m,w) A (F(a:,y) — G(a:,y))/\(F(CU, Z)NG(z,y) — G(x,y))

MGea) v (610.0) A F(09)v(FGa) A Fle)) = <F o >))

Vad denna formel siger &r att det finns en entydig efterfoljare till varje tal,
det vill sdga att det finns en successorfunktion.

For att beskriva en maskin M fullstéindigt behover vi beskriva hur mask-
inen och remsan ser ut nar den startar. Som vi vet dr remsan tom (blank ruta
representeras av Sp), maskinen ldser ruta 0 och laget ar ¢; nér en godtycklig
maskin borjar sin berékning (bortsett fran var UTM). Detta kan vi beskriva
med véara redan definierade predikat som VyRsg, (u, y) A1 (u, u) AKq, (u), dér u
ar en obunden variabel som sjélvklart ska tolkas som 0, den férsta symbolen
i upprakningen av de naturliga talen. Om vi kopplar ihop det vi nu gjort far
vi ett uttryck som beskriver en godtycklig Turingmaskin M och dess lage
och remsa vid start, samt sdger nagot om de naturliga talens egenskaper. Vi
forkortar detta uttryck med A(M), och i sin helhet blir det:

Q AVy Ry () A I(u,w) A Ky, () A Des(M)

Nu &r vi néstan klara med konstruktionen av Un(M). Det vi vill uttrycka
ar att om det existerar ett u sa att A(M) &r sann sa finns det en fullstdndig
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konfiguration s till M dér symbolen 0 (som representeras med S7) dr skriven
i ruta ¢. Eller annorlunda uttryckt, om det finns en maskin M som beskrivs
av A(M) sa kan vi bestdmma om denna maskin nagonsin skriver en 0:a,
vilket vi redan har visat &r omojligt. Un(M) ska alltsa vara:

Ju A(M) — Is,t Rg, (s, 1)

Nu dr den stora fragan om vi kan avgéra om Un(M) ar bevisbar. Vi ska visa
att om det finns en algoritm for att avgora om Un(M) &r bevisbar sa méste
det &ven finnas en algoritm som avgér om M nagonsin skriver 0. Eftersom
det inte finns nagon algoritm som avgdr om en godtycklig maskin nagonsin
skriver en viss symbol s kan vi heller inte avgora om Un(M) dr bevisbar,
alltsd dr Un(M) ett oavgorbart problem och detta visar att avgdrbarhet-
sproblemet har en negativ 16sning. Detta kommer snart bli tydligare. Den
sista delen av beviset delar vi upp i tva hjélpsatser, diar vi visar pastaen-
det "Un(M) ar bevisbar om och endast om S; finns pa remsan vid nagon
fullsténdig konfiguration av M”.

4.3.2 Tva hjalpsatser

Lemma 1. Om symbolen S1 finns pd remsan vid nagon fullstindig konfigu-
ration av M sda ar Un(M) bevisbar.

Beuvis. Vi beskriver sekvensen av symboler pa remsan for M vid den n:e full-
standiga konfigurationen med hjilp av en funktion r(n,m) som
Sr(n,0)s Sr(n1)s - - - » Sr(nn)- Funktionen r(n,m) ir alltsa en funktion som ger
indexet till symbolen i den m:e rutan vid den fullstdndiga konfigurationen n.
Eftersom en TM endast skriver en symbol (eller ingen) vid varje fullstandig
konfiguration kommer det aldrig finnas fler 4&n n symboler pa remsan vid den
n:e fullstdndiga konfigurationen, alla 6vriga rutor ar blanka. Den ldsta rutan
vid den n:e fullstindiga konfigurationen later vi vara den i(n):e och laget
later vi vara gj,). Da kan vi beskriva den n:e fullstindiga konfigurationen
med formeln:

RS, (0 (n,0) A Rs, 1) (ny, )AL A Rs, () (n,n)

AI(n,i(n)) A Kq,(,, (n) AVYyG(n,y) — Rs,(n,y)
Detta forkortar vi FK,,, den n:e fullstdndiga konfigurationen.

Vi ska fortsdtta genom att bevisa att formeln A(M)AF" — FK,, (forkor-
tat C'F,,) gar att bevisa for varje n. Antecedenten i denna formel beskriver en
godtycklig maskin M, dess startposition och hela dess 6vergangstabell. Kon-
sekventen beskriver den n:e fullstindiga konfigurationen till denna maskin.
Varje fullstindig konfiguration n har en formel C'F,, associerad med sig, dér
numreringen av dessa borjar pa 0. Det borde med andra ord kénnas rimligt
att denna formel géar att bevisa for alla n.

27



Vi bevisar formeln med hjalp av induktion. Den férsta fullstdndiga kon-
figurationen av en maskin &ar alltid vildigt enkel som vi vet. Alla rutor &r
tomma, ruta 0 blir last och laget ar som vanligt ¢;. Storre delen av det som
beskriver den fullstdndiga konfigurationen F Ky faller bort eftersom det inte
behdvs for att beskriva var forsta enkla fullstandiga konfiguration. F' Ky blir
1(0,0) N Ky, (1) AVy Rs, (0, y). Om vi minns hur A(M) sag ut sa fanns denna
del med, det var precis det har som beskrev startpositionen fér M, forutom
att vi har har gjort det lite enklare for oss (och tydligare) genom att rep-
resentera u med 0, de representerar samma tal. Alltsd har vi ett bevis for
A(M) — FK,. Nu visar vi att, for alla n, om CF,, ar sann sé ar dven C'F, 1
sann, det vill sdga vi ska bevisa C'F,, — CF, 1. Eftersom varje femtuppel
som vi beskriver med en inst-formel kan se ut pa tre olika sédtt beroende pa
om maskinen flyttar vinster, hoger eller inte alls vid den aktuella fullstdndi-
ga konfigurationen, kommer vi att fa tre olika men liknande fall att ta hand
om. Vi antar att M flyttar vénster vid den n:e fullstdndiga konfigurationen.

Nér M ar i den fullstdndiga konfigurationen n ar den aktuella femtuppeln
(den femtuppel som representerar den rad i 6vergangstabellen som maskinen
ska “anvénda” i den n:e fullstdndiga konfigurationen)

(Qk(n)7 Sr(n,i(n))v Sr(n+1,i(n))7 L, Qk(n+1))

enligt var definition av funktionerna r, k och ¢. Vi forkortar var formel
Inst(q(n), Sr(n,i(n))» Sr(n+1,i(n))> Ls Gk(n+1)) associerad med den aktuella fem-
tuppeln vid den fullstdndiga konfigurationen n med Inst,,. Eftersom Des(M)
ar en konjunktion av alla beskrivningar av M:s femtupplar sa far vi pa ett
trivialt sétt att

Des(M) — Inst,

Eftersom Des(M) &r en del av konjunktionen A(M) s& har vi lika trivialt
att
A(M) — Insty,

och dven
A(M) A F 5 Inst, A F™H

Eftersom Inst, ar det uttryck som beskriver hur vi ska ta oss fran den
fullsténdiga konfigurationen n till den efter, n+ 1, kan vi enkelt 6vertyga oss
om att

Inst, N\QAF" ™ — (FK, — FK, 1)

galler. Har dyker @ upp igen, som &r en del av A(M), for att faststélla enty-
digheten av successorer. Beviset av detta dr mekaniskt men ganska trassligt
och langt s& vi hoppar 6ver det héar. Vidare far vi att

AM)AF" - (FK, — FKp1)
vilket ar ekvivalent med

(AM)AF"™ - FK,) — (AM)AF™ — FK, 1)
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Eftersom F"+1 — F™ enligt konstruktionen av F™ s& far vi dven
(AM)AF" = FK,) — (AM)AF"M = FK, 1)

vilket &r precis C'F,, — CF,,y1. For fallet nir M flyttar hoger eller inte alls
gar vi tillviga pa ett analogt sdtt. Vi har nu bevisat att C'F,, géller {or alla
n.

Enligt vart antagande i detta lemma sa finns symbolen Sy, det vill sdga
en O:a, i nagon ruta K vid nagon fullstdndig konfiguration N av M. Detta
innebédr att FKn &r en konjunktion som innehaller Rg, (N, K), och vi har
att

FKy — Rg,(N,K)

och pa grund av det vi redan faststéllt dven
AM)ANF" — Rg, (N, K)

P& grund av Q i A(M) vet vi att det finns successorer till ett tal u och darfor
har vi att
Ju AM) — Ju I ... N (AM) AFN)

och sammanfattningsvis
Ju A(M) — IN3IK Rg, (N, K)

Bortsett fran namnet pa variablerna, som vi enkelt kan dndra, ar detta precis
vart uttryck for Um(M) som vi skrev som JuA(M) — IsTt Rg, (s,t). Alltsa
ar Um(M) bevisbar och vi &r klara. O

Lemma 2. Om Un(M) dr bevisbar s finns symbolen S1 pd remsan vid
nagon fullstindig konfiguration av M.

Bevis. Som vi redan har ndmnt har vi tolkat predikaten vi anvint for att
konstruera Un(M) sa att tolkningen av Un(M) blir "symbolen S; finns i
ruta ¢t vid den fullstdndiga konfigurationen s av M?”. Eftersom det &r en
premiss att Un(M) dr sann/bevisbar sa dr dédrmed ocksa detta pastaende
sant, och darmed &r lemma 2 ocksa visat. ]
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4.3.3 Avslutning

Vi har nu visat att Un(M) &r bevisbar om och endast M skriver en 0:a
nagon gang. Allt arbete ar gjort for att enkelt bevisa avgorbarhetsproblemet
for forsta ordningens predikatlogik med en negativ 16sning.

Sats 3. Det finns ingen generell algoritm for att avgdra om en godtycklig
sats 1 forsta ordningens predikatlogik dr bevisbar.

Bevis. Antag att det finns en generell algoritm for att avgéra om Un(M) ar
bevisbar for en godtycklig Turingmaskin M. D& kan vi ocksa ta reda pa om
M nagonsin skriver en 0:a (enligt ovanstaende argument). Detta dr omdjligt
enligt vad vi tidigare visade, att det inte finns nagon generell algoritm for
att ta reda pa om en godtycklig Turingmaskin nagonsin skriver en viss sym-
bol. Vi har en motségelse och dédrmed &r avgorbarhetsproblemet for forsta

ordningens predikatlogik bevisat.
O
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APPENDIX

A Tabeller och formler

Tabell 1: Fullstéandiga konfigurationer fér exempel 2

b: c:o0l

c:09l e:09l

e:90l e:o0l

d:e0l Ox_ c:90l 0Ox1

d:eol 0 1 dieol 01 _

cool 0 1 1 cool 011

cool 011 cool 011

eool 011 e00l 011

eool 011 eo0l Ox1 1

e:o0l Ox1 1 el Ox1 1 _

d:eol Ox1 1 Ox_ c:ool Ox1 1 0x1
dieol Ox1 1 0 1 dieol Ox1 1 0 1
ciool Ox1 1 0 1.1 coool Ox1 1 0.1 1
cool Ox1 1.0 11 coool Ox1.1 011
cool Ox1 1 011 deol 01 1011
diel 011011 deeol 01 1011
diesl 01 1011 deol 01 1011
dieel 011011 _ o0l 0110111
cool 01 10111 ool 0110111
cool 01 1.01 11 cow0l 0110111
col1 00110111 cool 0110111
coel 0110111 eewl 0110111



Tabell 2: Overgangstabell for den universella Turingmaskinen, del 1

Konfiguration Beteende
b allt hitta(by, by, )
by allt  R2, P:, R2, PD, R2, PA start
start allt hittaSista(starty, :)
starty allt markKonf(hittaKonf, y)
; R, Pz, L markKonf(jamforKonf, x)
hittaKonf z L2 hittaKon f
inte z/; L hittaKon f
jamforKonf allt jamforTabort(tabort(tabort(start, x), y), lika, x, y)
lika allt hittaV (likaq, likay, z)
likay allt markKonf(likas, )
lik A N&\a@w
taz inte A L, Pu, R3 likay
- A L, Py, R3 likas
3 inte A L, Py tabort(markF Konf, z)
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Tabell 4: Overgangstabell for den universella Turingmaskinen, del 3

Konfiguration Beteende
. D R4 skrivResultats
skrivResultaty inte D skrivE Konf
. C R2 skrivResultaty
skrivResultaty inte C skrivF Kon f
. C R2 skrivResultats
skrivIesultaty inte C skrivy(skrivF Konf,0,:)
. C skrivF Konf
skrivResultats inte C skrivy(skrivFKonf,1,:)
skrivF Konf allt hittaSista(V (skrivF Konf1), u)
L R, E kopieraMarkeradT abort(slut, v, y, x, u, w)
skrivF Konfy R R, E kopieraMarkeradTabort(slut, v, x, u, y, w)
N R, E kopieraMarkeradT abort(slut, v, x, y, u, w)
slut allt tabort(start)
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Formeln Inst(q;, S;, Sk, N, )

v, y, o <(st (z,9) A (2, y) A Ky (2) A Fla, x'))
— <I(x', y) A Rg, (z/,y) A K (2') AVz <—|(F(z, y)V F(y,2))

V((Ry(@,2) = Ry (a',2)) A A (Ryyy (2, 2) — Ry (, z))))>>
Formeln Inst(q;, S;, Sk, R, i)
Y, y, 'y’ ((st (z,y) AN (z,y) A Ky (x) A F(z,2") A Fy, y’))

— <I(x', y') A Rs, (2, y) N Ky (2') AV2 (F(z, y)

\/((RSO(x, 2) — Rg,(2',2)) A ... A (Rsy, (7, 2) — Rs,, (2, z))))))
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B En Turingmaskinsinterpretator

Hér finns kéllkoden till ett javaprogram som interpreterar Turingmaskiner
(eller snarare overgangstabeller) definierade i en textfil. Programmet ar gjort
for att pa ett tydligt och pedagogiskt sétt visa hur en Turingmaskin arbetar.
Nér du laddar in en textfil (skriven pa rétt form) i programmet sa kommer
overgangstabellen till maskinen visas som en tabell 6verst i programmet.
Under denna visas maskinens resultat samt de fullstindiga konfigurationerna
for varje steg maskinen tar. Stega fram maskinen goér du med en knapp lédngst
ner i programmet markerad med ”»”. Textfilen maste vara skriven med en
speciell syntax for att programmet ska klara av att tolka den korrekt. Pa
forsta raden i textfilen far endast 1aget som maskinen befinner sig pa vid start
vara skrivet. Resten av raderna i filen innehaller information som vi annars
skriver i en Gvergangstabell. Varje sddan rad méaste ha formen "Lége;Léast
symbol;Handling;Néasta Lage”. Ldge och Ndst ldge a&r namnet pa tva ldgen,
exempelvis ’ql” eller "b”. Ldst symbol ar har begransad till att vara ett tecken,
for blank skriver vi ett mellanslag och for nagot skriver vi tecknet ”.”. For
symbolen o skriver vi tecknet ”’$”. Handling skrivs in som vi ar vana vid.
Skriv "P” f6ljt av ett tecken for att skriva en symbol. Skriv "L” eller "R”
for att ta ett steg till vinster respektive hoger. Skriv "E” for att ta bort
symbolen i den aktuella rutan. De olika operationerna maste separeras med
ett komma. Observera att ”;” anvinds for att separera olika delar av filen
och kan darfor inte anvéndas pa nagot annat sétt i filen. Ett exempel pa en
textfil pa ritt form, en som programmet kan interpretera korrekt, och som
representerar vart exempel 2 (se sid 6) ser ut sa hér:

b

b; ;P$, R, P$, R, P1, R;c
c;$;Lie; ¢;x;E, Rid

c; L, Lic

d;;R, R;d

d; ;P1, L;c

e;1;:R, R;e

e;$:R, Rie

e;0:R, Px, R;e

e; ;P0, R, Px, R;d

B.1 Javakoden till programmet

Nedan kan du se javakoden till programmet. Programmet &r uppdelat i tva
klasser, tMachine och turing. I den senare ligger var main-funktion som star-
tar ett grafiskt granssnitt for att hantera funktionaliteten som finns i tMa-
chine. Koden och programmet finns att hdmta pa: http://people.su.se/
“siwil387/turing/|
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//*

% tMachine.java %%

import java.util.x;

class tMachine {
private StringBuffer tape;
private int currentPosition;
private StringBuffer currentState;
private String startState;
private boolean stop;
private HashMap<String , String> transitions;

S
*

Konstruktor som initierar en ny Turingmaskin .

* tape — (remsan) sdatts till att vara tom frin bérjan

* currentPosition — maskinens position dr definierad som

* 0 vid start.

* startState — Det ldge maskinen borjar pd sdtts till q0.

* Kan dndras senare med setStartState ().

* currentState — Maskinens ldge sdtts att vara samma som

* startliget wvid start.

* transitions — Lagrar maskinens konfigurationer , tom frin start.
*

Sdtt in en ny transaktion med newTransition ().

*/

public tMachine () {

}

tape = new StringBuffer (" _");

currentPosition = 0;

stop = false;

startState = "q0";

currentState = new StringBuffer (startState);

transitions = new HashMap<String , String >();

//Funktion som stegar Turingmaskinen ett steg frammdt.
public void step () {

String conf = currentState.toString () + tape.substring(currentPosition
, currentPosition + 1);
String todo = transitions.get(conf);
if (todo = null) {
todo = transitions.get(currentState.toString () + ":");

if (todo != null) {
int i = 0;
while (i < todo.length()) {
if (currentPosition = tape.length()—1) {
tape.append ("_");

if (todo.charAt(i) = 'P’) {

i++;

tape.setCharAt(currentPosition, todo.charAt(i));

else if (todo.charAt(i) = ’'L’) {

currentPosition ——;

else if (todo.charAt(i) = 'E’) {

tape.setCharAt(currentPosition, '_7);

else if (todo.charAt(i) = 'R’) {

currentPosition+-+;

else if (todo.charAt(i) = ’;’) {

i+

currentState = new StringBuffer (todo.substring(i));
i = todo.length();

}

i+

-~ N N
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else {
stop = true; //I detta fall finns det odefinierade konfigurationer
och maskinen kraschar.

}
}

//Returnerar den aktuella fullstindiga konfiguration som en strdang
Strdingen dr formaterad med html.
public String getCompleteConf() {

if (stop = true)
return "Odefinierad_konfiguration ,_maskinen_kraschar!";
else {

StringBuffer result = new StringBuffer("");

result .append ("<b>" + currentState + "</b>_:");

result .append(tape.substring (0,currentPosition));

String readSymbol = tape.substring(currentPosition, currentPosition
+ 1)

if (readSymbol.equals("_ "))

readSymbol = "&nbsp;";

result .append ("<u>" + readSymbol + "</u>");

result .append(tape.substring (currentPosition + 1, tape.length()) + "
<br>");

return result.toString().replace("$", "\u0259");

}
}

public void newTransition(String conf, String behavior) {
transitions.put(conf, behavior);

}

public String getResult () {
StringBuffer result = new StringBuffer("");
for(int i = 0; i < tape.length(); i++) {
char symbol = tape.charAt(i);
if (symbol = ’1’ || symbol
result .append (symbol) ;

707)

}

return result.toString();

}

public String getStartState () {
return startState;

}

public void setStartState(String state) {
startState = state;

}

public void setTape(String t) {
tape = new StringBuffer(t);

}

public void setCurrentState (String currState) {
currentState = new StringBuffer (currState);

}

public void setCurrentPosition(int currPos) {
currentPosition = currPos;

}
}
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J//xx% turing.java sxx
import java.awt.x;

import java.awt.event.sx;
import javax.swing.x*;
import javax.swing. table.x;
import java.util.x;

import java.io.=*;

public class turing extends JFrame implements ActionListener {
private static final long serialVersionUID = 1L;
private JEditorPane resultArea;
private StringBuffer content;
private JTable transitionTable;
private DefaultTableModel tableModel;
private tMachine machine;
private JLabel resultLabel;

//Konstruktor, initierar all fonsterhantering.
public turing () {
super ("The_Turing_machine") ;
try {
UIManager . setLookAndFeel (UIManager. getSystemLookAndFeelClassName () ) ;
} catch (UnsupportedLookAndFeelException e) {
System.err.print ("Sorry,_the_look_and_feel_the_program_are_trying_to
_load_is_unsupported." + e.getMessage());
System . exit (1);

catch (InstantiationException e) {
System.err.print ("Sorry,_the_look_and_feel_could_not_be_loaded." + e
.getMessage ());
System . exit (1) ;

catch (IllegalAccessException e) {
System.err.print ("Sorry,_you_don’t_have_access_to_the_look_and_feel_
you’r_trying_to_load." + e.getMessage());
System. exit (1);

catch (ClassNotFoundException e) {
System.err.print ("Sorry,_the_look_and_feel_you_are_trying_to_load_
does_not_exist" + e.getMessage());
System. exit (1);

}

content = new StringBuffer ();
final JPanel mainPanel = new JPanel (new BorderLayout( ));
add (mainPanel) ;

JPanel centerPane = new JPanel();

//Har skapas en panel som innehdller overgdngstabellen och
resultatarean .

centerPane.setLayout (new GridLayout(2, 1, 5, 5));

tableModel = new DefaultTableModel () ;
tableModel .addColumn (" State") ;
tableModel.addColumn (" Symbol") ;
tableModel .addColumn (" Operation");
tableModel.addColumn ("Next_state") ;

transitionTable = new JTable(tableModel);

transitionTable .setRowMargin (5) ;
transitionTable .setRowHeight (25) ;
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transitionTable.setShowVerticalLines (false);

transitionTable.setShowHorizontalLines (false);

transitionTable.setPreferredScrollableViewportSize (new Dimension (500,
70))

transitionTable.setFillsViewportHeight (true);

transitionTable.setBorder (BorderFactory.createLineBorder (Color. black))

JScrollPane scrollTransitionTable = new JScrollPane(transitionTable);

scrollTransitionTable.setBorder (BorderFactory .createEmptyBorder (10,
10, 10, 10));

centerPane.add(scrollTransitionTable);

resultArea = new JEditorPane("text/html", content.toString());

resultArea.setBorder (BorderFactory.createLineBorder (Color. black));

JScrollPane scrollResultArea = new JScrollPane(resultArea);

setPreferredSize (new Dimension (450, 110));

scrollResultArea.setBorder (BorderFactory .createEmptyBorder (10, 10, 10,
10));

centerPane.add(scrollResultArea);

mainPanel.add (centerPane, BorderLayout.CENTER) ;

//Hir skapas panelen lingst ner, som innehdller navigationsknapparna
och maskinens resultat.

JPanel bottom = new JPanel () ;

bottom.setLayout (new GridLayout(2, 1, 5, 5));

bottom.setBorder (BorderFactory.createEmptyBorder (10, 10, 10, 10));

resultLabel = new JLabel("Result:_");

bottom.add(resultLabel);

JPanel navigation = new JPanel();

navigation.setLayout (new BoxLayout(navigation , BoxLayout.LINE AXIS));
JButton restartButton = new JButton ( "Restart" ) ;
restartButton .setActionCommand ("restart");
restartButton.addActionListener (this);

JButton forwardButton = new JButton ( ">>" ) ;
forwardButton .setActionCommand (" forward") ;
forwardButton.addActionListener (this);

getRootPane () .setDefaultButton (forwardButton);

navigation .add (Box.createHorizontalGlue ());
navigation.add(restartButton);

navigation .add(Box.createRigidArea (new Dimension (10, 0)));
navigation .add (forwardButton) ;

navigation .add(Box.createHorizontalGlue ());
bottom.add(navigation);

mainPanel.add (bottom, BorderLayout.PAGE END) ;

//Hdir skapas en meny med tvd alternativ, Load och FExit.
final JMenuBar menuBar = new JMenuBar () ;

setJMenuBar (menuBar) ;

final JMenu menu = new JMenu("File");

JMenultem load = new JMenultem("Load...");

load .setActionCommand ("load") ;

load .addActionListener (this);

JMenultem exit = new JMenultem ("Exit");

exit .setActionCommand ("exit");
exit.addActionListener (this);




menu. add (load ) ;
menu. add (exit ) ;
menuBar . add (menu) ;

setDefaultCloseOperation ( JFrame.EXIT ON_CLOSE ) ;
pack () ;

setSize ( 500,500 ) ;

setResizable (true);

setVisible (true) ;

}

public void actionPerformed (ActionEvent e) {

if ("load".equals(e.getActionCommand())) {
final JFileChooser fc = new JFileChooser();

int returnVal = fc.showOpenDialog(this);

if (returnVal = JFileChooser .APPROVE OPTION) {
File file = fc.getSelectedFile();
init (file);

else {

}

if ("forward".equals(e.getActionCommand())) {
content .append (machine. getCompleteConf());
resultArea.setText (content.toString());
resultLabel.setText ("Result:_" + machine.getResult ());
machine. step () ;

if ("exit".equals(e.getActionCommand())) {
System . exit (0) ;

if ("restart".equals(e.getActionCommand())) {
resultArea.setText("");
resultLabel.setText ("Result:_");
machine.setCurrentState (machine. getStartState ());
machine.setCurrentPosition (0);
machine.setTape("_");
content = new StringBuffer (new String(""));

}

}

//Initierar en ny maskin ndr man laddar en fil.
private void init (File f) {
machine = new tMachine () ;
try {
resultArea.setText("");
BufferedReader in = new BufferedReader (new FileReader (f));
Scanner s = new Scanner (in);
String line = s.nextLine();
machine . setStartState (line);
machine.setCurrentState (line);
while (s.hasNext ()) {
line = s.nextLine();
StringTokenizer token = new StringTokenizer(line, ";");
String state = token.nextToken();
String symbol = token.nextToken();
String action = token.nextToken();
String nextState = token.nextToken () ;

machine. newTransition (state + symbol, action + ";" + nextState);

if (symbol.equals("_"))
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symbol = "blank";
if (symbol.equals(":"))

symbol = "anny";
if (symbol.equals("$"))
symbol = "\u0259";
action = action.replace("$", "\u0259");
tableModel = (DefaultTableModel) transitionTable.getModel();
String [| row = {state, symbol, action, nextState};

tableModel .addRow (row) ;
transitionTable.setModel (tableModel) ;

}

catch (FileNotFoundException e) {
System. err.print ("Kunde_inte_hitta_filen ,_programmet_avslutas!");
System. exit (1);
}
}

//main—funktionen , detta drar igdng hela programmet.
public static void main ( final String|[] args ) {
SwingUtilities.invokeLater ( mew Runnable ( ) {
public void run ( ) { new turing( ) ; }
P s
}
}
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