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Sammanfattning

G. Polya publicerade 1937 en kombinatorisk teori om hur man kan bestdm-
ma antalet isomerer av kemiska foreningar med ett givet antal atomer. Denna
sats har dock manga fler anvindningsomraden och ger stora méjligheter for ge-
neraliseringar och vidareutvecklningar i manga olika riktningar. Detta arbete
ger en kort introduktion till Pdlyas enumerationssats och tar upp tva exem-
pel pa tillimpningsomraden. Vi applicerar Pélyas sats pa problem sa som att
bestdmma antalet partitioner av ett heltal samt bestdmma antalet méjliga farg-
laggningar av en 3-dimensionell kubs sidor. Vi visar dven hur Pdlyas sats kan
anvindas pa kemiska foreningar.
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1 Introduktion

George Polya var en ungersk matematiker som foddes 1887 i Budapest. Polya
blev bland annat kéind for sin artikel Kombinatorisch Anzhalbestimmungen fiir
Gruppen, Graphen und Chemische Verbindungen, vilken publicerades 1937 i
tidsskriften Acta Mathematica. I artikeln lagger Polya fram en teori f6r hur man
bland annat kan bestimma antalet isomerer av organiska féreningar (Isomeri ar
ett begrepp for att olika foreningar kan ha samma molekylform. Dessa skiljer sig
da i strukturen och i hur atomerna &r ordnade i rymden). Denna kénda sats kom
att kallas Pdlyas enumerationssats och kan tillimpas pa manga fler omraden &n
just bara for kemiska féreningar.

Dock var Pélya inte ensam om denna upptéackt. 1927 publicerade en annan
matematiker vid namn John Howard Redfield samma teori, men denna publi-
kation blev inte uppmérksammad utan det skedde forst tio ar senare nér Polya
klev in i den kombinatoriska vérlden. Satsen kallas darfor ibland Redfield- Pélyas
enumerationssats. Bade Polya och Redfield kom fram till sina resultat genom
att generaliserade Burnsides lemma, en sats som William Burnside formulerade
redan 1911.

Detta arbete tillagnar en kort beskrivning av Pélyas populédra och anvind-
bara kombinatoriska teori. Forst formuleras nagra viktiga begrepp som f6ljs av
Burnsides lemma. Avsnittet med Polyas teori atfoljs av ett avsnitt med tva ex-
empel pé tillimpningar. Arbetet avslutas sedan med en sektion om kemiska
foéreningar och hur Poélyas enumerationssats appliceras pa dessa.

1.1 Grupper

Vi ska borja med att definiera vad grupper och fixméngder &r for att sedan
forklara och definiera ekvivalensklasser, genererande funktioner och grafer lite
mer utforligt.

Definition 1.1 Om G dr en icke-tom mdngd och o dr en bindr operation pa G,
(G, 0) kallas da en grupp om foljande villkor dr uppfyllda ((G, G) — G).

1. Foér alla a,b € G,aob € G.

2. Fér alla a,b,c € G,ao(boc)=(aob)oc.

3. Det existerar e € G sddan att aoe =eoa = a for alla a € G.

4. For alla a € G existerar det ett element b € G sidan att aob=boa =e.

De vanligaste binédra operationerna som grupper utgé i fran ar addition,
multiplikation och matrismultiplikation och grupperna definieras sedan som en
delméngd av méngden av tal, matriser eller funktioner. En vanlig grupp &r
méngden av alla heltal under addition (Z,+). En grupp som kommer ha stor
betydelse senare i uppsatsen &r gruppen fér méngden av permutationer pé en
given dndlig mingd X, denna grupp brukar vanligtvis betecknas S(X).

Definition 1.2 Givet en grupp G som verkar pé en mdngd X definieras fix-
mdngden,

F,CcG-X

som mdangden av alla par (g,x) sidan att gr=x dir A ar en given verkan av G
pa X.



1.2 Evivalensklasser

Det finns manga viktiga relationer som &r ekvivalensrelationer, likhet ar kanske
den viktigaste av dessa. For att definiera vad en ekvivalensrelation &r later vi X
vara en méngd och R en relation pa X. Om relationen ar reflexiv, symmetrisk
och transitiv sa kallas denna relation for en ekvivalensrelation.

Exempel 1.1 Lit A vara mdngden av rdta linjer i planet och lat © och y va-
ra tvd linjer i A. Dd dr xPy, om x och y dr parallella eller sammanfaller en
ekvivalensrelation.

Vi betecknar nu ekvivalensrelationen pa miangden X med ~ och later x vara
ett element. En méngd A, kallas for ekvivalensklass om den bildas genom

1.3 Genererande funktioner

Ett viktigt begrepp att férsta inom matematiken innan Polyas enumerationssats
kan formuleras ar genererande funktioner. Man kan ténka sig att dessa funk-
tioner omformar talfoljder till sa kallade vanliga funktioner. Det &r vanligt att
genererande funktioner anvinds for att fa ett svar i kombinatoriska problem,
det dr speciellt anvindbart i just enumerationsproblem [Gr03]. Problemen &r da
formulerade fér att bestdmma antalet sdtt en viss sak kan utforas pa. Svaret

blir da lika med koefficienten framfor exempelvis z*.

Definition 1.3 Om talfoljden {ay}$° ar given sd sdgs

Go(x) = Z apx®
k=1

vara den generande serien till talfdljden.

En genererande serie kommer att kallas genererande funktion om serien kon-
vergerar. Foljande exempel belyser anvindandet av just generande funktioner i
kombinatoriska problem.

Exempel 1.2 Problemet vi ska fokusera pa dr vilken den vanligaste summan dr
av prickarna pd en tarning om den kastas tre ganger. Vi later Q vara mdngden
utfall av ett tdrningskast, Q@ = {1,2,3,4,5,6}. Eftersom tirningen ska kastas tre
ganger kommer utfallsrummet att vara

Q, = Q0.

Utfallsrummet bestar alltsd av taltrippar (i,j,k) dar talen i, j, k ligger mellan 1
och 6. Vi dr intresserade av summan av dessa tal sé vi later termen x* vara
handelsen att ett kast blir en k:a.

Det forsta kastet kommer vara ett tal mellan 1 och 6 och polynomet
g(x) =z +2? + 2% + a2t + 25 +2°

motsvarar detta. Sjilvklart géller dven detta polynom fér de andra tvd kasten.
Den genererande funktionen fér de tre kasten motsvara di G(z) = ¢°(z)



Gx)=(r+2® +23 +2* + 25+ 253 =

2%+ 32 + 62° + 1025 + 1527 + 212 + 252° + 27210+

+272M + 25212 4 212" + 152 + 102 4 620 4 3217 + 218, (1)

Termen a2 star for summan 8 och eftersom koefficienten dr lika med 1 motsvarar
det att det finns 1 sitt att fa summan 3, koefficienenten 3 framfor x* star for
att det finms 8 olika sdtt att fa summan 4 pi och s vidare. Svaret pd vart
problem blir dd potensen till den koefficient som dr storst. I detta fall dr den
storsta koefficienten 27 och eftersom tvd termer har denna koefficient blir de tvd
vanligast summorna 10 och 11.

Att polynomet G(x) genereras av tarningskasten kan vara littare att forsta
om man anvander olika variabler, x, y och z i polynomen g(x) i stéllet {6r samma.

G(x,y,2) = g()g(y)g(z) =D > > a'y/z" (2)

i=1 j=1 k=1

I polynomet (1) sa har alla termer med samma gradtal (i-+j-+k) slagits samman
till en enda term, ndmligen Az"t7T* och vi sokte det storsta virdet pa A.

1.4 Element av grafteori

Grafteorin ar ett stort och omfattande omradet inom matematiken. Vi kommer
darfor inte att ta upp teorin som helhet héir, utan vi kommer endast att titta pa
nagra definitioner fran valda delar som kommer ha betydelse senare i arbetet.

En graf brukar jamforas mer bildligt med en vigkarta. Vi tittar da pa di-
stinkta méangder objekt s& som stider och viagar. I en matematisk graf sa &ar
denna bestéendes av en mingd hérn, V = {vy, va,...,v,} och en mingd kanter
E ={ey,ea,...,en}. En graf betecknas G = (V, E).

Definition 1.4 Ldt V vara en dndlig icke-tom mdangd och lat E C'V x V. Paret
(V,E) kallas riktad graf. Om E dr symmetrisk med avseende pa V xV — V xV
kallas grafen oriktad.

Exempel 1.3 Vi ldter V besté av hornen {a,b,c,d,e, f} och kanterna E =

{(a, f), (b,c), (b,e), (b, f),(c,d), (c, f),(d,e),(d, f)}. Grafen G = (V,E) ser di
ut pd foljande sdtt.



Definition 1.5 Ldt a,b vara horn i en graf G = (V, E). En ab-promenad i G
dar en (loop-fri) dndlig sekvens

a = .'130,61,’01762,1}3, . '76n—17vn—176navn = b
av hérn och kanter v G med start i hérnet a och slut © hérnet b. I promenaden

kommer n kanter att ha passerats, e; = {x;_1,x;} dar 1 < i < n. Alla ab-
promenader ddir a=>b kallas slutna.

En graf vars kanter bara far passeras at ett hall, till exempel en enkelriktad
vig, kallas riktad graf, eller digraf [Gr03].

Definition 1.6 Ldt a,b vara horn i en graf G = (V, E). Om inget horn passeras
mer dn en gang i en dndlig sekvens av horn och kanter i© G med start i hornet a
och slut i hornet b sa kallas sekvensen for en ab-stig. En sluten stig kallas cykel.

Definition 1.7 Lit G = (V, E) var en graf. G kallas sammanhdngande om det
finns en stig mellan tvd godtyckliga hérn i G.

Definition 1.8 Lit G1 = (V1,FE1) och Gy = (Va, Es) vara tvd icke-riktade
grafer. En funktion f: Vi — Vs kallas isomorfism om

1. f dr en bijektion;
2. for alla a,b € V1,{a,b} € E1 om och endast om {f(a), f(b)} € Ex.
Om sadan funktion existerar dr G1 och G4 isomorfa grafer.

Definition 1.9 Ldt G vara en icke-riktad graf. For varje hérn v i G dr graden
av v, betecknas deg(v), lika med antalet kanter i G som ar bundna till v. En loop
i ett horn riknas som tvd tillbundna kanter.

Definition 1.10 Lit G = (V,E) vara en riktad graf. For varje v € V' dr den

1. ingdende graden av v lika med antalet kanter i G som dar bundna till v,
betecknas id(v)

2. utgaende graden av v lika med antalet kanter i G som dar bundna fran v,
betecknas od(v)

Om grafen innehdller en eller flera loopar, ger varje loop till ett givet horn v en
okning med 1 till bade id(v) och od(v).

Exempel 1.4 LitV = {a,b,¢,d,} och E = {(b,a), (b, ), (¢, d), (d, ), (d,b), (e, d), (¢, a)}.
De olika ingdende och utgdende graderna for respektive hérn dr da



id(a)=2 od(a)=0
id(b)=1 od(b)=2
id(c)=2 od(c)=1
id(d)=2  od(d)=2
id(e)=0 od(e)=2

Definition 1.11 Lit G = (V, E) vara en loop-fri icke-riktad graf. G kallas trid
om G dr sammanhdngade och inte innehaller nagon cykel.

Definition 1.12 Om G dr ett riktat triad, kallas G rotad om det finns ett unikt
horn v, med ingaende grad lika med noll.

1.5 Burnsides lemma

Lat G vara en dndlig grupp som verkar pa en éndlig méngd X och X, vara
fixméngden till g, det vill séga alla @ € X sa att gr = « dér g € G. | X
kommer da vara antalet element i X som ldmnas oférdndrad av g. Burnsides
lemma séger att antalet ekvivalensklasser, eller antalet banor, N dr lika med det
aritmetiska medelvirdet av storleken pa fixpunktsméngden

Sats 1.1 (Burnsides lemma) Antalet ekvivalensklasser, N, dr

1
N = @Z|Xg| (3)

geG

Bevis Beviset for Burnsides lemma &r ganska kort men det bor dock forst
belysas att

D 1Kl =D 1Gal. (4)

geG zeX

Att detta ar lika fas fran att (g, ) € G x X och att gx = x. Det géller dven
att storleken av G, |G|, &r densamma som storleken pa hela gruppen G
delat pa ekvivalensklassen for x.



> 1G. =10l Z |ekv (5)

zeX

Om vi tittar pa en godtycklig ekvivalensklass, E i X sa kommer

1 1 1 1
—— =t ..+ — =1 6
2 Jekofa)] ~ TE] B~ Pl ©

och det foljer da att

> 1Xl = IGIZ - eko(@)] k =[G|-N. (7)

geG

=g % ®)

geG

Exempel 1.5 Det gar att anvinda Burnsides lemma for att rikna ut antalet
satt att farga sidorna pa en 3-dimensionell kub i tre farger. Mdngden G dr dd
permutationer som roterar sidorna pa kuben och X dr mdngden sidor. Vi firgar
alltid alla sidor i varje cykel i permutationerna med samma farg.

1. Det finns en rotation i G som limnar kuben ofdrindrad, (1)(2)(3)(4)(5)(6).
Detta medfor 35 olika firgningar.

2. Nar en kub roterar runt en axel som gar igenom tvd motstiende sidor kan
dessa sidor véljas pd 3 sdtt. Vi kan rotera kuben 90°, 180° och 270°.

()

5
3 |2

Y- —- - - - =

.26

En av 90°-rotationerna ger permutationen (1234)(5)(6) och antal fdrg-
liggningar av denna rotation bli lika med 33. En 180° roterar sidorna
(13)(24)(5)(6) och ger 3* firgningar. En av 270°-rotationerna dr (1432)(5)(6)
och ger lika manga fargningar som 90°. Rotationer med avseende pd en
sida ger totalt 3-33+3-3*+3-32=3-3*+6-3% fargliggningar.

3. Kuben roteras nu runt en axel genom tva motstaende kanter, vilka kan
valjas pd 6 olika sdtt. Vi kan bara rotera kuben 180°.



N
w
N

En av dessa rotationer permuteras som (13)(26)(45) och ger 6 - 33 firg-
ningar.

4. Slutligen ska vi rotera kuben 120° och 240° runt en axel som passerar
genom diagonalen pa kuben. Det finns 4 olika diagonaler att véilja emellan.

AN

TN
—

En av 120°-rotationerna dr (126)(345) och en 240°-rotation dr (126)(345).
Detta bli da totalt 8 - 32 sitt att firga en kubs sidor pa genom att rotera
stdorna lings diagonalen.

Storleken pé G dr summan av alla dessa rotationer och |G| = 143464648 = 24.
Ekvivalensklasserna och antal sdtt att firga sidorna pd i tre farger dr

1 ‘
N:ﬂ(36+3~34+6~33+6«33+8~32):57 (9)

Vi aterkommer till det har exemplet senare i arbetet men da som en tillamp-
ning av Poélyas enumerationssats och med n férger istéllet for tre.

2 Poélyas enumerationsteori

Vi borjar med att inféra begrepp som Pélya sjélv anviande sig av d& han formu-
lerade sin teori. Vi introducerar forst begreppet figurer och betecknar dem med
¢. Figurerna kommer att ha ett innehall som kan anta olika former men brukar
vara ett positivt heltal eller mer vanligtvis en firg. Anta just nu att figur ¢
innehaller k stycken roda, 1 stycken blaa och m stycken gula bollar. Vi latar o,

B och v beteckna respektive sorts boll i figur ¢*). Figuren ¢* kommer kunna



skrivas som en taltrippel med utseende (k,l,m). Antalet figurer som har samma
antal av de olika bollarna, alltsa alla figurer som bestar av (k,l,m) betecknar vi
kim- [¢] dr samlingen av de skilda figurerna ¢', ¢",..., p™.

Exempel 2.1 {a, o, 3,a,7,7} och {B,a,v,a,v,a} dr tvd skilda figurer men
bestar bada av taltrippeln (3,1,2) och ger dd ag 1.2 = 2

Den genererande serien for alla dessa mojligheter av figurer kommer, om vi
anvinder variablerna x, y, och z for de olika bollarna att se ut pa foljande satt

o0
Z appmatyl 2™ (10)

m=0

f(aj?yvz) =

oo 00
=0

k=0

~

Polya definierar &ven en annan potensserie och denna ar pa hela [¢], [Po87].
(b/malyﬁlz’)’l + qz)//mazyﬁzzvz +..+ ¢(/\)xaxyﬂxzw NI Z pxyPz7. (11)
®

Vi later H vara en permutationsgrupp som agerar pa en icke-tom &ndlig
méngd D. Permutationsgruppen H har grad s och ordning h. En permutation
i gruppen ségs vara av typen [j1, jo, ..., js] dir j; ar antalet cykler av ordning
1, jo av ordning tva och s& vidare. Att en cykel har ordning k menas med att
det finns k stycken tal i cykeln, till exempel &dr en cykel av ordning 3, tre tal
(abc) som permuteras till varandra, a permuteras till b, b permuteras till ¢ och
¢ permuteras till a. Ett tal tillhérandes D kan bara férekomma en gang och da
i en av cyklarna, darfor foljer det att

Loji+2jot...4+sjs=s (12)

Om hj, j,,... ;. ér antalet skilda permutationer av typen [j1, jo, . . ., js] s& defi-

nieras ordningen av H som summan av alla mdjliga kombinationer av hj, j,, .. .

h = Z Ry gasendo (13)
J
Definition 2.1 Cykelindezet for H dr lika med
1 , .
Z(H; fu foroo fo) = 53 ha g f1 o (14)
J

dar f1, fa,..., fs dr oberoende variabler.

Exempel 2.2 For att illustrera cykelindex ldater vi H vara permutationsgruppen
som permuterar mdngden {1,2,3}. Det finns totalt 3! = 6 stycken olika permu-
tationer. Dessa dr:

10



{123p = (1)(2)(3)
{132} = (1)(23)
{231} = (123)
{213} = (12)(3)
{321} (13)(2)
{812} = (132).

Det finns bara en permutation som ger 8 stycken cyklar av lingd 1 (hs =1).
Vart andra h far vi fran att det finns 3 stycken permutationer som resulterar i
en cykel av lingd ett och en cykel av langd tva i detta fall ar j1 =1 och jo =1
(h1,1 = 3). Det sista h:et kommer av att det finns 2 stycken med enbart en cykel
av lingd 8, nu dr bade j1 och jo lika med noll och j3 éar lika med 1 (hoo1 =2).
Fér denna permutationsgrupp kommer alltsd cykelindexet att vara

Z(f17f2,f3):é(ff’+3f1f2+2f3)- (15)

Vi definierar ett nytt matematiskt objekt som kallas konfiguration'. En kon-
figuration ar en avbildning av en méngd D pa en annan méangd R. I vart fall &r
méangden R méangden av vara figurer. Om D skulle vara en mangd med identiska
lador skulle antalet konfigurationer vara lika med antalet sitt att lagga en figur
i varje lada, samma figur far laggas i flera lador. En konfigurations innehall blir
summan av vad figurerna i ladorna innehéller. En konfiguration (¢1, ¢, ..., ¢s)
innehéller da (k,1,m) om alla s figurerna ¢q, ¢o, ..., ¢, innehaller totalt k roda,
1 blaa och m gula kulor.

Tva konfigurationer &dr ekvivalenta om den ena kan fas fran den andra genom
att permutera elementen i D. Denna permutation kommer fran permutations-
gruppen H. Mer bildligt s& betyder detta att den ena konfigurationen fas fran
den andra genom att ladorna roteras. Alla ekvivalenta konfigurationer bildar ett
transitivt system, foljaktligen sa har alla konfigurationer i ett sddant transitivt
system samma innehall, [Po87]. Vi later nu Ay, vara antalet olika transitiva
system som innehaller (k,l;m). Den genererande funktionen fér dessa transitiva
systemen definieras som

F(ﬁvya Z) = Z Z Z Ak,lﬁmivkylznﬁa (16)
k

=0 [=0 m=0

Vi ska nu titta pa hur de genererande funktionerna foér de transitiva systemen
ser ut for tva olika permutationsgrupper, forst for de symmetriska grupper och
sedan for de alternerande grupper.

Den symmetrisk grupp av ordning s, Sym(s) bestar av alla bijektiva avbild-
ningar fran mingden med s element till sig sjélv med funktionssammansittning?
som operation. I detta fall &r det tillatet att lagga samma figur i flera lador i
konfigurationerna, repetition av figurer ar alltsa tillaiten. Vi ska nu bestdmma
alla F; (i = {1,...,s}) samtidigt. Vi bérjar med att titta pa produken

1Min &versittning, den etablerade engelska terminologin &r configuration
Zen funktionssammansittning brukar betecknas med o, f o g(z) = f(g(x))

11



(1+ ug x 51 24 u2¢/¢/x2a1y25122m ...
(1+u¢// Qo ’82272 +u2¢//¢// 20 2622272 +) .=

= H(l + upzr®yP 2" + ulppa Yy 2T + ). (17)
(4]

I denna produkt star u¢y --- ¢.xFy'2z™ for alla kombinationer av s figurer
@1 ...¢s som innehaller (k, 1, m). Féljande villkor ska gélla

o =¢"=.. =1 (18)

Ay m kommer da nu vara koefficienten framfor uszFyl 2™, koefficienten fram-

for u® ar den genererade funktionen Fy(x,y, z). Om vi vidareutvecklar produkten
(17) far vi

H(l —upx®y Z’Y)_l = eﬁp( — Zlog(l — upzry z")) =

(4] (4]

emp( Z payt + L Z PPy 2 4 )) (19)
(4]

Med forutséttningen (18) att alla ¢ ska vara lika med 1 kommer (19) att bli

L+ uFy(z,y,2) + v Fo(x,y,2) + ... +u'Fy(2,y,2) + ... = (20)

oo o0 oo

= H H H (1 + ’U,{Ekylzm)_ak,z,m _

k=01=0m=0
u’ 2,2 2 u? 3.3 .3

2
_ ol @y e @)

11 O 4,252 2 22 ,2)j2

1272
Jj1=0 Jj2=0 J2

Om vi nu jamfor koefficienterna framfér «* i (20) och (21) sa ser vi att

Fi(w,y,2) = 211'32'2%. o { @ @y ) f@ ) (22)

12



Vi har hittills tillatit repetition, men det ska vi inte langre gora. Vi later
Bi.1.m vara antalet kombinationer av s figurer fran [¢] med (k,l,m) som innehall
och som tidigare definierar vi den genererande funktionen som

S Beyr Y™ = Gule.). (23)
k,l,m

Vi utvecklar igen produkten

(1+U¢/ oy 512’Y1)(1+u¢// Qs 522’Y2),”.:H(1+u¢xay 27). (24)
(4]

Som i fallet da repetition av figurer var tillatet, &r antalet kombinationer

utan repetition av s figurer med innehall (k,1,m) lika med koefficienten framfor

usxFylz™. Villkor (18) giller fortfarande. Detta ger oss

1+ uGi(z,y,2) + W’ Ga(z,y,2) + ... + u’Gs(z,y,2) + ... =
- H H H (1 +U!I?kylzm) Qk,l,m —

2 3
= eap(uf(a,y.2) = @y ) + T L) (29)

Med samma tillvigagangssidtt som ovan kommer vidare utrdkningar leda
fram till

]2+j4+--.

Golz,9,2) = 5 Zyﬂyﬁﬂz g (@ 2 @R Y f (g, 27 (26)

Nu i det andra fallet &r H den alternerande gruppen av ordning s, Alt(s). Den
alternerande gruppen bestar av alla jaimna permutationer av en dndlig mangd.
Vi tanker oss nu tva stycken konfigurationer C och C’, dér bada bestar av s figu-
rer och dessa kommer fran [¢]. C och C’ méaste innehalla samma kombinationer
(repetition av figurer &ar dock tillatet) av s figurer. Kombinationer med minst
en repetition av en figur bildar ett transitivt system medan kombinationer utan
repetition bildar tva transitiva system med avseende pa Alt(s).

Antalet olika transitiva system av konfigurationer med avseende pa Alt(s)
ar da lika med summan av kombinationer med och utan repetition, [Po87]. Det
vill séiga att den genererande funktionen for icke-ekvivalenta permutationer blir

Fy(z,y,2) + Gs(x,y, 2). (27)

Sammanfattningsvis ar antalet permutationer av s objekt och typen [j1, .. ., js]
lika, med
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. —. 28
j1!j2!2j2 jslsjﬁ ( )
Cykelindexet fér den symmetriska gruppen, Sym(s) kommer da vara
1 s! _— ~
_ N Y b O oY s
s! Zj1!j2!212 L Jesds T2 o f (29)
och for den alternerande gruppen, Alt(s)
U4 (=12 0) g
5 Z AT A LR (30)

Vi sétter for Sym(s)

och for Alt(s)
h= f(x7y)7f2 = f($27y2)7' s fs = f(xsvys)'

2.1 Podlyas enumerationssats

Nu har vi alla definitioner och begrepp som behévs for att kunna formulera
Polyas enumerationssats. Polya utformade f6ljande sats for de tva specialfallen,
da H dr den symmetriska gruppen Sym(s) eller den alternerande gruppen Alt(s).

Sats 2.1 (Poélyas enumerationssats) Den genererande funktionen for konfi-
gurationen [@] som dr icke-ekvivalent med avseende pd H fas fran att ersdtta den
genererande funktionen av [¢] i cykelindexet av H.

Py =Zy(F(z1,...,2,), F(23,...,22),...,F(z5,...,25)). (31)

Polyas enumerationssats fokuserar pa antalet sirskiljbara fargliggningar av
elementen i den méngd som permutationsgruppen verkar pa om figurernas in-
nehall ar olika farger i stéllet for bollar.

Vi har hittills bara tittat pa funktioner med tre variabler men det &r ingen
restriktion utan det kan vara hur manga som helst. Att detta dr sant ska vi nu
visa.

Lat f, g, h vara genererande funktioner till tre samlingar av figurer [¢], [¢/]
och [X]. Vi soker den genererande funktionen till (¢,1, X) om ¢, och X fas
fran respektive samling [¢], [¢/] och [X] oberoende av varandra. Det finns som
forut tre sorters bollar i figurerna, roda, blaa och gula. « star for antalet réda,
(B for antalet bla och « for antalet gula i ¢, o’ &r antalet réda, 3’ for bla och
~’ for gula i 9 och p& samma sitt dr o”, 8” och +” representerade i X. De
sokta funktionerna kommer vara potensserien med tre variabler x, y och z.
Koefficienten framfor x¥y'2™ star for antalet trippleter med figurer bestaendes
av k roda, 1 blaa och m gula bollar, (k, 1, m). Varje taltrippel (¢, 1,X) kommer
att vara representerade genom produkten ¢yX. Man far
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S et e
¢ [¥] [X]

QpxyP 27Ny Wz yP 27 Xa® y? 27 . (32)
S dat S gy e

(] [¥] (X]

D4 vi satter alla variabler ¢,¢’,... ¢, ¢, ..., X, X', ... till 1 far vi den ge-
nererande funktionen. Detta &r en elementdr princip som Polya uttrycker pa
foljande satt:

Om elementen av en ordnad mdngd kan véljas oberoende, da dr den genere-
rande funktionen av mdangden lika med produkten av de genererande funktioner-
na for de individuella elementen®, [Po87].

Vi tédnker oss som forut taltripplar av numrera k, 1, m och en méngd av
alla konfigurationer med (k,l,m). Vi later C vara en godtycklig konfiguration
och G en delméngd till H som ldmnar C oftrindrat. Identiteten &r en sadan
permutation och déarfor kan G aldrig vara tom. Vidare séger vi att g dr ordningen
av G. Antalet konfigurationer som C &r ekvivalent med, med avseende pa H &r
%. Varje konfiguration dr oférédndrad under exakt g permutationer av H. Sa
varje konfiguration som &r ekvivalent med C ar inkluderad i exakt g termer av
summan

Xi1,m (S1) + Xk 1,m (S2) + - o+ Xp 1m (Ss) (33)
dar X, &r antalet konfigurationer med (k,l,m) som &r oféréndrade under
permutationen S. S dr en permutation som transformerar ¢i,¢s,..., o till
¢i1a¢i25"'a¢i5~

1 2 - s
S:<i1 Jo Z) (34)

Eftersom antalet konfigurationer som ar C &r ekvivalent med, med avseende
pa H ar % sd kommer det transitiva systemet bidra med %g = h delar till
summan (33). Alla de olika transitiva systemen ger samma méngd h s&

Xietm(S1) + Xk i.m(S2) + - - + Xiim (Ss) = hAg 1m- (35)

Den genererande funktionen vi ar ute efter ar

Fla,y,2) = Z Xie1,m(S1) + Xk,l,m(iZ) + .o+ Xk im(Sn) _

k,l,m

S| =

Z Z Xk,lm(S)J?kylZm =
H k,lm

3Min Sversattning
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Alltsa,

1 . , ,
Fla,,2) = 3 3 b flo g 2P F @202, 2P0 flat 2P (30)
J

dér hj, . ;, som forut &r antalet permutationer av typen [j1,. .., js]. Detta visar
att Poélyas enumerationssats dven géller for en godtycklig permutationsgrupp
H och antalet icke-ekvivalenta konfigurationer ar lika med koefficienten framfor
zFylz™ i Py.

Exempel 2.3 Antag att konfigurationen dar ett pirlhalsband. Pd halsbandet finns
det atta stycken pdrlor, antingen svarta eller vita. Det finns inget spinne pé hals-
bandet sa vi kan rotera och vinda pd det hur vi vill. Figurerna dr pdrlor, si en
figur ar antingen svart eller vit och innehaller 1 respektive 0. En konfigurations
innehdll blir da antalet svarta pdrlor. Vart D i detta fall kan ses som en mdngd
av 8 lador. Problemet dr nu att ta reda pd hur mdanga icke-ekvivalenta konfigura-
tioner som innehdller n svarta pdrlor. Permutationsgruppen H dr den dihedrala
gruppen Dg*.
Vi far att cykelindezet for gruppen Dg dr lika med

2(Ds) = o (5 + A7 + 544 + 277+ 4fs). (37)

Eftersom vi bara har tvd stycken figurer (svart eller vit pdrla) sé kommer
den genererande funktionen for konfigurationer vara lika med

Fla)y=1+=z

Nar vi nu substituerar F(x) till cykelindezet far vi

Pp, = %((1+x)8—|—4(1—|—x)2(1 +22)3 451+t +2(1+2h)? +4(1+2)%)) =

1+ 2+ 422 + 52 + 82* + 52° + 425 + 27 + 28.

I polynomet ser vi att det till exempel finns 4 stycken sdtt att ordna halsbandet
med bara 2 svarta pdrlor, medan det finns 8 stycken icke-ekvivalenta halsband
med 4 svarta parlor.

4En dihedral grupp, Ds &r en symmetrisk grupp for en regelbunden 8-hdrning och som
avser bade rotation och reflexion
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3 Exempel av tillampningar

Det finns flera olika anvindnings- och tillampningsomraden for Polyas enume-
rationssats forutom kemiska féreningar. Men i det hér arbetet kommer bara tva
tilldimpningsomraden att tas upp. Dessa &r hur vi kan rédkna ut antalet parti-
tioner av ett heltal och med hjélp av Polyas sats rdkna ut pa hur méanga sétt
vi kan fiarga en kub med n farger i stéllet for bara tre som vi gjorde i exempel
(1.4).

3.1 Antal partitioner av ett heltal

Lat S vara en icke-tom méngd, vi kréver dven att D ska vara en delméngd till
Z, Dy, ={1,2,...,k}. Partition av ett heltal n i S &r antalet olika summor med
viardet n. Summorna far bara bestd av termer tillh6rande S och med antalet
termer som i Dy. Partitionsfunktionen brukar betecknas P(n) eller P(n;S).

Exempel 3.1 P(6) dr lika med 11, dir S, = {1,2,3,4,5,6}. De olika summor-
na ar

6 3+3 2+2+2 2+1+1+1+1
5+1 4+1+1 8+1+1+1 1+1+1+1+1+1
4+2 3+2+1 242+1+1.

Vi borjar med att identifiera vara tidigare anvinda terminologier. Termerna i
de olika summorna jamstéller vi med de identiska ladorna som vi ndmnt tidigare
och later heltalen i S vara vara figurer. Problemet bli d& att bestdmma antalet
icke-ekvivalenta konfigurationer, dar konfigurationerna dr summorna.

Vi bérjar med att bestdmma hur ménga summor det finns om dessa maste
innehéalla k termer, mer bestamt pa hur méanga sitt vi kan lagga figurerna i k
stycken lador. Det forsta vi maste gora ar att bestdmma cykelindexet for méng-
den Sj. Cykelindexet far vi som sagt fran att identifiera alla olika permutationer
av elementen i S. Vi kan ldgga vilken som helst av figurerna i vilken lada vi vill
och detta medfor att den genererande funktionen fér konfiguration blir

F(z) =) a.

ses
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Ersétter vi f; med F(z*) i cykelindexet Z(Sj) far vi konfigurationens sokta
potensserie, Pg,. Men eftersom vi &r intresserade av att ta reda pa antalet
summor med olika antal termer behdver vi summera alla alternativ av vérdet
pa k. S& antalet partitioner av n i S, P(n;S) ar lika med koefficienten framfor =™
i serien

iZSk(Zmi7Zx2i,...,Zxki>. (38)
k=1

i€S i€S i€S

Exempel 3.2 Vi vill bestamma antalet partitionen av 8 och da S ={1,2,3}. I
exempel (2.2) sig vi att alla olika permutationer av (123) var

{123} = (1)(2)(3)
{132} (1)(23)
{931} = (123)
{213} = (12)(3)
{321} (13)(2)
{312} =  (132).

Cykelindexet for Sy, Sa, och S3 blir dd

ZSl(fl) :flv
Zs,(f1, f2) = %(ff + f2),
Zs,(f1, f2, f3) = é(ff’ +2f3+3f1fa)

Om vi sdtter in F(z) i de tre cykelindexen Z(Sy) far vi den sdkta genererande
funktionen

P = Zs,(F(2)) + Zs,(F(x), F(2%)) + Zs, (F(2), F (2%), F (%)) =

1
(x+x2+x3+...)—|—5((x+a:2+x3+...)2+(332+x4+x6+...))—|—
1
+6((x+x2+m3+. CP2(aP el a4 )3 (et P+ ) (2P a2t L)) =
=x+22%+32% + ... (39)

Antalet partitioner av 8 kan vi se fran potensserien ar lika med 3, dessa dr
1+141,1+4+2 och 3.

Med hjilp av Poélyas sats kan man &ven bestdmma antalet partitioner om
repetition av termer inte &r tilliten. Samma figur far da inte ldngre ligga i flera
lador.

Exempel 3.3 Partition med olika termer av 6 dr 4 st, vilka dar

6 34241
541 4+2
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Om vi later Ay vara den alternerande delgruppen av Sy och definierar
Za, (1) — Zg,(x1) = x1 sd far vi p4 samma sétt som beskrivet ovan anta-
let partitioner, DP(n;S) av ett positivt heltal n i S i k olika termer lika med
koeflicienten framfor 2™ i

ZAk(in,Zx%,...,th) —Zsk(in,Zin,...,gxki). (40)

€S €S €S €S ieS

Detta &r bara ett sétt att bestdmma partitioner av n i k olika termer och vi
ar igen intresserade av alla viarden pa k. Vilket gor att vi summerar 6ver k.

§i<zhk<§:$a§:$%w.w§:xm)—m&%(}jmaE:x%w.WE:xm)>.MD

k=1 i€S i€S i€S i€S i€S i€S

Exempel 3.4 Vi ldter i detta exempel Dy, = {1,2,...,k} och S ={1,2,4}. Vi
ska nu berdkna DP(n;S). Eftersom S bara innehdller 3 positiva heltal och alla
mindre dn 4 sd kan det inte finnas mer dn 4 termer i summan.

3
3 (zAk(zxazx%,...,zw) _zsk(zxi,zw,...,zxki)) _
k=1 i€S i€S €S i€S ies icS

=Za, —2s, + 24, —Zg, +Za, — Zs, =

1

:($+$2+x4)+(x+x2+x4)2—5((x+x2+x4)2+(x2+x4+x8)>+

1

+§((x—|—m2+x4)3+2(x3+x6+x12))_
1

(@ B ) ) 42 40 ) =

z+x2+x3+x4+x5+x6+z7+...

Detta betyder att det bara finns en partition for varje n < 7. Dessa dr

1 142=8 1+2+)=7
2 144=5
4 2+4=6.

3.2 Antal satt att firga sidorna pa en 3-dimensionell kub

Vi ska titta lite ndrmare pa exempel (1.4) som handlade om antalet sitt att
farga en kubs sidor. Vi anvinde da tre firger och applicerade Burnsides lemma
pa problemet. Vi ska nu stéllet applicera Pélyas enumerationssats som ar en
generalisering av lemmat.

I exempel (1.5) gick vi igenom de olika rotationerna av en kub och om vi
sammanfattar detta och lagger till vilka cykelstrukturer de har far vi

Identiteten
Grad: 0°, Exempel: (1)(2)(3)(4)(5)(6), Cykelstruktur: f¢
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Rotation med avseende pa en sida

Grad: 90°, Exempel: (1234)(5)(6), Cykelstruktur: 3f7 f4
Grad: 180°, Exempel: (13)(24)(5)(6), Cykelstruktur: 3 f7 f3
Grad: 270°, Exempel: (1432)(5)(6), Cykelstruktur: 3f2 f4

Rotation med avseende pa en kant
Grad: 180°, Exempel: (13)(26)(45), Cykelstruktur: 6f;3

Rotation med avseende pa ett horn
Grad: 120°, Exempel: (126)(345), Cykelstruktur: 4f2
Grad: 240°, Exempel: (162)(354), Cykelstruktur: 4f2

Cykelindexet for alla rotationer tillsammans bli lika med summan av respek-
tive cykelstruktur

Z= U0 652 A2 4 6F 4 813). (42)

Om vi jamfor resultatet i exempel (1.5) med vart cykelindex, Z ser vi att
dessa ér lika om vi ersdtter f; med 3.

Figurerna i detta fall dr fargerna och sidorna dr lador. Den generaliserade
funktionen f6r fargerna ar

F(.Tl,...7.’17i>:$1+$2+$3+...+$i (43)
dér ¢ dr antalet farger, i = {1,2,...}. Om vi ska anviinda tre farger som i exempel
(1.5) &r F(x1,...,24)

F(r,y,z)=z+y+=z

och ersiitter vi f; med F(z¢, %, 2%) i Z far vi

1
P(z,y,2) = ﬂ((.’ﬂ‘i‘y—f—z)G+6(m+y+z)2<x4+y4+z4)+

+3(m+y+z)2(m2+y2+z2)2+6(m2+y2+z2)3+8($€3+y3+z3)2):

=25 4 y2d a2 4+ 29220 4 2wyt + 2022 + 20323 + 3ay?2® + 322y 4+
422323 + 2% 2% 4 3222 + 6229?22 4 323y + 20122 + 02 + 22yt 2 + 32y P2+
+323y% 2 + 2m4yz + 2%z + b + zy® + 222y + 22393 + 22%y? + 25y + 6.

Har ser vi till exempel att det finns ett sétt att farga alla sidorna med farg z,
y eller x, 6 sitt att firga kuben med 2 sidor av vardera farg. Satter vi x = y =
z =1 far vi att det finns totalt 57 (P(1,1,1) = 57) sétt att farga sidorna med
tre férger, vilket var resultatet i exempel (1.5).
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4 Kemiska foreningar

Som det ndmnts tidigare s& var det Polyas mal att bestdmma antalet isomerer till
en given kemisk forening. Dessa kemiska féreningar kan ses som grafer. Graferna
som vi ska titta pa i det har avsnittet dr alltid loop fria och sammanhé&ngande. Vi
ska ténka oss att hornen ar atomer och kanterna bindningar. Sa varje bindning
har alltid en atom i vardera ande. Exempel pé en graf som vi kommer att titta
pa héir kallar Polya CH-graf. En CH-graf dr en graf som enbart bestar av hérn
med antingen grad 4, deg(v) = 4 eller grad 1, deg(v) = 1. Inom kemin s& &r ett
hérn med grad 4 exempelvis en kolatom som binder sig till fyra andra atomer
och horn med grad 1 ar véteatomer.

Alkaner &ar en klass av kemiska foreningar som har den kemiska formeln
Cn Hapo vilket dr just CH-grafer med n hérn av grad 4 och 2n+42 hérn av grad
1.

Exempel 4.1 Ndgra exempel pd alkaner dr metan, etan och propan. Dessa har
formlerna CHy, CoHg och C3Hg och dessa ser ut pa foljande sdtt.

| 1]
H—C—H H—C—C—H

| ||
H H H
Metan Etan

H H H

|

H—C—C—C—H

||

H H H

Propan

For ett givet n finns det flera olika sétt att ordna kolatomerna pa och dessa
olika sitt kallas isomerer. Som nédmndes i inledningen &r isomerer féreningar
med samma antal atomer och typ men med olika struktur. I grafteorin skulle
isomerer vara grafer med samma antal hérn men med forgreningar pa olika
stallen. Det intressanta for en kemist ar hur kolatomerna &r ordnade.

Exempel 4.2 Om n dr lika med 5 si blir den kemiska formeln CsHis. Men
det finns tre olika sdtt att ordna kolatmoerna pé sd att dessa inte dr isomorfa.
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N
H=C—C—C—C—H
HH | H
A H—C—H
AR §
H—(IJ—(IJ—?—H
H
—C— H
H

En alkan dr som ett trad inom grafteorin. Om vi later trddet vara rotad
blir den kemiska formulan istéllet C,, H, 1. Foreningen saknar da en véteatom.
Man kan erséitta den borttagna viteatomen med en OH-grupp (en syre- och
viteatom) sa blir alkanen en alkohol och far da formeln C,, Ha,,—1OH istéllet.
Men OH-gruppen skulle ocksa kunna vara nagot annat, sa for att gora det
enklare anvinder vi X for den ersdttande gruppen.

Vi ska rdkna hur manga konfigurationer det finns av en CH-graf dar ett viite
har blivit ersatt med X. Vi later A,, vara antalet sddana alkaner med exakt n
kolatomer. Den genererande funktionen for denna talserie ar

A(x) = Ag + Az + Aga® + ... (44)

Vi ténker oss att den kolatom som X:et ar bundet till &r roten i ett trad.
Till denna kolatom finns det tre till bindningar. Vi tdnker oss sedan att roten
ar X:et i tre andra mindre féreningar.

H H H H
A\ 'f' Ié
H—C\C/C H

N
H=0—0—C—C—H
A
H_ H H H
H |
H=C L -C—H
L
H=0—0~  —C—H
H H H
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Vi far alltsa ett problem bestédende av tre lador och en méangd alkaner som
ar vara figurer. Gruppen i fraga ar den cykliska gruppen Cs°, da eftersom de
tre bindningar #r stumt fista i kolatomen som &r var ursprungsrot, [Re87].
Cykelindexet fér denna grupp blir

2(Cs) = 5 +26s). (15)

Nu nér vi applicerar Polya’s enumerationssats och sitter in A(x) i cykelin-
dexet, Z(Cs) far vi

3 (A2)* +24(29)) (16)

Detta &r bara ett uttryck for de tre mindre féreningarna. Vi méste dven
rakna med kolatomen som &r varan rot for att fa hela konfigurationens rdknande
potensserie. Detta gor vi genom att ligga till ett x till (46)

P(Cs) = S(A()" +24(")) =

- g((Ao + Az + Asz® + .. .)3 +2(Ap + Ara® + Axa® + .. )) (47)

Antalet isomerer till ett givet n &dr foljdaktligen koefficienten framfor x”.

5En grupp kallas cyklisk om det finns ett element x € G sadan att for varje a € G, a = z"
for nagot n € Z
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