SJALVSTANDIGA ARBETEN I MATEMATIK

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET

Iterationer pa ett intervall

av

Fredrik Bratt

2011 - No 3

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET, 106 91 STOCKHOLM






[terationer pa ett intervall

Fredrik Bratt

Sjalvstandigt arbete i matematik 15 hogskolepodng, grundniva
Handledare: Andrzej Szulkin

2011






Sammanfattning

Detta arbete dr en introduktion till iterationer.
Iterationer &r upprepuningar av ett visst forlopp efter en given regel.
Varje upprepning ger sma fordndringar i starttillstandet vilket kan le-
da till stora fordndringar i sluttillstandet. En liten hindelse kan vid en
senare tidpunkt ge upphov till en stor hindelse.

Iterationer studeras med hjilp av fixpunkter, periodiska banor och de-
ras stabilitet.

Nér man dndrar ett systems parametrar kan nya fixpunkter och pe-
riodiska banor uppsta. Det vill séiga en bifurkation.

Kinsligt beroende betyder att om man valjer tva punkter som &r god-
tyckligt ndra varandra sa kommer dndé skillnaden vara férhallandevis
stor efter ett antal iterationer. Det krivs alltsa en vildigt liten skillnad
i utgangsliget for att skillnaden skall bli stor efter ett antal iterationer.






Inledning

Denna uppsats om iterationer foljer huvudsakligen kapitel ett i boken Cha-
os, an introduction to dynamical systems av Kathleen T. Alligood et al. [1].
Iterationer adr upprepningar av ett visst forlopp. De dr deterministiska, vilket
betyder att man kan bestdmma nuvarande tillstdnd, till exempel i en popu-
lation, som beroende av foregéende tillstdnd. Den oberoende variabeln (till

exempel tiden) &r diskret.

Ett dynamiskt system bestar av en mingd tillstdnd tillsammans med en
regel for 6vergang fran ett tillstand till nésta. Om starttillstandet betecknas
med xg, fir man en bana {x, 1, z2,...}. Av speciellt intresse &r banors sta-
bilitet, det vill siga om smé &ndringar i startvirdet medfér sma &ndringar
i banorna dven efter en mycket lang tid. Kaotiska dynamiska system ar sy-
stem da sma skillnader i starttillstandet leder till oférutsdgbara skillnader i
sluttillstandet. En liten héndelse kan vid en senare tidpunkt ge upphov till
en stor héndelse.

Viktigt vid analysen av ett dynamiskt system &r ocksa fixpunkter, det vill
sdga punkter xg sddana att x, = xg for alla n > 1 och periodiska banor, det
vill sdga banor dir man kommer tillbaka till utgangspunkten efter ett antal
iterationer. N&r man &ndrar systemets parametrar kan nya fixpunkter och
periodiska banor uppsté. Detta kallas bifurkation.

Kaénsligt beroende betyder att om man véljer tva punkter som ar godtyckligt
néra varandra s& kommer dnda skillnaden vara forhallandevis stor efter ett
antal iterationer. Det krivs alltsd en véldigt liten skillnad i utgangslaget for

att skillnaden skall bli stor efter ett antal iterationer.

I denna uppsats kommer iterationer att askadliggéras med hjilp av utveck-
lingen i en bakteriepopulation, men tillimpningar finns pa ett flertal omra-
den. Betrakta en bakteriestam dér xg &r antalet bakterier vid tiden 0, och
deras utveckling beskrivs som z,4+1 = az,,a > 1. Det vill sdga om det finns
T, bakterier vid tiden n , sd dr de xp41 = az, vid tiden n 4+ 1. Man ser

2

att 1 = axg, 2 = ax1 = a®xg och si vidare. S& z,, = a"xg. Detta ar inte



realistiskt, for en population vixer inte mot odndligheten. Mer realistiskt &r
foljande utveckling: 41 = ax,(1—1x,),0 < 2o < 1. Sa tillvixten dimpas da
xn, narmar sig 1. Ovanstdende ger upphov till avbildningen f,(z) = azx(1—z).
Man ser att om 0 < a < 4, sd avbildar f, intervallet [0,1] in i sig sjilv, det
vill séga fq : [0,1] — [0,1]. I senare avsnitt kommer denna avbildning att
studeras nérmare for olika virden pa a . Mer generellt, 14t X vara ett met-
riskt rum, till exempel ett intervall, (en delméngd av) ett komplext talplan
eller ett flerdimensionellt rum. Vi betraktar avbildningar f : X — X. Om
det finns storningar i ett system kan de komma att forstarkas ju fler ganger

man itererar och det kan ge upphov till kaos.



1 Fixpunkter och periodiska punkter

Lat f*(z) = f(f(...f(x))) och lat k vara givet. Fér att beteckna avbildningen
f sammansatt med sig sjalv k génger, skriver man ibland fo fo---o f (k
ganger) eller f°F for att urskiljas fran potenser. Alltsa ir k antalet iterationer.

Nedan foljer nagra definitioner som behdvs i fortsdttningen.

Definition 1.1 Ldit xg € X. Den rekursivt definierade foljden xx1 = f(xg), k =
0,1,2,... kallas en bana for xo under f. Observera att xy = f*(xq).

Definition 1.2 En punkt p € X kallas en fizpunkt for f om f(p) = p.

Definition 1.3 N(p) = {z € X : d(x,p) < €}, dir d ar avstindet i det
metriska rummet X. Speciellt gdller att om X dr den reella tallinjen R, sa
ar Ne(p) ={z e R: |z —p| < €}.

Definition 1.4 En fizpunkt p kallas stabil om xj, = fk(xo) konvergerar mot
p for alla xg € Ne(p), dar e > 0 ar tillrackligt litet.

Definition 1.5 Ldt f vara en avbildning pa R och lit p vara ett reellt tal
sdadant att f(p) = p. Om alla punkter tillrickligt nara p dras mot p, sd kallas
p for en sinka. Det wvill siga, om det finns ett € > 0 sd att for alla x i
omgivningen Ne(p) gdller att limy_ o f¥(x) = p, s kallar vi p for en sinka.
Om alla punkter tillrackligt ndra p ror sig bort fran p, sa kallas p for en kdlla.
Med andra ord, om det existerar ett € > 0 sd att for alla © € N(p), x # p,
existerar k sa att f*(x) & Ne(p), sd kallas p for en killa.

Sats 1.6 Ldt f vara en avbildning av klass C' pa R och lt p vara en fipunkt
for f.

(1) p dr en sinka om |f'(p)| <1

(i1) p dr en kdlla om |f'(p)| > 1

Vid |f'(p)] = 1, kan man inte dra nidgon generell slutsats utan man maste
undersoka saddana punkter fran fall till fall.
Hér foljer ett bevis av sats 1.6.

Bevis: Enligt derivatans definition s &r

f(x) — f(p)

lim = ['(p)-
z—p X —p
Déarav foljer att
ti [ =IOy 0
xr— p
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Om |f'(p)| < 1: Vilj ett r med | f'(p)| < r < 1. (1) medfor att ‘%:z(p” <r,
om z ligger tillrdckligt nira p. Mer exakt: for ett tillrackligt litet 6 > 0, géller
att

|$7_p| <r (2)

om |z —p| < 0, det vill sdga x € Ns(p). (2) ger |f(z) — f(p)| < r|lz — p|
om = € Ns(p). Men f(p) = p (p ar en fixpunkt), vilket ger |f(z) — p| =
|f(x) = f(p)| < 7|z —p| s& r < 1 medfor att |f(z) —p| < |z —p| < d, det vill
siga f(x) € Ns(p). Vidare:

|f2(x) —pl = [f(f(2)) —p| < r|f(z) — p| < rP|z —pl

2 (@) = pl = [F(F2(2)) = p| <rlf2(x) —p| < rPlz —pl.
Efter k steg far vi

If*¥(x) —p| < rkle —p|  foralla k> 1.
Slutsatsen blir att
lim |fk(ac) —p| < lim rk]x —p| =0,
k—o0 k—o00

det vill siga f¥(z) — p, sd p ar en sénka. Lat nu |f'(p)| > 1. Vilj ett 7 sa
att |f'(p)| > r > 1. D& far vi

|f(z) = f(p)| > rlx —p| om =z € Ns(p)
och eftersom f(p) = p, s& ar
|f(x) —p| >rlz—p| om =z € Nsp).

Iteration ger
/¥ (@) —pl = ¥ —pl,

vilket gar sa linge som |f!(z) —p| < §dal=1,2,...,k Nu ér lim, .o 7%z —

p| = 00, s& man lamnar Ns(p) for ndgot k om x # p.

Nedan foljer tre exempel pa en fixpunkt p sddan att |f/(p)| = 1 och p ér

en kélla, sinka respektive ingetdera.

1. f()=x+a23
For att finna fixpunkten sitter man f(z) = z + 2% = x vilket ger 2% = 0,



det vill siiga 0 &r den enda fixpunkten och |f/(0)] = 1. Lat xo # 0 vara givet.
Sitt xpy1 = f(zn) = 2 + 23 for n=10,1,2,.... Antag att 9 > 0. Da far vi

x1:x0+x%>xo>0

x2:x1+x:{’>x1>mo>0

xn+1:xn+xi>$n>...>0

Vi ser att z, &dr en vixande foljd. Alltsa lim, . z, existerar och &r p, dér

0 <p < oo. Om p dr dndligt, sa far vi

lim z,41 = lim f(x,)
n—oo n—oo

= =f(p)
Slutsatsen blir att p dr en fixpunkt, det vill sdga p = f(p). Det foljer nu att
p = 0. Vilket &r omdjligt for 0 < zg < 1 < 22 < .... S& limy, o T, = 00.
Antag nu att zg < 0. Da fas

x1:x0+x3<xo<0

$2:$1+J}?<3§‘1<l’0<0

Tyl = Tp +25 <z, < ... <0,

84 T, ar en avtagande foljd. Alltsa limy, o0 &y existerar och dr p ddr —oo <
p < 0. Om p édr dndlig s& ar p = limy, o0 Tp+1 = lim, oo f(x,) = f(p). S&
p ar en fixpunkt: p = f(p). Detta medfor att p = 0, vilket &r omdjligt for
0> 29 >x1 >...> x,. Slutsatsen ar att lim,_, x, = —00. Sammantaget
har vi att fixpunkten x = 0 &r en killa.

2. flr)=2—2a°

For att finna fixpunkter sitter man f(r) = z — 23

= z vilket ger oss att 0 &r
F/(O) = |1 = 3(0)% = 1. Tag a0 € (0,1).

den enda fixpunkten. Vi har ocksa
Vi far da
xlzxo—x3<xo<1

xgle—x‘%<x1<xo<1



$n+1:$n—$i<xn<...<l.

Eftersom

Ty — :Ei =x,(1— a:%),

medfor vart villkor 2o < 1 att o, —2) > 0. Alltsa x,, € (0, 1) och foljden {x,}
ar avtagande. S& lim, ooy = p, dir 0 < p < 1. S& p = limy—00 Tpy1 =
limy, oo f(zn) = f(p). Det vill séiga p ér en fixpunkt s& att p = f(p). Detta
medfor att p = 0, det vill sdga lim, oo z, = 0. Vi har allts& en sénka fran

hoéger. Antag nu att —1 < zp < 0. Da ar
x1:x0—$8>$0>—1

$2:x1—l’?>$1>$0>—1

l’n+1:$n—$i>l‘n>...>—1.

Saledes existerar lim, oo T, = p, ddr —1 < p < 0. Eftersom p = limy, o0 pt1 =
lim,, oo f(zn) = f(p), &r p en fixpunkt si att p = f(p). Detta medfor att

p = 0, det vill sfiga lim,—,c0 xp = 0. S& &ven i detta fall fir man en sinka
och eftersom foregéende fall ocksa &r en sidnka har vi att x = 0 ar en sénka
fran bada hallen.

3. f(x)=2—2?
Sitt f(z) = x — 2% = =, vilket ger 22 = 0, det vill siga 0 #r den enda
fixpunkten och [f/(0)] = |1 — 2(0)] = 1. Lat x9 # 0 vara givet och sétt

Tpi1 = f(an) =2 — 22 f6r n=10,1,2,.... Om nu xo > 0, sa far vi
_ 2
T =9 — Ty < To

x2:x1—$%<x1<xo

Tyl = Tp — 22 < Ty < ... < 0.

Enligt vart villkor zg > 0 har vi att x, — $% < xg. S& limy oo Ty = P
existerar, dir 0 < p < zp. Som tidigare ser vi att p = f(p). Det vill séga p
ar en fixpunkt som &r lika med noll. Harav foljer att lim, . x, = 0.
Betrakta nu fallet xg < 0. D& far vi

(Elzmo—x3<$0



.’IJ2=IL'1—£L’%<$1<IIJO

Tpypl = Tp — T2 < Ty < ... < Tp.

Vi ser att nu ar x,41 < x, < g och alltsa ar en avtagande f6ljd. Vi har
ocksd att om limy, o &, = p existerar dndligt, sa &r p en fixpunkt. Men da
maste p = 0. Detta dr omdjligt eftersom zg < 0. S& limy, o0 z,, = —00.

Det betyder att punkten z = 0 varken &r en sinka eller en kélla (den &r en

sanka fran hoger och en kélla fran vénster).

Definition 1.7 p dr en periodisk punkt med period k om k dr det minsta
positiva heltalet sadant att f*(p) = p.

En periodisk punkt av en funktion &r en punkt som kommer tillbaka till sig
sjalv efter ett antal iterationer. En fixpunkt p ar en periodisk punkt med
period 1 s& att f(p) = p. Observera ocksd att man har definierat perioden
som ett minsta antal iterationer for att komma tillbaka till samma punkt.
Om p till exempel ar en periodisk punkt med period 2, d& ar p en fixpunkt for
avbildningen h = f2. Men det omviinda behéver inte gilla. En fixpunkt for
h = f? kan ocksa vara en fixpunkt fér f. Till exempel, om p #r en fixpunkt
for f, kommer den ocksé vara det for f2, men enligt definitionen &r den inte
en period tva cykel pad f. Med andra ord kan man anvinda sats 1.6 pa h.

Kedjeregeln hjalper till att derivera sammansatta funktioner

(fog)(x) = f'(g(x))d (2).
Om f = ¢ har man

(f*) (x) = f'(f (@) f'(2).
Om nu p1, ps ér en period tva cykel av f, si siger kedjeregeln att derivatan
av f2 av en punkt pa en period 2 cykel, dr produkten av f’s derivator i de

tva punkterna. Om pi, p2 dr en period 2 cykel, sa dar f2(p1) = f(f(p1)) =
f(p2) = p1 och f2(p2) = f(f(p2)) = f(p1) = pa.

Definition 1.8 Ldt f wvara en avbildning och antag att p dr av period k.
Period k banan av p dr en periodisk sinka om p ar en sinka for avbildningen

f*. Banan for p dr en periodisk killa om p ar en killa for avbildningen f*.

Sats 1.9 Den periodiska cykeln p, ..., pg dr en sinka om

|f' (o) -~ f (1) < 1



och en kdalla om

| (pk) - f(p1)| > 1.

Cykeln #r en fixpunkt for h = f*, si sats 1.6 kan anvindas pa h = f*.
For k = 2 har man h/(p1) = f'(f(p1))f'(p1) = f'(p2) /' (p1), s [W(p1)] < 1
om och endast om |f'(p2)f’(p1)| < 1. Det vill siga vi har en sinka da.
Motsvarande géller for en kélla ndmligen att |h'(p1)| > 1 om och endast om
|f'(p2)f(p1)| > 1. D& k = 3 far vi pa liknande sétt att| f'(ps) f'(p2) f'(p1] < 1
eller > 1, och sa vidare for k£ > 3.

2 Bifurkation

Vi betraktar funktionen f,(z) = az(l — z), dir 0 < a < 4 &r fixerat. Som
namnts tidigare avbildar f, intervallet [0, 1] in i sig sjalv for sddana a. fo(z) =
az(l — z) har tva fixpunkter, némligen p = 0 och p = 1 — 1. Fixpunkten
p =0 &r en sinka om 0 < a < 1, detta for att |f,(0)] = a < 1 och en killa
d&d 1 < a <4, eftersom dé har vi | f/(0)] > 1. D& a = 1 sker en évergéng fran
sidnka till killa. Den andra fixpunkten p =1 — % dr en sdnka om 1 < a < 3
eftersom |f!(p)] = |a — 2| < 1, och en kéilla om 0 < a < 1 eller 3 < a < 4, ty
da ér |fL(p)| > 1. Intervallet 0 < a < 1 &r ointressant for den hér fixpunkten
eftersom 1 — é inte finns inom [0, 1]. D& a = 3 6vergéar fixpunkten fran att
vara en sanka till en kéilla och blir d& ocksa instabil. Da a passerar 3 uppstér
en forgrening i tvd och senare dven i flera periodiska sdnkor. Ett ord for
detta beteende &r bifurkation. Alltsa forst sa far vi en period tva sénka.
Nar sedan a vixer tappar den stabilitet och blir en killa, da a fortsitter
att vixa uppstar en period fyra sénka som &ven den Overgar till en kélla
och detta beteende fortsidtter sedan. Det forhaller sig s& att det finns en
hel f6ljd sadana sénkor for varje period 2", n = 1,2, 3,.... Man brukar kalla
detta for en periodfordubblingskaskad. Nir a passerat ett visst virde kommer
hela intervallet [0, 1] slumpmiéssigt att fyllas ut, men det kan finnas punkter
som tidvis ar stabila. Nar a ndrmar sig 4, till exempel a = 3, 86, uppkommer
kaotiska attraktorer som ar mycket svarare att beskriva dn periodiska sédnkor.
Utmaérkande for kaotiska attraktorer ar att de plotsligt kan uppkomma eller
forsvinna, eller dndra storlek diskontinuerligt. Fallet a > 4 &r i detta fall

ointressant for oss eftersom f, inte avbildar [0, 1] in i [0,1]. Men hade man
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fortsatt skulle man komma fram till att for a > 4 s& finns inga attraherande
méngder. Allt detta beskrivs i avsnitt 1.5 av [1].

Om man tar en bakteriestam som exempel s kommer populationen att
avta snabbare dn vad den 6kar d&4 0 < a < 1. D4 1 < a < 3 kommer
populationen att konvergera mot ett visst virde, den nar ett stabilt lage.
Da a = 3 kommer grafen att sprida sig i tva spar. Populationen hamnar i
en regelbunden svingning mellan tva virden. En bra tidsperiod féljs av en
dalig. D& a ndrmar sig 4 kan man inte dra nagra slutsatser utan populationen
avtar och tilltar slumpméssigt.

Nedan foljer ett exempel pa en period 2 cykel. For att finna period 2 banan
till G(x) = fi(z) = 42(1 — ) sitter man G?(x) = x vilket ger ekvationen

—642* + 12822 — 8022 + 162 = z.

Denna ekvation har fyra reella rétter, men tva ar fixpunkter fér G(x), ndmli-
genx =0ochz = %. Dessa rotter hjalper oss att 16sa fjardegradsekvationen,
till exempel genom polynomdivision. Slutligen far vi fixpunkterna till G?(z),

{5 +8\/57 > _8\/5} = {p1,p2},

vilka inte dr fixpunkter for G(x). Alltsé &r dessa punkter en period tva bana.
For att avgora om det ror sig om en sidnka eller en kélla anvénder vi sats 1.9,

vi har forst var funktion

som deriverat blir

Nu anvinder vi sats 1.9:

(f2) (0] = 1£2(fa(p1)) F1(1)] = | f1(p2) f1(p1)],
som med p; och py insatta blir

PEVE)) (- s(E= Y2y

(4—8(
som utrdknat blir | — 4| = 4 som alltsd &r storre an ett, och ddrmed en killa.

Nedan visar vi att det finns en period k bana for G for varje k > 1.
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Lemma 2.1 G*(0) = G*(1) = 0.

G* antar virdet 0 exakt 257141 ganger och virdet 1 exakt 25~ géanger. Om o
och a” dr tva efterfoljande nollstillen for G, s finns det exakt ett b € (a’,a”)
sidant att G¥(b) = 1. Dessutom dr (G*)(z) > 0 for alla x € (a’,b) och
(GFY(x) < 0 for alla x € (b,a").

Bevis: Om k = 1, s& ir G(0) = G(1) = 0 och G(3) = 1. Eftersom G'(z) > 0
for 0 < o < 1 och G'(z) < 0 for 3 < o < 1, ir pastaendet sant for
k = 1. Antag nu att pastdendet géiller for ett visst £ > 1. Vi visar att
pastaendet ocksi stimmer for k + 1. G**1(0) = G(G*(0)) = G(0) = 0 och
G*1(1) = G(G*(1)) = G(0) = 0. Lat o/, a” vara tva pa varandra foljande
nollstillen for G* och lat b € (a/,a”) vara sadant att G¥(b) = 1. Enligt
induktionsantagandet #r (G¥)'(x) > 0 for € (a’,b) och (G*)'(x) < 0 for
x € (b,a"). Det finns dven ett ¢ € (a/,b) sidant att G¥(c) =

G (c) = G(G*¥(¢)) = G(3) = 1. Dessutom sé har vi att

1 P
5 D4 ar

(G (2) = G'(G¥(2)) - (G*)(2) >0 foralla z € (d,0)
>0 >0

och

(G*YY(2) = G'(G*(2)) - (G*)(x) < 0 for alla € (c,b).
<0 >0

Nir z gar fran b till o”, gar GF(x) fran 1 till 0, s det finns ett d sidant att
GFF1(d) = 3. Vi har alltsa att
(GM Y (2) = G'(Gk(m)) (GHY(z) >0 foralla € (b,d)

—_—
<0 <0

och

(GFYY (z) = G/ (GF(x)) - (GFY(2) < 0 for alla = € (d, a”).
>0 <0

Sa mellan o’ och a” har G¥T!(z) exakt tvd maxima (G¥(x) har ett) och
G**1(x) har derivatan > 0 nir G*+1(z) gar fran 0 till 1 och derivatan < 0
nir GF*1(x) gar fran 1 till 0. Eftersom detta giller pa varje intervall [a’, o]
som ovan, fordubblas antalet maxima fran 2871 till 2 - 281 = 2%, Antalet
minima dr alltsi lika med antalet maxima plus ett, det vill siga 2F + 1. S&

pastaendet dr sant for k + 1.

Lemma 2.2 G*(z) har exakt 2F fizpunkter.
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Bevis: Om a’ och a” ar tvé efterfoljande nollstillen for G, enligt ovan, sé
skiir kurvan y = GF(z) linjen y = = tva ganger mellan a’ och a”. Da det

2k—1

finns sddana intervall, ir antalet fixpunkter 2 - 2F=1 = 2F,

Sats 2.3 G(x) har minst en bana med period k.

Bevis: Varje k periodisk bana ir en fixpunkt fér G¥. Men om k #r en multipel
av [, si &r dven [ periodiska banor fixpunkter for G¥. Summan av antalet
fixpunkter for G, G?,...,GF 1 ar

k*l__l

2
24924 ... 49k 1 _ 9, =2k 2 <ok

2-1

s& G*(z) har fixpunkter som inte #r fixpunker till nagon av G, G2, ..., GF~1.

Alltsd kan de inte ha period mindre &n k, s& minst tva av dem maste vara

nya fixpunkter.

Oversitter vi till en bakteriestam sa har vi pa z-axeln z, som ir ett be-
gynnelsevirde vid tiden n. P& y-axeln har vi virdet x,4+1 = az,(1 — x,) vid
tiden n + 1. Vidare ses fixpunkter som jamviktsldgen, det vill siga punkter
dar populationen varken vixer eller avtar.

For 0 < a < 1 sker en minskning av populationen mot 0. Att a < 1 betyder
att forokningstakten dr mindre &n 1, det vill sdga att varje generation bak-
terier ger upphov till en ny och mindre generation. Fixpunkten z = 0 ir en
sénka.

Da 1 < a < 3 &r fixpunkten z = 0 en killa, medan x = 1 — % ar en sinka.
Detta betyder att bakteriestammen konvergerar mot 1 — % som &r ett jAm-
viktslage.

For a > 3 &r situationen mer komplicerad d& det inte finns nagra fixpunkter
som &r sdnkor. Daremot kan det for vissa varden pa a uppsta periodiska banor
som #r sankor. Kom ihag att en 2 periodisk bana beskrivs som f,(p1) = p2
och omvént fu(p2) = p1.

Ekvationen

2(z) = a®z? — 20323 + P2 + a®2® —dPr =2

a—1

har I6sningar * = 0 och = = som ar kinda sedan tidigare och saledes

hor till period 1 banan (det vill siga ar fixpunkter for f;). Dessutom far

vi tva nya som tillhor period 2 banan. Namligen x1 = %11 — 7”‘253“73 och
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_ a+l Va?—2a—3
T2 = 4 + 2a

da a = 3 och det finns tva reella rotter da 3 < a < 4. Man verifierar ocksa

. Dessa rotter ar komplexa for 0 < a < 3, en dubbelrot

enkelt att for 3 < a <4 &dr 0 < x1 < 22 < 1, det vill sdga x1 och z2 &r en
period 2 bana. Det géller nu att finna det a dir banan 6vergar fran sinka
till en kélla. Vi har

fi(r1) =a—2ax; = -1+ +va®—2a—3

och
fi(z2) = a—2axe = -1 — v/a? — 2a — 3.

Direfter beriknas f(z1) - f1(z2) = —(a? — 2a — 4). Vilket leder till att vi
har en sinka om |f!(z1) - fl(x2)| < 1, det vill siga vi far olikheterna —1 <
a’? — 2a — 4 < 1. Den vinstra olikheten giller alltid for @ > 3. Den hogra
olikheten géller om 1 — \/6 <a<l+ \/6, men eftersom vi bara ir intresse-
rade av a > 3 far vi saledes 3 < a < 1+ 6. Alltsa for 3 < a < 1+ /6 &r var
period 2 bana en sédnka och for 1+ V6 < a < 4 har vi en killa. Man kan visa
att for a > 14 /6 sa uppstar en period 4 bana som #r en sinka. For ett visst
a > 1+ /6 Gvergar dven period 4 banan till att vara en killa samtidigt som
det uppstar en period 8 bana som forst ar en sdnka for att sedan bli en kélla
och sé vidare. Det vill sdga en periodférdubblingsbifurkation har intréffat.
Fallet @ > 4 ar for var del inte aktuellt.

3 Kansligt beroende av begynnelseviarden

Definition 3.1 Ldt f vara en avbildning pa R. I punkten xq dr iterationerna
kdnsligt beroende av begynnelsevillkoren om det finns ett avstand d skilt fran
noll si att vissa punkter godtyckligt ndra xo avbildas, efter ett antal itera-
tioner, minst d enheter ifran motsvarande bild av xo. Mer precist, det finns
ett d > 0 sd att varje omgivning N av xg innehdller en punkt x sidan att
|fE(x) — f*(z0)| > d for ndgot ickenegativt heltal k.

Ovanstaende betyder att om vi har de tva virdena x och zg, sa finns ett =
som #r godtyckligt néra xg s& att om vi itererar funktionen f for bada vér-
dena s& kommer #nda skillnaden |f*(x) — f*(z0)| vara forhallandevis stor.

Dock betyder det inte att alla virden i en omgivning kring zg avviker, men
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Atminstone ett varde gor det.

Alltsd hur litet métfelet &n &r, dock skilt fran noll, sa finns ett virde x som
divergerar fran det "verkliga" virdet xp. Hérav far man uttrycket kénsligt
beroende, det kravs alltsa en vildigt liten skillnad for att systemet skall bli

oigenkénnligt.

Sats 3.2 Antag att G(x) = 4x(1 — z). I banan {xo,x1,22,...} ges x, av

formeln x, = 3 — 1 cos (2" arccos(1 — 2xp)).

Bevis: Om n = 0 sa #r hogerledet i formeln lika med 3 — 1 cos(arccos(1 —

2xg)) = % — % + zo = x9, det vill sdga formeln stammer for n = 0. Antag att

den stammer for ett visst n > 0. For n + 1 far vi
Tpt1 = 4xp(1 — xp)

och ersdtter vi nu virdena for x, far vi

11 1 1 1
Tpy1 =4 [2—2 cos (2" arccos(1—2x)) |- [1— <2—2 cos (2" arCCOS(1—2x0))>} -

Multiplicerar vi in 4 sa féas

Tpy1 = {1 — cos (2™ arccos(1 — 220)) | - [1 + cos (2" arccos(1 — 2300))] =

=1 — cos? (2" arccos(1 — 2zy)).

Enligt formeln fér dubbla vinkeln som siiger att cos®>v = 3 + 3 cos(2v), sa

far vi

Tpi1 =1 — cos? (2" arccos(1 — 21:0)) =

=1- L + 1cos (2"+1 arccos(1 — 2x0))
2 2 ’

harav L1

Tl =5 5 coS (2’”r1 arccos(1 — 2560))
vilket skulle bevisas.
For var funktion G(z) = 4xz(1 — x) & banorna xzg, 1, 2,... dir x, =
% — %COS (2” arccos(1 — 2370)). Med ett xo givet och Zp nira xo, 1at

arccos(1l — 2xg) = vy
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och

arccos(1 — 22y) = vp.

Da ar L1

Th=5 =g cos(2"vy)
och L1

Ty = 575 cos(2"1p),
s&

1
|xy — 2| = §| cos(2"vg) — cos(2"vp)|.

Om 7z ligger néra zg, dar £y # xg, s& hamnar dven Uy och vg néra varandra.
Men allteftersom kommer avstandet mellan 2"vy och 2™wvg bli storre och
storre. Vi ser atminstone intuitivt, att till slut blir avstandet mellan 2™
och 2™y sddant att | cos 2"vy — cos 2™vg| > %, det vill siga |z, — 2| > %. I
avsnitt 1.8 av [1]| visas detta pa ett annat sétt, mer rigordst.

Slutsatsen dr att iterationerna ar kinsligt beroende av begynnelsevillkoren

for varje xg.
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