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Sammanfattning

Antikens greker fick problem nér de ville hirleda exakta virden till irrationella tal sasom .
Senare generationer stétte pa samma problem med talet e: det exakta virdet var omojligt att
bestdmma. Forst pa 1700-talet lyckades man visa att e och 7 &r irrationella. Ett algebraiskt
tal 4r en rot till ett polynom med heltalskoefficienter. Pa 1800-talet visades att varken e
eller 7 ar algebraiskt.

Detta arbete ger en 6verblick 6ver hur man kan visa att e och 7 ar irrationella och
transcendenta.
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1 INTRODUKTION

1 Introduktion

Vissa naturligt uppkommande tal, sasom /2 eller 7, visade sig vara svara att riknas ut exakt.
Approximationer blev béttre och bittre men beridkningarna tycktes inte ta slut nagonstans.
Man borjade dérfér undra om det fanns tal som inte kunde bestdmmas exakt, som bara kunde
approximeras. Som hade en odndlig, oregelbunden decimalutveckling. Oéndlighet var — eller &r —
inte nagot som &r latt att begripa. Déarfor borjade man kalla dessa hypotetiska tal irrationella, tal
som inte var vettiga, inte var lika begripliga som 1 eller 2. Ekvivalent med odndlig, oregelbunden
decimalutveckling &r att séga att ett tal inte kan uttryckas som en kvot av tva heltal. Redan under
antiken i Grekland lyckades man visa att V2 inte &r rationellt med ett enkelt motségelsebevis.
Anda var greker motvilliga att acceptera irrationella tal, och enligt legenden driinktes Pythagoras
larunge Hippasos for att han avslojade existensen av irrationella tal till allmédnnheten.

Ett tal som kan konstrueras med hjilp av en passare och ritskiva kallas konstruerbart (med
ritskiva menas hir en odndligt lang linjal som bara har en markering). Till exempel #r /2 ett
konstruerbart tal, eftersom det kan definieras som hypotenusan av en ratvinklig triangel vars
kateter har lingden ett. Man kom att fraga om det &r mojligt — med passare och riitskiva — att
rita en kvadrat med samma area som en cirkel. Manga misslyckade forsok tydde pa att det inte
gar, men det tycktes vara oerhort svart att bevisa. Problemet borjade kallas cirkelns kvadratur,
och det &r ett av de tre klassiska konstruktionsproblemen tillsammans med kubens férdubbling
och vinkelns tredelning. Det var inte forran slutet av 1800-talet da man &ntligen kunde konstatera
att cirkeln inte gar att kvadrera. Svaret dék upp nir man borjade undersoka ett nytt séitt att
klassificera tal: algebraiska och transcendenta.

Ett algebraiskt tal dr en rot till ett polynom med heltalskoefficienter. Eftersom varje poly-
nom med rationella koefficienter efter multiplikation med ett ldmpligt tal kan omvandlas till ett
polynom med heltalskoefficienter (och omvint), kan vi ekvivalent definiera algebraiska tal som
rotter till nagot polynom i Q[x]. I de flesta fall anvénder vi heltal, men ibland &r det l4ttare att
hantera rationella tal. Det &r uppenbart att alla rationella tal &r algebraiska, ty om p/q &r ett
rationellt tal, da l6ser det ekvationen

qgr—p=20
Omvint om x 16ser en forstagradsekvation av formen qr — p = 0, sa maste x vara ett rationellt
tal. Dirfor kan en forstagradspolynom i Z[x] inte ha ett irrationellt tal som rot, eller omvént om
ett polynom i Z[z] har en irrationell rot, maste dess grad vara minst 2. Vidare &r alla n:te rotter
av rationella tal, till exempel v/2 algebraiska ty de ir rétter till polynom av formen

qgz" —p=0

Efter att ha definierat algebraiska tal, &r det naturligt att definiera en annan talgrupp: ett
transcendent tal dr inte en rot till nagot polynom med heltalskoefficienter.

Det var lidnge oként om transcendenta tal verhuvudtaget existerade. Den generella uppfatt-
ningen bland matematiker under férsta halvan av 1800-talet var att méngden av transcendenta
tal var tom. Lustigt nog visade det sig att de inte bara existerade, men ar 1872 visade Ge-
org Cantor (1845-1918) att néstan alla reella tal #r transcendenta (pa sa sétt att méngden av
transcendenta tal #r overuppriknelig, medan méngden av algebraiska tal dr uppriknelig). Att
det finns ett uppriakneligt antal algebraiska tal &r logiskt om man ténker pa att det finns ett
upprékneligt antal polynom, och att var och en av dem har ett dndligt antal rotter. Ironiskt nog
ar det ytterst svart att visa att ett specifikt tal &r transcendent d&ven om de transcendenta talen
4r s manga.

I slutet av 1800-talet publicerades éntligen ett bevis att 7 dr ett transcendent tal. Att w inte
ar en rot till ett poynom med rationella koefficienter medfér naturligtvis att cirkeln inte kan
kvadreras.



1 INTRODUKTION 1.1 Tva matematiska konstanter — 7 och e

1.1 Tva matematiska konstanter — 7 och e

Som ként betecknas forhallandet mellan en cirkels omkrets och diameter med den grekiska bok-
staven 7. Konstanten har varit kénd i flera tusen ar och den dyker upp i manga olika grenar
av matematik, inte bara geometri. Pa grund av dess lang historia och omedelbara geometriska
egenskaper dr det omdjligt att siga vem som kom pa 7 forst och nér. Arkimedes tycks ha varit
den forste att hérleda en rigorés approximation av 7. Han anviénde omkretser av regelbundna
polygoner som var inskrivna och omskrivna en cirkel for att bestdmma undre och 6vre gransen
for m. Metoden var mindre effektiv, och 96-sidiga polygoner gav bara tva rétta decimaler.
Basen till den naturliga logaritmen betecknas med e, och kallas ibland Eulers konstant efter
Leonhard Euler (1707-1783). Det var dock inte Euler som upptéckte e, utan dran ges vanligen
till den italienske matematikern Jakob Bernoulli (1654-1705). Bernoulli stétte pa e nér han
undersokte sammansatt ranta, eller rénta pa ranta. Sammansatt rinta kan beskrivas med formeln

a(1+2)" (1.1)

dér a &dr startkapitalet, x rdntan och n antalet perioder. Bernoulli undrade om man, genom att
oka antalet perioder, kunde uppna obegrinsat stora vinster. Med andra ord undrade han om (1.1)
hade ett odndligt grinsviirde. For att underlitta berdkningarna forenklade han (1.1) nagot. Han
tilldelade bade startkapitalet och rantan virdet 1, och bérjade undersoka foljande grinsvérde:

1 n
lim (1 + ) (1.2)
n—o0 n
Vérdet « = 1, réntan 100%, &r naturligtvis inte nagon realistisk rénta, men (1.2) ger en 6vre

grans for andra virden pa x € [0,1]. Det visade sig att detta griansvirde #r dndlig, och senare
generationer gav det beteckningen e efter Euler.

1 n
e = lim (1 + >
n—o00 n

Ett annat sétt att definiera e dr som en oéindlig summa.

Sats 1.1.2.

Definition 1.1.1.

=1
=3
n=0
Vi avslutar detta avsnitt med att paminna ldsaren om en kind formel som binder ihop e och
m et = —1.
1.2 Lite analys

I detta avsnitt introducerar vi nagra elementira satser och definitioner. Notera att i denna
uppsats riknas 0 med i de naturliga talen, det vill siga N ={0,1,2,3,...}.
Vi borjar med att paminna lasaren om medelvérdessatsen:

Sats 1.2.1 (Medelviirdessatsen). Ldat f(x) vara kontinuerlig pa det slutna intervallet [a,b] och
deriverbar pa (a,b). Da finns det ett reellt tal £ € (a,b) sadant att

f) = f(a) = f(E)(b—a)
Alternativt kan vi siga att det finns ett reellt tal A € (0,1) sadant att
fb) = f(a) = f'(A(b—a))(b—a)



1 INTRODUKTION 1.2 Lite analys

Eftersom vi kommer att prata mycket om polynom, tar vi upp nagra ganska intuitiva satser
angaende dem. Ett polynom &r irreducibelt i R[z] (ddr R &r en ring) om det inte kan faktoriseras i
R[z]. Som exempel kan vi ta 22 —4 = (z—2)(z+2) (reducibelt i Z[z]) och 22 +4 = (x—2i)(x+2i)
(irreducibelt i Z[z], men inte i Clx]).

Sats 1.2.2. Om p(z) € Q[z] dr irreducibelt i Q[z], sa har p(x) inga rationella rétter.

Denna sats ér en enkel {6ljd av formeln p(z) = (x —a/b)q(z) + f(a/b), dér g(z) € Qx], vilket
foljer av divisionsalgoritmen for polynom. Samma giller naturligtvis for polynom i Z[z], och det
ar klart att varje algebraiskt tal dr rot till ett polynom som é&r irreducibelt i Zz].

Av symmetriskil dr det av intresse att betrakta polynom vars koefficient till ™ &r lika med
1. Sadana polynom kallas moniska, och algebraiska tal som &r rotter till nagot moniskt polynom
i Z[z] kallas algbraiska heltal. Till exempel r v/2 ett algebraiskt heltal, medan de enda rationella
tal som &r rotter till moniska polynom i Z[z] &r heltal.

Sats 1.2.3. Ldt p(x) = bpz™ + - - - + by + by vara ett polynom i Z[x] med rotter ay, ..., a,. Dd
ir a;by, ett algebraiskt heltal for i € [1,n].

Denna sats foljer direkt av att multiplicera p(a;) med b7~

Sats 1.2.4. For varje algebraiskt tal a existerar det ett unikt irreducibelt moniskt polynom p(x)
i Q[z] av ligsta grad, sidant att p(a) = 0.

p(zx) i satsen ovan karakteriseras av att det delar varje polynom dér a dr en rot. Notera att
p(zx) dr ett polynom i Q[z], inte Z[z] — detta beror pa att Z inte &r en kropp.

En funktion kallas symmetrisk om man kan byta plats mellan variablerna utan att dndra
funktionens virde. Till exempel dr f(z,y) = 2 +y = y+ 2« = f(y,x) symmetrisk, medan
flz,y) =22 +y #y*>+ 2 = f(y,x) inte dr det. Till varje n-tippel (z1,...,2,) kan vi definiera
symmetriska funktioner av foljande form

ej(xl,...,xn): Z -Til"'-rij

i1 <o <ij

for j = 0,1,...,n. Dessa funktioner kallas de elementira symmetriska polynomen av (z1,...,2y,).
Till exempel i tre varibler har vi féljande elementéra polynom:

eo(z,y,2) =1
eifz,y,z) =z +y+z
ex(x,y,2) =ay+xz + yz
es(z,y,2) = zyz

Med denna definition ar vi fardiga att presentera foljande viktiga sats:

Sats 1.2.5 (Fundamentalsats for symmetriska polynom). Ldat R vara en ring, och p(x1,...,Ty)
ett polynom wvars koefficienter tillhor R. Lat ey, . .., e, beteckna de elementira symmetriska po-
lynomen av x1,...,x,. Om p dr symmetriskt, kan det skrivas som ett polynom av (e1,...,en)

med koefficienterna fran R.

Beviset for denna sats finns till exempel i [[13], Theorem 6.3.3.1]. Féljande sats dr en om-
skrivning av [[13], Lemma 6.4.1.1]:

Féljdsats 1.2.6. Lat p(x) vara ett moniskt polynom i Z[z], och beteckna rétterna till p(x) med
ai,...,an. Varje symmetriskt polynom av (a1, ...,a,) med heltalskoefficienter dr ett heltal.



1 INTRODUKTION 1.3 Kedjebrak

Bevis Beteckna de elementédra symmetriska polynomen av aq,...,a, med eq,...,e,. Enligt
antagandet har vi att

1

plx)=a"+by 12"+ -+ bz +by=(r—a1)(x—a2) - (z—ay) € Z[z]

Om vi utvecklar hogerledet och matchar koefficienterna far vi att

bo = (—1)”&1 s Qp

by=(-1)"""(az - an+araz---an+---+ay--an_1)

bn—2 = a1az + a1az + -+ + a1an + azaz + -+ + an—1a,
bn—l = _(al ++an)

Varje koefficient motsvarar nagon av de elementéira symmetriska polynomen av a1, ..., a, (mdj-
ligen multiplicerad med —1), varav f6ljer att e; € Z for varje i € 1,2,...,n. Enligt sats 1.2.5 kan
varje symmetriskt polynom i Z[ay, . . ., a,] skrivas som ett polynom av de elementéra symmetriska
polynomen med koefficienterna fran Z. Det foljer da direkt att varje symmetriskt polynom i
Zlas,...,ay,) ér ett heltal. [ |

Om vi i foljdsatsen ovan inte hade kréivt att p(x) dr moniskt, sa skulle varje symmetrisk polynom
av (ai,...,ay) i Z[x] (eller i Q[z]) vara ett rationellt tal.

1.3 Kedjebrak

Av historiska skél tar vi upp kedjebrak. Ett dndligt kedjebrak #r ett matematiskt uttryck av

formen
1

ap +
a1 +
.'.+
1

ap-1+ —
n

1

dir ag #r ett heltal och a;,7 > 1 dr positiva heltal. Ofta anvinds skrivsittet [ag; a1, as, ..., a,] for
att spara utrymme och forbéttra lisbarhet. Pa motsvarande sitt ges ett odndligt kedjebrak av

1
ap +

ay +
! 1
ay+ ————
as+ -
och betecknas [ag; a1, ag, ...]. Odndliga kedjebrak kan definieras som grinsvérdet av en sekvens
av dndliga kedjebrak, lim, o [ao;,a1a2,...,a,] = [ag; a1, as,...]. Observera att en #ndlig ked-

jebraksutveckling inte &r unikt bestémd, men den enda mojliga omskrivningen ér [ag; a1, ag, ..., an] =
[ao; a1, az, ...,a, — 1,1]. Oédndliga kedjebrak har en unik form.



2 IRRATIONALITET

2 lrrationalitet

2.1 Kedjebrdk och irrationalitet

Vi fortsdtter med nagra egenskaper for kedjebrak. Skilet for att ta upp kedjebrak &r att de ser
annorlunda ut beroende pa om talet ifraga &r rationellt eller irrationellt. Betrakta ett godtyckligt
rationellt tal p/q, dir p,q € Z,q > 1. Enligt divisionsalgoritmen finns det unika heltal kg och rg,
0 <rp < g, sadana att

p=kog+ro

Om vi fortsétter detta forfarande, det vill sdga tillimpar Euklides algoritm, kommer vi till slut
att fa en restterm lika med noll (eftersom varje restterm #r strikt mindre &r den féregaende). Vi
kommer att fa foljande ekvationer:

p To
- :kO + —
q q
q 1
= :kl + =
To To
To T2
_— :kQ + =
1 1
"m—3 Tm—1
:km—l +
"m—2 T"m—2
"'m—2
:km
Tm—1

Genom om ta inverser av dessa ekvationer och sitta in dem i varandra far vi att

1

§=%+
k1 +

ko +

o 1
' 1

km—l + m
Ett rationellt tal har saledes ett dndligt kedjebrak. Omvant kan man med induktion bevisa att
ett dndligt kedjebrak kan skrivas om som en kvot mellan tva heltal. Det foljer da direkt att
foljande géller:

Sats 2.1.1. Ett reellt tal dr irrationellt om och endast om det har ett odndligt kedjebrak.

Kedjebraksutvecklingen for ett irrationellt tal kan bestdmmas pa liknande sétt som for ett
rationellt tal. Betrakta omskriningen

v =lz] + (z - [z])

dér |z betecknar det storsta heltal som &r mindre én eller lika med . Om = = p/q, da ser vi att
|z| och  — |x| motsvarar de unikt bestdmda talen kg respektive rq/q som vi fick med hjilp av
divisionsalgoritmen. Divisionsalgoritmen dr skapad endast fér heltal, men ovanstaende ekvation
giller for alla reella tal. Den enda stora skillnaden &r att om x dr irrationellt, da kan = — |z
aldrig vara lika med 0.



2 TRRATIONALITET 2.2 Irrationalitet hos e

Om vi antar att & &r ett irrationellt tal, och sitter £ = &€ och ag = |/, samt &; = ﬁ

och a; = |§] for ¢ =1,2,..., sa far vi att

1 1
= :a+ — Qa = Q, —"——:a _’_7:
(=b=antb-a)=a g ' at (& -a)
1
= ao + + 1 = aO + + 1 =
a1+ — a
e e+ (& — ag)
n 1
=aqa -  =...
0 1
aq + B 1
o+ —
s
For varje ¢ giller det att 0 < & — [&] < 1, varav foljer att 1/(& — |&]) alltid &r storre &n
1, och a; &r ett positivt heltal for varje i = 1,2,.... Eftersom £ &r irrationellt &r &; aldrig ett
heltal. Alltsa dr kedjebraksutvecklingen for £ lika med [ag; a1, ae,...]. Metoden hir ger ocksa

kedjebraksutvecklingen av ett godtyckligt rationellt tal. D& blir &; ett heltal efter ett &ndligt
antal steg.

De forsta bevisen for att e och 7 &r irrationella anvénde kedjebraksutvecklingar. Dessa me-
toder dr dock ineffektiva och anviinds séllan i litteraturen. Vi kommer énda — av historiska skél
och for att illustrera metoden — att ta nagra exempel pa hur man kan utnyttja kedjebrak. For
att forbereda oss infér nésta avsnitt maste vi undersoka foljande uttryck:

_n

T, = [ao;a17a’27a’37' o 7ai] i
K3

(2.1)
r; kallas den i:te konvergenten till ett kedjebrak. Vi anar att konvergenterna beter sig olika
nér vi later ¢ vixa beroende om kedjebraksutveckling &r #ndlig eller oéndlig. De tva forsta
konvergenterna &r:

DPo .
ro=ap=— dir pp=ap,q =1
q0
1 poar +1  pg ..
rn=a+-—=———="— dir pr=poa1+1,q1 =
ai ay q1

Fortsdtter man pa samma sétt, s& kommer man att se ett monster. Detta formuleras i féljande
sats. Beviset &dr ett enkelt induktionsbevis, och ldmnas till lisaren.

Sats 2.1.2. Féljande rekursionsrelationer gdller
Pi = aipi—1+pi—2, ©2>2
qi = a;qi—1 + qi—2, 12>2
tillsammans med begynnelsevillkoren py = ag, qo = 1, p1 = poar + 1 och g1 = a;.

Mer om kedjebrak finns i [12].

2.2 lrrationalitet hos e

Som vi alla vet &r e ett irrationellt tal. Vi formulerar detta i en sats for att tydligare kunna
referera till det senare:
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Sats 2.2.1. e dr irrationellt.

Att visa att e ar irrationellt kraver ingen avancerad matematik. De forsta bevisen utnyttjar
dock inte de eleganta analytiska sambanden som mojliggor enkla bevis, utan anvinder de nagot
krangliga kedjebraken. I detta avsnitt presenteras tva i princip helt olika bevis.

Cohn 2006

Den forste som lyckades faststélla att e verkligen &r irrationellt var Leonhard Euler. I sitt mest
kénda verk Introductio in analysin infinitorium (1748) presenterar han foljande samband:

1
e=1[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,..] =2 +

(2.2)

1+
24—
14—
1
1+

44 .

Formel (2.2) visar att e ér irrationellt enligt sats 2.1.1. Det #r svart att folja Eulers resonemang,
eftersom han inte skriver ut alla steg utan bara konstaterar resultat. Vi kommer darfor inte att
presentera hans bevis hér. Den intresserade ldsaren hinvisas till [[14], Kapitel 32], ddr C. Edward
Sandifer rekonstruerar Eulers berékningar.
Henry Cohn formulerade ett speciellt kort bevis av (2.2) i artikeln [3]. Det speciella med
Cohns bevis ar att det ar ovanligt kompakt med tanke pa att det i princip bygger pa kedjebrak.
Vi bérjar med att skriva om (2.2) i en aning snyggare form:

e=[1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,..] (2.3)
Ovanstaende #r ekvivalent med (2.2), ty om « = [1;2,1,1,4,...], da &r
1 1
0+ ! v
1
1+~
x

For att visa kedjebraksutvecklingen (2.3) ricker det att visa att den i:te konvergenten r; = p;/q;
av (2.3), definierad som i (2.1), konvergerar mot e. Om vi sétter e = [ag; a1, az, .. .| kan monstret
i kedjebraksutveckling (2.3) beskrivas matematiskt med f6ljande formler:

azi+1 = 24 och az; = azi4+2 = 1, 1= O, 1, 2, NN

Med detta kan vi skriva om rekursionsrelationer i sats 2.1.2 som

P3n = P3n—1 1+ P3n—2, 43n = 43n—1 + @3n—2, n>1
DP3n+1 = 2NP3n + P3n—1, G3n+1 = 2NG3n + @3p—1, N =1
P3n+2 = P3n+1 + P3n, Q3n+2 = 93n+1 t Q3n, n>1

tillsammans med begynnelsevillkoren pg = 1, ¢qo = 1, p1 = 1, g1 = 0. Pa grund av nollan i
utvecklingen, uppfyller (2.3) inte definitionen av kedjebrak. Dérfor dr den forsta konvergenten
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r1 = p1/q1 odefinierad. Detta spelar dock ingen roll i vart resonemang nedan. Definiera

1, n(.__1\n
An:/ Gl e” dz

0

1, n+1 _1\n
0

1

n _ 1 n+1

0 n.

Nista lemma binder ihop dessa integraler med kedjebraksutvecklingen.
Lemma 2.2.2. Lat p; och q; vara definierade som i sats 2.1.2. Da gdller for n > 0 att

An = 43n€ — P3n

Bn = P3n+1 — 43n+1€

Chn = P3n+2 — @3n+2€
Bevis Det foljer direkt av definitionerna av A,,, B, och C, att

C,=B,—A4, (2.4)

for alla n > 0. For n > 1 har vi féljande samband:

Ap,=-Bp-1—Cr1 (2.5)

B, = —2nA, +Cp_1 (2.6)
Lat oss borja med att visa sambandet (2.5). Fran produktregeln far vi att

d (a™(z—-1)" )\ a"(z-1)" . a(z—-1)""1 " Y —1)"
dx( e) T e T A s T

x

n!

Om vi nu integrerar ovanstaende ekvation fran 0 till 1 sa far vi att

2" (z — 1)nex] !

n! =0

An + Bn—l + Cn—l = |:
0

vilket #r ekvivalent med (2.5). For att visa (2.6), betrakta

d [az"(x— 1"+ e e ) LA 2"z -1 ,  a"(x— 1)
dz ( n! “ )= (n—1)! e+t n! o n! ¢
- 1), (@ -1, @ -1,
n+1 — 1) n — 1) n—1 — 1"
Ot NN [t | oV L
n! n! (n—1)!

(2.6) foljer nér vi integrerar bada ledena fran 0 till 1.
Vi ska nu visa lemmat med hjilp av induktion. Nér n = 0, far vi att

1
Ao:/e‘rdx:eflzpoe—qo
0

By =1=p1 —qe
Co=2—-e=py—qe
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Alltsa géller induktionsbasen. Antag att lemmat géller for nagot n > 0. Da far vi, med hjélp av
formler (2.4), (2.5) och (2.6) samt rekursionsrelationerna som vi gav for p,, och g, att

An+1 = _Bn - Cn = —P3n—1 1+ 43n—1€ — P3n—2 + g3n—2€ =
= 43(n+1)€ — P3(n+1)

Pa analogt sétt far vi att

Byt1 = p3at1)+1 — @3(n+1)+1€
Cri1 = P3(n41)+2 — @3(nt1)+2€

Alltsa géller formlerna for alla n > 0. Beviset &r ddrmed klart. |

Med hjalp av detta lemma kan vi visa att e ar irrationellt:
Bevis av kedjebraksutvecklingen (2.3) For talen p,, och g, i lemma 2.2.2 giller att

z—n:[ao;al,ag,...,an] forn=2,3,...

dér as;41 = 2i och ag; = ag;42 =1, f6ri =0,1,2,.... Integranderna i de integraler som definierar
A,, B, och C, har alla absolutbelopp som &r mindre &n eller lika med 1/n! for godtyckligt
x € [0,1] och f6r godtyckligt n > 0, och alltsa gar A,,, B,, och C;, mot 0 da n gar mot oéndlighet.
Lemma 2.2.2 och att g, > 0 for alla n > 2 visar sedan att ps,/qsn, P3n+1/d3n+1 0ch P3pta/qan2
alla gar mot e da n — oo. Det foljer att

e= lim 2 = [ag;ar,as,...] = [1;0,1,1,2,1,1,4, ...
n— oo qn
och vi har ddrmed bevisat att kedjebraksutvecklingen (2.3) giller for talet e. |

Fourier 1815

Joseph Fouriers (1768-1830) eleganta metod att visa irrationalitet hos e dr formodligen den mest
kdnda, och ocksa den enklaste. Den ar ett kompakt motségelsebevis som utnyttjar definitionen

av e som en o#éndlig serie:
1

Beviset publicerades for forsta gangen i [4], och kan hittas i de flesta bocker som hanterar dmnet.

Bevis av sats 2.2.1 Antag att e &r rationellt. Da existerar det positiva heltal p och g sadant
att e = p/q. Betrakta delsumman

— 84 (2.8)
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positiv. Om vi multiplicerar (2.8) med ¢!, sa far vi ett positivt heltal. Vidare har vi att

el 0ol B (B £

n=0 n=0

=q!( L, 1, 1 +...>=
g+ 1! (¢+2)!  (¢g+3)

1 1 1
Tl D@+ @+ D@+ 2@ +3

Men eftersom ¢ > 0 (eller ekvivalent ¢ > 1), sa far vi att

1 1 1 1 1 1
+ + <=+ —+..=1
g+1 (¢g+1)(¢+2) (¢+1)(g+2)(g+3) 2 22 28

Vi forsoker alltsa hitta ett heltal mellan 0 och 1, vilket inte &r mdjligt. Vi har saledes kommit
fram till en motségelse, vilket innebér att vart antagande att e ar rationellt var felaktigt. |

2.3 lrrationalitet hos 7

Aven om 7 har varit ként i flera tusen ar, var det inte forrén pa 1700-talet man lyckades bevisa
att det dr irrationellt. Detta beror pa att 7:s definition som férhallandet mellan en cirkels omkrets
och diameter &ar svarutnyttjad nir man ska formulera rigorésa matematiska bevis. Man behover
andra verktyg, som till exempel trigonometriska samband, for att atgirda problemet. I detta
avsnitt kommer vi att titta ndrmare pa nagra bevis av nésta kidnda sats.

Sats 2.3.1. 7 dr irrationellt.

Laczkovich 1997

Den forste som lyckades visa att 7 &r irrationellt var Johann Heinrich Lambert (1728-1777) ar
1761 i [10]. Precis som Euler anvinde han kedjebrak, och bérjade med att visa att f6ljande likhet
galler:

tan(z) =

7T— .

Efter det visade Lambert att om x # 0 &r rationellt, da maste uttrycket ovan vara irrationellt.
Det foljer da direkt av sambandet tan(7) = 1 att m &r irrationellt. Lamberts bevis dr vildigt
komplicerat, och saknar viss exakthet. Ett enklare bevis av detta publicerades 1997 av Miklds
Laczcovich i [9], och vi redogor nu for detta bevis.

Ofta anvinder man sekvenser av positiva heltal for att fa fram motségelser. Laczkovich
anvander en liknande idé, fast istéllet for heltal behandlar han heltalsmultipler. Méngden av
heltalsmultipler av ett reellt tal y definieras som

yZ={xeR|z=ay,a €Z}

Sekvenser av heltal skilda fran 0 kan inte konvergera mot 0, och det dr klart att detta giller dven
for sekvenser av yZ sa fort y &r skilt fran 0.

10
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Betrakta foljande sekvens av funktioner:

22 4 28
fk(x)=1—z+2|k(k+1) C3k(k+ 1) (k +2) T
1+Z )nxQn
= (k+n-1)

diar k € Q/{0,—1,—2,...}. Dessa funktioner #r definierade for alla = € R, och dessutom har vi
att

2252 24t 26,6

fip@) =1 === 5 =
= cos(2x)
och pa motsvarande sétt
_ sin(2z)
f3ya(x) = 97

Innan vi kan borja med sjdlva beviset behdver vi nagra hjélpsatser.

Lemma 2.3.2. Féljande relation gdller for alla x € R:

.’BQ

k(k+ 1)

Bevis Fran definitionen av fy(z) far vi att

Jer2(®) = fr1(z) — fu(z)

- (~1)an L (~1)na2n _
Fr1(@) = fi(@) +ank+1)(k;+2) E+n) ’;n!k(kﬂ)..-(mn_l)*

- (—1)"z" 1 1
Z (k+1)(k+2)-- (k+n—1)<k+n_k)

oo 1)n+1 2n n
:Z:: 1k +1)( k+2) (k+n—1)k(k+n)

x ( 1)n+1x2n
k(k+1 +Z (- Dk(k+ 1) (k+n)

+Z l)nl,Qn
kk+1 k+2 (k+n+1)

1‘2

=— |
RE 1) @
Lemma 2.3.3. For varje x har vi att
li
S fi(z) =
Bevis Fixera ett godtyckligt . Vi har att lim, ., 22" /n! = 0, vilket innebér att 2?7 /n! &r

begrénsat for varje n € Zy. Lat M = sup,,¢z, 22" /n!. DA dr alltsd M ett dndligt tal. Om & > 1
har vi da att

1/k M
it ‘1'<an: ey

Resultatet foljer nér vi later £ ga mot oéndligheten. |

11
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Lemma 2.3.4. Om = # 0 och om x2 dr rationellt, dd dr

Jry1(z)
fe(z)

Bevis Lat x # 0 vara ett reellt tal vars kvadrat dr rationell, och lat k£ € Q/{0,—1,—2,...} vara
givet. Antag nu, for att fa en motségelse, att antigen fi(z) = 0 eller fxy1(x)/fr(z) € Q.

Vi borjar med att visa att det existerar ett reellt tal y # 0 sadant att fi(z) och fri1(x)
tillhér yZ. Detta gors genom att hitta heltal a och b sadana att fi(z) = ay och fri1(z) = by.
Om fi(x) = 0, kan vi helt enkelt vilja y = fry1(z),a = 0 och b = 1. Om fr41(z)/fe(z) € Q,
kan vi véalja heltal a och b sadana att

fu(z) # 0 och

¢Q

froa(z) b

fe(x) a

och definiera

_ fe(@) _ fen(@)

a b

y kan inte vara 0, ty annars skulle det f5lja av rekursionsrelationen i lemma 2.3.2 att varje fr1,(x)
for n € Z skulle vara 0, vilket strider mot lemma 2.3.3. Vilj nu ett heltal g sadant att

bg gk q
x (2.9)

k2’
Definiera gg = fr(z) och

n

q

k(k+1)...(k+n— 1)f’€+n($) (n=1,2,3,...)

gn(x) =
Nista steg dr att visa att g, € yZ for varje n. Vi har att
go(z) = fu(z) = ay € yZ

g1(x) = %fk+1($) = %q?/ € yL

Om n > 2 da far vi med hjilp av lemma 2.3.2 att

(2) = qnt? f (x).mQ(k:—i—n)(k:—l—n—l—l)
It 2 = ek D)kt nt D)2 e T (ka1 1)
qn+2 qn+2

P R L e i e R

q(k +n) q° gk | q 'S
=2 It 9= 5 + 22 ) It = 500 € (7

Av (2.9) foljer att g,(z) € yZ for varje n. Niar n vixer obegrinsad, vet vi att frin(z) — 1
(lemma 2.3.3), och att ¢"/k(k + 1)...(k +n — 1) — 0. Av dessa {6ljer att g, konvergerar mot 0
nir n — oo. A andra sidan #r g, > 0 (lemma 2.3.3). Men en sekvens av heltalsmultipler av y
kan inte konvergera mot 0. |

Med dessa resultat dr vi fardiga att ge ett bevis for sats 2.3.1:

12
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Bevis av sats 2.3.1 Eftersom vi har

() e o

foljer det direkt av lemma 2.3.4 att 72/16 #r irrationellt, vilket medfor att #ven  ir irrationellt.
|

Med Lemma 2.3.4 kan man ocksa visa att om x # 0 &r rationellt, da &r tan z irrationellt. Ty om
x &r rationellt, d& #r dven (z/2)? rationellt, och

f3/2(x/2) _ tana
J12(x/2) x

ar ett irrationellt tal, vilket medfor att tan x &r irrationellt.

Niven 1956

Charles Hermite (1822-1901) visade att 7 &r irrationellt som biprodukt av sitt arbete inom
transcendens. Hermite noterade att vissa integraler blir oméjliga om 7 vore ett rationellt tal.
Ivan Niven ger ett liknande bevis i [12], och det dr det som vi kommer att presentera hér.

Bevis av Sats 2.3.1 Antag att 7 dr rationellt. Da existerar det positiva heltal p och ¢ sadana
att m = p/q. Lat oss nu med hjilp av dessa tal definiera polynomet

flz) = x”(pn;!q:c)" (2.10)

dar n &dr ett positivt heltal som bestdms senare. Konstruera ett till polynom genom att anvédnda
jdmna derivator till f:

n

F(a) = f(a) = f®(2) + fO(2) =+ (1) (@) = Y (1) f* (@

j=0
Niven visar att

/Oﬂf(x)sinxdx:F(O)—i—F(w) (2.11)

ar ett heltal. Precis som i Fouriers bevis leder detta till att forséka hitta heltal mellan 0 och 1.
Lat oss nu dvertygas att (2.11) giiller. Kedjeregeln ger att

z;ix (F'(z)sinx — F(z)cosz) = F"(x)sinx + F(z)sinz = f(z)sinz

Den sista likheten foljer av definitionen av F och av att f("+2)(z) = 0. Vi far att

/Wf(a:) sinzdr = |F'(z)sinz — F(x)cosz|j = F(r)-1—F(n)-0—F'(0)-0+ F(0)-1=
0 = F(0) + F(m)
Nésta steg ar att visa att F'(0) 4+ F'(m) &r ett heltal. Det framgar tydligt av (2.10) att f(x) ar ett
polynom vars termer ar lagst av grad n. Vi kan skriva om det som
Cnx™ + Cpp1 T+ g
n!

fz) =

13
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dir cx, n < k < 2n, alla ar heltal. Om vi deriverar detta k ganger, dir k < n, foljer att
f(k)(O) =0.0m n < k < 2n, har vi att

d

4! Jj—k
(k) lejx
1@ =3 e
J:k
vilket ger
k!
F®(0) = % —k(k—1) - (n+ 1)y € Z

Alltsa dr F'(0) ett heltal. Vidare har vi att

och (=1)k &) (1) = ) (0). Darfor &r dven F(7) ett heltal. Av (2.10) foljer att for 0 < x < 7 =
p/:

n

p
!

n

0 < f(z)sina <

Viljer vi n pa ett lampligt sitt sa ligger dirfor vinsterledet 1 (2.11) mellan 0 och 1, vilket ger
oss en motségelse. [ |

14



3 TRANSCENDENS

3 Transcendens

3.1 Rationella approximationer av transcendenta tal

Ar 1844 publicerade Joseph Liouville (1809-1883) en artikel [11] som visade existensen av tran-
scendenta tal. Eftersom transcendens definieras i termer av att de inte har en egenskap, sa ar det
svart att komma at villkor som alla transcendenta tal maste uppfylla. Liouville angrep problemet
genom att hitta en egenskap som alla algebraiska tal maste uppfylla, och fran det konstruerade
han en klass av transcendenta tal. I detta avsnitt redogor vi for Liouvilles teorem och Liouvilles
konstant.

Sats 3.1.1 (Liouvilles teorem). Ldat o vara ett algebraiskt irrationellt reellt tal som dr nollstille
till ett irreducibelt polynom i Z[x] med grad n. Da existerar ett reellt tal c(a) > 0, som endast
beror av «, sadant att for varje rationellt tal p/q, dir ¢ > 1, gdiller

a— p‘ > 49 (3.1)
q qr
Bevis Lat a vara ett irrationellt tal som ér rot till det irreducibla polynomet
fx)=ao+arz+ -+ anz” € Zx]
Lat p och ¢ > 1 vara heltal. Om |a — p/q| > 1, far vi direkt att
1
a—p‘>12 (3.2)
q qr

Antag nu att |a — p/q| < 1. Eftersom f(x) &r irreducibelt 1 Z sa foljer det av sats 1.2.2 att
f(p/q) # 0. Da &r ¢" f(p/q) ett heltal skilt fran 0, och

A
Gl

Av medelvirdessatsen foljer det att det existerar ett reellt tal & mellan a och p/q sddant att

(a - Z) 1€ = flo) ~ (‘Z) =-f (5)
1
< “Ty

Z<lr(B)] 1o :

Lat M = max|f(z)| pa intervallet [a — 1, + 1]. Vi vet att £ ligger pa detta intervall eftersom
o — p/q| < 1 och & ligger mellan « och p/q. Det storsta virdet existerar eftersom f/(z) dr
kontinuerlig och intervallet ifraga &r kompakt. Av (3.3) far vi att

vilket ger att
(3.3)

a—;’\ L@ < 1P

p ’

M—l
q"

bt
q

Satsen foljer nu genom att kombinera ovanstaende ekvation med (3.2), det vill siga genom att
sitta c¢(a) = min (1, M~1). [ ]

15
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Tal som inte uppfyller Liouvilles teorem har ett speciellt namn: Liouvilletal. Ett reellt tal g ar
ett Liouvilletal om det for varje naturligt tal n finns p > 0 och ¢ > 1 sadana att

1

o<‘5p‘< (3.4)
q qr

Foljande sats dr en naturlig konsekvens av Liouvilles teorem.

Sats 3.1.2. Liouwvilletal dr transcendenta.

Bevis Lat g vara ett Liouvilletal. Innan sats 3.1.1 kan anviéindas maste vi visa att g ar irratio-
nellt. Antag att vi kan skriva 8 = a/b, och vilj n sddant att 2"~! > b. DA har vi att for alla
heltal p > 0 och ¢ > 1 att

a_p‘>1> >

P
TR
‘ q b q|  bg  2n7lq T ¢

Denna olikhet strider mot (3.4), vilket medfor att S omojligen kan vara rationellt.
Om nu S vore algebraiskt, da skulle det folja av sats 3.1.1 att det finns ett reellt tal ¢(5)
sadant att for alla rationella tal p/q, ¢ > 1 sa giiller

c(B)
qn

‘ﬂ__zw > (&5)
q

dér n &r graden till ett irreducibelt polynom som har 8 som rot. Vilj ett heltal m sadant att
1/2™ < ¢(3) och sitt k = m + n. Eftersom § #r ett Liouvilletal finns det heltal p > 0 och ¢ > 1
sadana att

1 1 1 c
g_Pl o1 _ < . <b)
ql " ¢t T 2m¢r g
Men detta strider mot (3.5). Alltsa &r 8 transcendent. |

Vi har visat att alla Liovilletal &dr transcendenta — motsatsen giller dock inte. Till exempel &ar
varken e eller 7 ett Liouvilletal. Det forsta talet som visades vara transcendent, och som avgjorde
existensen av transcendenta tal ges i nésta sats.

Sats 3.1.3 (Liouvilles konstant). Talet
L= Z 10~ = 0.1100010000...
k=1

ar transcendent.

Bevis Vi visar att .Z ar ett Liouvilletal. Lat n vara ett godtyckligt naturligt tal, och definiera
heltalsfoljder {p,} och {g,} genom att sitta

Pn = lon‘ Z 1071{,‘!
k=1

¢n = 10"

Da har vi att

-2
an

oo n
=> 107M =3 " 107H = 107D 107 (R 0
k=1 k=1

16
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Eftersom (n+ 1+ m)! > (n+ 1)! + m for alla positiva heltal m, sa far vi att

10—(11-‘,—1)‘ + 10—(1’7,-‘,—2)' + . S 10—(1’7,-‘,—1)' + 10—(TL+1)!—1 + 10—(77,-‘,—1)!—2 + . — Z 10—k}
k=(n+1)!
Den sista termen dr en geometrisk serie, och saledes lika med
—(n+1)!
10~ ¢ _ 10, -ty
1-10-1 9
Lite omskrivningar ger oss att
10 10 1
7107(77,4»1)! < 10- 107(714’1)! _ <
9 (10n!)n+1 — (qn)n
Tillsammans ger ovanstaende att |.Z — pn/gn| < 1/(gn)™ for n = 1,2,.... Alltsa &r 2 ett
Liouvilletal, och ddrmed transcendent. |

Liouvilles konstant var det forsta talet vars transcendens styrktes. Tyvérr slutar dess intressanta
egenskaper déir. Liouville forsokte naturligtvis tillimpa sin teori for att se om mer anvindbara
tal sasom e var transcendenta. Han visade att e inte &r en rot till ett andragradspolynom, men
lyckades aldrig generalisera detta resultat till hégre grader.

3.2 Transcendens hos e
Detta avsnitt dgnas at foljande sats:
Sats 3.2.1. e dr transcendent.

Charles Hermite publicerade sitt bevis for transcendens hos e i Sur la fonction exponentielle
ar 1873. Som vi ndmde e forut, gav han dven ett enkelt bevis for att = &r irrationellt i samma
publikation.

Hurwitz 1893

Adolf Hurwitz (1859-1919) forenklade Hermites bevis for att e &r transcendent i [8]. Hans bevis
baserar sig pa det faktum att f6r varje polynom f(z) med grad d, sa uppfyller

d
Fx) = f'(2) + f'(z) + -+ D) =) FO )
=0
att p
S (€T7F(2) = —e 7" f(x) (3.6)

Detta foljer av att
Fl(z) = f()+ [P@)+ -+ [ D)

vilket medfor att
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Alltsa géller (3.6). Tillsammans med medelviirdessatsen ger det att
e "F(x) — F(0) = —ze " f(£x)

eller
F(z) — e*F(0) = —xe® =9 f(ex)

for nagot tal £ mellan 0 och 1. Med detta &r vi nu fiardiga att presentera Hurwitz bevis.

Bevis av sats 3.2.1 Antag att e ér algebraiskt. Da existerar det ett polynom ¢(z) med heltals-
koefficienter sadant att

qle) = ane™ + apn_1e" t+ ..+ aret+ap=0

dér a; € Z,i = 1,...,n. Vi kan anta att ag ar ett positivt heltal, ty om ag = 0, da kunde vi dela
q(z) med z, och fa ett nytt polynom som har e som rot. A andra sidan om ag < 0, kunde vi
multiplicera ¢(z) med —1. Betrakta nu polynomet

Pl
(p—1)!

dér p ér ett primtal stérre &n ag och n. Definiera F(z) fran f(x) som ovan. Sétt

G- (ER)P(1 = Ek)P~L- - (n—Ek)P!
(p—1)!

fz) = (z =Pz —=2)P---(x—n)’ (3.7)

sz—ki

for k=1,...,n. Da géller att

Av definitionen av F'(x) ser man att F(1),..., F(n) ar heltal delbara med p, medan F(0) &r ett
heltal inte delbart med p. Vi far att

a1 F(1) + a2 F(2) + - - + anF(n) + agF(0) = ar1€1 + - - - + anen, + F(0) Zakek
k=0

=a1€1+ -+ anén

Nér vi later p vixa, gar €, mot noll for K = 1,...,n. Da gar &ven ci1e1 + - - - 4+ ¢, €, mot noll. Men
a1 F(1) + aaF(2) + - - - + an, F'(n) + agF(0) dr ett heltal skilt fran 0 eftersom det inte &r delbart
med p. En f6ljd av heltal skilda fran 0 kan inte konvergera mot 0, vilket ger oss en motségelse.
Alltsa dr e transcendent. u

Har har vi presenterat bara ett séitt att visa att e 4r transcendent, vilket beror pa att transcen-
densbevisen for e och 7 &r sa lika. Genom att gora nagra enkla modifikationer av bevisen i néista
avsnitt kan man visa att d&ven e dr transcendent.
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3.3 Transcendens hos 7

Huruvida 7 ar transcendent bekymrade matematiker i flera tusen ar, dock var problemstéllningen
lite annorlunda: dr cirkeln kvadrerbar? Ferdinand von Lindemanns (1852-1939) artikel [16] fran
1882 gav ett negativt svar pa fragan.

Sats 3.3.1. 7w dr transcendent.

Hilbert 1893

David Hilberts (1862-1943) bevis #r relativt enkelt, och &r vl det som anvinds mest flitigt.
Detta bevis publicerades forst i [7].

Bevis av sats 3.3.1 Antag att 7 dr algebraiskt. Da dr dven im algebraiskt, vilket innebér att
det existerar ett polynom ¢(x) i Z[z] med rétterna x1 = im samt xo, ..., z, € C. Graden for ¢(z)
maste vara storre én 1 eftersom 4m inte dr rationellt. Av sambandet e'™ + 1 = 0 f6ljer att

(e 4+ 1) = (" 4+1)---(e"" +1) =0 (3.8)
1

n

(2

Vi kan utveckla ovanstaende produkt, och far en summa av 2" stycken exponentialfunktioner,
vars exponenter dr av formen

T1,X2,...
£L’1+$2,£L’1 +x3,...

X1 +$2—|—$3,CE1 —I—.’,Eg —|—$3,...

T+ X2+ Ty

Lat ¢ vara antalet sadana exponenter lika med 0, och lat aq,...,a,, beteckna de aterstaende
exponenterna. Da kan (3.8) skrivas som

Ze“i+c~60:Ze‘“+c:0 (3.9)
i=1 i=1
dér ¢ &r ett positivt heltal. En funktion av formen

¢(x) = (z —a1)(z — ag) -~ (x — am)

tillhor Q[x], eftersom ¢ dr symmetriskt med avseende pa x1,...,2, (se beviset av foljdsats
(1.2.6)). Déarfor finns det ett heltal b # 0 sadant att

f(x) =bp(z) = bpz™ + -+ + bix + by € Z[z]

dér b, by, # 0. f(z) har samma rétter som ¢(x), det vill séiga aq,...,a,,. Betrakta integralen

o o0
/ = / Pg(z)PHe *dz
0 0

dér p ér ett postitivt heltal som viljs senare, och g(z) = b7 f(z). Multiplicerar vi (3.9) med detta

far vi att o 0o .
e / 4o etm / —|—c/ =0 (3.10)
0 0 0
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Detta kan skrivas som P, + P, = 0, dér

o0 o0 oo
Plze‘“/ +~~-+eam/ +c/
ai a 0

m

ai QAm,
P2:ea1/ +...+eam'/
0 0

Division av (3.10) med p! ger att
P P
—+2=0 (3.11)
pt o p
Vi ska nu visa att denna ekvation &r oméjlig, eftersom % ar ett heltal skilt fran 0, och % ligger
pa intervallet (—1,1).
Om j &r ett positivt heltal, sa far vi med partialintegration att

oo .
/ e ?dz = j!
0

Utvecklar man zPg(z)P™! far man en summa av termer med formen d; 2P, i = 0,..., mp+m-+p,
dar talen d; alla &r heltal. Med detta &r det ldtt att se att fooo ar ett heltal delbart med p!. Vidare
har vi att

1 [e'e] b'rnp-',-m comp+m-—+p ) bmp+m mp+m+p
—~ = / Z dizPte ™ dz = 2 ' di(p +1)!
p-Jo p: 0 P p: =0
mp+m-+p
=Pty + 0Pt N di(p+1) - (p+i)
i=0
Det ar klart att dy = bg“, vilket ger oss kongruensen
1 >~ mp—+m 1
o) = prrEmpbtl mod (p 4 1) (3.12)
Med substitutionen y = z + a; far vi att
- / N / (y +ai)Pg(y +a)" eV dy = (p+ 1)!G(bpas) (3.13)
a; 0

dér G(b,,a;) ar ett polynom med heltalskoefficienter, som beror endast av b,,a;. Att detta géller
kan ses genom att partialintegrera (3.13) successivt. Vi far da ett uttryck av formen

a o e
> [P )e] N /0 WD (y)e™v dy

k=1

dir h(y) = (y + a;)Pg(y + a;)PT! och d = grad(h(y)). Eftersom g(a;) = 0, méaste vi ha deriverat
bort g(y+a;) innan vi far termer skilda fran 0. Det som aterstar dr da kombinationer av derivator
till (y + a;)P och till g(y + a;). Nér vi séitter y = 0 sa far far vi en summa av polynom av a; med
heltalskoefficienter. Vart och ett av dessa polynom har graden mindre &n pm +m, och ar delbara
med bPm™ . Alltsa géiller (3.13).

Eftersom G(b,,a;) ér ett polynom med heltalskoefficienter, och b,,a; dr ett algebraiskt heltal
for varje 4 (se sats 1.2.3), far vi av foljdsats 1.2.6 att polynomet

G(bmar) + -+ + G(bmam)
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3 TRANSCENDENS 3.3 Transcendens hos 7w

som dr symmetriskt med avseende pa by,aq,. .., bymam ar ett heltal. Ekvation (3.13) medfor att
Py ett heltal delbart med p!l. Vidare f6ljer det av (3.12) och (3.13) att

P1 e™ e
p: P Ja,

o = cbmPTPt mod (p41) (3.14)
*Jo
Om vi sétter

K= sup |zg(2)] och k= sup [g(z)e
z2€(0,a4) z€(0,a;)

a;
/0

Om vi anvénder forkortningen

—Z‘
sa far vi att

< \a,|ka

a;
/ 2Pg(z)PHe™* dz
0

= (1€ |+ lage™ |+ -+ + lae™™ i

sa far vi att
|Py| < oK? (3.15)

Lat oss nu viilja p s att p ér delbart med cb”?+™bh"" och
c— <1
p!

Det foljer av kongruensen i (3.14) att Py /p! inte dr delbart p + 1, och dérfor dr ett tal skilt fran
0. Av (3.15) foljer att Py/p! &r mellan -1 och 1, vilket ger att (3.11) inte kan vara sant. Vi har
fatt en motségelse, alltsa maste m vara transcendent. |

Gordan 1893

Paul Gordan (1837-1912) visade att e och m &r transcendenta i [6]. Vi ska bara ga igenom det
senare fallet eftersom bevisen &r néstan identiska.

Bevis av sats 3.3.1 Pa samma sédtt som i Hilberts bevis borjar vi med att anta att « ar alge-
braiskt. Da existerar det ett polynom

bx—x1) (2 —xn) = bpa™ + -+ + b1z + by € Z[z]

vars rotter dr lika med z; = 37 och xs,...,z, € C. Vi har da b € Z. Sambandet e!™ = —1 ger
oss da att .
[ +1= §:d“+c—0 (3.16)
i=1

dér aq,...,a,, ar algebraiska tal skilda fran 0, och c ett positivt heltal. Symmetriska polynom
av bx;, och didrmed dven ba;, dr heltal (se f6ljdsats 1.2.6). Betrakta Taylorutvecklingen

2 m3

oom T
=y ==1 =+ = 3.17
=2 taot o gt (3.17)

och lat
fl@) =car’+ - +carx+c
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3 TRANSCENDENS 3.3 Transcendens hos 7w

vara en funktion i Q[z] med grad d. Om vi infér beteckningarna

T .’Ez

rrl a2

rl=h" och wu,=

sa far vi, genom att multiplicera (3.17) med ¢,.h", dir 0 < r < d, att

crh"e® = e (x4 h)" + cra"u, (3.18)
Detta foljer av att
—y "l (r — k)! g (r) kK
cr —— =c — =, h""%a" =c.(x + h)"
| I(yr — |
— k! = El(r —k)! P k
enligt binomialsatsen, och att
(oo} oo
hrzk - rlzk -
Cr Z il = CrT Z m = CrT Up
k=r+1 k=1

Av Taylorutvecklingen for e® foljer att
uy| < el
och om vi sétter u, = g.el*!, sa #r |q.| < 1. Vi kan da skriva (3.18) i formen
crh’e® =c.(x+h)" + c,«xrqre‘ajl

Summering 6ver r ger att

d
e” ZcrhT ZCT +h)" + el Z crx’ gy
r=0

Genom att sétta ¢(x) = Zf:o crx”qr kan detta skrivas mer kompakt som

e f(h) = f(z + h) + el*lp(x) (3.19)

Denna ekvation dr nyckeln till Gordans bevis. Lat oss nu definiera foljande funktion (notera
likheten med (3.7))

p—1
f(z) = (x 1)'bmp+p—1(x )P (@ —ag)? - (x — am)? (3.20)
p—1)!
dér p dr ett primtal som &r storre &n ¢, n, b, ay,as9,...,a,. Om vi sitter x = a; i (3.19) och
summerar over 4, sa far vi att (kom ihag att ), e* = —c¢):

—cf(h Zf (a; + h) +Z elvilg(ay (3.21)

Eftersom h? = p!, sa far vi att

hp=1
=%

= bP~ 1 (bh — bay )P (bh — bagy)? - - - (bh — ba,y,)?

VPP — )P (h— ag)P - (h — am)P =
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3 TRANSCENDENS 3.4 Lindemann—Weierstrass Teorem

f(h) &r en symmetrisk funktion av caq,cas, ..., ca, med heltalskoefficienter, och dr séledes ett
heltal. Déremot dr cf(h) inte delbart med p, vilket medfor att cf(h) &r skilt fran 0. Vidare har
vi att

ﬁif@u—%h)::ﬁi(wzzlmgf_lam~+bai—baﬂp~~(wz+bai—bmnV

i=1 i=1
Varje term i summan ovan innehéaller termen ™ p!l. Alltsa kan vi forkorta bort (p — 1)!.

S, f(a; + h) har faktorn p, och det &r ett heltal eftersom det &r ett symmetriskt polynom
av ai, as, ..., a, med heltalskoefficienter.

Om vi later p vixa, gar f och ¢ mot 0. Men eftersom en foljd av heltal skilda fran 0 inte kan
konvergera mot 0, kan inte vénsterledet ga mot 0. Vi har fatt en motségelse, alltsd maste m vara
transcendent. |

3.4 Lindemann—Weierstrass Teorem

Lindemann-Weierstrass teorem &r ett intressant resultat som i vissa fall kan tillimpas for att
bestdmma om ett tal dr transcendent eller inte. Det forsta beviset for att 7« &r transcendent
presenterades som ett korollarium till denna sats.

Sats 3.4.1 (Lindemann—Weierstrass Teorem). Om aq, ..., q,, dr distinkta algebraiska tal, och
81y, Bm dr algebraiska tal skilda fran 0, sa dr

Bleal +- ﬂmeam 7é 0

Denna sats kallas ibland Hermite-Lindemann eller Hermite-Lindemann-Weierstrass teorem.
Hermite bevisade satsen (1873) i specialfallet da «; ..., och Bi,..., B, ir heltal, och Lin-
demann generaliserade det. Weierstrass (1885) forenklade beviset avsevért. Beviset finns till
exempel i [[1], s. 6-8] och [5].

Med Lindemann-Weierstrass teorem &ar det litt att visa att e och 7w dr transcendenta. Om vi
sitter oy = im, ag = 0 och B; =1, B3 = 1, sa har vi att

€T+1=0
det foljer da direkt av sats 3.4.1 att im — och ddrmed &ven 7 — &r transcendent. P4 samma sétt,
om vi sétter a3 = 1, as = 2 och B1 = e, By = —1, sa har vi att

e2—e?=0

vilket medfor att e ar transcendent.

3.5 Vidare resultat av Gelfond, Schneider och Schanuel

Lindemann-Weierstrass teorem ér inte det enda som ger mojlighet att komma at en storre méngd
transcendenta tal. Aleksandr Gelfond och Theodor Schneider visade foljande sats oberoende av
varandra 1934:

Sats 3.5.1 (Gelfond-Schneider teorem). Om « och 8 dr dr algebraiska tal sadana att o # 0,1
och B dr irrationellt, da dr of transcndent.
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3 TRANSCENDENS 3.5 Vidare resultat av Gelfond, Schneider och Schanuel

Schneiders bevis finns i [15]. Gelfond-Schneiders teorem implicerar transcendensen av manga
(kanske mindre intressanta) tal, sésom 2V2 och e™ = (e/™) =" = (—1)~ (ett av viirdena).

Det finns en sats som skulle implicera bade Lindemann-Weierstrass och Gelfond-Schneider
teorem, om den kunde visas. Schanuel presenterade sin idé utan bevis 1960, och hittills har ingen
lyckats visa den. Innan vi presenterar Schanuels formodan maste vi definiera nagra algebraiska
begrepp. I detta avsnitt anvénder vi Q istéllet for Z, eftersom det senare inte &r en kropp.

I féljande definitioner antar vi att K &r en delkropp av en kropp E.

Definition 3.5.2 (Algebraiskt oberoende). Talen as,...,a, € FE kallas algebraiskt obero-
ende 6ver K om det for varje icke-trivialt polynom p(z1,...,z,) € Klzi,...,x,] giller att
p(a;...,a,) # 0. Annars &r aq,...,a, algebraiskt beroende over K.

Definition 3.5.3. Lat A vara en delméingd av E. Méangden K[A] betecknar da ringen av alla
dndliga summor av typen

i i
E bi, a0 ran, by, €K, ai,...,an € A,

i100in >0
och méngden K (A) betecknar kroppen av alla element cjcy ' diir ¢1,cp € K[A] och ¢y # 0.

Om A &r en éndlig delméngd av E, sig A = {a1,...,a,}, dér a,...,a, € E, dr alltsa
K[A] = Klay,...,an]) och K(A) = K(a4,...,a,). Som vanligt dr hér Kz, ..., z,] ringen av alla
polynom i variablerna x1, ..., 2, med koefficienter i K och K(z1, ..., z,) ir kroppen av alla kvoter
mellan sddana polynom.

Definition 3.5.4. Lat A vara en delméngd av E. Ett element a € E kallas algebraiskt 6ver
K (A) precis om det finns dndligt manga by, by,...,b,—1 € K(A), sddana att

a4 by_1a" M bia+by =0

Eller ekvivalent: Ett element a € E kallas algebraiskt 6ver K(A) precis om det finns &ndligt
manga by, by, ...,b, € K[A], b, # 0, sadana att

bpa™ +---+bja+by=0
Kroppen FE kallas algebraisk 6ver K (A) precis om varje a € F &r algebraiskt 6ver K(A).

Definition 3.5.5 (Transcendensbas). En transcendensbas fér F 6ver K &r en delméngd A av
E som #r algebraiskt oberoende 6ver K och sadan att E &r algebraisk dver K(A).

Man kan visa att tva olika (eventuellt oéindliga) transcendensbaser f6r E 6ver K har samma
kardinalitet.

Definition 3.5.6 (Transcendensgrad). Kardinaliteten for en transcendensbas f6r E 6ver K kallas
transcendensgraden for E 6ver K.

Till exempel ér transcendensgraden f6r Q(7) 6ver Q lika med 1, medan transcendensgraden
for C 6ver Q &r oco. Det &r ként att m och e™ ar algebraiskt oberoende 6ver Q, men man vet inte
om e och 7 &ar det.

Vi ér nu firdiga att presentera Schanuels férmodan:

Givet komplexa tal aq, ..., ay,, som ar linjirt oberoende 6ver Q, dr transcendensgra-
den av kroppsutvidgningen Q(ay, ..., ap,e*t, ... e* ) dver Q minst n.
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3 TRANSCENDENS 3.5 Vidare resultat av Gelfond, Schneider och Schanuel

For att lattare se att Lindemann-Weierstrass teorem foljer av Schanuels formodan lat oss betrakta
en ekvivalent formulering av satsen:

Sats 3.5.7 (En alternativ formulering av sats 3.4.1). Om a,...,a, dr algebraiska tal som dr
linjirt oberoende dver Q, da dr transcendensgraden for Q(e®t, ..., e*) dver Q lika med n.

Fran ovanstaende ser man direkt att Lindemann-Weiestrass teorem ér ett specialfall av Scha-
nuels formodan, dir aq, ..., a, antas vara algebraiska.

En generalisering till Gelfond-Schneider teorem, formulerad av Baker [[1], Sats 2.1], skulle
ocksa folja av Schanuels formodan:

Sats 3.5.8 (En generalisering till Gelfond-Schneider teorem). Om aq,...,q, dr algebraiska tal
skilda fran 0, sadana att Inaq, ..., Ina, dr linjart oberoende dver Q, da dr 1,Inaq,...,Ina,
algebraiskt oberoende dver Q.

Schanuels férmodan skulle implicera att e och 7 &r algebraiskt oberoende (detta kan ses
genom att siitta a; = 1, ag = i) och att e + 7 ér transcendent. Bada av dessa fragor ser enkla
ut men saknar fortfarande svar. Mer om detta finns till exempel i [2].
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