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Sammanfattning

Ramseyteori kan ségas handla om strukturer med vissa delstrukturer, och
hur stora dessa strukturer maste vara for att de garanterat ska innehalla vissa
givna delstrukturer. Det hér arbetet behandlar klassisk, dvs. grafteoretisk,
Ramseyteori, dér strukturerna &r grafer och delstrukturerna &r delgrafer.
Det mest studerade problemet inom grafteoretisk Ramseyteori ar att, givet
s grafer G, ..., G, berékna det sa kallade Ramseytalet R(Gy,...,Gs), dvs.
det minsta heltalet n, sadant att om varje kant i den kompletta grafen
K, pa n horn firgas med nagon av firgerna fi,..., fs, sa innehaller K,
garanterat en f;-fargad G, for nagot i € {1,...,s}. I det hir arbetet bevisas
forst nagra grundldaggande, allménna egenskaper hos Ramseytalen, bland
andra att de alltid existerar. Dérefter bevisas en sats som beskriver samtliga
tvafargsramseytal, sadana att (G; och G ar godtyckliga cykler.
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1 Introduktion

1.1 Inledande exempel

Foljande exempel anvinds ofta for att introducera Ramseyteori (efter den
engelske matematikern Frank Ramsey (1903-1930)): Anta att det for varje
par av personer pa en fest giller att de antingen kénner varandra eller inte
kanner varandra. Vilket &r det minsta antalet personer som maste nérvara
pa festen for att det garanterat ska finnas tre personer som alla kinner
varandra eller tre personer déir ingen kdnner nagon av de 6vriga tva? Detta
kan modelleras med grafer: Lat hornen utgora personerna pa festen och
dra en kant mellan tva horn om och endast om dessa tva personer kinner
varandra. Ekvivalent kan man dra en réd kant mellan tva hérn om dessa
tva personer kidnner varandra och en grén kant annars. Fragan ovan kan
nu formuleras sahér: ”Vilket &r det minsta antalet hérn som en graf maste
innehalla for att den garanaterat ska innehalla en 3-klick (tre hérn med
en kant mellan varje par av horn) eller tre oberoende hérn (tre hérn utan
kanter mellan varandra)?” respektive ” Vilket &r det minsta antalet hérn som
en komplett rod-gron graf (ett antal horn med en kant, rod eller gron, mellan
varje par av horn) maste innehalla for att den garanterat ska innehalla en
rod 3-klick eller en gron 3-klick?” Lat R(3,3) beteckna det sokta antalet
personer/hérn. Nedan visas att R(3,3) = 6.

Proposition 1.1.1. R(3,3) =6.

Bevis. R(3,3) > 6: Vi maste visa att det finns en komplett rod-grén 5-
hornsgraf som inte innehaller nagon enfirgad triangel. Lat hornen vara a, b,
¢, d och e. Lat de fem kanterna ab, be, cd, de och ea vara roda, och lat de
resterande fem kanterna ac, ce, eb, bd och da vara grona. Denna kompletta
5-hornsgraf innehaller ingen enfiargad triangel, ty den bestar av en réd och
en gron 5-kantscykel (se Figur 1).

/\
\ /

Figur 1: R(3,3) > 6.



R(3,3) < 6: Vi maste visa att varje komplett réd-gron 6-hornsgraf inne-
haller en enfiirgad triangel. Lat hornen vara v, a, b, ¢, d och e. Atminstone
tre av kanterna va, vb, ve, vd och ve har samma firg; séig att (atminstone)
va, vb och ve ar roda. Om ab, ac eller be dr rod, sa har vi en rod triangel
(vab, vac respektive vbc). Om a andra sidan ab, ac och be alla &r grona, sa
har vi en gron triangel (abc). O

Det ar naturligt att ga vidare med att forsoka besvara den mer generella
fragan ”Vilket &r det minsta antalet horn som en komplett rod-gron graf
maste innehalla for att den garanterat ska innehalla en given rod delgraf
eller en given gron delgraf (de tva delgraferna kan vara olika)?” Detta &r
i allménhet ett mycket svart problem — redan talet R(5,5), dér den roda
och den grona delgrafen bada dr 5-klickar, dr oként (man vet bara att ligger
mellan 43 och 49) — men manga av dessa sa kallade Ramseytal &r trots
det kénda, till exempel R(C),Cy), dir den réda och den grona delgrafen
ar en n- respektive en k-kantscykel. Det hér arbetet handlar framfor allt
om Ramseytalen R(C), Cy); jag ndmner ocksa en generalisering av dem (se
detta avsnitts sista stycke).

I Avsnitt 1.3 bevisas nagra grundldggande, allmédnna egenskaper hos
Ramseytalen, bland andra att de alltid existerar (hér viljer jag att inte be-
grinsa antalet firger till tva). Alla resultat i detta avsnitt &r kidinda sedan
tidigare, men bevisen dr mina egna, féorutom beviset av Ramseys sats (Sats
1.3.4). I Avsnitt 1.4 ges forst en kort beskrivning av hur man kan berékna
nagra av Ramseytalen for klick mot klick. Beskrivningen aterfinns i Graham-
Rothschild-Spencer [4] i fallet tva fiarger, men jag har generaliserat den
till ett godtyckligt antal farger. Dérefter formuleras en sats som beskriver
samtliga Ramseytal for cykel mot cykel, dvs. samtliga Ramseytal pa formen
R(Cy, Cy); satsen bevisas sedan i Kapitel 2.

Beviset foljer till stor del en artikel av G. Kérolyi och V. Rosta [5].
Forutom att presentera deras bevis, bevisar jag de specialfall av R(C,,, C)
och de pastaenden som de lamnar som 6vningar at ldsaren, gor en del omdis-
positioner av argumenten for att fa ett klarare bevis, lagger till argument
som de utelamnar, men som jag anser behovs, eller atminstone underlédttar,
samt rattar nagra mindre fel. I inledningen av Kapitel 2 ges en mer detaljerad
beskrivning av hur beviset skiljer sig fran Karolyi-Rostas artikel.

En generalisering av Ramseytalen for cykel mot cykel, dr att studera
mangd av cykler mot méngd av cykler eller, &nnu mer generellt, méngd av
grafer mot méngd av grafer. Fragan som man forsoker besvara ér da ” Vilket
ar det minsta antalet horn som en komplett rod-gron graf maste innehalla for
att den garanterat ska innehalla en rod delgraf tillhérande en given méingd



av grafer eller en gron delgraf tillhérande en given méngd av grafer (de tva
grafméngderna kan vara olika)?” Jag har for avsikt att undersoka méngd av
cykler mot méngd av cykler i en kommande uppsats, men i det hér arbetet
kommer jag inte att nimna denna generalisering fler ganger.

1.2 Definitioner och beteckningar

I detta avsnitt definieras framfor allt de grafteoretiska begrepp som anvénds
i det hér arbetet.

Definition 1.2.1. Om X &r en méngd, lat |X| vara antalet element i X
och lat ()k() ={AC X ||A| =k}. Om A och B ir tva méngder, lat A— B =
{zx € A|z ¢ B} och lat (som vanligt) A x B = {(a,b) |a € A och b € B}.

Definition 1.2.2. Lat R vara de reella talen, lat Z vara heltalen och lat N
vara de icke-negativa heltalen. Om x € R, lat |z| = max{n € Z | n < z}
och lat [z] = min{n € Z | n > z}. Om a € Z, lat a mod n vara det minsta
icke-negativa heltalet kongruent med a modulo n. Om n € N, lat [n] =
{1,2,...,n} (sa [0] = 0). Om a < b &r heltal, l1at [a,b] = {a,a + 1,...,b},
och om a > b ir heltal, lat [a,b] = 0. = a betyder att x = a (mod 2).
sgd(a, b) betecknar den storsta gemensamma delaren av a och b. b | a betyder
att b delar a.

Definition 1.2.3. En graf G &r ett par (V, E), dar V &r en éndlig icke-

tom méngd och F C (‘2/

kallas kanter. (Alla grafer i det hir arbetet dr alltsa éndliga och icke-tomma

); elementen i V kallas horn och elementen i F

samt, vad man brukar kalla, enkla och oriktade.) Om G #r en graf, lat
Vo = V(G) och Eq = E(G) beteckna dess hérn- respektive kantméngd.
Grafen H = (Vy, En) séges vara en delgraf till grafen G = (Vi, Eg) om
Vg C Vg och Eg C FEg; H sidges vara en inducerad delgraf till G om,
dessutom, Ep = (VQH) N E¢. Hornet v och kanten {z,y} séges vara incidenta
om v = x eller v = y. Hérnen w och v séges vara grannar om {u,v} = {v,u}
ar en kant i grafen. Ofta skriver vi uv eller vu for kanten {u,v}.

Definition 1.2.4. Tva grafer G; och G3 séges vara isomorfa om det finns
en bijektion V(G1) % V(Gy), sadan att {u,v} € E(G1) om och endast om
{p(u), p(v)} € E(Gg), for alla u,v € V(Gy). Lat isomorfiklassen [G] av en
given graf G besta av alla grafer som &r isomorfa med G, och 1at & beteckna
méngden av alla isomorfiklasser av grafer.

Definition 1.2.5. Grafen K,, bestar av n hérn och alla (g) mojliga kanter;
den kallas for den fullstindiga eller den kompletta grafen pa n horn, eller n-
klicken. Den diskreta grafen pa n horn bestar av n hérn och noll kanter. Om



n > 1 &r ett heltal, lat P, = ({z1, 22, ..., 20}, {122, 2273, ..., Zp_12,}) (en
stig av langd n—1; beteckningen P,, = x1x9 - - - x,, anvénds). Om n > 3 dr ett
heltal, lat C,, = ({1, 22, ..., zn}, {T122, X223, . . ., Tp_12n, Tp21}) (en cykel
av lingd n; beteckningen C,, = z122 - - x,x; anvénds). En graf G = (V, E)
séges vara bipartit om det finns tva disjunkta delméngder V; och V5 till V|
sadana att V = Vi U V5 och alla kanter e € E &r pa formen e = vyvy, dér
v1 € Vi och vy € Va; G séiges vara komplett bipartit om, dessutom, vivy € E,
for alla v; € V4 och alla vy € V5.

Definition 1.2.6. Lat C' = xyx9 - - z,21 vara en cykel. En j-korda till C
ar en kant pa formen z;x;y;, dir j modn ¢ {1,n — 1}. Hornindex tolkas
genomgaende modulo lingden av cykeln vi for tillfillet betraktar. Till ex-
empel dr 17 = x3 i en cykel av lingd 8.

Definition 1.2.7. Lat A vara en icke-tom méngd. En firgning p av en
miingd X r en funktion X 5 A; p(z) kallas firgen av z (z € X). Lat s > 1
vara ett heltal. En s-fargning p av en méngd X &r en funktion X LN [s]. En
kantfirgning av en graf (V, E) ér en firgning av E; den kantfirgade grafen
betecknas (V) E, p) och séiges vara en firggraf. En farggraf (V, E, p) siges
vara réd-gron om p(e) € {rod,gron}, for alla e € E; hornen u och v séges
vara rdda respektive grona grannar om {u,v} dr en rod (gron) kant i grafen.
En delgraf H = (V, En, pp) till farggrafen G = (Vig, Eq, pg) séges ha den
inducerade firgningen om pg(e) = pg(e), for alla e € Ey. Om G dr en
fiarggraf och T' C Vi, lat G[I'] beteckna den inducerade delgrafen pa I' med
den inducerade fargningen.

Definition 1.2.8. Lat n och s vara positiva heltal, och lat G1,...,Gs vara
(ofdrgade) grafer. n — (G1,...,Gs) betyder att det for varje s-kantfirgning
p av K, finns ett i € [s], sadant att K, innehaller en delgraf H; isomorf med
G;, sadan att p(e) = i for alla e € E(H;); ofta uttrycker vi detta som att
(Ky, p) (eller bara K,) innehaller en i-fargad G;. n — (t1,...,ts) betyder
samma sak som n — (Ky,..., K, ). Ramseytalet R(Gy,...,Gs) betecknar
det minsta heltalet n > 1 sadant att n — (G1,...,Gs); R(t1,...,ts) bety-
der samma sak som R(Kj,,..., K;,). Eftersom Ramseytalet R(Gy,...,Gs)
endast beror av isomorfiklasserna av G1,...,Gs, kan vi definiera en funk-
tion, kallad Ramseyfunktionen, fran &2° I P w. i x P (s ganger) till
méngden av alla positiva heltal, genom ([G1],...,[Gs]) — R(Gi,...,Gs).
Observera att det inte &r uppenbart att det for varje heltal s > 1 och alla
grafer G1, ..., G, finns ett heltal n > 1 sadant att n — (G1,...,Gs). I nésta
avsnitt visas dock att sa dr fallet, s Ramseyfunktionen &r véldefinierad.
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Definition 1.2.9. Om G = (V, E) ir en (ofdrgad) graf, lat dess komplement-
graf G vara grafen (V, (‘2/) — FE). Om G = (V, E, p) istéllet dr en komplett
rod-gron graf, 1at dess komplementfirggraf G vara den kompletta rod-grona
grafen (V, E,p), dér

{p(e) =r6d om p(e) = gron

ple) = grén om p(e) = rod.

Observera att sammanhanget avgor vad G star for.

1.3 Grundliggande egenskaper hos Ramseyfunktionen

Proposition 1.3.1. Lat s > 1 vara ett heltal. Da gdller att
n— (Gy,...,Gs) om och endast om n— (Gy,...,Gs,2).

Bevis. (=) Fixera en godtycklig (s + 1)-kantfirgning av K. Om den inne-
haller en (s+ 1)-fargad kant, sa har vi en (s+ 1)-fargad K». Om inte, sa har
vi (per antagande) en i-firgad G;, for nagot i € [s].

(<) Fixera en godtycklig s-kantfirgning av K,,. Eftersom den inte inne-
haller nagon (s+ 1)-fargad Ko, sa har vi (per antagande) en i-fargad G;, for
nagot i € [s]. O

Proposition 1.3.2. Lat s > 1 vara ett heltal och lat o vara en permutation
av [s|. Da gdller att

n— (Gy,...,Gs) om och endast om n = (Go1), - Go(s))-

Bevis. (=) Ta en godtycklig s-fargning p av K,. Vi vill visa att (K, p)
innehaller en i-fargad G, (;), for nagot i € [s]. Vi far en ny s-firgning o' av
K, genom att lata de i-firgade kanterna bli o(i)-firgade, for alla i € [s]
(p' =0 0p). Eftersom n — (G1,...,Gs), innehaller (K, p’) en j-firgad G,
for nagot j € [s]. Eftersom o ér surjektiv, innehaller (K, p’) en o(i)-fargad
G (i), for nagot i € [s]. Vi ser att den tidigare firgningen (K, p), maste ha
innehallit en G, ;) i de firger som o avbildar pa o(i), dvs. en i-firgad G,
(eftersom o &r injektiv).

(«=) For varje i € [s], 1at H; = G, ;); notera att H,-1(;) = G;. Eftersom
n — (Hy,..., Hs), fas fran =-delen att n — (Hy-1(1), ..., Hy-1(5)), dvs. att
n%(Gl,...,GS). []

Proposition 1.3.3. Lat s > 1 vara ett heltal. Om H; dr en delgraf till Gj,
for alla i € [s], sa gdller att R(Hy,...,Hs) < R(G1,...,Gs) (forutsatt att
hégerledet existerar).
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Bevis. Lat n = R(Gy,...,Gs). Per definition av R(G1,...,Gs) géller att
n — (G1,...,Gs), vilket uppenbarligen medfor att n — (Hy,. .., Hy); alltsa
ar R(Hy,...,Hs) <n. O

Lat s > 1 vara ett heltal. Notera att om F(G;) = 0, fér nagot i € [s], sa
géller att
R(G1,...,Gs) =min{[V(G)| | E(G;) =0} > 1.

i€]s]

For godtyckliga grafer Gy, ..., Gy géller alltsa att

R(G1,...,Gs) > min{|V(G;)|} > 1

i€][s]
(forutsatt att vinsterledet existerar).
Sats 1.3.4 (Ramseys sats).
(a) R(t) =t, for allat > 2.

(b) Om s > 2, t; > 2, for alla i € [s], och t; = 2, for nagot j € [s], sa
gdller att

R(ty,. .. ts) = R(t1,. .. tj1,tj41, s Ls).

(¢) Om s >1 och t; >3, for allai € [s], sa gdller att
R(tl,...,ts) < <ZR(t1,...,ti—1,...,ts>) — s+ 2.
i=1

(d) For varje heltal s > 1 och alla heltal tq,...,ts > 2, finns ett heltal
n > 2 sadant att n — (t1,...,ts); alltsa existerar R(ty,. .., ts).

(e) For varje heltal s > 1 och alla grafer Gy, ...,Gs, finns ett heltal n > 1
sadant att n — (G1,...,Gs); alltsa existerar R(G1,...,Gy).

Anmirkning. I (b)- och i (c)-delen forutsétts att hogerleden existerar,
vilket bevisas i (d)-delen.

Bevis. (a) Inses létt.

(b) Anvénd Propositioner 1.3.1 och 1.3.2.

(c) Om s = 1, sa foljer resultatet direkt fran (a)-delen. Alltsa kan vi fran
och med nu anta att s > 2. Lat

n:(EZR@hHWQ—lw”JQ>—3+2
=1
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och fixera en godtycklig s-fargning p av K,,. Fixera ett horn = € K, och
definiera I'?, for varje i € [s], som méingden {y € K,, | p(zy) = i}. For nagot
j € [s] giller att [I'f] > R(t1,...,t; —1,...,t;). (Anta motsatsen, dvs. att
T# < R(t1,...,ti —1,...,ts) — 1, for alla ¢ € [s]. Da fas att

S S
oIyl < (ZR(tl,...,til,...,t8)> —s=n—2,
i=1 i=1
men vi har ju att Y 7, [I'¥| =n — 1 (antalet grannar till z).) Per definition
av R(G1,...,Gy), innehaller K, [F;*"] antingen en i-fargad K,, for nagot i €
[s] —{j}, eller en j-firgad K, 1. I det forra fallet &r vi klara; i det senare
fallet innehaller K, [I'f U {z}] en j-firgad K.

(d) Anvénd Sats 1.3.4 (a)-(c) och induktion.

(e) Anvénd (d)-delen och Proposition 1.3.3. O

Eftersom vi nu vet att R(G1,...,Gs) alltid existerar, foljer foljande re-
sultat fran Proposition 1.3.2.

Proposition 1.3.5. Lat s > 1 vara ett heltal och lat o vara en permutation
av [s]. Da gdller att

R(G1, ey Gs) = R(Gg(l), . ,GG(S)).

1.4 Formulering av R(C,, Cy)-fallen

Tvafiargsramseytalen R(m,n) for klick mot klick &#r férmodligen det mest
studerade fallet av Ramseyfunktionen, men trots det &r inte sérskilt manga
sadana Ramseytal kiéinda. For Ramseytalen R(C),, Cy) for cykel mot cykel &r
situationen annorlunda: alla sadana Ramseytal &r kiéinda. Nedan visas forst
hur man kan berékna nagra av de mindre Ramseytalen R(m,n); dérefter
beskrivs Ramseytalen R(C,,, Cy) i detalj.

Olikheten i Sats 1.3.4 (c) &r strikt om

1) R(ty,...,t;i —1,...,ts) =0, for nagot ¢ € [s], och
Hiel[s]| R(t1,....t; —1,...,ts5) =1} = s.

Anta namligen att vi har likhet i ovan ndmnda olikhet. Da finns en komplett
s-fiargad graf G med

S
et (ZR(tl,...,ti—l,...,ts)> —s41
=1

horn, sadan att G inte innehaller nagon i-fargad Ky,. For varje horn z € G
och varje i € [s], giller att x har hogst R(t1,...,t; —1,...,ts) — 1 i-fargade
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grannar (annars fas en j-firgad Ky, for nagot j € [s]), och sdledes precis
R(ty,...,t; — 1,...,ts) — 1 i-firgade grannar. Saledes dr antalet i-fargade
kanter i G lika med y(R(t1,...,t;—1,...,t5)—1)/2, vilket alltsa &r ett heltal.
Sa ér fallet om och endast om R(ty,...,t; —1,...,t5) = 1, for alla i € [s],
eller |{i € [s] | R(t1,...,t; —1,...,ts) = 1}| # s, dvs. om och endast om (1)
inte géller.

I fallet s = 2, har vi alltsa att R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n—1) — 1
om R(m — 1,n) och R(m,n — 1) bada &r jimna. Fran detta resultat och
R(m,2) = R(2,m) = m (se Sats 1.3.4 (a)-(b)) fas att R(3,3) < 6, R(4,3) <
9, R(5,3) < 14 och R(4,4) < 18. Det finns konstruktioner som visar att dessa
olikheter &r likheter (se Kapitel 4 i [4]). De enda 6vriga kiéinda Ramseytalen
R(m,n) = R(n,m) ar R(m,3), 6 < m < 9, och R(5,4) (se [6]); for dessa
Ramseytal ger tekniken ovan 6vre granser som &r storre dn de sanna vérdena.

Ramseytalen R(C,,,C}), ddremot, ar alltsa kidnda for alla virden pa n
och k. De sista okdnda fallen (vilka var ganska manga) bevisades oberoende
av V. Rosta [7] respektive av R. Faudree och R. Schelp [3], i borjan av 1970-
talet. I Kapitel 2 presenteras ett ungefar 30 ar yngre bevis, av G. Kérolyi
och V. Rosta [5]. Sahér lyder resultatet:

Sats 1.4.1 (Sats 1.11 [5]). Lat n >k > 3 vara heltal. Da gdiller att

6 om (n,k) € {(3,3), (4,4)}
R(C,.Cy) = n+k/2—-1 omO0=n#4och k=0
max{n+k/2—1,2k—1} omn=1o0chk=0
2n —1 om k=1 ochn # 3.

For att underlitta beviset av Sats 1.4.1, lat S(n,k) vara respektive
hogerled ovan.

14



2 Bevis for R(C,, C))-fallen

I Avsnitt 2.1 bevisas nagra specialfall av R(C),, C), namligen (n, k) = (4,4)
och k = 3,1 Avsnitt 2.2 bevisas §vriga undre gréinser, i Avsnitt 2.3 formuleras
och bevisas tva forberedande lemman, nodvéindiga for beviset av ovriga 6vre
granser, i Avsnitt 2.4 ger jag en 6versikt over beviset av 6vriga dvre grinser,
och i Avsnitt 2.5 bevisas dem.

Hur beviset av Sats 1.4.1 skiljer sig fran Karolyi-Rostas artikel

Bevisen for R(C3,C3)- och R(Cy, Cy)-fallen ldmnar Karolyi-Rosta som en
ovning, men jag genomfor dessa bevis i Avsnitt 2.1 (se Proposition 2.1.1).
I samma avsnitt bevisar jag ocksa R(Cy, C3)-fallet (se Proposition 2.1.2),
vilket Kérolyi-Rostas bevis av de 6vre grénserna inte verkar omfatta ex-
plicit.! Slutligen presenteras ett bevis for R(C,,, C3)-fallen, for n > 4, med
hjalp av R(Cy, Cs)-fallet och induktion; Kérolyi-Rosta véljer att istéllet,
eftersom deras bevis av de Ovre grénserna omfattar R(C,, Cs)-fallen for
1 =n > 5, bevisa R(C),, C3)-fallen for 0 = n > 6, med hjilp av R(C),, Cy,—1)-
fallen.

Bevisen i detta kapitel dr fran Karolyi-Rosta [5]2, forutom bevisen av
Sats 2.1.3 (som &r fran Chartrand-Schuster [2]), ovan ndmnda Propositioner
2.1.1 och 2.1.2, samt Lemma 2.3.1.

Jag har gjort en del omdispositioner av argumenten for att fa ett klarare
bevis. Tre exempel &r Fall 1c och Fall 2a i beviset av Lemma 2.5.1, samt
inledningen av beviset av Lemma 2.5.2. Flera pastaenden har jag ocksa
skrivit om som sma lemman med bevis (pastaendena (2) och (3), samt
Pastaende 2, Pastaende 3 och Pastaende 5). Ibland har jag ocksa skrivit
om saker pa ett tydligare sitt, till exempel definitionen av R; i Fall 2b i
beviset av Lemma 2.5.1.

Argument som Karolyi-Rosta utelimnar, men som jag anser behovs, eller
atminstone underldttar, har jag ofta, men inte alltid, satt inom parentes.
Storre argument har jag alltid satt inom parentes, med foljande undantag:

e I beviset av Lemma 2.3.2 (d) har jag forklarat hur cyklerna konstrueras
i de tre olika fallen (Fall 1, Fall 2a respektive Fall 2b), samt varfor

'"Den 6vre grinsen for R(Cy, Cs) kan bevisas med hjilp av R(Cy, Cy)-fallet och Lemma
2.3.2 (d) (se Anmirkning 2 efter formuleringen av Lemma 2.3.2), nagot som bara delvis
konstateras av Kédrolyi-Rosta. (De skriver, i en parentes i beviset av Lemma 2.5.1, att om
en komplett rod-gron graf innehéller en gron C),, men inte en gron (k — 1)-korda, sa fas,
fran Lemma 2.3.2 (d), en r6d C,, eller en grén Ck, om (n, k) = (4,3).)

2Ka4rolyi-Rosta anvinder firgerna "red” och "blue” medan jag anvénder firgerna "r6d”
och ”gron”.
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pastaendena (2) och (3) dr sanna.

e | beviset av Lemma 2.5.1 har jag bevisat Pastaende 1, Pastaende 2
och Pastaende 3, samt forklarat varfor PIJr och P~ ér roda stigar av
lingd n’ — 1.

e | beviset av Lemma 2.5.2 har jag bevisat Pastaende 4, Pastaende 5

och Fall 4 i Pastaende 7.

Karolyi-Rosta skriver kortfattat, och vissa pastaenden stidmmer inte for
enstaka virden. Sadana fall har jag noterat i fotnoter.

2.1 Bevis for R(Cs,C3)-, R(Cy,Cy)- och R(C,, Cs)-fallen
Eftersom C5 = K3, géller att R(C3,C3) = R(3,3) = 6.
Proposition 2.1.1. R(C4,Cy) = 6.

Bevis. R(Cy,Cy) > 6: Den kompletta rod-grona grafen med hérnméngd
{a,b,c,d, e} och

{p(ab) = plbe) = plcd) = p(de) = p(ea) = rod
plac) = p(ce) = p(eb) = p(bd) = p(da) = grén

innehaller ingen enfirgad Cy (samma konstruktion som i beviset av Propo-
sition 1.1.1).

R(Cy4,Cy) < 6: Fixera en godtycklig rod-gron fargning av Kg. Vi vet att
R(C3,C5) = 6, sa det finns en enfirgad Cs; sidg att A dr en rod Cs. Om
nagot horn utanfor A har minst tva roda grannar i /A, har vi en réd CYy,
sa anta att varje horn utanfér A har hogst en rod granne eller, ekvivalent,
minst tva grona grannar, i A. Om tva horn utanfor A har tva gemensamma
grona grannar i A, har vi en gron Cy, sa anta att sa inte &r fallet. Da har

RN
(\%
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vi foljande figur:



Om det finns en rod kant mellan tva horn utanfor A, har vi en rod Cy

om v;v; ar rod, ar v;viuu;v; en rod Cy), och om sa inte &r fallet, har vi en
j U

gron Cy (till exempel vivavsugvy). O

Proposition 2.1.2. R(Cy,C3) =7.

Bevis. R(Cy,C3) > 7: Den kompletta rod-grona grafen med hérnméngd
{$1,$2,x3,y1,y2,y3} och

{p(xixj) = p(yiy;) = rod
p(ziy;) = gron

innehaller varken en réd Cy eller en grén Cs.

R(Cy,C3) < T7: Fixera en godtycklig réd-gron fargning av K7. Vi vet att
R(C3,C3) = 6, sa det finns en enfirgad C3. Om gron Cj dr vi klara, sa anta
att vi har en rod Cjs, sig A. Om nagot hérn utanfér A har minst tva roda
grannar i /A, har vi en rod C4, sd anta att varje horn utanfér A har hogst
en rod granne eller, ekvivalent, minst tva grona grannar, i A. Eftersom A
innehaller tre horn, har varje par av horn utanfor /A, minst en gemensam
gron granne i A. Om nagot par av hérn utanfor A dr grona grannar, har vi
alltsa en gron C'3, och om sa inte ar fallet, bildar hornen utanfor A en rod
K4, och vi har en r6d Cj. ]

Beviset av foljande sats &r fran Chartrand-Schuster, men jag har for-
enklat Fall 2b.

Sats 2.1.3 (Sats 21 [2]). R(Cy,C3) =2n—1, for allan > 4.

Bevis. R(Cy,Cs) > 2n—1: Den kompletta rod-grona grafen med hornméngd

{z1,. ., Tn-1,Y1,...,Yn—1} OCh

{p(«%’i%) = p(yiy;) = r6d
p(ziy;) = gron

innehaller varken en rod C), eller en gron C3 (en generalisering av konstruk-
tionen i beviset av Proposition 2.1.2).

R(C,,C3) < 2n — 1: Vi anvéinder induktion éver n. Basfall: Vi vet att
R(Cy, C3) = 7. Induktionssteg: Anta att R(C,,, C3) < 2n—1, fér nagot n > 4,
dvs. att varje komplett rod-gron graf G, sadan att |V (G)| = 2n—1, innehaller
enrod Cy, eller en gron Cs. Viska visa att R(Ch41,C3) < 2(n+1)—1 = 2n+1,
dvs. att varje komplett rod-gron graf G, sadan att |V (G)| = 2n+1, innehaller
en rod Ci41 eller en gron Cs.
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Sa, lat G vara en godtycklig komplett rod-gron graf, sadan att |V(G)| =
2n + 1. Om G innehaller en gron Cs ar vi klara, sa anta att sa inte &r
fallet. Da fas fran induktionsantagandet att GG innehaller en rod C,, séig
C = ujug - - - upuy; lat de 6vriga hérnen i G vara vy, ..., Upy1.

Fall 1. Nagot u; har gron kant till alla v;. Eftersom G inte innehaller
nagon grén Cs, ar alla kanter v;, v;, roda; saledes ar G[{vi,...,vn41}] en
r6d K11, och G innehaller en réd Cj, 1.

Fall 2. Varje u; har r6d kant till nagot v;.

(2a) Det finns u; och u;i2 sadana att w;v;, och wii9vj,, vj, # vj,, ar
roda; sig att uijvy och ugvsg dr réda. Om usvy eller ugvg dr réd, sa innehéaller
G en r6d Cpy1 (urviugug - - - upuy respektive ujugvsusuy - - - upuy). A andra
sidan, om ugv; och wgvg bada dr grona, sa dr vivs rod (eftersom G inte
innehaller nagon gron Cs), och ujvivsuguy - - - upug ar en rod C .

(2b) Det finns inte u; och w40 sadana att u;vj, och uirovj,, vj, # vy,
ar roda. w; har rod kant till nagot v; (enligt antagandet i Fall 2), sig v;.
Upprepade tillimpningar av antagandena i Fall 2 respektive i (2b) ger att
u;vy ér rod, for varje i = 1, och antagandet i (2b) ger sedan att wjv; ér gron,
for alla j # 1.

ug har rod kant till nagot v; (enligt antagandet i Fall 2). Om v; = vy
ar u1viugus - - - upuy en réd Cpqq, sa anta att v; # vy; sdg att v; = ve.
(Notera att n = 0 om vj # vy, ty vore n = 1, skulle uyv; r6d och upprepade
tillimpningar av antagandena i Fall 2 respektive i (2b), ge att u;vy ar rod, for
varje i € [n].) Upprepade tillimpningar av antagandena i Fall 2 respektive i
(2b) ger att u;vg dr rod, for varje i = 0, och antagandet i (2b) ger sedan att
ugv; ar grom, for alla j # 2.

Eftersom ujvy och wjvs dr grona och G inte innehaller nagon gron Cs,
ar voug rod. Eftersom usvy och wous dr grona och G inte innehaller nagon
gron C's, ar vivg rod. Saledes dr uqvivzvougus - - - upug en réd Chg. (]

2.2 Bevis av de undre grinserna fér R(C,,, Cy)

I detta avsnitt bevisas de undre grénserna i Sats 1.4.1, dvs. att R(C,,, Cy) >
B(n, k).

Bevis av Sats 1.4.1, undre grinser. Vi har redan bevisat de undre gréns-
erna for (n,k) = (4,4) och for k = 3, sa vi kan anta att n > k > 4,
(n, ) # (4,4).3
0=n#4ochk=0ellern=1,k=0o0chn+k/2—12>2k—1: Den
kompletta r6d-grona grafen med hérnméngd {z1,..., 201,91, Yr/2-1}

3Beviset fungerar for alla (n, k) ¢ {(3,3), (4,4)}.
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och
{P(xixj) = p(yiy;) = rod
p(ziy;) = grén
innehaller varken en réd C, eller en gron C.

n=1,k=0ochn+k/2—1<2k—1. Den kompletta rod-grona grafen
med hérnméngd {z1,...,2x_1,y1,...,Yk—1} och

{p(%wj) = p(yiy;) = gron
p(xiy;) = réd
innehaller varken en rod C), eller en gron Cy.

k = 1 och n # 3: Den kompletta rod-grona grafen med hérnméngd
{:El, s Tp—15Y1, - - - ,yn_l} och

{p(l’i%) = p(yiy;) = réd
p(riy;) = gron

innehaller varken en rod C, eller en gron Cj (samma konstruktion som i
beviset av Proposition 2.1.3). O

2.3 Tva forberedande lemman

I detta avsnitt formuleras och bevisas tva férberedande lemman, nédvandiga
for bevisen av de tre lemmana i Avsnitt 2.5.

Vi borjar med foljande lemma, som &r en litt generalisering av Proposi-
tion 2.2 i Karolyi-Rosta [5]; det anvéinds for att bevisa nésta, storre lemma
(Lemma 2.3.2).

Lemma 2.3.1. Lat G vara en komplett réd-gron graf, lat C = x1xs - - - xpxy
(n > 4) vara en grin (rod) cykel i G och fizera j € [2,n —2]. Da innehaller
G en gron (réd) Cp_ji1 eller sa dr varje j-korda till C' réd (gron).

Bevis. Om kanten x;x;4; dr gron, sa ar o;T;4jTiq1j41 - T; en gron Cp_jiq
(och @iy j2iyj—1---a; &r en gron Cjiq). O

Lemma 2.3.2 (Lemma 2.11 [5]). Ldt G vara en komplett réd-gron graf.

(a) Om G innehaller en enfirgad Coyq, for nagot | > 3, sa innehaller G
en enfirgad Co;.

(b) Om G innehaller en enfirgad Cop, for nagot | > 3, sa innehaller G en
enfirgad Coj_s.
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(¢) Om G innehdller en grin cykel C = x1xg- - x90w1, for nagot | > 2,
men inte en enfirgad Co_1, sa dar bade G1 = G[{z1,x3,...,29-1}]
och Gy = G[{za,24,...,x9}] rida K.

(d) Om G innehaller en grin cykel C' = xix9---x9p11, fOr nagot | > 2,
sadan att bade Gy och Go dr roda Kj, sa gdller atminstone ett av
foljande tre fall:

(i) G innehaller en réd Cy, for varje m € [3,21].

(ii) G innehaller en gron Cy for varje k € [4,2l + 1] (om | > 3)
respektive for varje k € [3,20 + 1] (om 1 = 2).

(i1i) G innehdller en gron Cy for varje 0 = k € [4,21] och en réd Cy,
for varje m € [3, min{[|V(G)|/2],2l}].

Anmirkning 1. Notera att vi i (¢)- och i (d)-delen, liksom i Lemma
2.3.1, kan byta plats pa ”grén” och 7rod”.

Anmirkning 2. R(Cy, C3) < 7 kan bevisas med hjilp av R(Cy,Cy) =6
och (d)-delen: Fixera en godtycklig rod-gron fargning av K;. Vi vet att
R(Cy,Cy) = 6, sa det finns en enfirgad Cy. Om réd Cy dr vi klara, sa anta
att vi har en gron Cy, sig C = zizowsrgqri. Om x123 eller xoxy dr gron,
har vi en gron C3, sa anta att x1x3 = G1 och zox4 = G5 bada ér réda. Fran
(d)-delen fas da en rod Cjy eller en gron Cl.

Bevis av Lemma 2.3.2 (a). Lat C = xjx9- - x9 4121 vara en enfirgad, lat
oss sdga gron, Cop 1 och anta att GG inte innehaller en enfiargad Cy;. Lemma
2.3.1 medfor att varje 2-korda till C' &r rod, sa

!
C" =213+ T 41724 -+ - T X1

ar en 16d Cy41. Lemma 2.3.1 medfor att varje 2-korda till C" eller, ekviva-
lent, varje 4-korda till C, &r gron (Figur 2 illustrerar fallet [ = 3).

Om C har en gron 3-korda, sdg x124, sa 4r x12423T2T627 - - - To14121 (alla
x; utom x3) en gron Cy; en motségelse. A andra sidan, om varje 3-korda
till C &r rod, sa ér xyxqz7xg - - - Top41T2xoTo—2 - - - Texax1 (alla x; utom xs)
en rod Coqp; aterigen en motsigelse. Alltsa innehaller G en enfirgad Cy. [

Bevis av Lemma 2.3.2 (b). 1 = 3: |V(G)| > 6 och R(C4,C4) = 6, sa G inne-
haller en rod Cy eller en gron Cy. [ > 4: Lat C' = xyx9 - - w91 vara en
enfiargad, lat oss séga gron, Cy.

Fall 1. G innehaller en enfirgad Co;_. (a)-delen medfor att G innehaller
en enfargad Cy_o.
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Figur 2: C, dess réda 2-kordor och dess gréna 4-kordor.

Fall 2. GG innehaller inte en enfiargad Cy_;. Lemma 2.3.1 (med j = 2)
medfor att varje 2-korda till C' &r rod. Anta att G inte innehaller nagon
gron Co;_o. Lemma 2.3.1 (med j = 3) medfor att varje 3-korda till C' dr rod,
S& T1Toi_1T21—3 - T3 T2 - - - 4wy (alla z; utom xg) &r en rod Coy_q; en
motségelse. Alltsa innehaller G en gron Co;_o. O

Bevis av Lemma 2.3.2 (¢). Vi maste visa att alla 2j-kordor till C' &r roda,
for varje 7 € [1,[l/2]]. Lemma 2.3.1 medfor att det géller for j = 1; saledes
giller (c)-delen for [ € {2,3}. Lat [ > 4, och ta en 2j-korda, for nagot
J €12, [1/2]], sdg x122j41. Betrakta cyklerna

T1X2j41L25X25—1 "+ - L2X 25432544 " * XX

och
T1X2 " T2j—1TT2 1"+ * T2j4+1T1,

bada av lingd 2/ — 1 (alla hérn i C' utom x99 respektive utom xg;). Alla
kanter ovan dr grona, utom mojligen x12;41, 222543 och x2;_129. G inne-
haller inte nagon enfargad Cy_1, sa om x129;41 ar gron, maste bade x93
och x9j_1x9 vara roda. Men da &r xoxy - - - ToT2j_1T2j—3 - - - T2j4322 (alla
hérn i C' utom x9j41) en 16d Co—q (vi har ju visat att alla 2-kordor till C
ar roda); en motsagelse. Alltsa &r 12941 rod. OJ

Bevis av Lemma 2.3.2 (d). Vi delar upp beviset i tva olika fall.

Fall 1. Anta forst att det finns tva oberoende roda kanter mellan G4
och Gy (dvs. att det finns uy # vy 1 V(G1) och ug # vy i V(G3), sadana att
ujug och vyvy ér réda). Da innehaller G en réd Cyy,, for varje m € [3,21].

Lat oss se varfor: m = 3: G; innehaller en rod Cs, forutsatt att [ > 3,
vilket alltid &r fallet i Fall 1 (om [ = 2, sa &r alla kanter mellan G; och
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Gy grona). m = 283, B € [2,1]: Pg i G; med &ndhérn w; och v;, i € [2].
m =28 —1, 8 € [3,l]: Pg i G; med &ndhérn u; och vy, Pg—1 i Go med
andhorn us och vs.

Fall 2. Anta nu att alla roda kanter mellan G; och G5 har ett gemensamt
horn x (det kan hidnda att det finns en eller ingen rod kant mellan G och
G2). Vi kan utan inskrankning anta att x € V(G1). V(G1) C V(C), sa det
finns atminstone tva grona kanter mellan z och G (om = = x;, sa dr xa;_;
och zz;11 grona, med z;—1,z;41 € V(G2)). Eftersom alla kanter mellan
(1 och G4, som inte innehaller z, &r grona, kan vi utvidga den grona stigen
Ti—1xxit till en gron Cy, for varje 0 = k € [4,20]. Lat nu D = V(G) -V (C).

(2a) Om det finns ett horn y € D med gron kant till bade v; € V/(Gh)
och vy € V(G3), sa kan vi hitta en gron Cy, for varje 1 = k € [5,20 + 1]; om
[ =2 kan vi dven hitta en gron Cs (ndmligen viyvovy).

Lat oss se hur: Lat k = 28+ 1, 8 € [2,]]. v1 # z: Ga gron kant fran
vy till ve, g& gron kant fran vy till nagot u3 € Gy, ga gron kant fran u? till
-1 (

nagot u2 € Gy, och si vidare, gi gron kant fran u definiera ud = vy)

till nagot uf € GG, ga gron kant fran uf till nagot u’g € (G4, ga gron kant
fran ug tillbaka till v1. Forsta gangen som mojligheten att ga gron kant fran
nagot av hornen v, u3, ... ,uﬁ ~! till 2 infinner sig, gor det. Det garanterar
att vi kan g& gron kant fran x till nagot nytt horn i Go. Ersétts sedan
vivg med v1yve, fas en grén Cogiq. v1 = x: Pa samma sétt som vi tidigare
utvidgade den gréna stigen z;_1zz;11 till en gron Cy, 0 = k € [4, 2], kan vi
nu utvidga stigen x;_jvivy till en "néstan gron” Cyg (alla kanter dr grona,
utom méjligen vivg); ersétts sedan vive med viyvy, fas en gron Cogy .
(2b) Om antagandet i (2a) inte giller, sa finns ett ¢ € [2] och en

delméngd F' C D med |F| > [|D|/2], sadana att

(2) varje kant mellan F' och G; &r rod.
Vidare géller att

3) [FUGi| = [V(G)]/2].

Vi kan dérfor hitta en rod Cy,, for varje m € [3, min{[|V(G)|/2],2l}].

Lat oss se hur: Vi betraktar tva olika fall och visar, i respektive fall,
hur en langsta rod cykel kan konstrueras; utifran den dr det latt att hitta
resterande cykler.

|F'| < |G;| = I: En lingsta rod cykel dr

ULVLUVL =+ U | V| F| U F| 1Y |42 - WU,

déruy,...,w € Gjochvy,...,vp € F;den har lingd |[FUG;| > [[V(G)|/2].
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|F| > |G| = I: En lingsta rod cykel dr
UI01U202 - - - W VUL,

déir uy,...,u; € G; och vy,...,v; € F'; den har lingd 2I.

Bevis av (2): Det finns inte nagot horn y € D med gron kant till bade
G1 och Go, sa for varje horn y € D giller att alla kanter fran y till G; ar
roda eller att alla kanter fran y till Go &r réda. For varje ¢ € [2], lat

D; ={y € D | yv ar réd for varje v € G;}.

Da &r |Dy| + |D2| > |DJ, sa |D;| > [|D|/2], for nagot i € [2]; lat F' = D;.
Bevis av (3): F och G; ér disjunkta, sa

|[FUG;| = |F|+|Gi| = |F|+1> [I[V(G)|/2],

eftersom |F| > [|D]/2] = [(V(@)| - [V(©))/2] = IV(@)|/2 -1. O

2.4 Oversikt 6ver beviset av de 6vre grénserna

I néista avsnitt formuleras och bevisas tre lemman, nédvéindiga for att visa
de 6vre grianserna i Sats 1.4.1, dvs. for att visa att R(Cy,, Cx) < (n, k). Nar
lemmana vil dr bevisade, foljer de 6vre grinserna latt. Daremot &r bevisen
av lemmana, atminstone tva av dem, mycket omfattande, med manga olika
fallstudier och detaljer. Av den anledningen ger jag i detta avsnitt en ganska
sa detaljerad oversikt 6ver dem. Syftet med Gversikten &r dels att presentera
de olika fallstudierna, och visa att alla mojliga fall verkligen técks upp av
beviset (vilket kréver att en del detaljer och beteckningar forklaras), dels
att lyfta fram nagra av idéerna, sa att det blir ldttare att se dem och ta till
sig beviset.

Lemma 2.5.1 anvénds i det slutliga beviset av de O6vre grinserna och
for att motivera att den begrdnsning som gors i beviset av Lemma 2.5.2,
inte innebér en forlust i allméngiltighet. Beviset av Lemma 2.5.1 anvénder
Lemma 2.3.2 (d) och en teknik fran beviset av Lemma 2.3.2 (¢). Lemma 2.5.2
och Korollarium 2.5.3 anvinds for att bevisa Lemma 2.5.4 (Korollarium 2.5.3
ar ett specialfall av Lemma 2.5.2). Lemma 2.5.4 anvénds i det slutliga
beviset av de Ovre grianserna. Beviset av Lemma 2.5.4 anvinder, forutom
Lemma 2.5.2 och Korollarium 2.5.3, Lemma 2.3.2 (a)-(d).

Lemma 2.5.1 sdger att om en komplett rod-gron graf G innehéller en
gron Cp,, sig C' = z1x9- - xyx1, och uppfyller vissa ytterligare villkor, sa
innehaller G en rod C), eller en gron Cj. Det inses ldtt att sa ar fallet om
k = n eller om C har en gron (k — 1)-korda, och alltsa antas att sa inte &r
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fallet. Beviset delas sedan upp i tva olika fall: ”alla 2-kordor till C' &r réda”
respektive ”C har en gron 2-korda, sdg xz1x3”. I det senare fallet antas, utan
forlust i allméngiltighet, att om inte alla 2-kordor till C' &r grona, sa ar xoxy
rod.

e Det forsta fallet inleds med att observera att GG innehaller en réd C,,
om n = 1 eller om bade n och k &r jimna, och alltsa antas att sa inte &r
fallet. Dérefter noteras att om C' inte har en gron korda av jimn ldngd, sa
medfor Lemma 2.3.2 (d) att G innehaller en r6d C), eller en gron Cy, och
alltsa antas att C' har en grén korda av jimn lingd, sig x122;41. Om det
finns hérnindex a och 8 av olika paritet, sadana att bade z,xg och xo_22349
ar roda, sa hittas ldtt en rod C),, och alltsa antas att sa inte dr fallet. Nu
gors en ny falluppdelning, den hér gangen utifran storleken pa k.

De tva forsta fallen foljer bada samma mall: « och g tilldelas tva virden
av olika paritet, varefter en grén Cj, konstrueras, forst i fallet x,25 grén och
sedan i fallet xo_2xg o gron. Det sista fallet, k = n — 1, r det klart mest
omfattande. Forst visas att om bade vx; och vz; 1 ar grona, for nagot horn
ve D V(G) — V(C) och nagot i € [n], sa innehaller G en rod C), eller
en gron Cy, och alltsa antas att

(4) vz, eller vz dr rod, for varje horn v € D och alla i € [n].

Om varje kant mellan C' och D &r rod, sa hittas latt en rod Cp,, och alltsa
antas att det finns en gron kant vz; mellan C' och D; enligt (4) &r va;—1 och
vy roda. Dérefter antas att G inte innehaller ndgon gron Cy. Da fas, pa
samma sitt som i beviset av Lemma 2.3.2 (¢), att fyra olika kordor till C
ar roda. Efter en sista falluppdelning, den hiar gangen utifran storleken pa
[, konstrueras, med hjélp av dessa kordor, en rod C,_1 innehallande kanten
x;_12141; ersitts den med den roda stigen x;_1vx;1q, fas en réd C,.

e Det andra fallet inleds med att definiera d = sgd(n, k—1) och, for varje
l € [n], tva roda stigar PZJr och P, bada av lingd n’ — 1. Om d = 1, sa &r
Pfr x1 en rod O, och alltsa antas att d > 2. Nu antas att G inte innehaller
nagon gron Cj, varefter en ny falluppdelning gors, den hiar gangen utifran
storleken pa d.

I det forsta fallet, d = k — 1, sétts ett antal Pﬁ-stigar samman till en
rod stig av langd n — 1. Om xox4 dr rod, kan den slutas till en rod C,, och
om xox4 dr gron, ar alltsa alla 2-kordor till C' grona, och ett antal Pﬁ—stigar
och en P, -stig kan séittas samman till en r6d C,.

I det andra fallet, 1 < d < k — 1, konstateras att ett antal Pf—stigar kan
sittas samman till en rod C,, savida inte ett antal (k — d)-kordor &r grona.
Med hjalp av dessa kordor, definieras ett antal grona stigar. Dessa stigar
kan sedan séttas samman till en gron Cf, vilket motséiger antagandet att
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G inte innehaller nagon grén C, och alltsa innehaller G en rod C),. Att de
grona stigarna kan séttas samman till en gron Cy, visas genom att betrakta
tre olika fall: d = 1, (d = 0 och 2d — k + 3 < 1) respektive (d = 0 och
2d —k+3>2) (2d — k+ 3 > 2 kan dock inte intréffa).

Lemma 2.5.2 séger att om en komplett rod-gron graf G uppfyller vissa
villkor, sa innehaller G' en enfiargad Cj, for nagot | > n, eller en gron Ck.
Det inses latt att det finns en enfirgad Cy i G, varefter det antas att en
lingsta enfargad cykel i G &r av lingd L < n — 1. Dérefter visas att det
ricker att visa att GG innehaller en gron Cy, givet att G innehaller en réd
Cr, sig C = x1x9 - - - xrx;. Maximaliteten hos L, dvs. att L &r lingden av
en langsta rod cykel i G, anvénds flitigt genom hela beviset.

Lat D = V(G) — V(C). Det visas att G innehaller en gron Cjy, och
alltsa antas att & > 6. Dérefter definieras begreppet alternerande stig, ett
begrepp som spelar en avgorande roll for resten av beviset. En alternerande
stig dr en gron stig som har vartannat hérn i D och vartannat hérn i C,
och som uppfyller vissa ytterligare villkor. Det visas att det finns en alter-
nerande stig i G (hér anvénds, bland annat, att k& > 6), varefter P antas
vara en alternerande stig i G av maximal ldngd. Det inses lédtt att P, utan
forlust i allméngiltighet, kan skrivas pa formen P = ujxius - - - us_ 1T, dir
Uty...,us € D, s <k/2—1,t<L—3ochom x; € P, sa ar nésta horn i P
som tillhor C, x;11 eller z; 9.

Forst visas att om s < k/2—1,saért > L—5,ochom s < k/2—1ocht =
L —5,sa x4—1 € P. Sedan visas att P kan modifieras till en gron Casyo (om
t < L—4) respektive till en gron Cas1 eller till en gron Cogo (om t = L—3).
Beviset av det senare pastaendet bygger pa en omfattande fallstudie. For att
forsta falluppdelningen, krivs nagra forklaringar: Ta uw € D — V(P) och lat
J € {1,s}. Om det finns en gron stig u;x;u, fér nagot i € [t+1, L], lat Q; vara
en av dem, och om sa inte &r fallet, lat (); vara kanten u;ju (som da maste
vara gron, enligt maximaliteten hos L). I fallet |V(Q1)] = |[V(Qs)| = 3,
vilj Q1 och Qs sa att V(Q1) U V(Qs) innehaller sa manga element som
mdojligt. Fall 1, [V(Q1)] = [V(Qs)| = 3 och |[V(Q1) UV (Qs)| = 5, och Fall 2,
[V(Q1)| = 3 och |V(Qs)| = 2 eller vice versa, dr okomplicerade. Fall 3,
IV(Q1)] = |V(Qs)| = 2, krdver mer arbete. Fall 4, [V (Q1)| = |[V(Qs)| = 3
och [V (Q1) UV (Qs)| =4, & med marginal det mest omfattande fallet, och
delas upp i delfallen (a) i >t +4, (b)i<t+4ochi<L—-3,(c)t=L—-3
respektive (d) t = L — 4, x; € {xiyo,x443} eller t = L — 5, x; = x443.
Observera att om ¢t = L — 4 och x; ¢ {xiy2, T3}, t = L — 5 och x; # my43
eller t < L — 6, sa giller antagandet i (a) eller antagandet i (b).

Nu foljer Lemma 2.5.2 med en enkel fallstudie: Inget av fallen t = L — 3,
t =L—4eller (t =L—-05, 1 € P) kan intriffa, ty da skulle G, enligt
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pastaendet i den andra meningen i foregaende stycke, innehélla en gron cykel
av lingd atminstone L + 1. Oavsett huruvida (t = L — 5, 241 ¢ P) eller
t < L — 6 giller, fas fran pastdendet i den forsta meningen i féregaende
stycke, att s = k/2 — 1; men G innehaller en gron Chys. 9, enligt pastaendet
i den andra meningen i féregaende stycke, sa G innehaller en gron Cj.

Lemma 2.5.4, slutligen, séger att om en komplett réd-gron graf G upp-
fyller vissa villkor, sa innehaller G en enfirgad C), eller en gron Cy. Beviset
inleds med att anta att sa inte ar fallet. Lemma 2.5.2 och Korollarium 2.5.3
medfor da att G innehaller en enfirgad Cp,, for nagot L > n+1, och (a)- och
(b)-delen av Lemma 2.3.2 medfor att n = 1 och att G innehaller en enfirgad
Cr+1, ség C. Beviset delas sedan upp i tva olika fall: C' gron respektive C
rod. I vart och ett av fallen, fas fran (c)- och (d)-delen av Lemma 2.3.2 att G
innehaller en enfiargad C,, eller en gron Cj; en motsigelse. Alltsa innehaller
G en enfirgad C), eller en gron Cf.

2.5 Bevis av de 6vre grianserna for R(C,,Cy)

I detta avsnitt formuleras och bevisas alltsa tre lemman, fran vilka de Gvre
grianserna foljer l&tt.

Lemma 2.5.1 (Lemma 3.3 i [5]). Lat n > k > 3; anta dessutom att k > 4
om 0 =n > 6. Vidare, lat G vara en komplett rod-gron graf, sadan att G
innehaller en gron Cyp; anta dessutom att |V (G)| > 2n —1 om n = 0 och
k = 1. Da innehaller G en réd Cy, eller en gron Cj.

Bevis. Lat C' = x1x9 - xp21 vara en gron C,. C dr en gron Cp om k = n,
sa anta att k <n—1,n > 4. Om C har en gron (k — 1)-korda, sa innehaller
G en gron Cy, sa anta att alla (k — 1)-kordor till C' ar roda.

Fall 1. Anta forst att alla 2-kordor till C' &4r réda. Om n = 1, &r
T1X3 - TpToZy - Tn_121 en r6d C,, och om bade n och k #r jimna, Ar
T3X5 -+ T1TRpTp_9 - Tpaoxg en r6d Cy, sa anta att n = 0 och k£ = 1. Om
G1 = G[{z1,23,...,2n-1}] och G2 = G[{z2,74,...,2,}] &r roda K, o, fas
fran Lemma 2.3.2 (d) att G innehaller en réd C), eller en gron Cj (efter-
som k >4 om 0 = n > 6 och eftersom |V(G)| > 2n — 1), sa anta att sa
inte &r fallet, dvs. anta att C har en gron 2j-korda, sdg 12241, for nagot
j€2,[n/4]] — {(k —1)/2}. Notera att n > 8 och k > 5.

Om det finns hornindex « och B av olika paritet (¢« = 0 och g = 1
eller = 1 och § = 0), sadana att bade z,23 och zn_2x549 dr roda, &r
TaTat2 Ta—2TF42L344  *  TTe en 10d Cp, sa anta att sa inte dr fallet.
Eftersom 2j + 1 # k, gilller att 1 = k € [5,n — 1] — {27 + 1}. Vi maste, for
varje sadant k, visa att G innehaller en rod C, eller en gron Cy; vi betraktar
tre olika fall.
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(1a) 5 < k < 25 — 1. (Notera att 7 > 3 i det hér fallet.) Lat o =
kE—2 =1ochlat B = 25 +2 = 0. Antingen &r x,x3 gron, i vilket fall
T1%2 -+ - TalgToj+1271 ar en gron Cy, eller sa dr xo—_oxg4o gron, i vilket fall
1L -+ Ta—2TB4+2T34123L25+121 ar en gron Cy. (kK >5,saa—2>1;n>8
och 25 <n/2,sa f+2<mn.)

(1b) 25 +3 < k < n — 3. (Notera att n > 10 i det hér fallet.) Lat
a = 2j = 0ochlat B = k = 1. Antingen ar z,x3 gron, i vilket fall
T1T2 - - TaTRTF—1 -+ T2j4171 &r en gron Cf, eller sa dr xq_oTg42 gron, i
vilket fall 2129 - - Ta—22g422541 - - - T2j4121 ar en gron Cy. (K < n — 3, sa
f+2<n-1)

(1c) k = n — 1. Definiera D = V(G) — V(C) och ta v € D. Anta
forst att bade vx; och wxe dr grona. Om x;x;43 ar gron, for nagot ¢ €
[2,n — 2], & xz1vTows - T;Xiy3Tiyqe - x1 en gron C, och om sa inte &r
fallet, &r zoxpxp—9 - - T4x7Tg - - - 5w en rod C), (hér krdvs att n > 6, och
vi vet ju att n > 8). Argumentet ovan, med vz och vz, fungerar for alla
va; och vz, © € [n], ty vi har inte anvént att just xj29541 &r gron; saledes
kan vi fran och med nu anta att

(5) vx; eller vy dr rod, for varje horn v € D och alla i € [n].

Notera att |D| > n/2. Saledes kan vi ldtt hitta en réd C, om varje kant
mellan C och D &r rod. Anta att sa inte ar fallet, dvs. anta att det finns ett
horn v € D och ett [ € [n], sadana att va; &r gron. Da dr vr;_1 och vayyq
roda, enligt (5).

Om G innehaller en gron Cy, ar vi klara, sa anta att sa inte ar fallet. Da
fas, pa samma sétt som i beviset av Lemma 2.3.2 (c), att

(6) :L'gjfll'n, :L'Ql’QjJrg, IL‘QjZL‘nfl och 1‘3:E2j+2 ar roda.
(Betrakta k-cyklerna
T1L - - L2j—1TpTp—1 - - Toj121  (alla x; utom xgj),

T1T2j4182jT2j—1 * - TaT2j4+3T2j44 - Tpx1  (alla z; utom wojyo0),
T1T2 "+ T2 Tp—1Tp—2 - * - T2j4171 (alla z; utom )
respektive

x1m2j+1x2ja:2j_1 . -m3x2j+2x2j+3 Tl (alla xT; utom 1'2))

(1ca) l ¢ {1, 2j, 2j + 2}. XToT4 =+ Tpl2j—1225-3 "+ L2j4+3T2 (alla x; utom
x9j4+1) ar en rod (n — 1)-cykel, enligt (6). Ersdtts kanten x;_j2;41 med den
roda stigen x;_jvx;41, sa fas en rod C,.
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(1cB) 1 € {1,25,2j +2}. x3xs5- - Tp_122X2j—2 - - - Taj4223 (alla z; utom
x1) dr en réd (n—1)-cykel, enligt (6). Ersitts kanten ;1241 med den réda
stigen x;_qvx;yq, sa fas en rod C,. (Denna konstruktion fungerar for alla
I ¢ {2,2j + 1,n}; notera att 2j +2 < n.)

Fall 2. Anta nu att C' har en grén 2-korda, sig zizs. Vi kan, utan att
forlora i allméngiltighet, dessutom anta att om inte alla 2-kordor till C' &r
grona, S ar roxy rod.

Pastaende 1 (Proposition 4.1 i [5]). Om z;zi19 dr gron, sa innehaller G
en gron Cy, eller sa dr vi1245—1 och ip1T_p13, samt x4 for varje
jEli—k+2,i], rida.

Bevis. Om x;11@;1,—1 8r gron, ar T;r+2%i+3 - - Titk—1Li+12; en gron Cy,
OM Tj41Ti i3 AT gron, ar T oTiTi—1 - Ti_k+3Ti+1Ti+2 en gron Cf, och
om X;Tjy &r gron, r TjT 1 - TiTi42%i43 * TjpT; en gron Ck (notera
att j <iochi+2<j+k). O

Lat d = sgd(n,k — 1), 1at n’ = n/d, 1t for varje [ € [n], P;" beteckna
den réda stigen 1214 (k1) * ** Ti4(n/—1)(k—1) av ldngd n’ —1, och lat for varje
I € [n], P/ beteckna den roda stigen ;2;_(p—1) " Tj—(—1)(k—1) av lingd
n' —1.

Lat oss se varfor PZJr och P ér roda stigar av lingd n' — 1. For det forsta,
alla (k — 1)-kordor till C' &r réda. Foér det andra, x4 (k—1) # Ti48(k—1) Och
Ti_a(k—1) 7 Ti—f(k—1) OM a # (. Lat namligen 0 < o < 3 <n/ —1 och anta
att Tyya(k—1) = Ti4p(k—1), Avs. att a(k — 1) = B(k — 1) (mod n), dvs. att

(7) n|(k=1)(5-a)

Vi har foljande resultat:* Lat a, b och ¢ vara heltal, sadana att (a, b) # (0,0),
ochlat d = sgd(a,b). Om b | ac,sab | de. Tillampat pa (7) fas att n | d(f—«),
dvs. att n' | f — « |ﬁ—o¢:|§n a=0.

Notera att Pfracl och P x; &r samma réda Cy, om d < n/2, medan Pﬁ
och P~ bada dr den roda kanten ;. (1) = %4, /2 annars (dvs. om d =
n/2);> saledes #r {V(Pli) | I € [d]} en partition av V(C) = {z1,22,..., 2}
i d lika stora delar, var och en med n/d = n’ element (Figur 3 visar C, P3+
och Py ifallet n =12, k = 10).

“Detta #r ett vilkiint resultat, se till exempel Beachy-Blair [1]. Sahir kan det bevisas:
Det finns heltal m och n sadana att d = ma +nb <= dc = mac+ nbc = (mp + nc)b, fér
nagot p € Z (eftersom b | ac).

SKérolyi-Rosta skriver bara att Pl‘"xl och Pz &r réda C,,/ (det vill sdga, oberoende
av storleken pa d), vilket alltsa inte &r helt korrekt.
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\ T //
< _ ,

[@6] = [@7]—[2¢]

Figur 3: C, P~ (heldragen) och P; (streckad) i fallet n = 12, k = 10.

Om d = 1, sa d&r n/ = n och alltsa ar P1+x1 en rod Cp,; saledes kan vi
fran och med nu anta att d > 2. Vidare, anta att G inte innehaller nagon
gron Cy; vi vill visa att G innehaller en rod C,.

(2a) d = k — 1. Lat P* beteckna stigen som fas fran ij_l genom att
ta bort dess sista horn zo och motsvarande kant (det vill sdga, lat P* =

T 1Tk " Tnky3)-
Pastiende 2. P = PngF e P;P*P;xg dr da en rod stig av ldngd n— 1.

Anméirkning. Senare i beviset av Lemma 2.5.1 anvéinds att andra stigar
ar roda av langd n — 1, vilket visas pa liknande sétt.

Bevis. x1x3 dr gron och G innehaller inte nagon gron Cj, sa Pastaende 1
(med i = 1) medfor att xoxy, och xoxy g4, samt x4y, for varje ; € T’ defn
{Tn—k+3, Tn_kid,...,21}, ar roda. Notera att P; = TiTitd " Tkt (i+1), SO
for ¢ € [4,k — 1] géller att PZ-Jr slutar med z,_j(41) och PZJ_FH borjar med
Tit1; k-kordan dem emellan &r r6d om x,,_py(ip1) € ', dvs. om i € [2, K],
vilket alltsa ar fallet. P,j slutar med x7 och P* borjar med xj1; k-kordan
dem emellan &r réd eftersom x; € I'. P* slutar med x,,_j13 och P3+ borjar
med z3; k-kordan dem emellan &r rod eftersom x, i3 € I P;' slutar med
Tp_grq oCh Toxy, gog dr jurdd. [V(P)| = (k=3 + (0 —1)+n' +1 =
(k—1)n' = (k — 1)£% = n, sa stigens langd &r n — 1. O

Om alla 2-kordor till C' &r grona, betrakta k-cykeln xszgze- - - TopTs.
Eftersom G inte innehaller nagon gron Cy, dr xs3zor rod. Pastaende 1 (med
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i = 1) medfér nu att Py P, - -P]:_ijrll'g ar en rod C),. Om sa inte &r fallet,
ar alltsa woxy rod, och Pastaende 2 medfor att Pxy dr en rod C,,.

(2b) 1 <d< k—1. Lat « = k —d > 2. Pastaende 1 (med i = 1)
medfor att P]*P]ﬁ_l---P;:Ld_lxj ar en rod C,, for nagot j € [2,a + 2],
savida inte z;_qx; dr gron, for varje j € [2,« +2|. Om sa &r fallet, definiera
de grona stigarna Q; = ;Ti—aTi—a+1Tit1, Or i € [2,a + 1], och R; =
Tyt iTntitl " Tnil, fOr 1 € [3 —n, 1] (notera att Ry = x1).

Pastdende 3. Om d =1, dr Q3Qs5 - - - QxriraRaro—_ax2xs en gron Cy, om
d=0ochd+3—a <1, drQs3Qs- - Qir12q+3Rir3—ars en grin Ci, och om
d=0ochd+3—a>2, drQ3Qs - Qi-1T4+1Tdr2Tq+3T22123 en gron Cy,
(notera att Q3Qs -+ Qi—1Td+1Td+2Td+3T2x123 ar lika med r3rixsroriTs i
fallet d =2).5

Bevis. Notera att d | k—1 och d < k — 1 medfér att d < (k —1)/2. Vidare,
notera att |V(Q;)| =4 och |V(R))|=(n+1)—(n+i)+1=2—1.

d=1: Notera att d+2—a=d+2—(k—d) =2d—k+2 < 1. Saledes &r
V(Q3Q5 - - QararoRaro—at2)| = G -4+14+(2—(d4+2-0a))+1 = d+a = k.

d = 0: Notera att d+3—a = d+3—(k—d) = 2d—k+3 < 2 med likhet om
och endast om d = (k — 1)/2. Saledes dr |V(Q3Q5 - - - Qi+1Td+3Rdr3—a)| =
2 44+1+2-(d+3-a)=d+a=komd+3-a<1.Omd+3—a=2,
har vi istéllet att |V (Q3Q5 - Qd—12d+1Td+2Td+3%221)| = (% —1)-445=
2d+1 = k; alla kanter dr grona, ty zo = x443-4 (det krévs att d+3 < a+2,
dvs. att 2d + 1 < k, vilket &r fallet). O

Pastaende 3 motséiger antagandet att G inte innehaller nagon grén Cy,
och alltsa innehaller G en r6d C,,. Darmed har vi bevisat Lemma 2.5.1. [

Lemma 2.5.2 (Lemma 3.1 1 [5]). Latn > k >4, lat n > 5 och lat k = 0.
Vidare, lat G vara en komplett rod-grin graf, sadan att |V (G)| > n+k/2—1.
Da innehaller G en enfirgad Cy, for nagot Il > n, eller en grin Cy.

Korollarium 2.5.3 (Lemma 3.1 1 [5]). Lat 0 = m > 6. Vidare, lat G vara
en komplett rid-gron graf, sadan att |V(G)| > 3m/2 — 1. Da innehaller G
en enfirgad Cy, for nagot 1 > m.

Bewvis. Tan =m och k =m 1 Lemma 2.5.2. O

Bevis av Lemma 2.5.2. n > 5 och k > 4, sa |V(G)| > 6 = R(Cy, Cy), varfor
det finns en enfirgad Cy i G. Anta att en lingsta enfiargad cykel i G ar av

6Kéurolyi-Rosta skriver bara att QsQs - - Qa+1Td+3Rit+3—ax3 &r en gron Cr om d =0
(det vill séga, oberoende av storleken pa d + 3 — «); det verkar oklart hur detta skulle
kunna fungera for d+3 —a = 2.
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lingd L < n — 1; notera att L > 4. Vi ska visa att G innehaller en gron Cj.
Det ricker att visa foljande:

(8) G innehaller en gron Cy, givet att G innehaller en réd C7.

Anta ndmligen att vi har visat (8) och att G innehaller en gron Cr, men inte
en rod C. Betrakta komplementfirggrafen G till G. G innehaller en rod O,
sa fran (8) fas att G innehaller en gron Cj, dvs. att G innehaller en r6d Cy,.
Eftersom varje enfiargad cykel i G ar av lingd hogst L, ar k < L; saledes
medfér Lemma 2.5.1 (med n = L) att G innehaller en gron Cj, (eftersom G
inte innehaller nagon réd Cr,).

Alltsa kan vi fran och med nu anta att G innehaller en rod Cf, ség
C = zxe---xpxy. Lat D = V(G) — V(C); notera att |D| > k/2 > 2.
Eftersom varje rod cykel i G ar av langd hogst L, géller foljande:

(9) Om yx; &r rod, for nagot y € D, sa dr bade yx;—1 och yx; 41 grona.

Pastaende 4 (Proposition 4.2 i [5]). Lat u # v tillhora D. Fér varje i € [L]
finns ett j € [i,i+ 3], sadant att bade ux; och vx; dr grona.
Beuvis. Till att borja med, notera att x;, z;y1, T;+2 och z;y3 alla &r olika

(eftersom L > 4). Anta nu att Pastaende 4 inte géller, dvs. anta foljande:

10) Det finns inget 7 € [4,7 + 3], sadant att bade uz; och vx; ar grona.
( get 7 , ) j j g

9 10
Pa grund av (10) &r ux; eller va; réd, sig ux;. ux; rod ¥> UT;41 Eron (:;

v rod & vxive (liksom vz;) gron (1:(); uxio r6d (%9)> UT; 13 gron (1:02
vxiy3 16d (se Figur 4). Vi ser att z;ux;1 9% 410Ti+3%Ti14 - - - 2; r en r6d CL4o;
en motségelse. Alltsa finns ett j € [i,7 + 3], sadant att bade ux; och vz; &r
grona. O

PRI

[Fost]— [Fisz]

Figur 4: Del av en r6d Cp49.
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Pastaende 5. Pastaende 4 medfor att G innehaller en gron Cy.

Bevis. Vi delar upp beviset i tva olika fall.

Fall 1. L = 4: Pastaende 4 medfor att bade uz; och vz; &r grona, for
nagot x; € {x1,...,x4}, sig x1. Om bade uwzy och vy ar grona, ar uzivrou
en gron Oy, sa anta att en av dem &r rod, sidg uxs (fallet vre rod behandlas
pa samma sétt, pa grund av symmetri). (9) medfor att uxs dr gron. Om vas
ar gron, dr urjvasu en gron Cy, sa anta att vag dr rod. (9) medfor att vy ar
gron. Om uxy ar gron, ar urjvesu en gron Cy, sa anta att uxy ar rod. Vore
wv rod, skulle zixouvasrsz, vara en réd Cryo (en motségelse), sa uv &r
gron. Vore xjxs rod, skulle x1x3z9uxgzy vara en rod Cr4q (en motségelse),
sa x1x3 Ar gron och xixsuvry ar en gron Cy.

Fall 2. L > 5: Pastaende 4, med ¢ = 1, medfér att bade uxj, och vxj

ar grona, for nagot x;, € {x1,...,z4}, och Pastaende 4, med i = j; + 1,
medfor att bade ux;, och vz;, &r grona, for nagot xj, € {xj41,...,2j,+4}
Eftersom L > 5, dr x;, # xj, och uzj vz ,u dr en gron Cy. Ul

Pa grund av Pastaende 5 kan vi fran och med nu anta att &k > 6. Foljande
definition spelar en avgérande roll for resten av beviset av Lemma 2.5.2.

Definition. En gron stig ujziugzo - - us_125_1us siges vara alternerande

om
() 2<s<k/2-1
(i) w1,...,us € D
(iii) 21,...,25-1 € V(C)
(iv) zi = xj = 2zi41 € {zj11, 242}, for allai € [s — 2]
(v) zi =2, => Y51 ((jir1 — ji) mod L) < L — 4.
Notera att (iv) medfor att (j;+1 — j;) mod L € {1,2}.

Notera att k/2 — 1 > 2 (eftersom k& > 6) och Pastaende 4 medfor
att det finns en alternernade stig i G. Lat P = wujziuozo -« Us_125_1Us
vara en alternerande stig i G av maximal ldngd. Vi kan, utan att forlora
i allméngiltighet, anta att z; = xz1, vilket medfér att P kan skrivas pa
formen P = ujzjug - - - us_1x4us, dér t < L — 3 (pa grund av (v)). For varje
i € [2s—2], lat P_; vara stigen som fas fran P genom att ta bort dess i sista
horn (och motsvarande kanter).
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Pastaende 6 (Lemma 4.3 i [5]). Om P = uixiug - - us_124us ar en alter-
nerande stig av mazximal lingd, sa drs = k/2—1 eller sa dr L—5 <t < L—3.
Vidare, om s < k/2—1 ocht =L —5, sa xy—1 € P.

Bevis. Anta att s < k/2 —1och t < L —5. Vi ska visa att t = L — 5 och
att xy—1 € P. Lat y1 # yo tillhéra D — V(P). (Eftersom k = 0, medfor
s < k/2—1att s < k/2— 2, som i sin tur medfor att |[D — V(P)| > 2,
eftersom |D| > k/2.) Pa grund av maximaliteten hos P giller foljande:

(11) Det finns inget (j,m) € [2] x [2], sadant att stigen wsxym,y; dr gron.

(For att Pxyymy; ska vara en alternerande stig langre an P krévs, enligt (v),
att (t+m)—1 < L—4,dvs. att t < L—(34+m), sa hér anvénds att ¢ < L—5.)
Vore uszi41 gron, skulle z,41y; vara roda (pa grund av (11)), y;x; och y;xi40
grona (pa grund av (9)), och P_jy1x42y2 en alternerande stig lingre #&n P
(dven hir krivs att ¢ < L — 5); en motsigelse. Alltsa dr ugsxsrq r0d, ustiso
gron (pa grund av (9)), z442y; roda (pa grund av (11)), och yjzi41 och yjzs43
grona (pa grund av (9)). Vidare, vore y;x, eller yox, grom, skulle P_jy1 24192
respektive P_1yszs+1y1 vara en alternerande stig langre P (hér krivs att
t < L—4); en motségelse. Alltsa ar y;x; roda, och y;x;—1 grona (pa grund av
(9)). Nu fas fran maximaliteten hos L att usz—1, usti—2, UsTi+3 och usxiiyg
ar grona. (Vore usxi—1 rod, skulle @y jusTit124y1T140T443 - - - T4—1 vara en
r6d Cr4o, vore ugxri—o 1od, skulle @ ousxyy1T1y1T110T143 -+ - Ty4—o Vara en
r6d Cr41, vore usxsys rod, skulle xpyg @yomi1UsTiy3Ti1q - - - T vara en rod
Cry2, och vore ugxyyq v6d, skulle xiy1 x0T 1UsTe1 4Ty 5 - - - T vara en rod
Cry1.) Vi ser att P_sgusrius—1 ér en alternerande stig lika lang som P.
Upprepas hela resonemanget pa denna alternerande stig av maximal ldngd,
sa fas att us—12—1, Us—1%4—2, Us—1T14+3 OCh us_12444 &1 grona.

Nu inses att ;1 € P, ty annars skulle P_oxy_1y12:11y2 vara en alter-
nerande stig ldngre &n P, och att ¢t = L — 5, ty vore t < L — 6, skulle
P’ = P_3y1x411y22¢4+3us vara en alternerande stig lingre dn P. (Notera att
P’ dr en alternerande stig om och endast om (¢t +3) —1 < L — 4, dvs. om
och endast om t < L —6.) O

Pastaende 7 (Lemma 4.4 1 [5]). Lat P = ujxjug - - - us—124us vara en alter-
nerande stig av mazximal lingd. Om t < L — 4, sa kan P modifieras till en
gron Cogya, och om t = L — 3, sa kan P modifieras till en grion Cosyq eller
till en gron Cogio.

Bevis. Nedan anvénder vi (*) som en férkortning av ” maximaliteten hos L”.
Taue D—-V(P)ochlat j € {1,s}. (|ID| >k/2>s+1,sa|D—-V(P)| >1.)
Om wuju &r rod, sa fas fran (%) att det finns en gron stig ujz;u, for nagot
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i €[t+1,L]. Om ¢t < L — 4, sa fas fran Pastaende 4 att en sadan stig
finns, &ven om wuju &r gron. Om en sadan stig finns, lat Q); vara en av dem,
och om en sadan stig inte finns, lat @); vara den gréna kanten u;u. I fallet
[V(Q1)] = |V(Qs)| = 3, vilj Q1 och Qs sa att V(Q1) UV (Qs) innehaller sa
manga element som mojligt. Lat @} vara stigen som fas fran ¢ genom att
genomlopa dess horn i omvénd ordning. Vi betraktar fyra olika fall.

Fall 1. [V(Q1)| = [V(Qs)| = 3 och [V(Q1) UV(Q)| = 5. Da ir PQ,Q4
en gron Cogyo.

Fall 2. |V(Q1)] = 3 och |V(Qs)| = 2 eller vice versa. Da dr t = L — 3
och PQsQ] ér en gron Cogyg.

Fall 3. |V(Q1)| = |[V(Qs)| = 2. Da d&r t = L — 3 och stigen usuug
ar gron. |V(Qj)| = 2 och (x) medfor att (o) (uit1, uxiys och ujziio

roda) och (ujziy1, ujxi43 och uxiyo grona) eller (f) vice versa. (uxiqq

. V(Q))[=2 G . V(Qj)I=2 . (x
gron | (:Jg U;Te41 rod ¥> U;jTiyo gron | (:J)l U2 rod % UTt43

gron W(@:Q ujzeyg 16d. Fallet uxyyq réd behandlas pa liknande sétt.)
Vore x4x449 10d, skulle x4xiqomipiuxii3risq -2 (i fallet () respektive
TpTppoTip1UsTiqsTiqa - -2y (1 fallet (5)) vara en rod Cry1; en motségelse.
Alltsa &r xpxyyo gron, varfor P_jxyiousuug i fallet (8) dr en gron Cogiq (se
Figur 5) och P_jziiouusaiysuy i fallet (o) &r en gron Cospo (se Figur 6).

#

Figur 5: Del av en gron Cogy 1.

1]

—h TN

[Fers]

Figur 6: Del av en gron Cagqo.

1]

Fall 4. [V(Q1)| = [V(Qs)] = 3 och [V(Q1) UV (Qs)| = 4.

(4a) Om [t + 1, L] — {i} innehaller tre konsekutiva tal mindre &n i (dvs.
om i >t+4),lat tp =t + k, for alla k € [3], och (4b) om [t + 1, L] — {i}
innehaller tre konsekutiva tal storre &n 7, men inte tre konsekutiva tal mindre
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an i, lat ty = L—k+1, for alla k € [3]. [V(Q1) UV (Qs)| = 4 och (x) medfor,
pa samma sitt som i Fall 3, att («) (uzy,, uzy, och ujxy, réda), (ujxy,,
ujTe, och uxy, grona) eller () vice versa. Vore uug rod, skulle cykeln som
innehaller stigen x, uusxy, (i fallet () respektive zy usuxy, (i fallet (3))
vara en rod Cpyo, sa uus ar gron. Betrakta forst Fall 4a. Vore zpxy, rod,
skulle vi ha samma réda Cp:or som i Fall 3. Alltsa dr x;xy, gron, varfor
P_jzpuusze uy (i fallet («)) respektive P_jzy,usux;uy (i fallet (8)) &r en
gron Cogqo. Fall 4b behandlas pa liknande sétt som Fall 4a (nu dr det 124,
istéllet for z;xy,, som visar sig vara gron).

(4c) t = L — 3. Om wuy eller uug dr gron, dr Px;uu; respektive Puz;uy
en gron Cogyq, sa anta att uuy och uus bada ar roda. Enligt antagandet
i Fall 4, maste minst minst tva av hornen i {z;41, 12, T1+3} ha minst en
rod kant till {u,u;}; enligt () & de enda mojligeterna (uzii1 och uwiis
roda, resten grona) eller (ujxiyq och u;jxiys roda, resten grona) (alltsa &r
X = Tyy2). VOre uixiq1, U1xi43, UsTiy1 och ugziys roda, skulle cykeln som
innehaller stigen x;yjusuuixirs vara en rod Cpyg, sa uxyy1 och uryrs ar
roda. Vore xyx49 16d, skulle vi ha en rod Cpr.q, sa xyziro ar gron, varfor
P_ywy i ousriyguy dr en gron Cogyq.

(4d) t = L—4, x; = 442 (x; = 2443 behandlas pa samma sétt, pa grund
av symmetri) eller t = L — 5, x; = x443. Vi betraktar tva olika fall: ux; 41
gron respektive uwx;41 rod.

(4d.a) uz;4q gron = ujz; 1 roda = u;ri o grona = ux;;o réd. Vore
uus r6d, skulle cykeln som innehaller stigen z;jusux;4+o vara en réd Cp o,
sa uug dr gron. Anta forst att ww;_q &r gron = wu;z;_1 réda om tg e
UjTi_o grona = ux;_o r6d = wux; gron, sa att P_qux;usTiyoui 4r en
gron Cogio. t = L — 4: Vore xpx; rod, skulle cykeln som innehaller stigen
Ty Ti—1UsTip1 vara en rod Cpriq, sa zpx; &r gron, varfor Pojx;uus®iioug
ar en gron Cogyro. Anta nu att uz;—1 dr r6d. Om t = L — 4 fas att ux, &r
gron, sa att P_juzjusTirour ar en gron Cogio. Om t = L — 5 fas att ux;_o
ar gron, vilket medfor att ugx; o &r rod, sa att cykeln som innehaller stigen
Xi—9UsTit1TiTi—1ux;iyo Ar en rod CL 4o, vilket motsiger ().

(4d.b) uzipi r6d = uxi4o gron = u;x;42 ré6da = u;T;41 grona.
Anta forst att uxz;_; dr gron = wjr;_1 réda. Vore ux; réd, skulle cykeln
som innehaller stigen z,ux;112;2;—1usx;yo vara en rod Cprio (om t = L —4)
eller en ré6d Cp4q (om ¢t = L — 5), sa uxy dr gron, varfor P_jux;usTiiiug
ar en gron Cogyro. Anta nu att uz;—1 dr r6d. Om t = L — 4 fas att ux, &r
gron, sa att P_juzjusririuy ar en gron Cogio. Om t = L — 5 fas att ux;—o
ar gron, vilket medfor att u;x;_o &r roda. Vore uu, rod, skulle cykeln som
innehaller stigen z;_susux;_1 vara en rod Cp 49, S& uus ar gron. Vore xyx; 1
rod, skulle cykeln som innehaller stigen xyz;y12;%;_1%;—ou1x;12 vara en rod
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Cr+1, 8& xywiyp dr gron, varfor Pojx;jusux;u; dr en gron Cogya. O]

Nu har vi vad vi behover for att fullborda beviset av Lemma 2.5.2. Vi
har alltsa en alternerande stig P = ujzius - - - us_12:us av maximal langd,
dir t < L — 3, och (per definition) att L < n — 1 &r lingden av en lingsta
enfirgad cykel i G. Vi ska visa att G innehaller en gron Cj.

Fran (iv) fas att t < 2s — 3. Vore ¢t = L — 3, skulle L < 2s, vilket
motsiager maximaliteten hos L eftersom G, enligt Pastaende 7, innehaller en
gron Cogyqq eller en gron Cogyo. Vore t = L — 4, skulle L < 2s + 1, vilket
igen motsidger maximaliteten hos L eftersom G, enligt Pastaende 7, da skulle
innehalla en gron Cogyo. Alltsa dr ¢t < L — 5.

Fran (iv) fas att ¢ < 2s —4 om ;1 € P. Alltsa, vore t = L — 5 och
ri—1 € P, skulle L < 2s+ 1, vilket &nnu en gang motsiger maximaliteten
hos L. Saledes fas fran (i) och Pastaende 6 att s = k/2 — 1. Fran Pastaende
7 fas nu att G innehaller en gron Chgio, dvs. en gron Ck. Dérmed har vi
bevisat Lemma 2.5.2. O

Lemma 2.5.4 (Lemma 3.2 i [5]). Ldtn >k >3 och lit n > 5.7 Vidare, ldt
G vara en komplett réd-gron graf, sadan att |V (G)| > B(n, k). Da innehaller
G en enfirgad Cy, eller en gron Cj.

Bevis. Anta att G varken innehaller en enfirgad C,, eller en gron Cy. Da
innehaller G en enfargad Cp, for nagot L > n + 1; om k£ = 0, tillimpa
Lemma 2.5.2 (hir krédvs att (n,k) # (4,4)), om k = 1 och n = 0, tillimpa
Korollarium 2.5.3, med m = n (hér krivs att (n,k) # (4,3)), ochom k=1
och n =1, notera att |[V(G)| > 2n—12>3(n+1)/2—1 (eftersom k = 1) och
tillimpa Korollarium 2.5.3, med m = n + 1 (hér krdvs att (n, k) # (3, 3)).
Fran (a)- och (b)-delen av Lemma 2.3.2 fas att n = 1 och att G innehaller
en enfirgad cykel C' av lingd n + 1. (Anta motsatsen till att n = 1, dvs. att

0=n>6.Dadarl=n+1>7L=1 g enfiargad Cp_ g enfiargad

Cp (om inte L = n + 1; da har vi en enfirgad C,, redan efter g% en

b
motsigelse. L = 0 g enfargad C,,; en motségelse. Alltsa &r 1 =n > 5, sa

att 0=n+4+1>6. L=1 g enfiargad Cr_1 g enfiargad Cy,41 (om inte

L = n+2; da har vi en enfidrgad C,, 11 redan efter g) L=0 g enfirgad

Cnt1.)
7Kérolyi—Rosta har foljande villkor: "Lat n > k > 3; anta dessutom att k& > 4 om

0=n>6." (3,3) och (4,4) kan dessutom anses vara uteslutna (vilket de maste vara),
eftersom dessa limnas som 6vning i beviset av Sats 1.4.1. Utéver (3,3) och (4,4) maste

dock (4, 3) uteslutas pa tva stillen. Jag fangar upp allt detta med ”1at n > 5”. Déremot
behover man inte anta att k >4 om 0 =n > 6.
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Anta forst att C' &r gron. Fran (c)- och (d)-delen av Lemma 2.3.2 (med
[l = (n+1)/2) fas att G innehaller en enfirgad C,, eller en gron Cy; en
motsigelse.® (Fall (i): G innehaller en réd C,. Fall (ii): G innehéller en
gron C,. Fall (iii): G innehaller en gron Cp om k£ = 0. Om k& = 1, &r
[V(G)| > 2n — 1, sa min{[|V(G)|/2],2({} > n och G innehaller en réd C,.)

Anta nu att C #r r6d. Annu en gang, fas fran (c)- och (d)-delen av
Lemma 2.3.2 (med [ = (n+ 1)/2) att G innehaller en enfirgad C,, (till och
med en réd C),) eller en gron Cy; igen en motségelse. (Notera att vii (¢)- och
i (d)-delen av Lemma 2.3.2 kan byta plats pa ”grén” och "r6d”. Fall (i): G
innehaller en gron Cj. Fall (ii): G innehaller en rod C),. Fall (iii): Eftersom
l=n>k, dr|V(G)| > 2k—1, samin{[|V(G)|/2],2l} > k och G innehaller
en gron Cy.) Saledes innehaller G en enfiargad C,, eller en gron Cy. O

Bevis av Sats 1.4.1, dvre grinser. Vi har redan bevisat de 6vre grénserna
for (n,k) = (4,4) och for k = 3, sa vi kan anta att n > k > 4, (n, k) #
(4,4).° Lat alltsa G vara en godtycklig komplett r6d-gron graf, sadan att
|[V(G)| = B(n, k). Vi vill visa att G innehaller en réd C,, eller en grén Cj.
Fran Lemma 2.5.4 fas att GG innehaller en enfargad C,, eller en gron Cj.
Om rod C), eller gron Cy, ar vi klara, sa anta att GG innehaller en gron C,.
Da fas, fran Lemma 2.5.1, att GG innehaller en rod C), eller en gron Cy. [

8Kérolyi-Rosta skriver att G innehaller en r6d C,, eller en grén Cy. For att man ska
kunna dra den slutsatsen, maste man ha foljande villkor i formuleringen av Lemma 2.5.4:
Lat n > k > 3 och lat n > 5; anta dessutom att £ > 4 om n = 1 (och alltsa inte om
0=n>6).

9Beviset fungerar dven med f5ljande, nagot mindre strénga, villkor: Lat n > k > 3, lat
n > 5ochlat k>4 omn =0.
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