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Sammanfattning

En slumpféljd ar en oédndlig f6ljd av element genererade av en slumppro-
cess. Men hur definieras den matematiskt? Enligt klassisk sannolikhetsteori
dr varje foljd lika sannolik, men singlar vi slant och far alltfér ménga klavar
i rad ar vi bendgna att misstdnka att myntet vi begagnar inte &r rattvist.
Ett sddant utfall tycks oss allt for "osannolikt”. Richard von Mises var i
borjan av forra seklet forst med att diskutera en matematisk formalisering
av begreppet slumpfoljd, men han vann aldrig ndgot allmént erkdnnande
for sina resultat. Det var forst pa 60-talet som Per Martin-Lof formulerade
den definition som ansetts vara den forsta tillfredsstéllande och &n idag be-
traktas som mest universell. Detta arbete ar en 6verskadlig redogorelse for
dessa tva helt olika forslag pa definition av slumpfoljd - vitt skilda till saval
utformning som bakgrund och motivation.

Under foéljande genomresa tvirs slumpens vildmark gor vi alltsa uppehall
endast vid tva av slumpféljdshistoriens viktigaste bosattningar. Detta i vad
som blir en studie av sannolikhetsteorins grundvalar savil som en relativt
lattsam matematisk-filosofisk introduktion till det vidstrackta forskningsfalt
som ar slumpens.
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1 Introduktion

Det var relativt sent i tdnkandets historia som slumpen gjorde entré som
foremal for vetenskapliga undersokningar. I tusentals ar hade da fenomenet
inom de flesta kulturer betraktats som ett med 6det, som mystiska ledtradar
som spadom kunde tolka till omen, alternativt som ett séatt for 6vre makter
att kommunicera med ménniskan. [11] De gamla grekerna hade uppfatt-
ningar om slump i egenskap av motpol till lagbundenhet men gjorde aldrig
nagra forsok att formalisera begreppet matematiskt. Kineserna var troligen
de forsta att cirka 1000 ar f.Kr. konfrontera problemet genom systematiska
undersokningar av odds i slumpspel. Det skulle dock dréja dnda till 1600-
talet i Italien innan vetenskapsmén, med Galileo Galilei i spetsen, skulle
lagga grunderna till vad vi idag kdnner som en matematisk teori om slump
och sannolikhet. [4, 11]

Den morgontrétta debatten har efter sitt uppvaknande icke varit desto mind-
re het och har bland annat kretsat kring fragor som huruvida slumpen verk-
ligen dr en inbyggd faktor i naturen, eller bara en illusion som uppstar ur
var hjarnas begransade formaga att sortera inkommande intryck. I och med
kvantfysikens framvéxt ar allt fler bendgna att tro att genuin slump fak-
tiskt existerar som ett naturens inneboende fenomen. [11] Utan att kdnna
till verklighetens djupaste hemligheter kan vi emellertid betrakta resultaten
av forsok vars utgangar framstar som genuint oférutsigbara. Denna uppsats
dgnas at att diskutera den matematiska beskrivningen av féljder produce-
rade genom slumpprocesser, det vill sdga at det vi bendmner slumpféljder.

Lat oss betrakta de tva bindra strangarna, ”00000000000000000” och
”10001010111000010”, den forsta bestaende av 17 pa varandra foéljande nol-
lor och den andra som representationen av resultatet av 17 stycken slant-
singlingar. Enligt klassisk sannolikhetsteori dr dessa bada stringar sa som
resultatserier av slumpforsok med diskret likformig sannolikhetsférdelning
mellan 0 och 1 precis lika sannolika. Men en stark intuition siger oss att
den andra ar mer slumpméssig dn den forsta. I det féljande behandlas upp-
giften att och svarigheterna kring att 6versdtta denna intuition till en formell
matematisk definition. Ar det ens mojligt? fragar vi oss initialt. A prioriska
skéal som anfoérts mot projektets gorlighet ar exempelvis:

e Sa fort slumpmassighet kan definieras, upphor det att vara dkta slump-
massigt.

e Slumpméssighet &r en egenskap hos en process, inte hos féljder pro-
ducerade genom sddan process.

e Det ar karaktaristiskt for slumpprocesser att de kan generera vilken
f6ljd som helst.



Vi ska lamna dessa argument oanalyserade sa ldnge och fokusera pa den
intuition som séger att det finns ett meningsfullt begrepp att definiera. Dér-
till foreligger, vilket vi kommer att se, skél att mena att vissa matematis-
ka teoriers applicerbarhet pa verkligheten &r beroende av en definition av
slumpmaéssig foljd for sin forklaring. [5, s.8-9]

Richard von Mises var den forste att systematiskt diskutera mojligheten
och déartill n6dvandigheten av en definition av slumpmaéssig f6ljd. Han hade
funnit behov av detta genom sitt arbete med att axiomatisera sannolik-
hetsteorin och menade att om sannolikhet ska kunna tolkas som relativ
frekvens ar dess applicerbarhet pa verkliga fenomen beroende av att des-
sa besitter vissa slumpmaissiga egenskaper. Von Mises kom att kalla sina
slumpfoljder for kollektiv och introducerade en urvalsmetod kallad platsur-
val, genom vilken han definierade dem. [5, 5.9] Termen platsurval lamnades
emellertid matematiskt vag och dven om forfiningar av definitionen gjordes
av exempelvis Abraham Wald under 30-talet har begreppet aldrig ansetts
helt klargjort. [5, s.40] Dodsstéten for von Mises teori om slumpfoljder har
manga betraktat som Jean André Villes motexempel frén slutet av 30-talet.
Genom detta lyckades Ville enligt de flesta visa att vissa av de foljder som
von Mises definition klassade som slumpméssiga i sanning inte kunde sidgas
vara det. [8, s.30]

En nystart innebar det for teorin da Per Martin-Lof 1966 publicerade en
artikel pa &mnet. Han hade studerat under Andrej Kolmogorov och utgick
fran en matteoretisk grundvalssyn pa sannolikhet. Den idé som ledde till
genombrottet gick ut pa att formellt definiera ett test for slumpmaéssighet
genom sa kallade konstruktiva noll-cvertdckningar. En {6ljd som passerade
detta test uppfyllde alla sannolikhetsteorins gransvardeslagar. Denna defi-
nition av slumpfoljd ar &n idag den mest allmént accepterade och anvénda.
Som ett av skélen till dess popularitet har anférts den rika och tilltalande
matematisk teori den later utveckla. Det har exempelvis visat sig att Martin-
Lof-slumpméssighet tillater ett flertal olika intuitiva karaktériseringar och
dr ekvivalent med slumpféljdsdefinitioner som hérstammar ur andra mate-
matiska modeller {6r problemet. [3, s.226]

I Michiel van Lambalgens avhandling fran 1987 behandlas &mnet slumpfolj-
dens definition grundligt, bland annat genom en noggrann jamforelse von
Mises och Martin-Lofs forslag emellan. Van Lambalgen vill forscka forsta
och ge liv at den sedan ldnge tystnade debatt som insomnade i mitten pa
forra seklet med ryggen viand mot von Mises. Van Lambalgen ger den sena-
re viss uppréttelse och mer dn sd da han exempelvis sammanfattar: ”...the
conclusion of the discussion is, in a nutshell, that wheras von Mises theory
is philosophically rigorous, but technically less so, with Martin-Lof’s defini-
tion it is just the other way around”. [5, s.10] Martin-Lofs definition bygger



dartill pad en grundvalssyn pa sannolikhetsteori vésentligen skild fran von
Mises vilket van Lambalgen podngterar bor tas i noggrann beaktande vid
varje jamforelse definitionerna emellan. [5, s.10]

I det foéljande kommer endast en brakdel av alla de resultat och vindlan-
de implikationer som star att finna i sammanhanget att tas upp. De tva
olika definitionerna har jag valt att behandla pa det sdtt de inbjuder till.
Detta har effekten att nérmast forestaende avsnitt om von Mises och kollek-
tiven till en boérjan har en filosofisk snarare dn strikt matematisk karaktér.
Har kommer vi att ges lika stor anledning att betdnka sannolikhetsteorins
grundvalar som slumpf6ljdens definition. I 2.4 och 2.5 behandlas invind-
ningar mot von Mises teori av mer matematisk karaktér och vi far anledning
att introducera ett sannolikhetsmatt samt titta ndrmare pa nagra sannolik-
hetsteoretiska satser. I del 3 studerar vi inledningsvis bendgenhetstolkningen
av sannolikhet samt forsoker utréna hur denna foérhaller sig till von Mises
sannolikhetsteori. I resterande del av avsnittet samlas bakgrundsmaterial
nodvandigt for att forsta Martin-Lofs definition, med en 6versiktlig redogo-
relse for teorin om berdkning samt for begreppet Kolmogorovkomplexitet.
Avsnitt 4 dgnas at Martin-Lof-slumpmaéssighet och innehéaller jamforelsevis
manga tekniska detaljer kulminerande i beviset f6r existensen av ett univer-
sellt Martin-Lof-test samt konstruktionen av ett sidant. Det sista avsnittet
bestar i en sammanfattning samt en kort, avslutande diskussion.

Uppsatsen i sin helhet syftar inte pa nagot sétt till att géra en uttémmande
matematisk redogorelse for eller jamforelse mellan de olika definitionerna av
slumpfoljd. Snarare har jag forsokt att ge en nagorlunda lattillgdnglig och
overskadlig introduktion till ett synnerligen vidstréckt forskningsfilt.

Lat oss med andra ord inleda den chartrade jakten pa en matematisk de-
finition av slumpfoljd. I egenskap av er guide har jag tilldelats ett pressat
schema och kommer medelst stétdampad jeep bana er viag bland djur som
gar att klappa och mat som passar dven for ovana magar. Jag kan inte garan-
tera att vi kommer att fa se slumpen med egna 6gon. Men jag kan lova att
vi i alla fall kommer att stanna till vid tva av slumpféljdsdefinitionens allra
viktigaste monument och att alla ska fa chansen att ldgga handen pa deras
invarianta ytor och lukta pa de diskussionens vindar som viner omkring dem.
Lagg ner bossan och ta fram kameran! Nu bar det av pa slumpfoljdssafari.



2 Von Mises och kollektiven

Under tidigt 30-tal publicerades tva bocker pd dmnet sannolikhetsteorins
grunder som representerade tva vitt skilda uppfattningar; Richard von Mi-
ses Probability Theory 1931 och Andrej Kolmogorovs Foundations of Pro-
bability Theory 1933. [5, s.5] Von Mises presenterade en strikt frekventistisk
askadning och definierade med andra ord sannolikheten for en hindelse som
gransvardet for handelsens relativa frekvens i ett stort antal forsok. Han lik-
nade sannolikhetsteorin vid en "matematikens naturvetenskap” genom att
understryka dess roll som beskrivande av verkliga strukturer. Kolmogorov
hade en vésentligen annan instéllning da han introducerade en strikt axio-
matisk teori i vilken sannolikhet behandlades som ratt och slitt ett matt och
féorekom som primitiv term i definitionen. Det 4r den senare som manga av
oss kdnner fran grundldggande studier i sannolikhetsteori och det var denna
som skulle komma att ndrmast genomgaende anammas. Von Mises teori a
sin sida, blev tdmligen kvévd i sin linda av en massiv kritikerstorm. Detta
bland annat genom beskyllningar om det fatala i att utgéra en samman-
blandning av empiriska och matematiska 6verviganden, samt om inkonsi-
stens. Michiel van Lambalgen framfor i sin avhandling Random sequences
fran 1987 idén om att mycket av denna kritik var missriktad och delvis helt
felaktig. I innevarande avsnitt gors en 6versiktlig framstéllning av von Mises
sannolikhetsteori i vilken en definition av slumpfoljd ingar. [5, s.16-17]

2.1 Frekventistisk tolkning av sannolikhet

Redan 1919 hade Richard von Mises publicerat det forsta forsoket till axio-
matisering av sannolikhetsteorin. Essentiell i denna var en viss slags f6ljd av
element fran utfallsrummet - foljder von Mises kallade kollektiv. I beskriv-
ningen av dessa forsokte han fanga det som intuitivt utmérker en slump-
méssig f6ljd. Som vigledning anvinde han egenskaper hos slantsingling, vil
verifierade genom erfarenheten. Karaktaristiskt for resultatserier fran dylika
slumpspel menade han var [5, s.17]:

1. Approximativ stabilitet av den relativa frekvensen for en hindelse néar
antalet observationer 6kar;

2. Det omojliga i att finna en lyckad spelstrategi, med andra ord, avsak-
naden av mojligheten att tjéna obegrinsat med pengar i ett slumpspel
under anvindning av nigot system (som baserat pa tidigare utfall talar
om vilka kommande man ska satsa pa och inte).

Med utgangspunkt fran dessa kan en forsta informell formulering av von
Mises frekvenstolkning av sannolikhet ges:

Definition 1. Sannolikheten for en hdindelse i ett kollektiv ar lika med den
relativa frekvensen for handelsen i kollektivet.



Denna askadning och varje annan som explicit likstéller sannolikhet med
relativ frekvens i utfallsrummet ska kallas strikt frekventistisk. Den informel-
la karaktériseriseringen av slumpféljder utgor essensen i von Mises definition.
[5, .18] Manga av hans 6vriga stindpunkter uttrycktes implicit och hans
arbetsmetoder fargades av en bakgrund inom tillimpad matematik. Resul-
tatet blev vad som skulle kunna betraktas som ett nagot inhomogent, for
att inte sdga obalanserat, matematiskt universum, mycket olikt den strikt
méngdteoretiska utgangspunkten hos méanga av hans motstandare. [5, s.9]
Stora delar av van Lambalgens avhandling gar ut pa att géra en matematiskt
grundlig formalisering av von Mises teori. Forst efter att detta har gjorts &r
det ndmligen mojligt att rattméatigt jamfora den med andra. [5, s.18] Detta,
menar han, &r ndgot som aldrig tidigare ordentligt gjorts. Von Mises formu-
lerade sina intuitioner i féljande matematiska termer, vilka ar att betrakta
som en definition av kollektivet likavil som axiom for sannolikhetsteorin [5,
s.23]:

Definition 2. Lat M beteckna utfallsrummet, det vill siga den dndliga
mangden av mojliga utfall i nagot forsok, och M* mdngden av alla odndliga
foljder av element frain M. Om A C M, ldt dd 14(x) beteckna funktionen
som antar vdrdet 1 om x € A och 0 annars.

En foljd x = (x1)72, € M* kallas ett kollektiv om

(i) for alla A C M, existerar P(A) := %hmn_mo Soie1 la(zg)

(ii) Lat A, B C M wara icke-tomma, disjunkta mdingder och anta att AU B
forekommer odndligt ofta i x. Utvinn ur x en ny foljd ', ocksd den i M¥,
genom att ta bort alla termer x, som inte hor till varken A eller B. Lat
vidare ® vara ett tilldtet platsurval, det vill siga, ett urval av delféljder ®x'

frin =’ som gjorts pd sd vis att beslutet att vilja en term x), sker oberoende
av dess vdrde.

Da gdller att
P'(A) == 1 1imy, 00 YF_1 14(@2')g, och P'(B) := Llimy, 00 S5y 15(P2")k
existerar och att

P = bigt nir P(B) #0.

b

Nagra anmarkningar:

1. Funktionen P definierad i (i) ska kallas sannolikhetsfordelningen indu-
cerad av kollektivet x i enlighet med definitionen. Frasen "ett rattvist



mynt” ska i enlighet med detta asyfta ett mynt vars relativa frekvens
vid singlingsforsék dr lika med 3. [5, 5.23]

. Uttrycket "z € M® &r invariant under ett tillitet platsurval ®” ska
tolkas som att de relativa frekvenserna i féljder valda av ® ar de samma
som i hela z. Uttrycket "®x” for delféljderna utvalda av @ ur z ska tills
vidare inte tolkas som appliceringen av en funktion ® : M“ — M<,
eftersom det inte ar klart att ett tillatet platsurval verkligen dr en
funktion. Uttrycket "®x” &r vagt och det ska visa sig att djupare
analyser av von Mises teori i forsta hand kretsar just kring tolkningen
av detta. [5, s.24]

. Ett kollektiv x &r fullstdndigt bestdmt av sin fordelning. Det &r inte
mojligt att specificera en funktion n — x,,. For att inse detta, betrak-
ta situationen da vi véljer ett A C M sadant att 0 < P(A) < 1. Om
en funktion av ovan ndmnda slag existerade skulle vi kunna anvinda
den for att definiera ett tillatet val av delf6ljd till z som skulle besta
av element ur A endast. Fran definitionen av kollektiv vet vi att ett
sadant urval inte existerar. Denna konsekvens visar pa essensen hos
ett nytt begrepp: kollektiv innehaller inga andra regulariteter &n fre-
kvensmaéssiga sadana. De utgor ddrmed ett nytt matematiskt objekt
som inte ar mojligt att konstruera utifran tidigare definierade sadana.
[5, 5.26]

. Den multiplikativa egenskapen for sannolikheter erhalls per automatik
da dessa definieras genom kollektiv. F6ljande exempel antyder hur: Be-
tank situationen vid upprepad slantsingling. Den approximativa san-
nolikheten for klave i motsvarande kollektiv ar %, och sannolikheten for
tva pa varandra foljande klavar ar %* % = %. Den relativa frekvensen %
far alltsa kallas sannolikhet endast om denna multiplikativa egenskap
haller. Vi kommer att se att Von Mises axiom pa s& vis utmérker sig i
jamforelse med Kolmogorovs. Den senare kréaver av en sannolikhet en-
dast att den &r ett tal mellan 0 och 1. Den multiplikativa egenskapen
slinker in forst efterat da han definierar begreppet oberoende héandelser
som tva handelser vars union &r lika sannolik som produkten av sanno-
likheterna for respektive hidndelse. Som véntat papekar han att det ar
just oberoendebegreppet som skiljer sannolikhetsteori fran matteori.
[5, s.18]

. Vanligt i framstéllningar av von Mises definition ar ett utelamnande
av den forsta delen i (ii), dar 2’ erhdlls ur x genom att alla element
som inte ingar i AU B avlagsnas. En intressant iakttagelse adr emeller-
tid att just detta specifika forfarande &r ndédvandigt for att garantera



giltigheten hos regeln fér betingade sannolikheter:

P(ANB)

P(A|B) = =55

Denna regel maste alltsé helt tydligt byggas in i axiomen for att gél-
la, ndgot som understryker dess empiriska ursprung. ' Luigi Accardi
har forsokt visa att klassisk sannolikhetsteoris icke-tillampbarhet pa
kvantmekaniken beror just av detta villkor.? [5, s.24]

Von Mises definition &r inte den enda som upprattar en koppling mellan
sannolikhet och relativ frekvens. Vi skall snart se hur man i bendgenhets-
tolkningen av sannolikhet gér detsamma, men da under anvindning av en
viss hypotes. [5, s.21] Vad 6vrigt 4r finns inget som séger att von Mises trod-
de att hans definition inrymde allt som star att veta om sannolikhet. Att det
existerar nagon slags naturens inneboende tendenser som star bakom obser-
verade relativa frekvenser motsade han sig inte, men detta Gvriga, menade
han, varken behovde eller borde figurera i definitionen. [5, s.19] Denna var
tankt att utifran empiriska fakta forma en teori avsedd for att transforme-
ra data i termer av sannolikheter till forutsigelser eller forklaringar, ocksa
dessa i termer av sannolikheter. De empiriska sakforhallandena gjorde von
Mises inget forsok att forklara. [5, 5.21-22]

Vi har hittills betraktat foljder av element ur den godtyckliga, 4ndliga méng-
den M. Det skulle inte innebdra nagra sérskilda svarigheter att fortsitta
med detta. For enkelhetens skull kommer vi emellertid i det féljande att i
forsta hand betrakta foljder i Cantorrummet, det vill siga méngden av alla
odndliga bindra foljder och beteckna denna 2. Jo jag sa just att:

Definition 3. Lat 2¥ beteckna mdangden av alla odndliga foljder av 0 och 1.

Efter denna framstéillning av von Mises sannolikhetsteori star det klart
att definitionen av kollektiv, och i synnerhet (1), inte ar fullstindigt mate-
matiskt rigorés. [5, s.24] I nésta avsnitt ska vi ge luft at kritik som riktades
mot von Mises teori men dven at forsok att bemdta denna. Diskussionen
kommer blottligga savil brister géllande gemensam utgangspunkt for de-
batten som behovet av en ndrmare analys av begreppet "tillatet platsurval”.

2.2 Existerar kollektiv?

Mellan 1919 och 1933 var von Mises definition den enda explicita axioma-
tiseringen av sannolikhetsteorin som fanns att tillga, varfér behovet av att
gora kollektiven matematiskt anstédndiga under denna period ansags stort.

1Se [5, 5.32-33] for detaljerna.
2Se L. Accardi, The probabilistic roots of the quantum mechanical paradoxes, som
finns med i S. Diners The Wawe-Particle Dualism, Reidel (1984), 297-330.



[5, s.40] Definitionen av kollektiv visar pa tva olika egenskaper hos dessa:
global regularitet (i och med existensen av gransvirde for relativ frekvens),
och lokal irregulariet (invarians under tillitna platsurval implicerar att kol-
lektiv dr oférutsédgbara). Dessa karaktéristika har bada kritiserats, savél i
konjunktion som varfor sig. [5, s.25] Nedan ska den kanske allra mest alar-
merande anklagelsen, den om teorins avsaknad av konsistens, behandlas.
Denna invdndning séllskapar ofta med uppfattningen att den abstrakta lo-
giska existensen av ovan ndmnda platsurval ar en illusion och att kollektiv
i den mening som beskrivits (se anmérkning 3 ovan), med andra ord inte
existerar. Van Lambalgen aterger resonemanget i Erich Kamkes rapport till
Deutsche Mathematiker Verein fran 1932 [5, s.28]:

Antag att x € 2% dr ett kollektiv som inducerar en fordelning P med 0 <
P({1}) < 1. Betrakta mdngden av strikt vazande foljder av positiva heltal.
Denna mangd kan bildas oberoende av x och bland dess element finns den
strikt vazande oandliga foljden {n|z, = 1}. Denna foljd definierar ett tillatet
platsurval som valjer delféljden 11111...... ur x. Ddrmed dr x inget kollektiv,
och inkonsistensen hos definitionen dr bevisad.

Van Lambalgen har tydliga invAndningar mot just givna resonemang. Forst
och framst menar han att det forhéller sig pa ett mycket okénsligt vis till
von Mises intensioner, da det pa ett uppenbart sitt negligerar det faktum
att kollektiv inte kan beskrivas genom en funktion. Mangden {n|z, = 1}
definierar inte ett tillatet platsurval pa = da det anvinder sig av forhands-
information om véirdena pa elementen i x. Svarare &n att avvisa detta ar-
gument, menar van Lambalgen, dr det att férsta hur det en gang kunde
uppfattas som 6vertygande. Van Lambalgen tar detta som ett typexempel
pé ett dterkommande fenomen, ndmligen avsaknaden av gemensam utgangs-
punkt for diskussionen mellan von Mises och oliksinnade. Kamke uppbér ett
mycket strikt méngdteoretiskt perspektiv da han betraktar mangden av alla
odndliga binéra foljder som existerande ”"dér ute”, tillsammans med alla sina
element, ibland vilka vissa &r kollektiv. Von Mises & sin sida visar klara kon-
struktivistiska tendenser da han betraktar kollektiven som nya matematiska
objekt som, likt intuitionistiska urvalsféljder, ges av en konstruktion snarare
an som ett existerande, abstrakt objekt. For Kamke ar méingden {n|z, = 1}
tillgdnglig som ett tillatet platsurval men detta kan omdjligen godtas av von
Mises. Funktionen n — x,, har inte konstruerats och ar ddrmed att betrakta
som illegitim. [5, 5.28-29]

Vi borjar fa anledning att tro att méngdteori 6ver lag inte ar sérskilt an-
vandbart i syfte att forsta von Mises idéer, utan snarare leder till att man
gar miste om dess fortjanster. [5, s.27] Von Mises axiomatisering erbjuder
en matematisk beskrivning av en viss slags fysikaliska fenomen. Dess san-
ningshalt dr pa intet satt sjdlvklar utan pa sin hojd ett faktum grundat i



erfarenheten. Medan Kamke talar om vad som skulle kunna hdnda, talar
von Mises snarare om vad som, genom en endast stegvis beskrivbar process,

faktiskt hander.

Van Lambalgen drar slutsatsen att von Mises definition i vart fall gar fri
fran anklagelser om rent sjalvmotsdgande. Vi kan vidare fundera 6ver te-
orins metamatematiska status och blir d& tvungna att &nnu en gang ta dess
informella karaktér i beaktan. Definitionen av kollektiv introducerar tva pri-
mitiva termer: kollektivet och det tilldtna platsurvalet. Teorin kan dérigenom
betraktas som tva i en: en sannolikhetsteori, for vilken det tas for givet att
kollektiv ar invarianta under vissa platsurval, samt en forklaring av invari-
ansen via ett tillitelsebegrepp. Strukturen hos den forsta delen menar van
Lambalgen ér klar som kristall [5, s.30] och utgor dértill, vad han kallar, en
ovanligt matematiskt rigorts version av frekvenstolkningen for sannolikhet
[5, s.20]. Denna kan ges en fullstdndig framstéllning i vanliga matematiska
termer och gjordes s& av Abraham Wald 1936.> Walds arbete kan betraktas
som ett bevis for konsistensen hos en kontextuell version av teorin, for vilken
verifikationen av att kollektiv verkligen ar invarianta under en viss méngd
platsurval maste ske empiriskt. [5, s.30]

Den andra delen, som gor ansprak pa att forklara invarians under tillatet
platsurval, &r mindre klar, men fér den sakens skull, menar van Lambalgen,
varken inkonsistent eller meningslos. Begreppet ar tillrdckligt klart for att
kunna visa giltigheten hos flera satser med anknytning till definitionen enligt
monstret: Om & ar ett tillatet platsurval pa x, ar ¥ ett tillatet platsurval pa
y. Van Lambalgen menar dessutom att denna del av teorin éger tillrdcklig
grad av fysikalisk rimlighet for att vidare forsok till formalisering ska vara
meningsfulla. [5, s.31]

I nésta avsnitt ska vi titta ndrmare pa begreppet tillatet platsurval och ater
visa pa distinktionen mellan en kontextuell ldsning av teorin och den som
gor forsok att explicit konstruera kollektiven. Diskussionen kommer att leda
oss rakt in i armarna pa vad som brukar betraktats som den kraftfullaste
invindningen mot von Mises teori: Villes konstruktion. [8, s.30]

2.3 Tillatna platsurval

Tillatna platsurval kan intuitivt betraktas som genomférbara spelstrategier.
Om n viljs innebéar det en satsning pa utfallet i det n:te forsoket. [5, s.25] Vi
betraktar foljande exempel pa tva olika slags spelstrategier, bada utformade
for den enklaste formen av slumpspel - serier av slantsinglingar, det vill séga,
kollektiv x i 2¢:

3Konststycket star att finna i ”"Die Widerspruchsfreiheit des kollektivbegriffes der Wa-
hrscheinlichkeitsrechnung”, Ergebnisse eines math. Koll. 8, (1936), 38-72.
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Exempel 1. Vilj det n:te utfallet om n dr ett primtal.

Exempel 2. Tag ett andra mynt, som antags vara helt oberoende av det
forsta, (inte sammanlinkat med detta genom tradar, magnetiska krafter eller
dylikt). Valj darefter utfallet i det n:te kastet om det andra myntet i det n:te
kastet visar 1.

Villkor (ii) i definitionen av kollektiv (s. 6) &r intuitivt satisfierat i ba-
da dessa exempel. Vi ska kalla urval av typ 1 och 2 for laglika respektive
slumpmdssiga. 1 arbetet med att gora kollektiven matematiskt respektabla
kan tvd mojliga angreppssitt skonjas [5, s.40]:

1. Ett a priori begransande av klassen tillitna platsurval och forsok att
explicit konstruera kollektiv utifran dessa.

2. Bevis for att von Mises teori ar konsistent i kontext, det vill sdga, ett
rattfardigande av antagandet att varje enskild tillampning kan asso-
cieras med ett platsurval anpassat for tillimpningen.

I en artikel 4 fran 1936 kunde Abraham Wald, som redan nimnts, visa
pa konsistensen hos en kontextuell version av teorin. Detta under antagan-
det att varje specifik berdkning anvinder som mest ett uppriakneligt antal
platsurval. [5, s.50] Von Mises var mycket nojd med detta resultat och sigs
i senare framstéillningar nédstan uteslutande ha féresprakat en lasning av sin
egen teori genom vilken en precis definition av kollektiv utelimnades. Van
Lambalgen menar att i berdkningssammanhang dr en dylik instrumenta-
listisk tolkning tillfredsstédllande men i jakten pa sanning och en filosofisk
forklaring till sannolikhetsteorins applicerbarhet pa den verkliga vérlden réc-
ker den foga. Det senare kraver anspraken i tidigare tappningar av von Mises
- en explicit konstruktion av kollektiven. [5, s.45-46]

Gemensamt for de flesta forsok till 1 dr forvissning om att "tillatet platsur-
val” ska tolkas som ”platsurval givet av en matematisk regel”. Frekvensen
av forsok att formulera dessa regler sjonk naturligen ganska snabbt efter
att Kolmogorov 1933 publicerat sina sannolikhetsaxiom och dessa vunnit
allmén acceptans. Ett undantag utgjordes emellertid av Alonzo Church som
1940 14t publicera "On the concept of a random sequence” ® i vilken han
anvande sig av den nyligen utvecklade teorin om berdkning for att tolka von
Mises begrepp. [5, s.40] Enkelt uttryckt definierade han ett tillatet platsur-
val som det urval som kan representeras av en rekursiv funktion som, pa
basis av de n forsta elementen i en f6ljd bestdmmer huruvida det n+ 1:a ska

“Har ni inte last den &n? Navil, det ar bara att sitta iging! Det giller alltsi ”Die
Widerspruchsfreiheit des kollektivbegriffes der Wahrscheinlichkeitsrechnung”, Ergebnisse
eines math. Koll. 8, (1936), 38-72.

5 Alltsa narmare bestdmt "On the concept of a random sequence” Bull. AMS 46 (1940),
130-135
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véljas. Slumpmaéssighet definierad av kollektiv i denna tappning har kallats
Mises-Church-slumpmaéssighet och vilar pd Turingtesen for berdkning [11].
I avsnitt 3.2 ska vi titta ndrmare pa denna sats, pa ett 6vergripande sétt
bekanta oss mer med teorin om berdkning samt visa dess tillimpning i ett
lite annat sammanhang. Church erbjod alltsd en matematisk tolkning av
tillatet platsurval i termer av berdkningsméssig effektivitet och vi fragar oss
hur mycket, om nagot, som med detta var vunnet?

Att inskrdnka méangden tilldtna platsurval till rekursiva sddana ar attraktivt
pa sd vis att det innebér ett a priori begrdnsande av dessa. Van Lambal-
gen menar emellertid att det ar osdkert huruvida klassen av rekursiva urval
verkligen sammanfaller med klassen av adekvata sddana och menar att det
finns argument saval for att denna méngd &r for liten som for att den &r
for stor. Istéllet tycks van Lambalgen luta at ett foresprakande av det vi
har kallat slumpmaéssiga urval, det vill sdga urval bestimda genom nagon
fysisk process oberoende av den process som genererat kollektivet. Han géar
sa langt som till att foresld en generell konklusion: laglikhet &r inte s& fun-
damentalt som forst kan tyckas. Vad som dr fundamentalt ar relationer
av fysiskt oberoende mellan processer som genererar kollektiv och processer
som bestdmmer urval. En laglik urvalsregel &r (sa vitt vi vet) oberoende
av slantsingling i denna mening, men det finns &ven andra urvalsprocesser.
Sannolikhetsteorins rétter i den fysiska verkligheten, som von Mises teori sa
tydligt understryker, menar van Lambalgen, holjs i dunkel snarare &n fram-
hévs i Churchs version. [5, s.44-45] Men sig att vi (pa ndgot vis och sa vitt
det nu ar mojligt) lyckades definiera dessa fundamentala fysiska processer
som van Lambalgen talar om. Detta kanske skulle fora oss in i matematiskt
trygg hamn, men skulle den vara filosofiskt néjaktig?

Von Mises tycks ha trott att spelstrategier som kan resultera i obegréansade
summor pengar maste vara sadana att de véljer delméngder vars relativa
frekvenser ar olik hela utfallsméngdens. Detta skulle den franske matemati-
kern Jean André Ville emellertid visa var felaktigt. Sa kallade Martingaler
ar spelstrategier som inte kan representeras av nigot platsurval. [5, $.25]
Det var just i detta sammanhang som Ville introducerade Martingaler - ett
sedermera centralt begrepp i spelteori. Villes konstruktion har av manga
ansetts som beviset for att kollektiv, hur &n vi definierar platsurvalet, aldrig
kan utgora en tillfredsstillande definition av slumpfoljd. [10, s.2] Innan vi
gor ett forsok att forsta detta behdver vi veta nagot om sannolikhetsmatt.

2.4 Ett sannolikhetsmatt

Som forberedelse infor Villes konstruktion behover definiera ett sannolikhets-
matt pa ett utfallsrum av odndliga foljder samt redovisa ett matteoretiskt
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resultat av central betydelse. 6

Foljande definition géller for dndliga méngder:
Definition 4. En funktion p dr ett sannolikhetsmatt pa ett utfallsrum om:

o u ger resultat i intervallet [0,1], O for den tomma mdngden och 1 for
hela utfallsrummet.

e 1 maste vara additiv, det vill siga, det mdste gdlla for varje familj
{E;} av parvis disjunkta mdngder att

M(U E;) = ZN(Ei)'

i€l el

For att definiera ett matt pa en méngd X, som inte nédvindigtvis ar
dndlig, ska vi anta att X &ar ett topologiskt rum. Mattet dr endast defini-
erat pa vissa delméngder till X, inte alla, men &tminstone de &ppna och
ytterligare nagra. Exakt vilka beskrivs av begreppet o-algebra.

Definition 5. En o-algebra, pd en mangd X dr en familj A av delmdngder
till X som dr sadan att

o A dr icke-tom.
o A dr sluten under komplementsbildning: E € A= X \ E € A.

o A dr sluten under upprikneliga unioner. Det innebdr att om mdangder-
na {A;}52, tillhér A , sa dr deras union U2, A; ocksd ett element i

A.
Om A dr en o-algebra i X kallas ofta paret (X, A) ett matbart rum.

Den o-algebra vi kommer att anvinda ar den minsta o-algebran som
innehaller de 6ppna méangderna i X. Méngderna i denna kallas for Borel-
méngder, och omfattar till exempel snitt av ett odndligt, men upprékneligt
antal, 6ppna méangder, liksom forstas godtyckliga unioner av 6ppna méangder
(som ju ar 6ppna).

Lat oss nu titta pd rummet 2 som bestar av alla bindra foljder. Vi far
de typiska 6ppna méngderna, de sa kallade basala 6ppna méngderna, ge-
nom att specificera ett specifikt, &ndligt antal element i f6ljden pa féljande
vis:

Lat I C N vara en dndlig delméngd, och a; € {0,1}, i € I, och sétt

O],a = {(l‘z)filwz = a;, 1 E I}

SFor den som tarvar lattillginglig introduktion till den generella teorin om matt re-
kommenderas [2].
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Denna 6ppna méngd bestar alltsa av alla foljder som pa plats i € I antar
viardet a;. Nu kan vi definiera en topologi pa 2%, genom att krédva att de
6ppna méangderna ska vara tomma méngden och rummet sjalvt, samt alla
méngder som ar godtyckliga unioner av basala 6ppna méngder. Det ar pa
Borelméngderna i denna topologi som vi ska definiera ett matt. Vi tédnker
oss att om I = {1,2,.....,n} sa bestar O;, av alla méjliga oéndliga serier
av slumpforsok, dar resultatet i de n forsta ar precis ay, ag, ..., a,. Givet att
sannolikheten for 0 &r 1 — p och for 1 &r p, sd ar sannolikheten f6r dessa
serier precis p* (1 — p)®, dir «p ar antalet 0 i a1, a9, ...,a, och a; antalet
1. Vi definierar alltsa
1(Or,q) = p*°(1 = p)™,

vilket gar att utvidga pa ett unikt sitt, forst till alla 6ppna méngder och
sedan (via en grinsovergang) till alla Borel-mingder. 7 Vi har alltsa at-
minstone antytt hur man definierar ett sannolikhetsmatt 1, pa4 méngden av
alla foljder 2¥. Ett sadant matt &r speciellt o-additivt:

Definition 6. Antag att A dr en o-algebra, och p dr ett matt definierat pa
mangderna i den. Om det for varje foljd Ay, As... av disjunkta mdngder i A
galler att

WU A =3 A,
n=1 n=1

sager vi att p dr upprakneligt additiv eller o-additiv.

Syftet med begreppet o-algebra ar att beskriva vilka delar av en given
méngd X som gar att "méta” i ndgon intuitiv mening. Ett o-additivt matt
dr pa analogt vis en funktion som ar definierad pa en o-additiv méngd och
utgdr en abstraktion av det intuitiva begreppet storleksmatt (som méter
langd, area eller volym) pa en méngd.

Definition 7. Ldt
k=1 Tk
. w —
STL(p) :={x €2 |n11_>1£1O = p}.
Sats 1. (De stora talens lag).
ppSTL(p) = 1.

De stora talens lag dr en av den klassiska sannolikhetsteorins mest cen-
trala resultat som alltsa, uttryckt i ord, talar om att gransvirdet for den
relativa frekvensen for en viss héndelse nédr antalen forsok gar mot odnd-
ligheten med sdkerhet sammanfaller med den teoretiska sannolikheten for
héndelsen.

Allt definierande ska nu ge utdelning genom tillampning i den av alla in-
vandningarna mot von Mises definition som ansetts allvarligast: Villes kon-
struktion.

"Se Kolmogorovs existence theorem, s. 228 i [1].
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2.5 Villes kritik

Det fullsténdiga utarbetandet av Villes konstruktion dr mycket omfattande
och jag kommer har endast i sammandrag redogora for satsen samt i nagon
méan diskutera dess effekter pa von Mises teori.?

Vi ska nu ha Stora talens lag i atanke nir det d&nnu en géng drar ihop
sig till slantsingling. Denna géng ar den teoretiska sannolikheten att erhél-
la krona respektive klave p = % STL(%) ar da méangden av alla odndliga
resultatfoljder for vilka gransvirdet for den relativa frekvensen for, lat sdga
klave, ar % Stora talens lag talar om att denna méangd innefattar “alla”
resultatfoljder, det vill sdga, en f6ljd har denna egenskap med sannolikhet

1.

Definition 8. Lat H vara nagon uppriknelig mdngd av platsurval ® : 2 —
2¥, och lat for x € 2%, x € def® betyda att x ingar i definitionsmdangden for
®. Sdtt ddrefter

K(H,p):={z|vV® € H(x € def® — Pz € STL(p))}

Villes inviindning grundar sig pa lagen om den itererade logaritmen® och
i synnerhet observationen av att - med stor sannolikhet - kvantiteterna

n
> —np
j=1

oscillerar kraftigt. Konstruktionen fortskrider vidare i tva steg [5, s.50]:

1. Konstruktion av en {6ljd = € 2% med f6ljande egenskaper:

(i) € K(H,3) (I informella ordalag: x tillhér méngden av kollek-
tiv med avseende pa méangden platsurval H och sannolikheten p = %)

(ii) Vnl ST 2p > 5 (det vill siga att x kommer att nd grénsvr-
det for den relativa frekvens uppifran, en egenskap atypisk i ljuset av
lagen om den itererade logaritmen).

2. Lat oss tillfalligt anamma von Mises standpunkt och tolka sannolik-
hetsmatt pa 2¥ som inducerade av kollektiv £ € (2“)¥. Att p1 A =1
2
maste da betyda:

lim D> 1a(&) =1
k=1

n—oo n,

8Har du intresse for detaljer men kanske mindre fér det franska spraket? D& kan [10]
vara det ratta for dig - ndgot sa ovanligt som en engelsk 6verséttning av Jean Villes arbete.
Detta av passagen pa sidorna 55-63 ur Etude critique de la notion de collectif (1939)

9Se sidan 50 [5] for dess fullstindiga formulering.
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Hitintills har vi endast betraktat kollektiv i 2“, och vi har inte talat
om hur platsurval ¥ : (2¢)¥ — (2¥)“, alltsd sidana som bestdmmer
delméngder till foljder av foljder, ska forstas. For argumentets skull
récker det emellertid att anta att Ville har gjort detta pa ett tillfreds-

stdllande vis. Vi gar vidare och sétter nu:
1
o loglogn}

Dérefter visar Ville f6ljande under anvindning av 1:

DN | =

A::{IEQ‘”|Vk3n2k:(np72mj)>
j=1

For varje uppriknelig méangd H av platsurval ¥ : (2¥)Y — (2¥)¥,
existerar ¢ € (2¢)% sadant att:

(iii) € inducerar p1 och &ar ett kollektiv med avseende pa H och
2

(iv) for A definierat som ovan géller att lim, o £ i1 1a(§) =0.

Vi finner skl att undra hur ”inducerar” i (iii) ska tolkas i ljuset av (iv)
da vi har definierat ”¢ inducerar P” som: fOr ett (métbart) B C 2% &r
P(B) = limy 00 % > =1 1p(&;)- (iil) séger alltsd att P ska vara ekvivalent
med g1 men enligt (iv) ar ju P(A) = 0. A andra sidan &r enligt lagen om
den itererade logaritmen 1 (A)y=1=#£0.

Van Lambalgen menar att detta visar pa att relativ frekvens inte ar ett
o-additivt matt. Om P varit ett sddant matt skulle dess virde ha samman-
fallit med p1. [5, s.52]

2

Vi kan i informella ordalag forsta resultatet som bevis for att oavsett hur
vi definierar termen platsurval och begrinsar mangden av tillatna sddana,
kommer &nda intuitionsméassigt atypiska foljder att finnas med i den méangd
von Mises vill kalla kollektiven. Dessa bestar exempelvis av foljder som vid
gransdvergang nar sitt gransvarde ensidigt, det vill sdga i vilka andelen dnd-
liga delméngder dér den relativa frekvensen ligger 6ver grinsvérdet skiljer
sig fran 50%. Ville belyser onekligen ett intressant fenomen som av méanga
har betraktats som det slutgiltiga beviset for att kollektiven aldrig kan ut-
gora en tillfredsstdllande definition av slumpfoljd. Innan vi bereder denna
héllning permanent plats i samlingen av vara sanningar méaste vi hora vad
von Mises sjélv, och hans trogne vapendragare, har att sdga om resultatet.

Von Mises ségs ha tagit saken med ro. Han accepterade satsen och ldt den
till och med ingé i sina egna diskussioner av betydelsen av sannolikhet 0. [5,
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$.52] Van Lambalgen betraktar invindningen som korrekt men inte sirskilt
allvarlig. Han menar att von Mises axiom inte d&r ndgon formalisering av
begreppet slumpmaéssig f6ljd for vilken ingen framgangsrik spelstrategi ex-
isterar. Snarare ar axiomen ténkta att formulera egenskaper som kan ligga
till grund fér sannolikhetsteoretiska lagar. Dessa egenskaper har en férbin-
delse med "principen om den uteslutna spelstrategin” och det kan mycket
vél vara sa att denna sanktionerar starkare former av axiomen. Sa linge ax-
iomen ar tillrdkliga for harledning av sannolikhetsteorin star det emellertid
likval klart att von Mises teori fyller ett syfte. [5, s.57]

Ville kom &ven att bygga en positiv teori for slumpféljder genom en korri-
gerad version av von Mises. Forbéattringarna bestod framfor allt i ett utbyte
av von Mises platsurval mot begreppet Martingal. Skillnaden blev, enkelt
uttryckt, att medan Von Mises urval bara anvinde resultaten i tidigare for-
sok for att avgora huruvida utfallet i ndsta forsok skulle inkluderas eller ej,
generaliserade Ville principen genom att anvinda tidigare resultat for att
bestdmma vilken andel av spelarens aktuella kapital som borde satsas i nés-
ta forsok. Istillet for att bara stélla krav pa delféljders relativa frekvenser
kravde han alltsa ockséa av en slumpfoljd att ingen genomférbar spelstrategi
skulle bita pa den, det vill sdga att kapitalet erhallet genom varje Martingal
skulle forbli begransat. [10, s.2]

Genom att definiera slumpféljd péa sa vis kommer lagen om den itererade
logaritmen att gélla, och &nnu en av sannolikhetsteorins lagar var darmed
satisfierad. Men det finns fler lagar och ddrmed anledning att fraga sig varfor
just dessa tva - Stora talens lag och Lagen om den itererade logaritmen - &r
de enda som ska beaktas. Ville ansag uttryckligen att valet av satisfierade
sannolikhetslagar gors godtyckligt. Detta med den trakiga konsekvensen att
vi inte erhaller ndgot absolut slumpméssighetsbegrepp, utan endast sadana
relativt en specificerad uppraknelig méngd av egenskaper med sannolikhet
noll. Problemet att matematiskt precisera begreppet om absolut slumpmaés-
sighet, som von Mises gjort ansprak pa att 16sa, i form av en f6ljd besittandes
alla mojliga stokastiska egenskaper, ansag Ville vara olosligt. [5, s.33] Per
Martin-Lof skulle komma att visa att han misstagit sig.

Martin-Lof menar att redan Wald lyckades 6verbrygga de rent matematiska
problemen kring von Mises teori och att den kvarstdende fragan bestod i
huruvida von Mises matematiska begrepp utgjorde en adekvat idealisering
av var intuitiva idé om slumpméssighet eller inte. [8, s.30] Kan det vara
sa, som faktiskt d&ven van Lambalgen antyder, att kollektiven ma vara nog
sa trogna tjidnare i sannolikhetsteorins tjanst, men kanske &r till blott foga
hjalp nar vi vill stdda i de vrar dar vara egna konturfattiga intuitioner bor?

Vi har nu avverkat forsta etappen pa var fard och under denna sett hur
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hur problemet att formulera slumpfoéljdens definition ursprungligen angreps
och hur detta forsok i sin tur angreps (enligt kdnt predatoriskt monster).
Langt ifran alla fragor har besvarats, men vissa har dtminstone stéllts och
nagra av dem ska vi aterkomma till i kommande avsnitt.

I nédsta avsnitt ska vi fordjupa oss nagot i den i férhallande till frekvenstolk-
ningen tdmligen visensskilda benédgenhetstolkningen for sannolikhet. En viss
inblick i denna kommer att bredda perspektiven och kanske skapa béttre for-
staelse for de starka meningsskiljaktigheter som uppstod. Vi ska dven 6ver-
siktligt betrakta berdkningsteorins framvixt och de resultat som skulle visa
sig ha sa viktiga konsekvenser pa omradet. Dessa delavsnitt leder naturligt
vidare till det i sammanhanget viktiga begreppet Kolmogorovkomplexitet
och slumpmaéssighet definierat i termer av detta. Dérefter ar vi redo att
bestiga Martin-Lofs definition i avsnitt 4.

18



3 Berikningsteori och Kolmogorovkomplexitet

Vid en konferens anordnad av universitetet i Geneve 1937 avgjordes sla-
get om universell acceptans i vilket von Mises axiomatisering av sannolik-
hetsteorin stod som forlorare mot Kolmogorovs méatteoretiska formalism.
Van Lambalgen menar att knappt nagra av argumenten som fordes fram
mot von Mises var giltiga. [5, 5.62] Trots detta féredrog man alltsa Kolmo-
gorovs axiom som inte gjorde nagot forsok att definiera sannolikhet explicit.
Med dessa som grund at sannolikhetsteorin forsvann behovet av en definition
av slumpfoljd tillfalligt och i samband med publiceringen av Villes bok 1939
sags popularitetsgraden for problemet stadigt ga mot 0. Manga &r senare,
1963, skulle emellertid Kolmogorov komma fram till att frekvenstolkningen i
alla fall stod i behov av en precis formulering. Han publicerade en definition
av slumpmaéssighet hos édndliga féljder genom vilken begreppet Kolmogorov-
komplexitet sig dagens ljus. [5, $.62]

Begreppet Kolmogorovkomplexitet spirar ur sannolikhetsteori, informations-
teori och filosofiska aspekter pa slumpmaéissighet med en bakomliggande idé
som gar att spara dnda tillbaka till Pierre Simon de Laplace och bygger
pa tanken om att en komplicerad vérld kréver en lingre beskrivning dn en
enkel. Efter manga ar i trdda togs begreppet i bruk i oberoende texter av
Ray Solomonoff och Andrej Kolmogorov, men brukar i samband med slump-
foljder i forsta hand associeras med den senare. Idén &ar intimt relaterad till
problem inom béade sannolikhetsteori och informationsteori och uppstar i en
slags glipa mellan omfanget av dessa discipliner och det intuitionen séger
oss borde kunna forklaras. [6, s.49]

For att bli medveten om denna glipa: betrakta exempelvis nagot initial-
segment av decimalutvecklingen pa 7 och det faktum att inget statistiskt
test man kénner till kan avsloja ndgon form av regularitet bland dess ele-
ment. Detta samtidigt som féljden kan beskrivas genom det korta program
som berdknar den. [6] Vi lamnas pa ett liknande sitt otillfredsstéllda da
vi dnnu en gang betrakta exerciser med det gamla myntet. Om vi genom
slantsingling erhaller hundra klavar pa rad skulle vi utan tvekan med be-
stdmdhet havda att vart mynt inte var rattvist. Klassisk sannolikhetsteori
tilldelar emellertid varje utfall av hundra slantsinglingar samma sannolik-
het, ndmligen 21% Den ger oss ingen mojlighet att bedéma ett utfall efter
att det har intraffat utan kan endast uttrycka forvantningar pa egenskaper
hos utfallen av slumpprocesser. Klassisk sannolikhetsteori saknar férmaga
att uttrycka slumpmdassighet hos en individuell foljd.

Det var forst i och med den relativt nyligen utvecklade teorin om algoritmer

blandat med vissa termer fran statistiken som Kolmogorovkomplexitet och
slumpméssighet i termer av sadan kunde formuleras. Komplexiteten hos ett
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objekt definierades da som langden av det kortaste bindra program fran vil-
ket objektet effektivt kunde konstrueras och kallades objektets algoritmiska
informationsinnehadll. Denna kvantitet skulle visas sig vara absolut och en
egenskap hos objektet ensamt. [6, s.47-48]

I detta avsnitt ges en introduktion till Kolmogorovkomplexitet och dess
tillimpning pa omradet. Som foérberedelse for detta samt kommande av-
snitt gors en Oversiktlig framstéllning av teorin om berdkning. Vi gav redan
i 2.4 en framstéllning av Kolmogorovs sannolikhetsaxiom i form av definitio-
nen av ett sannolikhetsmatt. Nu ska vi formulera dessa axiom igen, pa ett
snarlikt men lite annorlunda och foér manga kanske mer vialbekant vis. Detta
foljs av en diskussion med det framsta syftet att belysa skillnaderna mellan
den fran Kolmogorovs sannolikhetsaxiom utgdende bendgenhetstolkningen
for sannolikhet och von Mises strikta frekventism.

3.1 Kolmogorov och benigenhetstolkningen

Nedan ges en informell definition av sannolikhet i enlighet med benédgen-
hetstolkningen, {6ljd av Kolmogorovs sannolikhetsaxiom. [5, s.20]

Definition 9. Sannolikheten for en hindelse dr en fysikalisk egenskap hos
de involverade materiella tingen.

Definition 10. Sannolikheten P for nagon hdndelse A i utfallsrummet €
betecknas P(A) och uppfyller foljande:

(i) P(A) € R och P(A) >0 dir A € Q.
(ii) P(Q)) = 1.

(iii) For varje uppriknelig foljd av parvis disjunkta hindelser Ay, Asg, ... € Q
galler att

o0
P(A1 UAy U ) = ZP(AZ)

i=1
Som sagt och synes innehaller axiomen ingen explicit definition av be-
greppet ”sannolikhet”, utan detta behandlas som en primitiv term. Inom
den formalistiska skolan, i sann Hilbertiansk tradition, menade man nidm-
ligen att sannolikhetsteorin var i lika lite behov av en definition av slump-
maéssiga f6ljder och sannolikhet i termer av dessa, som geometrin var av att
punkt och rat linje definierades explicit. Begreppet slumpf6ljd ndmnde Kol-
mogorov endast implicit nér teorin skulle séttas i relation till den verkliga
véarlden. Om ett experiment upprepas ett stort antal ganger under identiska
forutsattningar kan man nédmligen rdkna ut att den relativa frekvensen for
en viss hindelse i ett vixande antal férs6k kommer avvika blott férsumbart
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fran sannolikheten fér héndelsen. Att beskriva forsoksserien i precisa mate-
matiska termer sig Kolmogorov till en bérjan ingen anledning att géra. Von
Mises ville emellertid definiera slumpféljder just i en absolut mening. Det-
ta kan man inte géra med utgangspunkt fran Kolmogorovs axiom eftersom
dessa tilldelar varje given odndlig foljd sannolikheten 0 i produktmétt och
varje enskild foljder pa sa vis dr lika osannolik. [8, s.13]

Van Lambalgen skriver att det inte finns nagon anledning att avvika fran
Kolmogorovs axiom i rent matematiska underékningar. Men ur dessa hér-
leds, strikt talat, utsagor om matt endast. Von Mises teori dr anvindbar,
och dartill nédvandig, da den erbjuder en frekventistisk tolkning av sanno-
likhetsteorins satser. Som vi observerat adr en sddan tolkning dock inte alltid
mojlig. Villes sats visade att lagen om den itererade logaritmen formulerad
for odndliga foljder &r ett sidant exempel. Detta ar en intressant iakttagelse
som Lambalgen menar skulle kunna leda till ett ifragasdttande av det egent-
liga empiriska innehallet i vissa matteoretiska resultat. [5, s.17]

Benégenhetstolkningen gor gillande att sannolikhet priméart ar att betrakta
som materiell karaktéaristik - en slags fysisk bendgenhet. Foresprakare for
denna tolkning brukar mena att den har ett hogre férklaringsvirde én fre-
kvenstolkningen da den senare anses kunna hérledas ur den forra genom
Stora talens lag. Lat exempelvis sdga att ett mynt har den materiella san-
nolikheten p att landa med krona upp. Stora talens lag garanterar da att
méngden av utfallssekvenser som visar den relativa frekvensen p for krona
har p, -métt 1.

Da vi betraktar fallet p = 1 vill vi gérna att u; ska kunna tolkas som punkt-
mattet pd rummet av foljder som ger virdet 1 till alla (métbara) mangder
som innehéller den konstanta foljden av 1. Det svarar mot att den enda
tdnkbara f6ljden av resultat ar en f6ljd av 1. Stora talens lag &r ett mycket
svagare uttalande om pj da den sdger att méngden av foljder med asympto-
tiskt lika manga 1 som element i foljden har matt 1. Den méngden innehéller
manga foljder som dven innehéaller 0. For att forklara den starkare valda san-
nolikhetstolkningen maste i dessa specialfall en hjdlphypotes anropas, som
ger oss tillatelse att anta att sannolikheter med matt 0 4r sannolikheter som
kan férsummas som vore de en omdojlighet.

Vi ser att bendgenhetstolkningen tillgriper en frekventistisk tolkning for
vissa varden pa sannolikheter och von Mises undrade varfér man da inte
lika gérna kunde tillaimpa en sadan tolkning generellt. Van Lambalgen me-
nar att hjdlphypotesen &r av hogsta teoretiska natur och i akut behov av
rattfardigande, om &n det ar oklart hur ett sddant rattfardigande skulle se
ut. [5, s.20-21]
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Detta visar pa en viktig skillnad von Mises och Kolmogorovs ldror emellan:
Enligt von Mises foljde existensen av gransviarden for relativa frekvenser i
kollektiv pa intet sétt fran Stora talens lag. Han menade att det snarare
forholl sig omvént - det ar endast om var f6ljd av utfall satisfierar de tva
villkoren for kollektiv som stora talens lag kan héarledas, som ett pastaende
om den relativa frekvensen hos en specifik héndelse. [5, 5.39-40] De stora
talens lag antags snarast gélla for att den utgér en rimligt idealisering av
naturen som vi kiinner den - inte som ett matteoretiskt grinsvéirdesresultat.

[5, 5.37]

Vi har redan framhallit ndgra avseenden i vilka de tva axiomatiseringarna
skiljer sig at. Vi har dven sett hur vissa satser, s som lagen om den iterera-
de logaritmen, som &r harledbara i Kolmogorovs system inte nédviandigtvis
dger meningsfull tolkning i von Mises. Det ar relevant att fraga sig i vilken
man de tva axiomatiseringarna 6ver lag leder till samma resultat. Fragan
ar givetvis mycket intrikat. Van Lambalgen menar emellertid att vi utifran
von Mises axiom kan reproducera i stort sett alla delar av Kolmogorovs te-
ori som inte essentiellt anvinder sig av o-additiviteten hos matt. Detta kan
ske med konventionella metmatiska metoder och resulterar i pastaenden om
matt. Dessa pastaenden kan vidare i vissa fall tolkas som pastdenden om
sannolikheter. Till de resultat von Mises axiom inte kan harleda hor de star-
ka grianvirdeslagarna for odndliga foljder. Formulerade for dndliga foljder
dr de dock fullt hirledbara ur von Mises axiom. Detta géller for savél stora
talens lag som lagen om den itererade logaritmen. [5, .35-36]

Men (allvarligt talat) behéver vi kollektiven? En flyktig vetenskapsevolu-
tionédr begrundan sker till matteorins fordel - Kolmogorovs axiom ar ju de
facto de som néstan uteslutande anvinds. Ett totalt avfirdande av kollek-
tiven menar van Lambalgen dock innebér ett misstag. Man kan ndmligen
visa att varje person som accepterar Kolmogorovs axiom samt produktregeln
for oberoende héandelser, och samtidigt accepterar en tolkning av sannolik-
het som relativ frekvens, med nédvéindighet ocksa i nagon mening "tror”
pa kollektiven. [5, $.36] P4 60-talet och alltsa manga ar efter att Kolmogo-
rov lanserat sina matteoretiska grundvalar fér sannolikhetsteorin, kom han
mycket riktigt fram till att teorin behévde kompletteras med en precis defi-
nition av relativ frekvens och uttryckte sig pa foljande, aningen eftergivna
vis om saken (och inledningsvis syftar han pa sin egen teori om sannolikhet):

"This theory was so successful, that the problem of finding the basis of
real applications of the results of the mathematical theory of probability
became rather secondary to many investigators. [...however| the basis for
the applicability of the results of the mathematical theory of probability
to real "random phenomena” must depend in some form on the frequency
concept of probability, the unavoidable nature of which has been established
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by von Mises in a spirited manner.” [6, s.50]

Ett behov av att definiera slumpfoljdsbegreppet explicit hade aterigen upp-
statt. Mojligheten att gora detta hade vid det hér laget utékats. Genom
bland andra Turing och Godels fortjanster hade ndmligen algoritmbegrep-
pet, som en precis matematisk formulering av den intuitiva idén om effektiv
berédkningsbarhet, definierats matematiskt och vunnit acceptans. Kolmogo-
rov sag nu mojligheten att anvinda det i en definition av slumpmaéssig f6ljd
och pa sa vis tillhandahalla en &n mer sdker grund at sannolikhetsteorin.
Martin-Lof skriver i en artikel'® fran 1969 att denna Kolmogorovs ansats
tycktes 6ppna for utvecklandet av en teori fér slumpmaéssighet konsistent
med von Mises intuitiva idéer. [8, s.15] Vi ska titta ndrmare pa resultaten
av denna ansats och kommer i samband med detta att konfronteras med be-
greppet Kolmogorovkomplexitet. Som forberedelse for detta ndrmande saval
som for Martin-Lofs definition av slumpfoljd ges nu en Oversiktlig framstéll-
ning av teorin om berdkning.

3.2 Beridkningsteorins framvixt

Medan de kvalitativa idéerna bakom Kolmogorovkomplexitet alltsa hade
funnits lange, fick de kvantitavtiv form och applicerbarhet forst i och med
berédkningsteorins utveckling under 30-talet. Alan Turing var en av foregang-
arna och tillika geniet som konstruerade en hypotetisk maskin samt trolig-
gjorde att allt som kunde berdknas av en ménniska genom anvidndning av en
fix procedur ocksd kunde beridknas av denna. Begreppet om effektiv berdk-
ningsbarhet som linge hade svivat i vaghet fick pa sa vis en tillfredsstéllande
definition som exakt de processer som kunde realiseras av en sadan maskin.
Andra forsok att formalisera begreppet, sa som genom Church, Kleene och
Rossers teori om rekursivt berdkningsbara funktioner, har visat sig leda till
ekvivalenta definitioner. [6, s.24] Nedan f6ljder en redogorelse for Turingma-
skinen och relaterade resultat.

En Turingmaskin bestar av ett program i form av en dndlig tabell med reg-
ler, utefter vilka en linjar lista av celler, kallat remsan, manipuleras. Detta
sker med hjalp av en lds- och skrivenhet kallad huvudet. Vi ska kalla de tva
riktningarna pa remsan for vdnster och hdger. Programmet befinner sig i
négot tillstand ur en dndlig méngd @, och varje cell kan innehélla en 0, en 1
eller vara blank B. Tiden méts diskret och tidsinstanserna ar ordnade 0, 1,
2,..., med 0 som tiden d& maskinen startar berdkningen. Vid varje tidpunkt
ar huvudet positionerat 6ver ndgon viss cell, som den ségs avldsa. Vid tiden 0
ar huvudet placerat 6ver en viss cell kallad startcellen , och programmet be-
finner sig i ett visst tillstand gg. Vid tiden 0 innehéller alla celler B, utom en

"Narmare bestamt i [8].
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sammanhéngande dndlig serie av celler, som stricker sig fran startcellen at
hoger, bestaende av 0:or och 1:or. Denna binédra strang kallas programmets
input. Maskinen kan utfora foljande operationer [6, s.27-28]:

1. den kan skriva ett element frain A = {0,1, B} i cellen den avliser och;
2. den kan flytta huvudet &t vénster eller hoger.

Reglerna har formatet (p,s,a,q) diar p dr det nuvarande tillstandet, s ar
symbolen som avlises, a dr nista operation av typ (1) eller (2) som ska verk-
stéllas och ¢ ar tillstAndet maskinen 6vergar i efter att operationen utforts.
Givet en Turingmaskin och nagot input, utfér Turingmaskinen en unikt be-
stamd foljd av operationer, som kan determinera i ett dndligt antal steg
alternativt inte gora det. Vi kan uttrycka det som att varje Turingmaskin
definierar en partiellt rekursiv, eller algoritmiskt berdkningsbar, funktion. [6,
$.28] Detta kan formuleras som en tes av mycket central betydelse for teorin
[3]:

Sats 2. Turing-tesen. Klassen algoritmiskt berakningsbara funktioner (i var-
je rimlig intuitiv mening) sammangfaller med klassen funktioner berdknings-
bara av en Turingmaskin.

Tesen gar inte att formellt bevisa men tack vare att alla de alternativa
definitionerna av berdkningsbarhet som foreslagits har visat sig vara ekvi-
valenta med denna &r den numera i det ndrmaste universellt accepterad.

En universell Turingmaskin U &r en Turingmaskin som kan imitera be-
teendet hos vilken som helst annan Turingmaskin. Det ar ett fundamentalt
resultat att sidana existerar och kan konstrueras effektivt. Vi kan tdnka oss
foljande procedur: For att U ska kunna imitera en godtycklig Turingmaskin
T krévs endast att en lamplig beskrivning av T':s dndliga program och input
initialt placeras pa U:s remsa. U anvinder pa s vis T':s beskrivning for att
simulera T':s beteende genom en representation av innehallet hos remsan
som 7' skulle ha producerat. Det finns odndligt ménga sadana U och den
moderne ldsaren kan med fordel betrakta dessa som det vi idag kdnner som
programmerbara datamaskiner. [6, s.30] Som en konsekvens av ovanstidende
erhaller vi foljande viktiga resultat [3, s.9]:

Sats 3. Upprdikningssatsen. Det finns ett algoritmiskt sdtt att rdikna upp
alla partiellt rekursiva funktioner. Med andra ord, det gar att skapa en lista
@0, ¢1,-.- med alla sidana funktioner, sadan att det finns en algoritmisk
procedur som tar oss fran ett indez i till en Turingmaskin som berdknar ¢;,
och vise versa. Genom en sadan lista, kan vi definiera en partiellt rekursiv
funktion f(x,y) av tvd variabler sidan att f(x,y) = ¢.(y) for alla z,y. En
sadan funktion, och varje Turingmaskin som berdiknar den, kallas universell.

24



Nér vi nu fatt nagot utav ordning pa begreppen kring berdkningsbarhet,
samt har en universell Turingmaskin att luta oss mot, ar vi redo att definiera
begreppet Kolmogorovkomplexitet.

3.3 Kolmogorovkomplexitet

Antag att vi vill beskriva ett givet objekt med en dndlig binér strang. Ett ob-
jekt kan ha flera beskrivningar, men vi vill att varje beskrivning ska beskriva
endast ett objekt. Det dr naturligt att kalla féremal som har d&tminstone en
kort beskrivning fér "enkla”, och att kalla de som inte har nagon kort be-
skrivning for "komplexa”. Lingden pa den kortaste stridng som beskriver ett
foremal ska vi bendmna foremalets Kolmogorov-komplexitet. Ftt exempel
illustrerar idén:

Exempel 3. Betrakta foljande tva 44 bit langa stringar av bokstdver ur det
svenska alfabetet:

abababababababababababababababababababababab
kjhasuevadaatsruwqwodindbfwuasdavydfrbzofkatc

Den forsta har en kort beskrivning i det svenska spraket, namligen “ab 22
ganger”, vilket inklusive blanksteg bestar av 12 tecken. Den andra strangen
har ingen uppenbar kort beskrivning. Det ser ut som att enklaste sdttet att
beskriva den dr genom att rikna upp dess element ett efter ett och alltsa
anvdnda 44 tecken.

I detta avsnitt undersoks idén om ett samband mellan komplexitet och
grad av slumpmaéssighet hos foljder. En forutséittning for begreppets me-
ningsfullhet ar att méngden information som beskriver ett objekt &r en
egenskap hos objektet endast, oberoende av beskrivningsmetoden. Vi be-
hover alltsd komma 6verens om saval en universell beskrivningsmetod som
en mekanism att skapa objekt utifran givna beskrivningar. Det ar pa intet
sitt a priori uppenbart att detta gar. Det &r just resultaten i férra av-
snittet som visar pd den mojligheten. [6, $.93-94] I foljande definition av
Kolmogorovkomplexitet kan begreppen "algoritm” och ”program” antagas
ha preciserats som ovan.

Definition 11. Betrakta mdangden strangar dver nagot andligt alfabet. Lang-
den n av en sadan string x = £1&2...&, ska betecknas l(x). Lat A vara en
algoritm som transformerar dndliga bindra strangar p(sedda som program,)
till strangar A(p) éver ndgot dndligt alfabet. Kolmogorovkomplexiteten hos
ett element x med avseende pa algoritmen A definieras som lingden pa det
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kortaste program som berdknar det,

Ki(x) = min [(p).
(@) = min_ 109
Om inget sidant program existerar, det vill siga att A(p) # x for alla bindra
strangar p, sdtter vi K 4(x) = +00.

Detta komplexitetméatt ser ut att essentiellt bero av algoritmen A. Kol-
mogorov och Solomonoff bevisade emellertid 1964 f6ljande [7, s.603]:

Sats 4. Invarianssatsen. Det existerar en algoritm A sadan att det for varje
algoritm B gdller att
Ka(z) < Kp(z)+c¢

ddr ¢ dr en konstant som beror av A och B men inte av x.

Algoritmen A kallade Kolmogorov asymptotiskt optimal. [7, $.603] Vi
kan betrakta A som en motsvarighet till den universella Turingmaskinen
vars existens garanteras av sats 3. Algoritmen B svarar mot en funktion ¢y
som genom nagot "program” D kan berdknas av A. Under inmatning av D
och striangen "p” i A s& kommer A berdkna det som B berdknar pa input p.
Det géller alltsa att:

Ka(z) = min l(q) <I(D,p) =c+1(p)
Alg)==
dir ¢ = (D, p) och ¢ dr langden av D. Vi kan vélja p sddant att I(p) = Kp(x).
Detta kan vi alltid géra genom att ta p som den kortaste r sadant att
B(r) = x. Olikheten i invarianssatsen foljer.

Poéngen &r alltsa inte att den optimala algoritmen nodvéndigtvis ger den
kortaste beskrivningen i varje enskilt fall, men ddremot att ingen algoritm
given av en annan beskrivningsmetod kommer att évertréiffa den mer d4n dnd-
ligt ofta. [6, s.98] Det &r komplexiteten av z med avseende pa en sidan fix
algoritm som vi helt enkelt ska kalla komplexiteten av  och beteckna K (x).

Kommande tillampning kraver en generalisering av invarianssatsen till en
"betingad” version. Vi vill alltsa beskriva komplexiteten hos ett féoremal gi-
vet ett annat och definierar pa foljande vis begreppet betingad komplexitet
[7, 5.603]:

Definition 12. Ldt p,x — A(p,x) =y vara en algoritm éver tvd variabler,
varav p ar en bindr féljd som kallas programmet, och x dr en string over
nagot alfabet, och y en strang, mdajligen over ett annat alfabet. Kvantiteten

Kaly|z) =  min I(p)

kallas den betingade kompleziteten hos y givet x med avseende pd A.
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Det visar sig vidare, pa liknande sédtt som ovan att:

Sats 5. Det existerar en algoritm A sddan att, for en godtycklig algoritm
B, gdller att
Ka(y|z) < Kp(y| =) +c,

ddr ¢ ar en konstant som beror av A och B men inte av x och y.

Aterigen ska vi fixera en asymptotiskt optimal algoritm, vars existens
garanteras av satsen, kalla den betingade komplexiteten av y givet x med
avseende pa denna for "komplexiteten hos y givet ” samt beteckna denna
K(y | ).

Det dr en omedelbar konsekvens av satsen att det existerar en konstant
¢ sadan att:
K(&&..6, |n) <n+c

for varje bindr strang &1&>...£,. Vi har helt enkelt betraktat komplexiteten
av en strang givet sin egen ldngd och valt konstanten ¢ sé att den betingade
komplexitet inte 6verstiger summan av strangens langd n och ¢ for nagot n.
For samma ¢ ser vi samtidigt att antalet foljder av lingden n for vilka

K(160.6n | ) 2 n—c

ar storre dn 2"(1 — %) For varje n finns namligen 2™ binéra stringar av
langden n, men bara Z?;OC_l 2t = 2"~¢ —1 stycken kortare beskrivningar av

langd hogst n—c. Dessa kan alltsa hogst beskriva 2"~ ¢—1 strédngar av ldangden
n, och alltsa &r antalet strangar med langre beskrivning storre dn 2" — (2" ¢—
1) = 2"(1 — ). Fér stora n kommer dirfér en évervildigande majoritet av
strangar £1&s...£, ha en betingad komplexitet approximativt lika med det
maximala virdet n. Vi kommer att kalla dessa strangar inkompressibla eller
mer exakt [6, s.109]:

Definition 13. For varje konstant ¢ sdger vi att en string = av lingden n
dr c-inkompressibel om K(x|n) >n —c. 1

Strdngar som dr inkompressibla (lat sidga c-inkompressibla for sma c)
saknar monster. Ett monster hade ndmligen kunnat anvindas for att redu-
cera ldngden pa beskrivningen. Vi har gjort den intressanta iakttagelsen att
de flesta strangar besitter denna egenskap. [6, s.109] Kolmogorov foreslog
just inkompressibilitet hos element som en passande formell definition av
det intuitiva begreppet om dess slumpmaéssighet. [7, s.602-603]

Vi har nu haft chansen att dyka négot djupare ner i konflikten mellan olika

" Betingningen anvinder vi alltsd just for att uttrycka att det handlar om stringar av
viss langd n.
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sannolikhetsteoretiska paradigm, tagits med pa tidsresa bland teoretiska ma-
skiner och idéer som hjalpt till att forma vérldshistorien samt dntligen fatt
bekriftat den sedan ldnge kdnda misstanken om att det mesta ar mycket
komplicerat. Efter vad som nidrmast kan liknas vid en heldag i en mate-
matisk upplevelsepark géller det att inte tappa geisten infér den sista och
kanske mest krédvande etappen pa resan. I nédsta avsnitt tar Martin-Lof vid
och introducerar med utgangspunkt fran Kolmogorovs idéer, sitt forslag pa
definition av slumpméssig f6ljd.
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4 Martin-Lof och slumpmaissighet genom statis-
tiskt test

Under aret 1964-1965 studerade Per Martin-Lof i Moskva under ledning av
Andrej Kolmogorov och kom under denna tid att undersoka foljder med hog
Kolmogorovkomplexitet. Detta blev ingangen till de undersékningar som
skulle resultera i den sedermera o6verlagset mest erkédnda definitionen av
slumpfoljd. [11]

Martin-Lof utgar ifran tanken pa ett rattfardigande av Kolmogorovs for-
slag pa definition av slumpméssighet, och menar att detta méste besta i ett
bevis for att inkompressibla strédngar besitter alla de stokastiska egenska-
perna vi kdnner fran sannolikhetsteorin. Det innebér inga svarigheter att
visa att enskilda slumpegenskaper uppbérs av dylika strangar. Martin-Lof
fragar sig emellertid om det finns nagot sétt att en gang for alla bevisa att
inkompressibilitet implicerar alla uppténkliga (effektivt) testbara egenska-
per associerade med slumpméssighet - savél de kidnda som de &nnu okénda.
Martin-Lof lanar idéer fran statistiken da han inleder sina undersékningar.
[7, s.604]

Vart att papeka ar att vi i fallet dndliga foljder inte kan vénta oss att
skarpt kunna skilja slumpméssiga foljder fran icke-slumpmaéssiga. Om vi be-
traktar mangden av bindra stréngar av en viss lingd vore det exempelvis
onaturligt att fixera ett m och siga att de foljder som innehaller m nollor
ar slumpméssiga men hévda att de som innehaller m + 1 nollor inte &r det.
[6, 5.127]

4.1 Slumpmaissighet hos dndliga striangar

Givet ett utfallsrum S, 1t sdga av alla bindra stréngar, en associerad for-
delning P samt ett element z ur S, vill vi testa hypotesen "z &r ett typiskt
utfall ur §”. Véljer vi ett objekt slumpmaéssigt tycker vi oss namligen ha skél
att tro att det ska vara genomsnittligt och vi kan likstélla denna egenskap
med egenskapen att tillhéra ndgon rimlig majoritet, eller allra helst, befinna
sig i snittet av alla sddana. For att kunna avgora ett visst elements tillhorig-
het i nagon rimlig majoritet introduceras begreppet test som generellt ges
av foljande:

Definition 14. FEtt test ar en foreskrift som, givet nagon hypotes, for varje
signifikansniva e, talar om for oss for vilka observationer i ett forsok hypo-
tesen ska forkastas.

Vi vill testa for vilka observationer x fran S hypotesen "z tillhér majo-
riteten M i S” ska avfiardas. Vi har att e =1 — P(M) och sétter lampligen
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e=2""m =1,2,... vilket alltsa ar virdet pa risken att vi férkastar hypo-
tesen om x:s slumpmassighet fastin den dr sann. [6, s.127] Testets kritiska
omrade &r méangden observationer for vilka hypotesen ska forkastas. Vi kan
kalla det kritiska omradet for V,,, och menar da att antalet f6ljder av ldngden
n som ingar i V,,, ar < 2272 = 277 Testet bestdmmer en f6ljd V av néstade
kritiska omraden sadana att [7, s.605]:

Vi 2 Vm+17m =12,..

Foéljden svarar mot idén att om vi hojer noggrannheten eller kriaver béttre
signifikans bor vi krdva allt extremare beteende, tillfredsstéllt i allt mindre
kretsar, for att forkasta hypotesen.

Exempel 4. FEtt test for slumpmdssighet hos dndliga bindra stringar bor
ge negativt utslag om exempelvis den relativa frekvensen av ettor skiljer sig
alltfor mycket fran % Ett slumpmdssighetstest for x = x1x2...xy, pad Signifi-
kansniva € = 2™ kan konstrueras pa féljande vis:

Lat oss satta fp, = > x;. Vi bor forkasta hypotesen om x:s slumpmds-
sighet om kvantiteten |2 f, — n| skiljer sig alltfor mycket fran 0. Som bekant
finns det 2™ olika bindra strangar av ldngden n. Bland dessa ar det en som
innehdller noll ettor, n stycken som innehdller bara en etta, (3) stycken som
innehaller tva ettor och sa vidare. Det ar rimligt att forkasta hypotesen om
slumpmdssighet hos © pd signifikansniva € = 2™ om |2f, — n| > g(n,m)
dar g(n,m) ar det minsta tal bestamt genom att olikheten ska halla for hogst
2" qu de mdojliga stringarna. For tydlighetens skull: Betrakta fallet n = 6
och m = 2. Da dr 2672 = 2% = 16. Vi har att |2f, — 6| > 0 dd f, # 3 vilket
nagra kombinatoriska berdkningar visar dar sant for 44 stycken féljder. Vi
provar istallet |2f, — 6| > 2 wvilket ar sant for f,, # 3, fu # 2 och fn # 4,
det vill sdga for 14 stycken féljder. 14 < 16 varfor vi enligt detta test kan
forkasta hypotesen om slumpmdssighet hos z pd signifikansnivd 25% om den
innehdller 0, 1, 5 eller 6 stycken ettor. Vi har ocksd for ovrigt att g(6,2) = 2.

Beskaffenheten hos den relativa frekvensen &r emellertid bara en av
manga egenskaper vi vill préva i bedémningen av en strings slumpméassig-
het. Genom att anvinda den explicita beskrivningen av ett test som familjen
av kritiska omraden som uppfyller ovanstaende krav kan Martin-Lof visa att
méngden av alla tester &r rekursivt uppriaknelig. Darur foljer existensen av
ett universellt test, det vill séiga ett test sidant att om en binér striang &r
slumpmaéssig med avseende pa detta test, sa ar den slumpméssig med avse-
ende pa varje mojligt test. [7, s.605] Med andra ord:

Sats 6. Det existerar ett test U sadant att det for varje test V gdiller att
Vm+c Q Um,m == ]., 2, ceey

ddar ¢ dr en konstant som bara beror av U och V.
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Vi kan definiera den kritiska nivan som den minsta signifikansniva for
vilken hypotesen forkastas. Vi sétter

= ma
(@) = e
Vi kan vidare fixera ett universellt test och kalla den kritiska nivan med
avseende pa detta for m(z). Sambandet med Kolmogorovkomplexitet ges av

foljande [7, s.607]:

Sats 7. Det existerar en konstant ¢ sadan att

| 1(z) — K(z | [(z)) —m(z) |[< ¢
for alla bindra stringar x.

Sambandet troliggors 2 genom foljande: Om stringen #r “slumplik”
kommer K (z | I(z)) och I(z) ligga néra varandra i virde. D& kommer minsta
signifikansniva for vilken hypotesen kan forkastas vara hog och m(z) foljakt-
ligen litet. Om K (z | [(x)) ddremot &r 1ag kommer striangen kunna avslojas
som icke-typisk dven for laga signifikansnivaer, det vill siga stora m, som i
sjélva verket kommer att ndrma sig I(z). (Vi har ju alltid att m(z) < I(z) och
att m(z) ligger nédra [(x) betyder att hypotesen kan forkastas med véldigt
hog precision.) Det verkar pa sa vis rimligt att dessa tre storheter "viger
upp” varandra och att differensen mellan dem dérmed &r begriansad for alla
x. Med detaljerna'® utelimnade kan vi nidrmare bestimt leverera féljande
resultat [7, s.607]+[6, s.133]:

Sats 8. Fizera en konstant c. Om en string dr c-inkompressibel gdaller att
m(x) < ¢’, dar ¢’ dr en konstant som beror av ¢ men inte av z. Pa liknande
vis, om m(z) < ¢, dd dr x ¢’-inkompressibel, ddir ¢’ dr en konstant som beror
av ¢ men inte av .

Det gar alltsa att finna stod for Kolmogorovs antagande om att de icke-
komprimerbara strangarna ar precis de strdngar som besitter egenskaperna
vi férknippar med slump. Slumpméssighet i denna Martin-Lofs mening méas-
te emellertid tolkas som slumpmaéssighet i den méan den effektivt kan bekraf-
tas. Det &r med andra ord en negativ definition vi just betraktat. Genom ett
slags det effektiva testets filter kan vi observera vissa egenskaper forknippa-
de med icke-slumpmaéssighet och per definition kalla allt som saknar dessa
for slumpmassigt. Det ar ett pragmatiskt siatt att nalkas problemet, som gor
sig féga intimt med fragor om vilka egenskaper - fysiska eller matematiska
- dkta slump har. Martin-Lofs effektiva tester talar bara om att ett objekt
dr slumpmaéssigt i varje man vi kan, och rent principiellt alltid kommer vara
begransade till att kunna, bedéma. [6, s.13 4]

12F6r detaljerna se sidan 607-608 i [7].
13S0m f.6. finns pa sid 133 i [6].
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Sa langt har endast dndliga f6ljder behandlats, nir det i forsta hand var
odndliga vi ville understka. Fragan instéller sig naturligt: kan samma prin-
ciper anvindas da vi vill definiera slumpméssighet hos odndliga foljder? Det
gbr det i viss man ska vi strax se da vi sa sakteliga bestiger vad som brukar
kallas for teorins (atminstone) lokala extrempunkt: Per Martin-Lofs defini-
tion av oédndlig slumpfoljd.

4.2 Slumpmaissighet hos oédndliga féljder

Forforisk ar idén att kalla en oédndlig foljd 6 slumpméssig om det existerar
en konstant ¢ sddan att K (616s...0,,) > n — ¢ for varje n. Stor ar besvikelsen
da det visar sig att sidana foljder inte existerar. For foljder med hog kom-
plexitet observeras ndmligen komplezitetsoscillationer som gor att initial-
segments komplexitet saknar begrédnsningar. Det visar sig att initialsegment
till odndliga foljder odndligt ofta faller obegransat langt under virdet av den
egna lingden. [6, s.136] Om vi trots detta fortsitter att himta inspiration
fran det dndliga fallet och férsoker hitta ett universellt test for slumpmaés-
sighet kommer vi upptéicka att ett naivt tillvigagangssatt inom ramarna for
den klassiska matematiken inte heller leder nagon vart.

Beakta namligen foljande: Lat ater utfallsrummet 2¢ bestd av alla odnd-
liga bindra foljder. Lat vidare:

Definition 15. 2<% beteckna mdngden av alla dndliga stringar av 0 och 1.

Definition 16. For o € 2<%, beteckna mdngden av alla oindliga bindra
foljder som inleds med den dndliga foljden o med || o ||, det vill siga || o |=
{eX : X e 2v}.

Om likformig férdelning foreligger har vi att sannolikheten for en odndlig
f6ljd med initialsegmentet o dr 271%). Inom matteoretisk sannolikhetstra-
dition kallas varje egenskap, s& som Stora talens lag eller Lagen om den
itererade logaritmen, som visat sig gélla med sannolikhet 1, for en sannolik-
hetslag. Enligt detta synséatt géiller generellt i vart utfallsrum 2% med mattet
w att varje mangd B C 2¥, sadan att u(B) = 1, kan betraktas som en san-
nolikhetslag. Element i 2 som inte satisfierar lagen "att vara ett element
i B” utgér en mingd av matt noll. Det &r naturligt att kalla ett element
fran ett utfallsrum slumpmdssigt om det satisfierar alla sannolikhetslagar.
For varje elemet 6 € 2, utgér méngden By = 2 — {0} en sannolikhetslag.
Men snittet av alla médngder By med sannolikhet 1 &r tom; vi har uteslutit
varje enskild f6ljd och dédrmed hela utfallsrummet. Saledes &r ingen odndlig
f6ljd slumpméssig om vi kréver av en sddan att den ska satisfiera alla san-
nolikhetslagar som ”finns”. [6, s.140]
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Det visar sig att det ar ett konstruktivt forhallningsséitt som tar oss for-
bi nyss ifallna fillor. I praktiken adr ndmligen alla lagar som &r bevisade
inom sannolikhetsteorin effektiva ur berdkningssynpunkt. Vi kan kriva av
en sannolikhetslag att den &r partiellt rekursiv, vilket innebér att det ef-
fektivt gar att testa huruvida den haller. Méngden oédndliga slumpféljder
kan da definieras, inte som snittet av alle méngder med matt 1, utan som
snittet av alla s.k. effektiva méngder med matt 1 som &r givna sa att sidga
"rekursivt upprakneligt”(Se definitionen nedan.) (Méngden By = 2¥ — {6},
for varje f6ljd 0, dr 6veruppréknelig [9, Thm 2.14], ochh det &r latt att se
att den inte ar effektiv.) P4 sa vis erhaller vi en enda effektiv beskrivning
av slumpméssighet i form av ”egenskapen att satisfiera alla effektiva sanno-
likhetslagar”. Det gor den oédndliga foljden med sannolikhet 1. [6, s.140]

Martin-Lofs grundldggande idé var just att formulera en abstrakt defini-
tion av ett statistiskt test for slumpmaéssighet, och krava av en slumpfoljd
att den passerade alla sddana tester. Detta kunde astadkommas genom en
effektivisering av begreppet nollmdangd. [3, 5.231]

Lat oss stiga in i Cantorrummet 2% och 14t oss definiera:

Definition 17. For o € 2<% sdiger vi att || o || dr en basal éppen delmingd
till 2 och definierar ett mdtt genom u(|| o ||) = 271,

Varje 6ppen delméangd till Cantorméngden ar unionen av en uppréiknelig
foljd av basala disjunkta 6ppna méangder. Mattet av en Oppen méngd &r
summan av méatten av méngderna i nagon sadan foljd. En effektiv 6ppen
méngd ar en 6ppen mingd som utgdrs av unionen av en foljd av basala
Oppna mangder, bestdmda genom en rekursivt uppriaknelig f6ljd av binira
strangar. En konstruktiv nollovertickning eller effektiv matt-noll-mdngd ar
en rekursivt uppréknelig foljd U; av effektiva 6ppna méngder sadana att
Uiy1 C U; och p(U;) < 27 for varje naturligt tal 4. Varje nollovertickning
bestdmmer en méngd C med matt 0, ndmligen skdrningen av méingderna
U;. [1, 11] C ar en nollmingd som innehéller foljder med nagon ovanlig
egenskap som gor att de inte bor betraktas som slumpméssiga. En f6ljd
definieras déarfér som Martin-Lof-slumpméssig om den inte ingar i nagon
sddan méangd C, bestamd av en konstruktiv noll-6vertiackning. [3, s.231] Vi
kan kalla nolloévertdckningen for test och gora foljande lite mer formella
omtag [3, s.74]:

Definition 18. For W C 2<“ lat | W ||=Ugew | o || -

Definition 19. En dppen mdingd A C 2% dar en effektiv oppen mdangd om
det finns en rekursivt uppriknelig mingd W C 2<% sddan att A =|| W ||.

Definition 20. (i) Ett Martin-Lif-test dr en foljd {Uy}new av effektiva,
oppna mangder sadana att w(Uy) < 27" for alla n.
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(i) En mdngd C C 2% dr Martin-Lof-noll om det finns ett Martin-Lof-
test {Up tnew sddant att C C N, Uy.

(ii) En foljd A € 2% dr Martin-Lof-slumpmdssig om {A} inte ar Martin-
Léf-noll.

Det foljer fran i) att vi kan anta Uy 2 Uy D... . Givet ett Martin-Lof-test
{Un}new, 18t Voo = Upopn Um- D4 ér ndmligen {V;, }new ett Martin-Lof-test,
VWwoViD..,,ochN, U=, Va-

Foljder som ar Martin-Lof-slumpmaéssiga uppfyller alltsa alla sannolikhetste-
orins (effektiva) lagar. Speciellt kan vi se att méngden av alla foljder som
inte satisfierar stora talens lag dr Martin-Lof-noll. Pa liknande sétt gél-
ler, for varje berdkningsbar urvalsfunktion f , att klassen av méngder vars
utvalda delméngder inte satisfierar stora talens lag dr Martin-Lof-noll. Al-
la foljder som ar Martin-Lof-slumpmaéssiga dr alltsd slumpméssiga i von
Mises-Churchs mening. Det omvénda édr dock inte sant. Vi kan exempelvis
konstruera ett Martin-Lof-nollmédngd som innehaller f6ljderna uppmaérksam-
made av Ville. [3, s.232]

Definition 21. Ett Martin-Lif-test {Uy tnew @r universellt om (), Uy inne-
haller varje Martin-Lof-nollmdngd, med andra ord, for varje Martin-Léf-test

{Vitbnew, gdller att N, Vo, €N, Un.
Glddjande nog giller dven att [3, s.233]:

Sats 9. Det existerar ett universellt Martin-Lof-test.

Bevis. Lat {R%}new, {R:}ncw,... vara en effektiv upprikning (finns enligt
sats 2.12 1 [9]) av alla (likformigt) rekursivt upprékneliga delméngder till
2<@. Lat S vara resultatet av att rikna upp R’ och sluta upprikningen
d& méattet av || RY, || hotar att dverstiga 27™. (Det vill siiga utelimna Rf i
upprikningen om || R?, [|> 27" och skippa R!, for m > n.) D4 ir

{089 13 news {II SE |} new,--- en effektiv upprikning av alla Martin-Lof-test.
Lat Un, = U; || Siyipq || Dé ér Uy, en effektiv ppen méngd och

p(Un) = 3 il Spigr ) < D27 0D =277,
i i

s& att {Uy, }new ar ett Martin-Lof-test. For varje Martin-Lof-test {V;, }new,
finns ett ¢ sddant att V,, =| S, || for alla n. D& géller att V4441 C U, for
alla n, sa att N, Vi, C N, Un. O

Det finns alltsa enligt Martin-Lof, mot Villes férmodan, ett enskilt sta-
tistiskt test som indikerar slumpméssighet hos individuella objekt. Testet
som konstrueras i beviset dr just ett sadant. [3, s.233]
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4.3 Ekvivalenta karaktariseringar

Martin-Lofs definition beskrivs ofta som det forsta lyckade forsoket att ma-
tematiskt fanga intuitionen bakom slumpmaéssig f6ljd och ar &nnu idag - ett
halvt sekel efter sin tillkomst - den mest valkdnda, erkdnda och anvinda.
Populariteten har, i vart fall delar av sin forklaring i den rika och latthan-
terliga matematiska teori definitionen later oss utveckla. [3, .226] Det har
bland annat visat sig att den gar att hirleda ur flera till ytan tdmligen
olika intuitiva foérhallningssétt till problemet. Detta brukar betraktas som
evidens for att Martin-Lof verkligen formulerat en fundamental egenskap
hos matematiken snarare én en tillfillighet i hans ursprungliga modell. [11]
Tre huvudsakliga intuitiva karaktériseringar av slumpfoljd brukar urskiljas
och vi har redan stiftat bekantskap med dem alla. Jag kommer nu att rikna
upp dem samt antyda hur ekvivalensresultaten erhallits och hoppas att pa
sa vis skinka ldsaren viss kénsla av vetenskaplig harmoni.

Icke-komprimerbarhet

Slumpmaéssig ar den foljd vars initialsegment alla &r svara att beskriva, eller
ekvivalent, att komprimera. Detta ar intuitionen bakom Kolmogorovkom-
plexitet som slumpmaéssighetsmatt. Vi har redan studerat sambandet for
dndliga foljder samt upptéckt att ett sadant inte ar lika ldtt att upprétta
for odndliga. Relativt nyligen har detta dock astadkommits medels saval en-
kel komplexitet - det vi har anvént - som sa kallad prefizfri.'* P4 sa vis har
det pa senare ar gatt att uppratta en koppling mellan inkompressibilitet och
Martin-Lof-slumpmaéssighet dven hos oéndliga f6ljder. [3, s.227]

Matteoretisk typiskhet

Slumpmassiga foljder ska inte ha nagra "effektivt ovanliga” egenskaper. Det-
ta var ledordet bakom Martin-Lofs ursprungliga definition som vi just stu-
derat och sammanfaller med den stokastiska paradigmen: en slumpfoljd ska
passera alla statistiska tester for slumpméssighet. 3, s.226]

Oforutsigbarhet

Detta dr kanske den karaktérisering av slumpmassighet som kénns allra mest
intuitivt naturlig for de flesta. Det som &r slumpméssigt ska vara omojligt
att forutse. P4 sa vis ska det exempelvis, &ven om man vet alla tidigare utfall
i en serie slantsinglingar, vara omdgjligt att férutse nésta. Det ska, med andra
ord, vara omdjligt att vinna mot en slumpféljd i ett hederligt vadslagnings-
spel med en (algoritmiskt) genomforbar spelstrategi. Detta var den intuition
som von Mises utgick ifran och som utvecklades av bland andra Ville till att
forma teorin om Martingaler. De senare kan betraktas just som spelstrate-
gier och det gar att visa att de foljder som dr Martin-Lof-slumpmaéssiga &r
precis de som ingen martingal biter pa, med andra ord, de foljder for vil-

1Se exempelvis [3] sidan 227 och framét for mer om detta.
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ka en spelare kan gora obegriansade intdkter under anvindningen av nagon
martingal 4r Martin-Lof-noll. [8, s.33]

Och med detta sagt dr det gjorda gjort och det har blivit tid for att samman-

fatta, fylla i utvirderingar, se bakat utan anger och framat utan fruktan.
Vénd nu med férdel blad.
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5 Resumé

Vi har just betraktat tva av de enskilt storsta héndelserna pa omradet
slumpfoéljdens definition: von Mises imponerande tidiga initiativ och Martin-
Lofs revolutionerande nydaning. Som vi vil markt &r det svart att gora en
matematiskt rigorts jamforelse de tva definitionerna emellan da de ar av
sé pass skilda slag géllande savél utgangspunkt som formell struktur. Jag
gbr pa intet sidtt ansprak pa att ha genomfort en dylik jamforelse. I stél-
let har jag latit respektive teori blomma i sin egen rabatt medan jag dgnat
mig at vissa blygsamma utgriavningar kring respektive definitions filosofis-
ka rotter. Min forhoppning dr att detta har visat pa de grundvalsméssiga
stallningstaganden som ligger till grund fér mojliga 16sningar av problemet
samt pa tva olika sétt att gora dessa val och med dessa héjda som vapen
nalkas tdmjandet av slumpens langstrackta best. Nedan sammanfattas vad
som framkommit.

Von Mises ambition var att med utgangspunkt fran kollektiven erbjuda en
axiomatisering av frekvenstolkningen av sannolikhet tydligt blottliggande
alla antaganden som ligger till grund for varje tillampning av en sddan te-
ori, speciellt géller detta nédvindigheten av att de massfenomen pa vilka
teorin dr applicerbar kan representeras av kollektiv. Man kan mena, vilket
van Lambalgen gor [5, s.58-59], att han i det vésentliga lyckades med detta
om det for ett rattfardigande av detta ansprak racker att acceptera en kon-
textuell version av teorin, exempelvis i Walds tappning. Att lata kollektiv
explicit definiera begreppet slumpf6ljd har en intuitiv lockelse i all sin (1at sa
vara inbillade) éverblickbarhet. Vi har dock sett att det ar oklart hur tillatet
platsurval ska tolkas matematiskt och att s d&nnu ej gjorts pa tillfredsstél-
lande vis. [5] Dartill har de flesta menat att Villes konstruktion en gang
for alla visat att, oavsett hur urvalsmetoden preciseras kommer méngden
av foljder definierade genom dessa aldrig i sin helhet uppfylla alla sannolik-
hetsteorins gransvirdeslagar. Om detta ar ett krav som vi med nédvandighet
staller pa slumpfoljder forefaller von Mises forslag, sa som definition av des-
sa, falla mot marken. Faktum kvarsar dock, vilket van Lambalgen tydligt
poéngterar och vi dven sett exempel pa, att delar av den kritik som riktats
mot von Mises var ordttfardig da den forhaller sig okénslig gentemot hans
intentioner och baseras pa grundvalsméssiga hallningar som inte var hans.
[5, s.14]

Martin-Lofs ger under tillimpning av rekursionsteori en definition av ef-
fektivt statistiskt test for slumpméssighet. [5, s.92] Kravet om f6ljdens upp-
fyllande av detta test utgdr en matematiskt rigorés definition av slumpmaés-
sighet och vi har just sett att denna definition, i all sin pragmatiska enkel-
het, kan hérledas ur flera olika filosofiska karaktériseringar av problemet.
Oaktat detta kan det vara intressant att reflektera Gver att den matteore-
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tiska sannolikhetsldra i vilken Martin-Lof fann sin utgangspunkt, och som
en 6vervildigande majoritet av matematiker dnda sedan slutet av 30-talet
och dnnu idag mer eller mindre medvetet anammat [5, s.20], inte alltid har
statt ensam pa scenen.

Van Lambalgen foreslar for 6vrigt att matteoretisk sannolikhetsteori och von
Mises frekventism star i ett liknande forhéllande till varandra som klassisk
matematik till konstruktiv; det dr inget fel i att bedriva klassisk matema-
tik men en 6versdttning av erhallna resultaten i konstruktiva termer kan
ge okad forstaelse for vad dessa verkligen betyder. P4 samma sétt, menar
van Lambalgen, skulle varje slutledning av matteoretiskt slag idealiskt, i den
man det dr mojligt, foljas av en i termer av frekvenser. [5, .58]

Slumpfoljder presenteras av von Mises i forsta hand i syfte att skapa en
stabil och siker grund at sannolikhetsteorin. Martin-Lof utgick fran idéerna
kring Kolmogorovkomplexitet och kom att definierade slumpféljder i statis-
tiskt snarare &n probabilistiskt. [5, s.64] Martin-Lofs definition av slumpf6ljd
har ofta i litteraturen beskrivits som en ren forbattring av von Mises. Ge-
nom att i nagon man tydliggéra skillnaderna i motivation och respektive
definitions bakomliggande teori om sannolikhet har vi forsokt att forsitta
denna uppfattning i ett nadgot mer nyanserat tillstand.

Det &r hog tid att aterknyta till de aprioriska argumenten mot den blot-
ta mojligheten att 6ver huvud taget ge en definition av slumpféljd. Dessa
gavs i inledningen och lydde:

e Sa fort slumpmaéssighet kan definieras, upphor det att vara dkta slump-
massigt.

e Slumpméssighet dr en egenskap hos en process, inte hos foljder pro-
ducerade genom séddan process.

e Det ar karaktaristiskt for slumpprocesser att de kan generera vilken
f6ljd som helst.

Intuitionen bakom det matematiska begreppet om slumpméssighet grundar
sig pa forestéllningen om strukturer som saknar monster men vél innehéller
regelbundenheter i form av exempelvis griansvéirden for relativa frekvenser,
eller mer generellt, uppfyllandet av statistiska lagar. Det finns ingen an-
ledning att tro att denna intuition inte ldmpar sig for en matematisk be-
skrivning. Emellertid skulle vi kunna tédnka oss oférutséigbarhet som slump-
maéssighetens enda utmérkande egenskap och utifrdn denna forestéllning
definiera slumpféljder just som de foljder i vilka vi inte finner nagra som
helst regelbundenheter. Detta sétt att betrakta slumpmassighet, s& som to-
tal avsaknad av lagbudenhet, utgor ytterligare ett satt att negativt definiera
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fenomenet och tycks vara det som de aprioriska argumenten harstammar ur.

Resan ndrmar sig sitt slut. Trotta och med lagom svidande hud packar
vi for hemférd. Nu ska all intellektets hemldngtan stillas och intryck smél-
tas. Kanske upplevs mitt i allt besvikelse - resan tog ju slut nir den just
boérjat. Som vanligt skét vi upp souvernirhandlandet till sista dagen da det,
som alltid, visade sig att affarerna var stdngda. Léttade inser vi att det vi
bar med oss fran denna resa i forsta hand &r av immateriellt, och dartill
oforstorbart slag och &nda inte hade kunnat kdpas for pengar. Under den
skakiga bussresan mot flygplatsen tar var guide, tagen av stundens allvar,
till orda:

Vi star nu vid végs dnde - eller kanske snarare pa en i transversalplanet
stdndigt expanderande ruta ett. I likhet med manga matematiska projekt
har detta drivits av énskan om att i entydiga termer beskriva vara intuitio-
ner kring ett begrepp. Forst da tror vi att vi forstar det fullt ut och endast
da kan vi jamfora det med andra begrepp. Tillika rérande som storslagen
ar denna ménniskans strdvan och hopp om att detta arbete ska resultera
i en sammanhéngande och allra helst sann vérldsbild. Varje dag &r slum-
pen narvarande och skdnker savél ovisshetens forhoppningar som hot at de
liv vi tror att vi sjalva véljer. Slumpfoéljden ringlar genom mangfalden av
mojligheter. Dess definition foljer efter hack i hal.
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