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Sammanfattning

Denna uppsats kommer att behandla den teoretiska kvantdatorn och hur man
med dess hjilp kan faktorisera stora heltal effektivt. Vi kommer att ga igenom
hur kvantdatorn ska byggas upp och de matematiska representationerna av
dess delar. Vi kommer ocksa att g& igenom hur delarna kan anvéndas for att
16sa problemet med faktorisering av stora heltal. Datorerna som finns idag
kan inte faktorisera effektivt men vi ska se hur kvantdatorn kan gora det. Vi
avslutar uppsatsen med att beskriva en algoritm fér hur faktorisering med en
kvantdator gar till och visar ett exempel. Uppsatsen baseras mycket pa An
Introduction to Quantum Computing av Phillip Kaye, Raymond Laflamme
och Michele Mosca, se [1].
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1 Introduktion

1.1 Datorer

Datorer &r fysiska maskiner som hjélper oss att 16sa problem med sa kallade
algoritmer. Vi beskriver i det har avsnittet vad en algoritm &r och hur man
jamfora olika algoritmer med varandra. Vi kommer ocksa att ga igenom den
kvantfysik som behovs for att forsta kvantdatorn, se [1] kapitel 1.

1.1.1 Datorn och algoritmer

Datorer anviands idag for att 16sa uppgifter pa en méangd omraden, allt fran
enkla hushallsapparater till stora superdatorer. I datorer anvinder man ett
binart sprak med tva olika spanningsliagen som representeras av ettor och nol-
lor, sa kallade bitar. For att utféra berdkningar skickas spénningar genom
elektriska kretsar byggda av i huvudsak transistorer. De elektriska kretsar-
na representerar logiska grindar. En logisk grind ar en elektrisk krets vars
utvirde ar en logisk funktion av kretsens invérden, till exempel NOT, AND
och XOR. Nér en spénning skickas genom en krets s& representeras det av
att motsvarande logiska funktion appliceras pa spanningens binéra repre-
sentation. Kretsarna/grindarna kan man koppla samman till storre kretsar
for att kunna gora berikningar som +, —, -, /,mod. Man kan sétta ihop en
uppséttning av sddana storre kretsar /berdkningar for att 16sa mer komplexa
uppgifter och har da en algoritm. En algoritm &r alltsd en méngd instruk-
tioner for att 16sa ett problem

Exempel 1. Nedan ser vi pseudokoden till en algoritm for att berdkna hypo-
tenusan. Pseudokod dr kod som inte dr beroende av ett programmeringssprik
utan bara beskriver vad algoritmen ska gora. Hér beriknas \/x2% + y2 av ka-
teterna x och y, sedan sdtts z till resultatet:

hypo(x heltal, y heltal){

z:= sqrt((x*x) + (y*y));

}

1.1.2 Ordo

Néar vi jamfor olika algoritmer &r vi intresserade av att ha ett matt som
visar om en algoritm &r effektiv eller inte. Vi vill ha ett matt pa hur mycket
resurser det gar at for att kora en algoritm pa en dator. Mattet kan till
exempel vara tidsatgang, antalet grindar som géar at eller hur mycket minne
som behovs. Vi kommer att méta hur mycket resurser som gar at for att kora
algoritmer som funktioner av langden péa det indata som anvinds. Mattet
vi dr intresserade av ar ett som ger en dvre grans for resursatgangen. Man
bortser far konstanter och tar den dominerande termen i resursatgangen som
matt. Till exempel kan tva olika algoritmer fér multiplikation av tva n bitar



langa tal ha resursatgang 3n%+2 respektive 4n3 +3n+6. For stora n kommer
n3 och n? att dominera och vara en 6vre grins for resursatgangarna. Man
séiger att algoritmerna tillhér O(n?), respektive O(n?).

O star for ordo och dr den beteckning man brukar anvinda for resur-
satgangen. Man tolkar det som att en algoritm &r begriansad av funktionen
f(n) om den tillhor O(f(n)). f(n) &r alltsd den dominerande termen da
n blir stort. Med hjélp av O kan vi saledes undersoka och vilja de algorit-
mer som loser vara problem effektivast. Man brukar dela in algoritmer i olika
klasser med avseende pé effektivitet. Om en algoritm har resursatging O(nc)
for nagot tal ¢, sdger man att den algoritmen &r polynomiell med avseende
pa resursatgangen. P4 samma sétt sdger man att en algoritm i O(logn) dr
logaritmisk, en i O(n) &r linjér och en i O(c¢") dr exponentiell for konstanten
c.

Algoritmer som kréver exponentiell resursatgang klassas som ineffektiva.
Till exempel kan man inte faktorisera stora heltal effektivt. Den snabbaste
heuristiska algoritmen man kénner till idag for att faktorisera kallas Ge-
neral Number Field Sieve (GNFS). Det &r den snabbast kidnda algoritmen
for faktorisering av stora tal med en klassisk dator n och har resursatgang
eo((log")%(loglog”)%). Den kraver alltsa exponentiellt med resurser. n i det
hér fallet bestar av logy n bitar.

Vi kommer att se en metod for att faktorisera mycket effektivare. Meto-
den kommer att anvinda kvantdatorn for att faktorisera med mycket mindre
resursatgang dn den klassisk dator. Om man skulle lyckas gora det kan man
till exempel knidcka RSA-krypteringen, se [11] kapitel 3. RSA har fatt sitt
namn av dess skapare, Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman och bygger
pa att det ar svart att faktorisera stora heltal.

1.1.3 Rita kretsar

Néar vi visualisera en krets for att visa hur man ska koppla grindar och
vilka indata som ska ga till vad ritar vi kretsscheman. Man ritar kretsar som
geometriska figurer med linjer mellan. De geometriska figurerna representerar
grindar och linjerna som kopplar samman grindarna representerar de viagar
som data flodar genom. Alla grindarna presenteras vidare som rektanglar
utom métningar som presenteras av trianglar. Se figur 1 for exempel.

1.2 Kvantfysik

Kvantdatorn anvénder nagra viktiga egenskaper hos kvantfysiken. Vi gar ige-
nom dessa egenskaper med hjilp av ett vanligt exempel pa ett kvantsystem!.
Exemplet kommer att skildra ett experiment déar den klassiska fysiken inte
kan forklara fenomenet man observerar. Kvantfysiken behovs for att kun-
na forklara det som intréffar. Uppstédllningen i experimentet har gjorts pa

'Se avsnitt 1.6 i [1], [13] avsnitt 2.1.1(exempel 2.1.18 sid 65) och 2.10 i [15].
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Figur 1: Kretsschema &ver operatorerna D, A och N med indata xg,z; och
T2 och métning av utdata.

riktigt och gar under namnet Mach-Zehnder interferometer. Resultat kan
tyckas konstigt och strider mot ens intuition till en bérjan men vi kommer
att forklara fenomenet man iakttar.

Exempel 2. En uppstillning med en fotonkdlla, tva speglar, tva fotondetek-
torer och tvd halvspeglar(strildelare) stalls upp. Halvspeglarna slipper igenom
hélften av de fotoner som trdffar dem och refiekterar hélften. Man bérjar med
att rikta en fotonkdlla sd att den skicka fotoner mot en halvspegel som delar
upp fotonerna i tvd vdagar. I de bada vagarna monteras en spegel. Sedan later
man dessa speglar reflekterar thop fotonerna och staller den andra halvspegeln
dir fotonerna korsar varandra. Den andra halvspegeln later man reflektera
ut fotonerna till varsin fotondetektor, se bild 2. En foton kan alltsd ta tva

- *—— Fotondetektor

Halvspegel

Fotonkilla ] .
S

0 0 "“‘-ﬂ-ﬁSpegel

Figur 2: Uppstéllning med tva halvspeglar, en fotonkélla, tva speglar och tva
fotondetektorer.

)

Fi

maojliga vigar efter den forsta halvspegeln. Vigarna dops till 0 och 1. Det dr
alltsa med en sannolikhet pa % som en fotonen hamnar pa en specifik vdg.
Fotonerna man skickar kommer alltsa efter den forsta halvspegeln att delas
upp i tvd vagar med lika mdnga i vardera vdg. Efter att fotonerna reflekte-

rats thop av speglarna och passerat den sista halvspegeln liser man av hur
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mdanga fotoner varje fotondetektor triffats av. Det verkar ju rimligt att man
skulle detektera hdlften av fotomerna vid vardera fotondetektor. Men sd dar
inte fallet! Det visar sig att alla fotoner hamnar vid en och samma detektor.
Det hir fenomenet gar emot hur vi dr vana att se pd verkligheten med den
klassiska fysiken. Men vi kan forstd vad som hdnder om vi anvdnder oss av
en kvantfysisk modell.

Om vi bortser fran den andra halvspegeln en stund kommer varje foton att
folja en av tva vagar enligt den klassiska fysiken. Namligen O eller 1 beroende
pa om fotonen reflekteras eller inte av den forsta halvspegeln, se bild 3. Vi

fﬂ' | »
y -

Figur 3: Till vénster ser vi 1-vigen och till hoger 0-vagen.

kan se wvarje foton som ett system med 2 ligen dir ldgena motsvarar att
fotonen befinner sig pd vig 0 eller 1. Vi representera ldgena med en vektor

(lagesvektor)
1
0

()

for vagen 1. Vi kommer senare att ga igenom varfor just dessa vektorer dr
lampliga. Fotonkdllan monterades sd att varje foton vi skickar kommer att
starta i vig 0. Fotonerna kommer helt godtyckligt att reflekteras till vig 1 eller
stanna i vdg O efter den forsta halvspegeln enligt den klassiska fysiken. Men,
enligt kvantfysiken kan fotonerna befinna sig i en sd kallad superposition
mellan vdgarna 0 och 1. Matematiskt beskriver vi en generell superposition
av vdg 0 och 1 som en linjdra kombination

()-00)-6

av ldgesvektorerna. Om man rent fysiskt mdter vilken vdg en foton befinner
sig pa kommer resultatet att bero pd o och B. Ndrmare bestdmt kommer en
foton att befann sig pa vig 0 med sannolikhet |a|? och pd vig 1 med sanno-
likhet |B)? enligt kvantfysiken. Nir fotonen passerar en halvspegeln innebér

for vigen 0 och



det att man multiplicerar ligesvektorn med matrisen (en rotationsmatris)

()

Den fotonen som alltsd startar pa 0-vigen kommer efter forsta halvspegeln
att hamna i féljande ldge:

50 0-50-50-50)

Det motsvarar att fotonen hamnar pd 0-vigen med sannolikhet |%\2 =3

och i 1-vigen med sannolikhet |ﬁ|2 = % Matrisen E beskriver saledes vad
som hander med en fotons ldge da den passerar en halvspegel. Mdter vi inte
fotonens lige utan later den passera genom den andra halvspegeln fas féljande

(N () =(°

NCAVER! ve\i)/) \i)’

Om vi miter nu kommer vi, med sannolikhet |i|*> = 1, lisa av att foto-
nen gatt 1-vdgen. Vilket stimmer overens med vad man iakttar ndr man
utfor experimentet. Fenomenet kallas interferens och man sager att den and-

ra halvspegeln har fatt de tvd vagarna i superposition att interferera och sl
ut 0-vagen.

Det &r egenskaper hos kvantsystem som de i exempel 2 vi kommer att
utnyttja i konstruktionen av kvantdatorn. Man bor tillagga att kvantdatorn
for tillfallet till storsta delen existerar i teorin och laboratorium. Den mate-
matiska teorin bakom kvantdatorn ar dock fortfarande intressant.



2 Matematiska begrepp

For att beskriva en kvantdator behdver vi behover ett smidigt sétt att skriva
vektorer pa som passar nidr man ska representera lagesvektorer som de i 2.
En del begrepp fran linjar algebra samt tensorprodukt kommer ocksa att
vara till stor hjilp.

2.1 Diracnotation

Vektorerna vi ska anvinda for att representera ldgen hos olika kvantsystem
kommer att skrivas i Diracnotation?. Den introducerades forst av Paul Di-
rac pa 30-talet och gar ocksad under namnet bra-ket-notation. En vektor ¢
skrivs i Diracnotation som |¢). Vektorerna vi anvinder kommer att skrivas
i en bas vi refererar till som berékningsbasen. Berdkningsbasen &r en bas
déar basvektorerna bestar av en etta pa en rad och nollor pa resten av ra-
derna. Basvektorerna for berdkningsbasen skrivs i Diracnotation som binéra
strangar mellan | och ). Den binéra stringen ar det binéra tal som motsvarar
vilken rad ettan i basvektorn finns sig pa. Forsta raden rédknas som rad 0.
Varje basvektor i ett 2"-dimensionellt vektorrum skrivs alltsd med en binér
strédng om n siffror i Diracnotation, se exempel nedan.

Exempel 3. Anta att vi har ett 2% = 8-dimensionellt vektorrum med be-
rdkningsbasen som bas. Dd far vi basvektorernas matris representation och
Diracnotation som:

1

= |000), = |001),-- -, = |111)

_ O O OO o oo

OO OO O oo

O OO OO OO

Att skriva vilken rad ettan star pa som ett bindrt tal ¢ Diracnotation ger ett
kompakt sdtt att representera vektorerna pa.

En vektor beskriven i berdkningsbasen skrivs som en linjar kombination
av basvektorerna.

Exempel 4. [ ett vektorrum med dimension 4 far vi:

1
= |00>+7r\10>+§\11>

=N O =

2Se [1] avsnitt 2.1, [15] 2.1, [17] 1.5, [16] 3.5 och [7] 4.2.



Légena i de kvantsystemen vi kommer att jobba med beskrivs i berék-
ningsbasen. Kvantsystemen kommer alltsa att beskrivas som 2"-dimensionella
vektorrum med berdkningsbasen som ortonormalbas.

2.2 Linjar algebra och Hilbertrum
2.2.1 Linjar algebra

Vi behover nagra definitioner fran den linjara algebran.

Definition 1. En linjdr operator pa ett vektorrum H dr en linjdr avbildning
U :H— H av vektorrummet till sig sjalvt.

Vi identifierar U med sin matrisrepresentation i berdkningsbasen.

Definition 2. Det Hermitiska konjugatet av en komplexzvird matris U dr U
transponerad med alla dess element utbyta mot respektive komplexa konjugat.
Det Hermitiska konjugatet skrivs UT3.

Exempel 5. Om vi har

B[ DO
SIERNIEY
sk
%)
v

Definition 3. En unitdr operator U definieras av egenskapen (for matrisen)
att U= = UT, dir Ut dr det Hermitiska konjugatet till U*.

Exempel 6. Om vi har samma matris U som i exemplet innan ddr

Loi 1 1 %_% i
U=[(2.2 2, 2| uf=(7 7 ¥
V2 2 2ts &
sa far vi
1 i1 ) 1 ) i
2ts 3732\(272 & 10
UUT:(QiQ 212) <1+l \?):(0 1)
V2 V2 272 3

Alltsi dr U invers till U vilket betyder att U dr unitdr.

3Se [4] kapitel 9, och [1] kapitel 2.
4Se [4] kapitel 9, [17] avsnitt 1.6, [15] avsnitt 2.5, och [1] kapitel 2.



2.2.2 Hilbertrum

Kvantsystemen vi ska jobba med kommer att beskrivas med komplexa vekto-
rer i dndligtdimensionella vektorrum C™. Med den inre produkten definierad
som den komplexa Euklidiska inre produkten, se definition 4, dr vektorrum-
men Hilbertrum®. Vi anvinder H for att beteckna Hilbertrum. Vi kommer
inte att vinna nagot pa att definiera rigorost vad ett Hilbertrum ar. Vi nojer
oss med att konstatera vektorrumen vi kommer att arbeta med ar &ndligt-
dimensionella Hilbertrum.

Definition 4. Ldt u=(u1, ua,..., uy) och v=_v1, va,..., vy) dar tvd kom-
pleza vektorer i det n-dimensionella kompleza vektorrummet C™. Om vy, U2
se o, Up Gr de komplexa konjugaten till vy, ve,. .., v, sd definierar

u-v =1ujv + ugls + -+ upty
den komplexa Fuklidiska inre produkten.

Normen for en vektor u = (ug, ug,...,u,) i ett Hilbertrum ges av

[u| = vVu-u = Vujty + ugtiz + - - - + Upy.

De unitéra operatorerna vi gick igenom i foregdende avsnitt har nagra viktiga
egenskaper som ar virda att ndmna.

i For en unitér operator U och tva komplexa vektorer u och v med samma
dimension sa géller det att

Uu-Uv=u-v.
ii Alla egenvérden till en unitdr operator U har absolutbelopp 1, det wvill
siiga komplexa tal pa formen ™% ¢ € [0, 1].
iii Unitédra operatorer bevarar normen hos vektorer de opererar pa.
Nedan ser vi ett exempel pa egenskap iii.

Exempel 7. Om vi har samma U som i exempel 6 for unitdra operatorer

och u = (1,4) med normen |u| = \/(1-1+i-(—i) = v/2 sd har vi

oo (2t R (N (MG iz -9 _ (1+i
U“(—\}i I (z) (=) +i(5) ( 0 )

Vi far vidare att normen blir

Uu)| =0+ (1—-i)+0-0=v2

IS

Alltsa ser vi att normen bevaras efter att vi opererat pi u med den unitdra
operatorn U.

Sse [4] kapitel 9, [2] sid 542 och [15] avsnitt 2.3.



2.3 Tensorprodukter

For att kunna jobba med storre kvantsystem behover vi anvénda oss av ten-
sorprodukt®. Tensorprodukt &r ett sétt att kombinera vektorer, vektorrum
eller linjara avbildningar med andra vektorer, vektorrum eller linjéra av-
bildningar. Syftet dr att kunna behandla flera vektorer som en vektor, flera
vektorrum som ett vektorrum eller flera linjéra avbildningar som en linjar
avbildning. Tensorprodukt beriiknas saledes mellan tva eller flera vektorer,
vektorrum eller linjéra avbildningar. Operatorn for tensorprodukt skrivs ®.

Anta att vi har tva Hilberrum H; och Hs med dimension n respektive m
och ortonormalbaserna {|u;) }ieq1,....ny for Hi och {|vk) breqr,.. my fOr Ha. Da
kommer tensorprodukten H; ® Ho av vektorrummen H; och Ho att vara ett
nytt Hilberrum med nm dimensioner. H; ® Ha ségs vara ett tensorprodukt-
rum och har ortonormalbases {|u;) ® |vk) bieq1,...n} keq1,...om} d8T [ug) @ [vg)
ar tensorprodukter mellan basvektorerna.

Tensorprodukten mellan tva vektorer berdknas genom att multiplicera
varje element i den forsta vektorn med varje element i den andra. Vi kan till
exempel ha tva vektorer med n respektive m dimensioner. Tensor produkten
av dessa tva ger nm nya element som bildar en ny vektor med dimension
nm.

Exempel 8. Om vi har 2 vektorer

(67

o) = cul0) + Gult) = (50} o) = anlo) + ) = (51
0 b1
sd blir tensorprodukten av de tvd

o) @ |e1) = (@0[0) + Bo[1)) ® (a1|0) + A1l1)) =

apa1(|0) ® [0)) + aoBi1(]0) @ (1)) + Boar (|1) @ [0)) + Bofr(|1) @ [1)) =

apor
apf
Boa

Bob

apay|00) + apB1]01) + Boar|10) + BoB1]11) =
Tensorprodukter uppfyller ocksa féljande axiom:
1. For godtyckliga |po) € Hi,|p1) € Ha och c € C,

c(lpo) @ [1)) = (clwo)) ® l1) = lpo) @ (clipn))
5Se [1] avsnitt 2.6, [17] 2.1 och [6] del 1, kapitel 13.
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2. For godtyckliga |po), [100) € Hi och |¢1) € Ha,

(Ipo) +1%0)) ® lo1) = [wo) @ 1) + [1b0) ® |1)

3. For godtyckliga |po) € Hi och |¢1), |¢1) € Ha,

lpo) @ (Ip1) +1¥1)) = lpo) @ 1) + |po) @ [11)

Notationen ® kommer ibland inte att skrivas ut for att fa& mer 6verskadliga
uttryck. Istéllet for |p) ® |1) skriver vi |p)|9) eller |p1) vilka representerar
samma sak.

Tensorprodukt for linjara avbildningar berdknar man med avbildnings-
matriser. Anta att vi har tva linjdra avbildningar U € H; och V € Hs vilka
har en m x n respektive p x ¢ avbildningsmatris. D& kommer tensor produk-
ten av U och V bli en ny linjér avbildning U ® V' pa tensorproduktrummet
Hi1® Ho. U ®V kommer att representeras av en mp X ng matris. Man be-
raknar avbildningsmatrisen for U ® V genom att for varje element i U sétta
man in matrisen V' multiplicerad med elementet pa den positionen i U:

UnVii ... UnVig ... UnVii ... UVig
Unzvp1 . .:. UH:qu . .:. . Ul,:vp1 : .:. Ul,:qu
vev=| L L.
UniVit oo UniVig oeeerr UnnVit oor UnnVig
Umivp1 Umix/pq Um,;vp1 Um,;qu

Om U och V é&r linjira avbildningar pa #H; respektive Ha, |po) € Hi och
lp1) € Ha sé definieras (U @ V)(|po) ® |p1)) pa Hi @ Ha av

U@ V)(lpo) @ le1)) = Ulpo) © Vigr).

Denna definition utvecklar vi linjart 6ver elementen i Hq ® Hso till
U® V)(Z Akt|ug) ® |vz)) = Z)\klU\uk) @ Vluy).
kl kl

Vi har nu gatt igenom den matematiska teori vi behdver for att beskriva en
kvantdator.
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3 Kvantdatorns delar

I det héar kapitlet gar vi igenom kvantdatorns delar. En klassisk dator har
bitar, grindar och méjlighet att ldsa av bitarna. En kvantdator byggs med
motsvarande komponenter men komponenterna besitter lite andra egenska-
per. Forst beskrivs kvantbitar som motsvarar bitar. Sedan fortsatter vi med
att beskriva kvantgrindar och tillslut en metod att ldsa av kvantbitar.

3.1 Kvantbitar
3.1.1 Kvantbiten

I en vanlig dator representeras data binért med sa kallade bitar’. Samma
princip anvinds for att representera data i kvantdatorer men bitarna kal-
las d& kvantbitar. Varje kvantbit &r ett 2-dimensionellt kvantsystem. I en
kvantbit anvénds kvantsystemets lage for att representera data. Laget ar det
tillstand som en kvantsystemet befinner sig i. Som vi sag i exempel 2 kan
laget hos ett 2-dimensionellt kvantsystem beskrivas med basvektorerna

(5) = v oen (1) =10

Det ar allmant med dessa basvektorer man beskriver en kvantbits lage. Det
generella ldget kan beskrivas som

(5) =ator + a1,

dér « och § ar komplexa tal och kallas sannolikhetsamplituder. o och
uppfyller ocksa att |a|? +|3|> = 1. En kvantbits lige beskrivs alltid med en
enhetsvektor i ett Hilbertrum. En enhetsvektor &r en vektor med ldngd 1. Vi
kommer alltsd bara att jobba med vektorer av lingd 1. I exempel 2 kunde
fotonerna befinna sig i en av tva olika banor. Banorna representeras saledes
av respektive enhetsvektor |0) och |1) i ett tvadimensionellt Hilbertrum och
en foton i superposition som en linjir kombination av |0) och |1). N&r en
foton i exempel 2 hade passerat den forsta halvspegeln sa sa vi att den
befann sig i en superposition mellan 0-vigen och 1-vigen. Kvantbitens ldge
som beskriver fotonen skrivs da som Z5[0) + Z5[1).

Vi kommer att anvinda |0) och |1) (berékningsbasen) som bas i Hilber-
trumen genom néstan hela denna uppsats. Det hade givetvis gatt bra med
nagon annan bas. En annan bas vi kommer att berora lite kallas Hadamard-
basen och har basvektorerna |+) och |—). Basvektorerna |+) och |—) skrivs
i berdkningsbasen som |+) = J-(|0) + [1)) respektive |—) = 2(|0) — [1)).

I exempel 2 kan man se varje foton som en kvantbit dér ldgena |0) och
|1) beskriver vilken vig fotonen befinner sig pa. Ett annat sitt att se pa en

"Se [12] avsnitt 1, [16] 7.2, [13] 2.1.1, [17] 2.1, [14] kapitel 2 och 3 samt [1] kapitel 3.
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kvantbit dr som en foton dar fotonens spinn talar om vilket ldge den befinner
sig 1. Enligt kvantfysiken finns det en frihetsgrad hos partiklar som kallas
spinn. Fotoner har ett spinn som kan vara upp, ner eller nagot mittemellan
dem. Ett spinn mellan upp- och nerspinnet kallas for halvspinn. Uppspinnet
beskrivs med |0) och nerspinnet med |1). Léget hos en foton med halvspinn
beskrivs av en superposition mellan ldgena for upp- respektive nerspinnet,
alltsd som «|0) 4+ 8|1). En kvantbit i superposition kan alltid skrivas som

[¥) = cos($)[0) + € sin(§)[1)
med .
|cos(%)|2 + |e'? sin(g) 2 = \cos(g)\2 + |sin(g)|2 =1.
Léagesvektorer kan visualiseras som punkter pa en tredimensionell enhetssfér,
kallad Blochsfir8. En punkt pa Blochsfdren har koordinaterna

(z,y,z) = (sin(0) cos(y), sin(f) sin(y), cos(h)), fr b, € [0, 2m).

Anta att talet e’ &r ett komplext tal med norm 1 och « #r nagon godtycklig
konstant sadan att |a|? + |a|?> = 1. I ligen pa formen

[¥) = al0) + ac™1)
séger vi da att e dr den relativa fasen mellan basvektorerna |0) och |1).

Exempel 9. Om vi har liget

=) = L (10) — 1))

—1l=e

den relativa fasen mellan basvektorerna |0) och |1).

8Se figur 4 fran [1] sid 43.

Figur 4: Léagesvektor visualiserad som en punkt pa Blochsfdren.
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De system vi anvander ar stdngda system. Det betyder att kvantbitarna
inte kommer att utséttas for ndgon yttre paverkan i vara kretsar. Kretsarna
bildar d& slutna kvantsystem. Det kommer dock att finnas ett oundvikligt
undantag, ndmligen da vi vill ldsa av informationen lagrad i kvantbitarna.
Det gor man genom métning och det gar vi igenom senare i det héar kapitlet.

3.1.2 Sammansatta system

I foregaende avsnitt gick vi igenom hur en kvantbit beskrivs som ett enskilt
2-dimensionellt kvantsystem. For att kunna gora anvdndbara berdkningar
behdver vi system sammansatta av flera kvantbitar som kan interagera med
varandra. Dessa system kallas sammansatta system och vi ska se hur vi kan
beskriva dem?.

Sammansatta system bestar av 2 eller fler kvantbitar vilka vi kan behand-
la som ett objekt. Anta att vi har ett sammansatta systemet som bestéar av
n kvantbitar. Beskrivs kvantbitarna av de tvadimensionella Hilbertrummen
Hi, Ho,. .., Hy sé beskrivs det sammansatta systemet av tensorproduktrum-
met H1 @ Ho ® - -+ @ Hy. Om den forsta, andra och upp till n:te kvantbiten
befinner sig i laget |p1), [p2), ..., |pn) si beskrivs det samman satta syste-
mets ldge av tensorprodukten |p1) ® [p2) ® -+ @ |pp,).

Alla ldgen i sammansatta system kan inte beskrivas som en tensorpro-
dukt av de enskilda kvantbitarnas lagen. Om vi har ett 2-kvantbitsystem
dar bada kvantbitarna ar oberoende av varandra sa skapar varje kvantbit
ett eget stédngt system. Laget av 2-kvantbitsystemet kan da beskrivas som
en tensorprodukt av de tva Hilbertrummen for respektive kvantbit. Men om
kvantbitarna tillats interagera med varandra kommer bada att ingd i ett
sténgt system. Nér kvantbitarna interagerar med varandra sdger man att de
ar sammanfldtade. Ség att vi har tva kvantbitar som &r sammanflatade. Da
kommer det stdngda systemet att innehalla bada kvantbitarna och det &r
inte sdkert att vi kan beskriva systemet som en tensorprodukt. Man séger
att ett sammansatt lage ar sammanflatat om det inte kan delas upp i en
tensorprodukt av de separata kvantbitarnas lagen. Andringar av en kvantbit
i ett sammansatt lage kommer att paverka de andra kvantbitarna utan att
man direkt gor nagot med dem och vice versa. Exempel 10 visar hur vi kan
kolla om ett lage ar sammanflédtat.

Exempel 10. Anta att vi har ett sammansatt system med 2 kvantbitar 1
laget

|0) = 3100) + 5/01) + 5[10).
Ldget gar inte att skriva som en tensorprodukt av nagra ldgesvektorer fran
de enskilda kvantbitarna. Man kan visa detta genom att bevisa att det inte
ezisterar oy, By, a1 och B sddana att

|p) = (a0]0) + Bo[1)) ® (1|0) + Ai[1)) =
9Se kapitel 4 [14], avsnitt 3.3 i [1], 2.1.2 och 2.1.4 i [13] samt 2.13 [15].
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= apa1|00) + apfB1|01) + Boa1|10) + Bofr|11).

Vi skulle fa a1 = 1, a1 = 3, Boon = 75 och BoB1=0. Men om By31 =0
sd maste Bg = 0 eller f1 = 0 alternativt bada vara lika med noll. Om Sy =0
far vi Boay = 0 wilket inte stammer. Om B1 = 0 far vi agBr = 0 wvilket
inte heller stammer, dr bada noll far vi bada motsdgelserna. Alltsa dr ldget
sammanfldtat.

Om vi ddremot har ldget
o) = 1]00) + j01) + L|10) + 1[11)

kan det skrivas som tensorprodukten

ddra0=ﬂ0=a1:51=%~

3.2 Kvantgrindar

For att gora berdkningar i en vanlig dator anvéinder man sig av grindar. Ge-
nom grindarna man skickar man bitar for att fa den logiska operatorn som
grinden realiserar utférd pa bitarna. P4 samma sétt behovs det kvantgrin-
dar som vi applicerar pa kvantbitar'?. En kvantgrind/operator som verkar
pa och utvecklar en lagesvektor gor detta linjart. Dessa operatorer ar linjéara
avbildningar och vi kommer att ridkna pa dem med deras avbildningsmatri-
ser. Om vi har en godtycklig linjar avbildning U som avbildar |¢g) till Ulpg)

far vi att
U anler) =D orUlor).
k k

Som vi gar igenom i avsnitt 3.3 maste Y, |ax|*> = 1 bevaras. De enda linjéira
avbildningarna som bevarar detta &r de unitara, vilka bevarar normen hos
vektorer. De unitéra linjara avbildningarna vi ar intresserade dr de som avbil-
dar fran 1-kvantbitsystem till 1-kvantbitsystem. Dessa kan i Hilbertrummen
som beskriver kvantbitar representeras av 2 X 2 matriser.

Det finns nagra vanliga grindar vi behéver. De forsta fyra dr de sa kallade
Pauligrindarna (se [1] sid 63) vilka definieras:

(1 0 (0 1 :Ofi _ 1 0
I:<0 1>,X:<1 0>’Y_<i O)OChZ_(O 1).

Grindarna X, Y och Z motsvarar rotationer av lagesvektorer kring z-,y- och
z-axeln pa Blochsfiaren. Vi ska mest ldgga fokus pa I och X. I identifierar
den vanliga identitetsavbildningen och gor inget med det lage den avbildar.
X identifierar NOT-grinden som representerar den logiska NOT-funktionen

98¢ avsnitt 5.3 1 [14], 2.3 1 [17], 7.4 och 7.5 [16], 4.1 i [15], 4.2 1 [1] och 2.3.1 i [13].
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och avbildar [0) till |1) och [1) till |0) eller mer generellt «|0) 4+ G|1) till
all) + B10):

xteo+ s = (7 ) (5) = (2) =l + g0

Det finns ocksé en fasrotationsgrind som &ndrar pa den relativa fasen hos
ett lage. Fasrotationsgrindar R definieras av matriser pa formen

1 0
0 e¥ )"

Har man ldget «|0) + S]1) och applicerar R far man

rai0) +510) = (5 ) (5) = (o) = lo) + e

En annan mycket anvindbar grind &r Hadamardgrinden. Den betecknas H
och avbildar basvektorerna i berdkningsbasen pa foljande sétt:

H|0) = 510) + L)

HI1) = H10) -

1
5 ﬁ|1>

Hadamardgrinden &r sin egen invers och har avbildningsmatrisen

11
V2 V2
som motsvarar en rotation pa 7 i det reella talplanet.

Det finns en annan klass av mycket anvidndbara grindar, namligen de
kontrollerade grindarna. Detta &r en typ av grind som har minst tva kvant-
bitar som indata. En av dem styr om grinden ska gora nagot eller inte och
kallas styrkvantbit eller styrldget. Om indata till den styrakvantbiten &r |1)
s appliceras grinden och &r styrkvantbiten |0) gor den ingenting. De kontrol-
lerade grindarna skrivs allmént c-U dar U &r den avbildning som appliceraa.
Ett bra exempel pa en sddan ar ¢-X eller CNOT som é&r den kontrollerade
versionen av NOT-grinden. Den avbildar pa foljande sétt:

¢ — X[0)[0) = [0)|0), ¢ = X[0)|1) = |0)[1)
c— X[1)I0) = [1)[1), ¢ — X[1)]1) = [1)[0).
Mer generellt for en grind ¢-U far vi
c = U[0)|¢) = [0)|9), c = U1)[¢) = [1)U]|9).

En séddan grind ritar vi i ett kretsschema som figur 5.
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?
U

Figur 5: Kretsschema 6ver en kontrollerad U-grind, den kvantbit som skickas
genom linjen med den svarta pricken &r styrkvantbiten.

Vi vet hur vi kan applicera linjara avbildningar pa enskilda kvantbitar.
Som vi ndmnde tidigare dr det av intresse att jobba med sammansatta sy-
stem. Vi vill dérfor kunna gora grindar som verkar pa mer &n bara en kvant-
bit. Ség att man har ett sammansatt system av kvantbitar och vill applicera
ett antal avbildningar pa var och en av dem. Avbildningarna kan beskrivas
som tensorprodukten av alla avbildningar man vill applicera. Man har da
en avbildning som kan appliceras pa det ldge som beskriver det samman-
satta systemets lage. Pa sa sitt kan man sétta ithop avbildningar sa att de
appliceras pa ett godtyckligt antal kvantbitar samtidigt.

Exempel 11. Anta att vi har ett 2-kvantbitsystem och matar in liget |po) @
|p1) och vill utfora NOT-grinden X pd den sista kvantbiten. Dd kommer vi
att implicit applicera I pd den forsta kvantbiten. Alltsé avbildas |¢o) ® |p1)
till I|wo) @ X|e1) = (I @ X)(|wo) ® |¢1)) och den linjdra avbildningen blir
I ® X. Avbildningsmatrisen for I @ X dr

0100
1oy (01 [1000
(0 1>®<1 0)_0001
0010

Vi har sdatt hur man kan applicera kvantgrindar pa kvantbitars lagen. I
néista avsnitt ska vi ga igenom hur vi kan tillgodogdra oss information om
resultatet av kvantgrindars verkan pa lagen.

3.3 Matningar

De kvantsystem vi jobbar med ar stdngda, de paverkas saledes inte av ndgon
yttre omgivning. Om vi vill tillgodogora oss informationen i ett kvantsystem
maste vi gbra nagon form av méatning. Det innebér att den yttre omgivningen
kommer att paverka systemet och det forblir inte langre stingt. Métningar
ar ett problem med kvantdatorn fér de dndrar ldget som systemet befinner
sig i. Nér laget vid méatning dndras, forstors informationen lagrad i systemet.
Teorier for hur métningar gar till och vilka sdtt man kan gora pa ligger utan-
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fér den hér uppsatsen. Vi ndjer oss darfor med att konstatera nagra viktiga
egenskaper hos en vanlig metod att miita, kallad en Von Neumannmitning!!.

Hur systemet utvecklas nér vi méter det kan inte ldgre beskrivas av
en unitdr operator. Det kommer inte att utvecklas med tiden som vi gick
igenom i avsnitt 3.2. Anta att vi har ett system med NN urskiljbara lagen
|0),]1),...,|N —1). Vi antar ocksa att vi har en apparat som skickar ut ett
virde 4 tillsammans med ldget |¢) nér |i) &r indata till apparaten. Vardet i
ar det index som talar om vilket av de mdjliga resultaten av méttningen vi
fatt. I systemet vi nyss antog sa kommer ¢ vara nagot av talen 0,1,..., N —1.
Vi kan se det som att vi far vardet ¢ pa nagon digital display med tillracklig
noggrannhet for att visa i.

Vi beskriver rent axiomatiskt vad som hénder vid en métning och det
ar erfarenhetsméssigt s har ett kvantsystem beter sig ndr man méter det.
Vi kommer hér inte att ga in pa den fysikaliska motivationen, den ligger
utanfér den hér uppsatsen. Ség att vi har liget [¢) = >, asp;) i ett ldgesrum
H4 med en given ortonormalbas C' = {|y;)} for kvantsystemet A. En Von
Neumannmiétning av systemet A i ldget 1)) med avseende pa basen C' ger
; som resultat med sannolikhet |a;|? och ldmnar systemet i liget |p;). Kom
ihag fran avsnitt 3.1.1 att vi nimnde sannolikhetsamplituden for olika ldgen.
Det ar alltsa sannolikhetsamplituderna «; i systemets lagen som avgor vilken
utdata vi far nar vi méter. Eftersom summan av sannolikhetsamplituderna
maste vara 1 maste de linjara avbildningarna bevara den summan med vérde
1, alltsa att Y, |ag|? = 1. Systemet kommer vid métning att falla samman
till ett av baslaget |p;) och all information i resten av systemet gar forlorad.
Det enda vi far kvar dr laget |¢;) och virdet ¢; som vi kan ldsa av pa
apparaten.

Sag att vi har ett sammansatt system i laget [¢) = > . aslpi)|y:) fran
lagesrummet Hg ® Hp. En Von Neumannmétningen av system A ger oss
virdet ¢; som resultat med sannolikhet |o;|? och ldmnar systemet i liget

|0i) 1)
Exempel 12. Vi har ett 1-kvantbitsystem A med basen {|0),|1)} och liget

) = L(10) — 1)) = 10) — L),

En mdtning av A med apparaten som beskrevs tidigare kan ge tvd maojli-
ga resultat. 0 som utdata och systemet limnas i liget |0) med sannolikhet
|%\2 = % eller utdata 1 och liget |1) med sannolikhet | — %P = 3. I det
hir fallet har bada basldgena samma sannolikhet sa resultatet av mdtningen

ar slumpmdssig.

Exempel 13. Anta att vi har ett 2-kvantbitsystem i den vanliga berdknings-
basen med liget

) = \/%|00> + \/%01) - \/§|1o> + \/gm).

1Se avsnitt 2.3.2 1 [13], 3.4 och 4.5 [1].
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Gor vi tvd mdtningar, en pd varje kvantbit, kommer vi fa foljande resultat: O
och 0 med sannolikhet %, 0 och 1 med sannolikhet %, 1 och 0 med sannolikhet

% samt 1 och 1 med sannolikhet 1%. Om vi bara mdter den ena kvantbiten,
sdg den forsta, far vi resultatet 0 med sannolikhet % + 11—2 = 13—2 och 1 med

sannolikhet 3 + -5 = <. Skriver vi om ) till

) = /Z10)(/210) + /311D + /103100 + /411
ser vi ldttare vad vi far kvar efter en mdtning. Den andra kvantbiten kommer
att ldmnas i en superposition \/2\0>+\/§\1> om vi méter 0 och 1 \/§|O>+\/g|1>
om vi mater 1. Hela systemet kommer att limnas i |0) ® (\/g|0> + \/§|1>) =
\/g|00> + \/§|01> respektive |1) ® (\/§\0> + \/%|1>) = ﬁ\lO) + \/g|11> efter

en matning.

Till slut kan vi tilldgga att néar vi gér en métning i en krets kommer, som
vi sag i kapitel 1, det representeras av en triangel i kretsschemat, se figur 1. Vi
har sett hur vi kan tillgodogdra oss information om ett kvantsystem genom
att mata det. Vi har ocksa sett hur en sddan matning paverkar systemet. Vi
kan nu ga vidare och titta pa nagra viktiga kvantalgoritmer.
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4 Kvantalgoritmer

I det hér kapitlet ska vi se pa de algoritmer och tekniker som vi behéver for
att kunna utfora var faktoriseringsalgoritm. Vi gar igenom hur vi tillgodogor
oss egenvarden till en operators egenldgen(egenvektorer). Det kommer att
visa sig att vi kan gora det genom att lagra egenvirden péa ett specifikt sitt
med en speciell algoritm och sedan lasa av det. Men forst ska vi titta pa en
teknik som flyttar pa egenvirdet.

4.1 Flytta egenvirden

Att flytta egenvirden dr en teknik som anviands mycket i konstruktionen
av kvantalgoritmer, se kapitel 6 i [1]. Det &r ett verktyg som med kontrol-
lerade grindar och axiom 1 fér tensorprodukter kan lagra information om
egenvirden styrkvantbiten. Om vi dessutom later styrkvantbiten vara en su-
perposition av |0) och |1) kan vi lagra informationen i den relativa fasen hos
styrkvantbiten. Vi borjar med ett enkelt fall och gar sedan vidare till ett mer
generellt.

4.1.1 Flytta egenvirden med kontrollerad NOT-grinden

Om vi tittar p4 ¢-X (den kontrollerade NOT-grinden) igen och applicerar
den pa 2 kvantbitar i Hadamardbasen far vi

C_X<(|0>\%I1>>(|0>¢—§|1>)) _

= H(eX(0)10)) = X (0)[1)) + e-X(11)]0) — X (1)]1))
0) = 1)y (10} = 1)
= 3(0)10) = [0)1) + IV = 1) = (5 2=) (F 5 ).

Hér har alltsa rollerna pa vilken kvantbit som péaverkas &ndrats pa. Det beror
pa att 91 51 ett egenlége till X med egenviardet —1. Vi har

V2
A5 (")
(M) = com (P,

(1) = i (212

c-X(|a>(|0>\E1>)) _ (_1)a|a>(l0>\;§ll>)

Alltsa
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och for en styrkvantbit som &r i en godtycklig superposition far vi

O>f21>) = (ao|0) —a1|1>)(|0>\/§|1>>'

Vi kan se det som att vi har applicerat ¢-X pa ett egenlége och flyttat tillbaka

=X (ap|0) +a1|1>)(

egenvirdet framfor styrkvantbiten. Om vi dessutom har en superposition
som styrkvantbit hamnar egenvérdet i den relativa fasen hos styrkvantbiten.
Tekniken att flytta fram egenvéardet framfor styrkvantbiten kan generalliseras
till andra grindar &n CNOT-grinden som vi ska se i nésta avsnitt.

4.1.2 Flytta egenvirden med en 2-kvantbitgrind U,

Anta att vi istéllet har en 2-kvantbitgrind Uy som implementerar nagon
godtycklig funktion f : {0,1} — {0,1} genom avbildningen Uy : |x)|y) —
|2)|y® f(x)). @ star for den logiska operationen XOR. y@® f(z) kan vi berdkna
med en klassisk dator sa vi kan implementera Uy. Sig att vi anvéinder samma
[0)—[1)

malkvantbit som vi anviande i forra avsnittet med den kontrollerade
NOT-grinden. Da far vi

Uf(x>(|0>\;§|1>)) _ Uf(|x>|0>)\;§Uf($>l>)

2|08 f(2)) — |5)[1 & f(x)) 0@ f(z)) —[1& f(x))

- V2 =l V2

Eftersom f(x) bara kan anta virdena 0 och 1 tittar vi pa vad resultatet blir
i de fallen:

|06 0) — |16 0)
V2

0) = 1)

flz)=0—=|x) 7%

= |x)

_ 0=

oo -—en -0
V2 V2

Vi kan sammanfatta resultaten och skriva laget som

J0ef@) — e f@) 10— 1)
2 7 = la) (~1)/ R

Om vi flyttar tillbaka (—1)f(®) framfor |z) kan vi skriva liget som

0) — 1)
VR

Om |z) &r i superpositionen (ag|0) + a1]1)) genererar Uy

0y (el + a1y (1)) =

flz) =1 |x)

(1) @[a)
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Det vi har gjort 4r att anta att vi har en 2-kvantbitgrind Uy som im-
plementerar nagon godtycklig funktion f{0,1} — {0,1}, dér Uy : |z)|y) —
|z)|y @ f(z)). Om vi applicerar Uy pa ett 2-kvantbitlige |x>(%) kan vi
se Uy som en kontrollerad 1-kvantbitgrind som styrs av |x). Vi refererar till

den kontrollerade som c-Uy som har en egenvektor % med egenvirdet

(=1)7@) = emif @) Figur 6 visar kretsen for U; och ¢-Uy, den ir tagen fran
[1] sid 94.

For att sammanfatta vad vi kommit fram till: Vi har tittat pa kontrolle-
rade grindar och grindar vars effekt bestdms av indatats ldgen. Vi har sett
hur vi med hjilp av egenlidget for dessa grindar kan koppla motsvarande
egenvardet till styrkvantbiten. Det &r nagot vi kommer att ha stor nytta av
i avsnitt 4.3. Da ska vi beskriva en algoritm for att fa fram information om
egenvéirdet.

|z) — — |2:) —$— )
U

ly) — — ly & flx)) W) — Uy — ly & f(2))

Figur 6: Kretsschema ¢ver Uy och c-Uy.

4.2 Kvantfouriertransformation

Kvantfouriertransformation ar en viktig del i ménga algoriter till kvantdoa-
torn. Bland annat anvénds dess invers for att ldsa av den relativa fasen hos
ett lage. Kvantfouriertransformation kan bade koda in och ldsa av informa-
tion ur den relativa fasen. Vi borjar med att ga igenom hur den fungerar
och hur vi bygger den. Sedan beskriver vi inversen och hur vi med den kan
uppskatta den relativa fasen i ett ldge.

4.2.1 QFT-grinden

Kvantfouriertransformation forkortas QFT fran engelskans Quantum Fourier
Transformation'?. Den &r en mycket anvindbar operation som spelar en
viktig roll i faktoriseringsalgoritmen. QFT &r ett sétt att koda in information
om en lagesvektor i den relativa fasen till basvektorerna i ett kvantsystem.
Vi borjar med att definiera den:

128e (avsnitt 7.1.11 [1], 10.3 i [16], 11.5.2 i [15], 5.7 i [14] och 3.2.2 i [13].
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Definition 5. Anta att vi i CN har foljande ligesvektor |z) = SN o Laili)

dir xo,x1,...,xn—1 € (0,1). N dr alltsé antalet basligesvektorer och kan
skrivas som 2™ ddr n dr antalet kvantbitar i systemet. Kvantfouriertransfor-
mationen av |x) éver de N basldgena |0),|1),...,|N — 1) definieras dd som

ly) = SN yili) dir

ly) betecknas QF Ty och kan ocksd skrivas som avbildningen med féljande
effekt pa basvektorerna i CV

;N1
QFTy : |z) — —— Y ¥ xY|y).
VN =
Den har ocksa en invers:
N-1

QFTR" :|z) — —= Y e 2™ xYy).

Nér vi skriver uttryck framover sa kommer vi att skriva talen i ldgesvek-
torerna, alltsd talet y i |y) binart. Tal pa formen ¢ = 0,x1x2x3... skrivs
ocksa med basen 2, alltsa dr ¢ samma som

x1~2_1+x2~2_2+x3-2_3+

For att forsta hur vi kan bygga en som utfor QFT:n tittar vi forst pa ett
2-kvantbitsystem.

4.2.1.1 1 och 2 kvantbitar Vi betraktar forst effekten som en Hada-
mardgrind har pa ett baslidge i ett 1-kvantbitsystem:

0) +11) _ [0) + (=1)°1) _ |0) +e™O1)
V2 V2 V2o
0) —[1) _ [0} +(=D'1) _ [0) +e™ 1)

Hh=""="n®m =~ =&

Vi sammanfattar det som att vi kodar in 0 och 1 i den relativa fasen;

HI|0) =

1

IR oVl VNS I iz
Hla) = == =t = ﬁyz:; yly) = Z ). (1)

=0

Vi ser det som att H har kodat in den binéra strangen x € {0,1} i ldget |z)
in i den relativa fasen mellan basldgena. Ligg méarke till att (1) ar ekvivalent
med att utfora QFT, pé |z). Eftersom H dr sin egen invers far vi att

H(|°> + Eg)ﬂcm) _ H(|0> +\@/§ﬁ1>) .
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Det blir som en avkodning av informationen som finns i fasen.

Anta nu istéillet att vi har liget |x) d& x ar den binéra stringen zqxzo. |x)
ar da en basvektor i ett 2-kvantbitsystem som beskrivs av ett fyrdimensionellt
Hilbertrum med basvektorer |00), |01), |10), |11). Vikan prova att koda in den
pa samma sitt med tensorpodukten av tva H-grindar:

(H® H)|z) = (H® H)|rix2) = H|21) ® H|xg)
(50 + S m) @ (S5l + S m) -
(2 +ig?|1>) o (12 +ej;?|1>)
(I0> + ej;;“’“l)) @ (|0> + ej;“ww)_ @)

Om vi tittar pd vad vi far om vi utfor en QFT), pé laget |x1x2):

4-1

QFTy|w122) = /i Ze”’%ylw =

y=0

x ] x

ﬁ(e%i 14””20|00> + 27 4121|01> + 2 14’”22|10> 4+ 2

x

1412 3 | 1 1>) _
{ Vi byter namnarna i briken i exponenterna till deras bindra motsvarighet}

(e2ﬂi%(0)2|00>+€2ﬂ'i%(1)2|01>+62ﬂi%(10)2|10>+62W1%(11)2‘11>>

Sl-

_ \/%(|OO> + 627ri~0,z112|01> + 627ri-11,z2‘10> + 627ri(11,w2+0,1‘112)‘11>>.
I uttrycket ovan kan vi forenkla termen e2™¥1:22 pj foljande sitt:
2Ty _ 2miw 2mi 0@y _ w1 2mi0zy _ 2mi0@s
D4 har vi uttrycket
\/%(‘O(D+627Ti~0,r112|01>+627ri-0,z2|10>+82wi(z1,zz+0,11x2)|11>)

2mi(z1,x2+0,2122)

1 vilket vi kan skriva om e som

eQﬂz(w1,1‘2+0,1‘1w2) _ e?ﬂz-wl,wge%m-o,xlzg _ 6271'1»0,7;262771-0,1‘112 _ 62#(0,1‘2+0,1‘1w2).
Vi har da kvar uttrycket

122 (|00> + 627ri~0,x1x2|01> + 627ri~0,x2|10> + 62771'(0,962+0,xlx2)|11>) _

%

210,22 e2mi-0,z172
<0>+\/§ |1>)®(|0>+ - |1>).
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Vi ser att det enda som skiljer sig mellan (2) och (3) &r att den relativa fasen
mellan basldgena i en av kvantbitarna och ordningen pé kvantbitarna. Det
ar till och med sa att fasen endast skiljer sig om x5 = 1. Ordningen &r inget
storre problem, allt vi behdver gora dr att ldsa av resultatet omvént. For
att justera fasen i (2) far vi anvindning for fasrotationsoperatorn, i det hér
fallet Ry som har avbildningsmatrisen

1 0 1 0
0 e ) = \o e2mi(001): )

Om x5 = 1 och vi applicerar Ry p& den andra kvantbiten i (2) far vi

1 0 0) + ™01y 1 (1 0 1 B
0 2mi(0,022) (T) —ﬁ 0 2mi(0,022) o2mi(0,z1) | =

1 1 - |0>+62m'0,x1x2|1>
ﬁ e?m‘(O,xl) _( \/§ )

och har laget

(1 )y g (10 )y
V2 V2 '
Vi behover bara ha en kontrollerad variant av Ry som utfors om x9 = 1 sé

har vi skapat en krets som utfor QF Ty pa ett 2-kvantbitsystem. Figur 7 visar
en sadan krets. Vi har nu sitt en idé for hur vi kan implementera QFT {or

4 _--\ 1 fin R UESETVIERY
x) — H @_2/. L ([0) + e2mi0m=)| 1))

W

l H '—;‘5“1]} p e2ri(0.z2)| 1))

Figur 7: Kretsschema 6ver QFT-kretsen for ett 2-kvantbitsystem.

2 kvantbitar och ska utveckla den till 3 kvantbitar.

4.2.1.2 3 kvantbitar Om vi har ett 3-kvantbitlige med liget |z1zox3)
far vi pa samma sitt som med 2-kvantbitlaget att

(H® H® H)|x1z973) =

(|O> +62m’<0,x1‘1>) 5 (‘0> +62m'~0,9c2|1>) . (|0> +627m'-0,x3|1>)'

7 NG NG @
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Nér vi i laget (4) applicerar en ¢ — Ry styrd av @9 och en ¢ — R3 styrd av a3
pé den forsta kvantbiten far vi

20,1723 20,72 e2mi0,z3
(\0>+ - |1>)®(|0>+\ﬁ I1>)®(I0>+\/5 I1>).

Om vi sedan utfér ¢ — Rs pa den andra kvantbiten styrd av zs sa far vi
féljande lage

2710,z 1T2ws £27i-0,z2w3 270,23
(I0>+ v |1>)®(|0>+ > |1>)®(|0>+\/§ \1>).

Det &r samma, bortsett fran ordningen pa kvantbitarna, som

81
1 T
QFTg|z120m3) = NGT 262 ) =
y=0

<‘0> + e?m’~0,x3|1>) @ (|0> + 627ri~0,x2w3|1>) @ (|0> + 62m’~0,x1x2x3|1>>
V2 V2 V2

och kan realiseras med kretsen i figur 8. Vi har nu sett hur man kan imple-

mentera QFT for 2- respektive 3-kvantbitsystem och ska ga vidare till det

generella fallet med n kvantbitar.

1) (ry)—(1y) I (|0) + emi0m==a) 1))
|2} I T E_Gf;,i % UU.\-’ I f,_zf.;u.mejll;)
l 7IS (‘”} + pwil z_zlul\.}

[za}

Figur 8: Kretsschema 6ver QFT-kretsen for ett 3-kvantbitsystem.

4.2.1.3 n kvantbitar Om vi bygger ut kretsen vi byggt till en som ope-
rerar pa lagen i ett n-kvantbitsystem far vi kretsen i figur 9 fran [1] sid 117.
Den kretsen kommer med ldget |z1x9...x,) som indata att generera laget

e2mi-0,71 .z 20,72 270,z
(|0>+ — |1>)®(|0>+ - |1>)®...®(|0>+\/§ \1>).

Bortsett fran ordningen som vi kunde 16sa har vi en fungerande krets for att
realisera QFT5» om vi kan visa foéljande likhet:

1 .x1x...Tn
QFTon|z122 ... Tp) = Z 2T Y |y) =



.. ) P i -.--.-r = ;
i) H' Hf} \.-J"a (10} + et sy
. \; L (|0} 4 e27¥0en) (1)
AL )

Figur 9: Kretsschema 6ver QFT-kretsen for ett n-kvantbitsystem.

<\0> + e%izi;gﬁuhzn_lu)) o (|0> + 627#;3»;1”%2'
2 2
®(‘0> +€2ﬂi;lzm21>) o (10 +e2”\i[ |1>) _
2 2
(W\;Mm) ® ('0> +62”'\jf”"‘”””1>) o
2 2
®<|0> + e%j/t);g...zn1>) © <\0> + e2vrj-/0§,zl.._zn1>) 5

Istéllet for (5) kommer vi att bevis en mer generell likhet som técker in
(5). Vi byter ocksé ut braken i exponenterna mot ett godtyckligt langt binért
uttryck i decimalform. Vi far for ¢ =0, z129. ..

...

T1x9...Tn
omn

2n—1

1 2midy
= My =
V2" V=0

(|o> + 62552n_1|1>) o (|o> + 62552“‘2|1>) o
0) +€*™2]1) 0) +e™?|1)
e )o( )
V2 V2
|O>+62m'0’$"£€"+1'“|12> |O>—|—e2”i'07’”2"—1z”“'|1>
( % ) ( 7 )@
e?ﬂi-o,xgxg... eQm’-O,xlxg.“
®(I0>+ — |1>) (|0>+ — |1>)' (6)

Vi kommer att bevisa (6) med ett induktionsbevis. For att gora det lite
lattare att f6lja med i omskrivningarna konstaterar vi tre saker.
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Omskrivningar till beviset

(a) Om vi har en fas
627ri(x1x2...x¢,xi,1...)

kan den skrivas om till
e?ﬂi(xlxg...xi)+(07xi,1...) _
627ri(a:1x2...aci)62771’(0,901-,1.4.) — 162771’(0,961-,1.4.) — eQm‘(O,xi,l...).
Det ar samma forenkling vi sag i (3)

(b) Anta att variabeln y i den relativa fasen e?™#¥ i termerna hos (6) skrivs
i basen 2 som den biniira stringen y,Yn_1...y1 = Yn2" ' Fyn_ 12"+
-+ 4 y1. Vidare kan vi om ¢ = 0, 2122 ... gora foljande omskrivning:

¢y = Syn2" "+ yn12" P ) =
Syn2" T+ by 12" 4+ oy =
Yn(T1T2 .o Tp1, Ty o) F Yn—1 (X122« . T2, Tp1 .. ) F -
ot yo(zr, .. ) +y1(0, 220 ).
Som med det vi vet fran (a) forkortas exponenterna till
Yn (0, 2nTn—1...) + Yn—1(0, Tp_1Tpn_2) + ...
o410, 29200,

(¢) For den halvan av de 2" basldgena |y) i termerna hos (6) pa
formen |1y,_1...91), alltsa dir y > 2”1, har vi
627ri¢(1yn71...y1)|1yn71 o y1> —

62m’(¢2"*1+¢yn712"72+'”+¢y1)|1yn71 cy1) =

Nyp—1...y1) =
627”'(111’2...1:",1,1“... )627ri¢(yn,1...y1) |1yn71 o y1>

62771'(;52"71 627Ti¢>(yn,1...y1
eZW’i(O,an... )€2ﬂi¢(yn,1...y1)‘1yn_1 o y1>.
Uttrycket ovan kan nu med axiomen for tensorprodukter skrivas om
till
627ri(07a:n...)|1> ® eQwi¢(yn,1...¢y1)|yn71 o y1>.
Fér de resterande 2"~ ! termerna dir y, = 0 far vi
e27ri¢>(0ynf1...y1)|Oyn_1 o y1> _ €2wi¢(yn71-..y1)|0yn_l o y1> _
‘O) & €2ﬂi¢(yn_1'“yl) |yn—1 . y1>

Sa enligt axiomen for tensorprodukter kan (6) skrivas som

27171

|O>+82m‘(0,zn...)|1> 1 o
® == > "),
( \/i ) anl V=0
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Sats och bevis till QFT

Sats 1. Fér godtyckligt langa virden ¢ = 0,x1x9 ... ochn € ZT\ {0} gdller
(6).

Bevis. Vi bevisar (6) med hjélp av induktion.

Induktionsbas:
n=1
1 ) 2mi(0,z122...) 1
Z€2wz¢y|y>: (|O>+€ ‘ >)
y=0 V2
n=2
4-1 e T
L g ey = (\0> + eZmOears I1>) ® (I0> +e?mrime |1>)
Vi V2 V2

S4& (6) géller for n =1 och n = 2.
Induktionshypotes:
Vi antar att (6) géller for n = k for nagot godtyckligt heltal 0 < k.
n=k
2k—1

1 2mipy
— Y emy) =
VE

(0 e2”¢2"‘1|1>) (0 e2“¢2k‘2|1>) ®
0) + e*2[1) 10) + €*[1)
R )e )
V2 V2
|0> + eZin',xkkarl...‘D @ (‘0> + e?m’~0,xk,1xk...‘1>
V2 V2
|0> + 627ri-0,12933...|1> |O> + 627Ti~07d3112...‘1>

V2 V2

( )®...

..@@(

® (

).

Induktionssteg:
Vi vill nu visa att(6) galler for n =k + 1.
n=k-+1

2k 411

; 1
2mipy _
\/2k+1 ZO ¢ |y> \/2k+1

y=

(]00...00) + €2™®|00...01) + ...

o @22 1y o) 4 211 1)) =
1 ,
= (100...00) 4 €2™¢M00...01) 4 ...
v/ 2k+1
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{Vi utvecklar exponenterna enl. (b)}

75 (100...00) + 2 i0me2) 100 01) 4 ...

coe 6271'1'((0,1)9+1Ik.+2... )+(O,zkzk)+1-~~ )++(07I3£E4 )+(07fl721'3... )) |11 L 10>+

eZ‘n’i((O,xk_ka_,_g.“ )+(0,2kzk41... )+ +(0,z223... )+ (0,21 22... ))|11 o 11>) —

{Vi anviinder oss nu av (c) for att bryta ut |0) + e2™(O#k+175+2-)|1) och far}

(I0> + 20T Th 2 )

V2

e 627Ti((0,zkzk+1... )+++(0,z324... )+(0,z223... ))|1 o 10>_|_

) ® (0. 00) + miOn2Dl0 L 01) 4.

eQﬂi((O,xkxk+1...)+~--+(0,x2x3..4)+(0,J;1w2...))‘1 o 11>) _

{ Nu anvénder oss av (b) bakldnges}

( |0> + 62m'¢>2’€ |1>
V2

e @221 10) 4 20011 1)) =

) ® A(0...00) + €20, 01) + ...

. k
0) + e27rz¢2k 1 1 21 -
(|> |>>® 262 ¢y‘y>:
V2 Vo =

(I0> + ej;¢'2*’|1>) ® (|o> + 62:/1';2’”|1>) o (|o> + ezj/-;szkﬂn) o
@ (|0> + fj;”’QIl)) 5 (I0> +\e/2;¢|1>)

Detta tillsammans med principen fér induktion visar att (6) géller for
godtyckliga heltal n > 0. O

Nu vet vi hur vi ska implementera QFTo». Vi kan pa sa sétt koda in
information i den relativa fasen till basvektorer i ett system. Med hjélp av
unitira 1-kvantbitgrindar och utifran det vi vet kan vi 1dtt skapa dess invers
QFTQ_T}. Det gor vi genom att ga igenom kretsen bakldnges och byta ut alla
grindar mot deras inverser. Inversens krets kommer alltsa att besta av samma
Hadamardgrindar fast med fasrotationsgrindar R, ! som justerar fasen med
e QFTQ_n1 kommer som resultat att ge oss en uppskattning av fasen i ett
lage i omvand ordning. I nésta avsnitt studerar vi inversen mer detaljerat.
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4.2.2 Inversen och fasuppskattning

Nér vi faktoriserar kommer vi utnyttja den relativa fasen i ldgena hos kvant-
bitar!3. QFT;,! ger oss som Vvi ska se en uppskattning av den relativa fasen.
Det ar hér vi far anvéndning av inversen till QFT5». Vi paminner om hur
QFT~! ser ut,

21

1
QF Ty« o) — — Y e 2™am¥|y).
Vo e~

Betrakta laget
2n_1

1 .T1T9...Tn
W) = D )
y=0

for en godtycklig sekvens 1 ...z, av ettor och nollor. Utfor vi QF T, pa
[¢b) kommer vi att & f6ljande:

2" —1
Tz

]. . 2...Tn
QFTy'[¢) = QF Ty, — Z AT Y y) = |zt .. ).
VAL 40

Vi far alltsa virdet pa xy ...z, i omvind ordning, kom ih&g hur det var for
QFT. Den omvianda ordningen l6ser vi igen genom att dépa om x, T, 1 . ..x1.
For att gora det lite tydligare gar igenom ett exempel.

Exempel 14. Sdg att vi har liget

231
1 i £1E223
W)= 5 2 e T i =
y=0

‘0> + 62m‘~0.z3|1> |0> _’_627”"0.902903”) |0> + eQTFi'O-w1w2w3|1>

® ( )e )
( V2 ) V2 V2

och QFTQ_31 implementerad pd ett 3-kvantbitlige. Se figur 10 hdimtad fran [1]

sid 115 for. QFTQQI:S kretsschema.

Om vi applicerar QFT2§1 pé |y kommer en Hadamardgrind att appliceras
pa den forsta kvantbiten och avbilda dess ldge till

H(|O) + 6\2/7;0'953”) ~ ).

Pé den andra kvantbiten kommer vi forst att applicera rotationsgrinden R;l
om x3 = 1 och sedan en Hadamardgrind. Kom ihdg fran forra avsnittet att
R,;l multiplicerar den relativa fasen med ™ 3% Vi har tvd olika sitt QFT2_31
kan avbilda den andra kvantbitens lige:

138e avsnitt 11.5.3 i [15] och 7.1 i [1].
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1. For x3 =0:

H<R2*21(|0> +62ﬂi‘0.x2z3|1>)) _ H(R;21(|O> +627ri~0.x20|1>)) _

V2 V2
_ H(|0> +6j;°'“1>) )
2. For o3 =1:
(g (W) (g (M) -
o <\o> +62ﬂ-(5;e2m~0-m|1> _ H(|0> +62”i(\(;;210'01|1>) _

H(\O) + ef;;'o'xﬂl)) — )

Den tredje kvantbitens ldge avbildar vi pd samma sdtt som den andra kvant-
bitens lige men drar ocksd bort xo om den dr 1. Vi far liget

A (R (ry (2 e%gﬂmw))) = Ja1).

Resultat av att applicera QFT2_31 pa ) blir alltsd ldget |xsxox1) som vi fér
vanda pd for att fa det korrekta vdrdet pd xixoxs.

I (10) + =) —TH]|—@ = [2s)
L {1nY 4 e2mi(0.z3T3) (1Y 7o o
o 1L L)) 7\{{_2}_5 I |z2)

L 10y 2ri(0zzeza) |1 I(f__\hl 7 S
- (|0} +e 1)) &y, .{f_/ 1)

Figur 10: Kretsschema over QF TQ_.dl—kretsen for ett 3-kvantbitsystem.

Vi vet hur vi kan fa fram information om ett tal ¢ i en relativ fas e>™® om
¢ dr pa formen g for nagot heltal z € {O 1,...,2" —1}. For andra vérden
pa ¢ som inte ar en heltalsmultipel av Qn kommer vi att fa en uppskattning
5w av ¢. Uppskattningen betecknar vi ¢. Om vi 1mplementerar QF T271 med
n kvantbitar sa kommer de olika uppskattningarna ¢5 av ¢ vi kan fa fran
QFTy," att vara tal & dir z € {0,1,...,2" —1}. Med sannolikhet 2 (se [1]
avsnitt 7.1.1 for motiveringen till just denna sannolikhet) kommer vi f& den
uppskattmng qi) 5% Som hgger narmast gi) Om ¢ ligger precis mitt emellan
£ och Zt sa kommer vifa ¢ = 2 eller ¢ = 2+l med sannolikhet — & (se [1]
avsnitt 7 1 1 f6r motiveringen till denna sannolikhet)
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Exempel 15. Om vi vill uppskatta
1
o= 6= (0.166666666 . .. )10 = (0.001010101. .. )9
i ldget

2n—1

o 2, ) =

med QFTQ_,}, sd borjar vi med att viljan = 7. I avsnitt 5.2 gar vi igenom hur
vi ska vdlja n pd ett bra sdtt men lat oss tro att n = 7 duger i det har fallet. Da
kommer QFT,; att kunna ge en uppskattningar 5 dirx € {0,1,.. 27— 1}.
Uppskattnmgen 57 dr den uppskatining av (15 som ligger narmast = dar

21 21
(2L _ (2o (0.1640625)10 = (0.0010101)2 =

(210 (128)19

QFT2_71 : |Y) kommer alltsd att ge

(10101), (110
(10000000)2 ~ (6)10°

2"—1

( Z 21 y) ) = |0010101).

Nér vi mater kollapsar systemet och mdtinstrumentet visar vdardet 0010101.
Virdet 0010101 ska tolkas som (204010L), = (2L);,

10000000

Detta gas igenom mer noggrant i [1] avsnitt 7.1.1 for den som vill veta
mer. Figur 11 visar kretsschemat ser ut for inversen QFTZ_,}.

—-ll'] + e’

II’Il'l _E P

o T
2mi(Drn- 17l 1Y) -1 o En-1}
:—l 0y + .. 1) —|® r ) 1/

= o
gy spoi s A A

_|_ o L T ) P m H
()0} + e 11}) I{._,y —QE;/—D

2 (10} +e =|1}) {# '“‘ _UE_./—.—

Figur 11: Kretsschema dver QF T, -kretsen for ett n-kvantbitsystem.

4.3 Egenvirdesuppskattning

I det hér avsnittet gar vi igenom en algoritm fér hur man med hjilp av
QFT kan uppskatta egenliigens motsvarande egenvirden till en operator U,
Algoritmen kallas egenvirdesuppskattningsalgoritmen och forkortas EUA. I
avsnitt 4.1 gick vi igenom hur man flyttar egenvirden. Det gor vi med en
kontrollerad grind ¢-U av en operator U som vi applicerar péa ett egenlidge

148e [1] avsnitt 7.2, [17] 3.7 och [15] 11.5.3.
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|p). Egenvirdet flyttas da till styrkvantbiten. Nu ska vi se hur vi kan anvén-
da egenvardesforflyttning for att uppskatta egenvirden till en operator med
motsvarande egenldgen.

Anta att vi har en n-kvantbitoperator U med egenléget |¢) och motsva-
rande egenviirde e, Om vi implementerar ¢-U och later c-U operera pa
|©) med en superposition ap|0) + 1]|1) som styrkvantbit far vi

-U((a0]0) + a1[1))(¢))) = ¢-Ul(ao|0)[)) + c-Ul(an|1)]))

(a0]0)])) + a1 |1)U(|9))) = (a0]0) + €™ an[1))(|0))-

Vi vet att vi kan ldsa av w i egenvirdet med QFT ' men da maéste w finnas
i ett ldge pa formen
2n—1

1 2miwy
D ermey) =
V27 V=0

e2mi(2"w) e2mi(2"2w) e2mi(w)
(I0>+ 5 \1>)(|0>+ 5 ll))"'(|0>+\@ |1>).

For att kunna skapa detta ldge behover vi forst konstatera att o) ocksé ar ett
egenliige till U* med egenvirdet e*?™ . U? &r den operator som applicerar
U z antal ganger pa ett n-kvantbitlage. Den kontrollerade varianten c-U®
med styrkvantbit J5(|0) + |1)) gor alltsa foljande

cvr (10 ) = (D222 g,

Ovan har vi anvint |+) fran Hadamardbasen som styrkvantbit. Kretsen for
c-U?® illustreras i Figur 12. Vi ser att ldgesvektorn for kontrollkvantbiten
liknar de fran kvantbitarna i (7). Om vi séitter x = 27 fér j € {0,...,n — 1}
kan vi skapa varje kvantbits lige i (7) med n stycken c-U? -grindar, se figur
13 och 14 f6r kretsen. Vi behover alltsa foljande kontrolldge

(7)

Y 4 [1) y 1 e2mi{zd) |1y
(HL@L) ® (|Uf -rV,E” lf)

) U ¥)

Figur 12: Kretsschema 6ver operatorn c-U”.

(|0>j§|1>)(|0>\2|1>) ...(|0>\“/}|1>) _ (|0>j§|1>)®" (8)
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[0)+(1) @ [0) +e2mi(2" 1wy
\’f‘z 1\‘I_.":,]
fari—2
|0y 4]1) | . 0)4edmi(2 T
V2 V2
|f'|;'l+||.;: |[]'3+¢'2.-r|{’2'.-w|l}
V2 * ¥l
|na'+||.' ||'J}+e'2ﬂ'l'_l|1:l
| — r? n—J.: r n—’.z: | - ] - B 1
|?;‘;} [_;' 2 {r' B s E:' 2 { . |'J;','>

Figur 13: Kretsschema &ver operatorerna c-U”.

— | B

Figur 14: Kompaktare sétt att rita kretsen i figur 13.

dér varje kvantbit anvinds som kontrollkvantbit till en av grindarna ¢-U 2
Liget (8) skapar vi litt genom att applicera QFTy» pa liiget [0...0) = [0)®™:

2n—1

1 .0
QFTn|0)*" = —= 3 | e*™otly) =
y=0

e2mign2n ! e2mign2" 2 e2mign?2
(I0>+ = \1>)(|0>+ = |1>)"'(|0>+ﬁ |1>)
(|0>\%|1>)<0>\}L§1>)_“(I0>;§I1>)_(|0>+|1>)®".

V2

Nir vi sedan applicerar alla c-U?" pa egenliget |¢) kommer styrliget att bli
pa samma form som (7). I ett styrlige pa formen (7) kan vi uppskatta w med
QFT,,".

Vi har alltsd en n-kvantbitoperator U och den kontrollerade versionen
c-U med egenlige |¢) och motsvarande egenvirde ™. Vi forbereder liget

35



|0)©"|) dér [0)®™ ska vara styrlidge och |p) mallige. Applicerar vi EUA av U
pa liget |0)*"|¢) kommer forst QFThn appliceras pa laget [0)®™ och avbilda
det till (12£1)®n. Sedan applicerar alla n stycken c-U% forj € {0,...,n—1}
pa liget |p) med (12)®n som styrlige. Appliceringen av c-U 2 flyttar
egenvirdena e? % till styrldget. Styrliget ser da ut som ldget (7). Sist
appliceras QFT;.' pa styrlaget att uppskatta w i egenviardena. EUA ger

f6ljande avbildning
0)l) = |w)|@)-

Virdet w ar uppskattningen av w, kom ihag fran avsnitt 4.2.2 att QFT{n1 ger
en uppskattning. Méter vi styrlaget efter att utfort EUA kommer vi att fa
uppskattningen w. Tanken &r att vi i nista kapitel ska skapa en operator U
med egenvéirden som innehaller information som hjélper oss att faktorisera
tal.
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5 Talteori

I det hiir kapitlet ska vi till en bérjan ga igenom grundliggande talteori'®. Vi
gar igenom vad ordningen av tal dr. Sedan visar vi att vi med ordningen for
vissa tal kan faktorisera. Vi kommer sedan att visar hur vi kan fa fram brak
med information om ordningen fran EUA. Ur dessa brak kan vi da erhalla
ordningen med hjélp av teorin om kedjebrak som avslutar kapitlet.

5.1 Faktorisering av heltal

Innan vi motiverar varfér ordningen av tal ar av intresse ska vi definiera den.

Definition 6. Ldit a och N wvara positiva heltal med SGD(a, N) = 1. Ord-
ningen definieras da som det minsta positiva heltalet v sadan att

a"=1mod N

Vi kommer ocksa att ha hjilp av treregeln. Om man har ett tal sa &r
det delbart med 3 om summan av talets siffor &r delbart med 3.

Exempel 16. Vi har talet 288 = 3 - 96 sa far vi att

2+ 8+8 =18, 3|18 = 3|288.

5.1.1 Den klassiska delen

En del steg i faktoriseringen av heltal kan vi géra pa en klassik dator. De
stegen gar vi igenom i det hér avsnittet. Nar vi vill faktorisera ett heltal sa
ar det forst nagra saker vi bor tédnka pa. Ska vi faktorisera positiva heltal
vill vi hitta en faktor M; till heltalet M, dividera ut M; och s& vi far ett
till tal My sadant att M = M; X My. Sedan gar vi vidare och faktoriserar
ut My och Ms tills vi bara har primtalsfaktorer kvar. Alla jamna heltal har
den triviala primtalsfaktorn 2. Problemet reduceras darfor till att faktorisera
udda heltal. Ska vi faktorisera ett heltal borjar vi med att faktorisera ut alla
faktorer 2. Det udda talet vi far kvar kallar vi N.

Ar N ett primtal &r vi klara, darfor testar vi forst om sa ér fallet. Vi kan
testa det effektivt med en klassisk dator genom att forsoka dividera N med
alla heltal fran 3 till v/N. Gar nagon division jamnt ut #r N ett primtal och
vi 4r klara. Ar N inte ett primtal fortsitter vi med att testa om N &r ett
primtal upphdjt i nagot positivt heltal k.

Vi kan snabbt testa det genom att forst utesluta basen 3 med treregeln.
Vidare sa har vi att om N = p* for nagot primtal p och nagot positivt heltal

53¢ [1] avsnitt 7.3.2, i [17] 3.4 och 3.5, i [16] 10.3, i [15] 11.5.1, i [3] kapitel 8 och i [11]
kapitel 2 och 3.

37



k géller det att klogy p = logy N. Om 5 < p sa har vi att 2 < logy 5 < logy p
och
I — logy, N < logy N < logQN'
logop = logy,d = 2

Om N = p* och 5 < p kommer alltsa k att uppfylla olikheten 2 < k < 'oz2¥
Tar vi nu k:te roten ut N for alla k:na och resultatet ar ett primtal sa &r IV
ett primtal upphdjt i k. I det fallet har vi hittat alla faktorer och &r ddrmed
klara. Ar N inte ett primtal upphéjt i k gar vi vidare.

Nu vill vi hitta tva faktorer N1 och Ny till N ddr 2 < Ny < N, 2 < Ny <
N och N = N; x Ns. For att gora det véljer vi ett slumpméssigt a < N.
Ar SGD(a,N) > 1 har vi hittat en icketrivial faktor och #r klara. SGD
kan man berdkna effektivt med den utvecklade euklidiska algoritmen pa en
klassisk dator. Om SGD(a, N) = 1 kommer vi inte ldngre med en klassisk
dator om vi vill faktorisera effektivt. Kan vi ddremot hitta ordningen r av a
sa att " =1 mod N kan vi fortsétta och faktorisera klart.

5.1.2 Varfor ordningen

Senare i kapitlet gar vi igenom hur vi kan hitta ordningen med hjilp av
kvantdatorn. Nu visar vi hur vi kan anvédnda oss av ordningen nér vi fakto-
riserar. Anta att vi vet ett effektivt sétt att berdkna ordningen r pa. Da kan
vi anvinda r for att hitta en icketrivial faktor pa foljande vis;

Borja med att kolla om 7 &r udda. Om sa &r fallet borjar vi om, vi vill
namligen titta pa kvadratrotter a2, Ar r jamn géller foljande:

@ =1mod N a —1=0mod N = (a’/>+1)(a”/? —1) =0 mod N.

Ar /2 = 1,—1 mod N sa bérjar vi om med ett annat a. Annars sitter vi
b= SGD((a"/? — 1), N). Da giller det att b maste vara en #kta gemensam
faktor till ’/2 — 1 och N. For det kan inte vara s att b = N, for da &r
a”/? —1 = 0mod N. Det ér ekvivalent med att /2 = 1 mod N vilket vi
redan uteslutit. Det kan inte héller vars si b = 1 for da existerar det heltal
u och v sddana att

(a"/? =1)u+ Nv =1. 9)

r/2

Multiplicerar vi (9) med a™/# + 1 pa bada sidorna far vi

(" —Du+ ("> +1)Nv=da""? + 1.

Eftersom N|(a” — 1) si maéste det vara s att N|a"/? 4+ 1. Det betyder att
a”/2 +1=0mod N, vilket &r ekvivalent med att a’”/2 = —1 mod N som vi
ocksa uteslutit. Alltsa ar b en dkta delare till V och vi kan faktorisera upp NV
till b och N7. Sedan fortsétter vi att pa samma satt faktorisera b och Nj tills
vi bara har primtalsfaktorer kvar. Analogt kan vi kolla b = SGD(a% +1,N).
Samtliga berdkningar i det hir avsnittet forutom att hitta ordningen av a
kan goras effektivt med en klassisk dator. Det ar alltsa ordningen vi behver
kvantdatorns hjalp att hitta.
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5.1.3 Uppskattning av ordningen av tal

De algoritmer vi hittills gatt igenom kan anvéindas foér att ta reda pa ord-
ningen r av ett tal a'®. Betrakta operatorn U, med féljande avbildning:

Ug|s) — [samod N) s < N

Ug|s) — |s) 0 < s> N.

U, implementeras med n kvantbitar sa att 2 > N Vi kommer endast att
studera U, pa lagena {|0),|1),...,|N —1)}. Eftersom " = 1 mod N fas, om
U, appliceras r ganger,

Ul|s) — |sa” mod N) = |s).
Vilket ar ekvivalent med att
Ulls) < I|s).

Det innebér att U, &ar en "r:te rot av identitetsoperatorn”, det vill séaga
U; = I. Egenvirdena till I &r 1. Eftersom U] har samma egenvérden som [
kommer U, att ha egenvirden som &ar r:te rotter av 1. Foljande lemma fran
[2], sid 365, visar detta.

Lemma 1. Lat r wvara ett positivt heltal, U en operator med egenlige T
och motsvarande egenvirde \. Da gdller det att U™ har egenliget x med
motsvarande egenvdrde \".

Bewvis. Vi har att
Ux = x=Ux=U"YUx)=U""Ax=XU"2Ux) = U *x=...
=TT UX) = M) = Mx
O

Sats 2. Egenvdrdena till en operator U som uppfyller UT = I dar vara r:te
rotter av 1.

Bevis. Om ) &r ett egenvarde till U med motsvarande egenldge x och U™ = I
sa fas (enligt lemma 1) att

Ux=NxeIx=\Nx.

Identitetsoperatorns egenvarden ar A" = 1. Det betyder att U har egenvarden
A = /1 till motsvarande egenliget x. /1 #r tal pa formen 2 for k€
{0,1,...,r—1}. O

16Se avsnitt 7.3.3 1 [1], 1.5 i [5] och 11.5.1 i [15].
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Anta att vi har foljande lage

1 r—1
lug) = \/Z e27%|¢* mod N). (10)

Om U, appliceras pa (10) sa far vi foljande

1 r—1 1 r—1
Uglug) = \[Z e 2T sy, |a® mod N) \[Z e 2751 g5H mod N) =

r—1

1 Ze—zm (s+1— 1)‘as+1 mod N>

Nl

—

orik 1 Ti —2mik (s4+1)) s+1 _
et e |a®"" mod N) =
\/F s=0

{ Eftersom 672“%”|a“ mod N) = 672’”%0|a0 mod N) far vi }

r—1
62771’% \}» § :672m’§s|a3 mod N> _ 627ri§|uk>_
r
s=0

Det betyder att |ug) dr en egenvektor till U, med egenvérde 2™ . T avsnitt

4.3 sag vi hur man far en uppskattning av egenvirden med EUA. EUA kom-

av k
T

Rl

mer med operatorn U, och egenliget |ui) att ge en uppskattning
genom laget

10} k) — ) ).

Hur vi kan anvanda + for att fa fram ordningen r gér vi igenom i avsnitt
5.2. Egenldget |ug) kan inte skapas for ndgot godtyckligt k € {0,...,r — 1}
utan att veta r. Ddremot ricker det, som vi snart ska se, att forbereda
en likformig superpositionen som innehéaller varje egenvirde. Betrakta den
likformiga superpositionen

1 r—1 1 r—1 1 r—1 "
— Z lug) = Z e 2™ |a® mod N).
vr k=0 g k=0 vr
Vi visa foljande lemma:
Lemma 2. Om
1S gk
lug) = Z > %|a® mod N),
VT
s=0

gdller dven att

1 r—1
W % luk) =
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Bevis. Vi har laget

JZ| k) \/Z\/Z €2™7%)0% mod N). (11)

Observera att

|a® mod N) = |1) & s =0 mod r.
Amplituden for |1) i ldget (11) &r summan av termerna %ﬁe%i%s dér
s =0mod r. I (11) finns bara ett sdidant vérde pa s och det &r s = 0. Vi har
att

1 1 = k 17”71
27120 —
— ert = — 1=1.
Tﬁg T;)

Amplituden for |1) ar 1 alltsd maste amplituden for alla andra lagestermer i
(11) vara 0. Det vill sdga

1 r—1
W g uk) =

givet att (11) faktiskt ar ett ldage. O
Detta betyder att EUA avbildar pa féljande sétt
1=k
0)1) = 10) (= Y lue)) = 0) ur) =) ).
| WZ\ JZH — Ll

EUA kommer alltsa att generera ett ladge som &r en superposition ev egenlé-
gena sammanflitade med sina egenvérden. Tittar vi pa det forsta laget, det

vill séga styrlidget, innehéller det en likformig férdelning av uppskattningar

é av egenvirdena for k € {0,...,r — 1}. Méter vi styrldget kommer fasupp-

skattningen generera ett x sadant att g7 dr en uppskattning av é for ett
slumpat k € {0,...,r —1}.

EUA kommer att kora U2’ for j € {0,1,...,n — 1}, dir appliceras U, 27
ganger for alla j € {0,...,n — 1}. Det kréver en exponentiell resursatgang.
Men att applicera U, 2/ ganger ér samma sak som att applicera U i en gang.
Talet a? kan forberedas snabbt, med en klassisk dator, genom upprepad
kvadrering. Vi kommer alltsd bara att behova applicera U ,; en géng for
varje j. U ,; appliceras saledes bara n ganger vilket dr inom polynomiell
resursatgang.

Vi en operator U, som gor foljande avbildning

U,|s) — |sa mod N,

och s < N. Med den och EUA kan vi fa fram en uppskattning med informa-
tion om ordningen r av a modulo N. Uppskattningen blir ett rationellt tal
med som kan skrivas med r som ndmnare. Det viktiga ar att vi far nagon
heltalsmultipel av % Med sadana kan vi ta reda pa r med hjilp av kedjebrak.
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5.2 Kedjebrak

Ur uppskattningen é i avsnitt 5.1.2 kan vi, som vi ska se, ta reda pa virdet

av r med kedjebrak. Forst konstaterar vi nagra saker om kedjebrak!”.

Sats 3. Om vi har ett rationellt tal 55, ddr x dr ett heltal, sd finns en se-
kvens %, ‘g—;, cee %—: = 5= av O(n) rationella approzimationer. Dessa kallas
konvergenter och har féljande egenskaper:

1) a1 <ag << am,by < by <o < by
it) Alla konvergenter kan berdknas med polynomiell resursdtgdng.

i11) Om ett tal 75 uppfyller

3 =5
sd finns é bland konvergenterna till .

Sats 3 implicerar f6ljande:

1. Anta att vi métter den ndrmaste uppskattningen 55 av é och 2™ > 2r2.
Da kan det som mest finnas en konvergent 3¢ skiljd fran o7 sadan att
2%7‘;—;|§#ochb¢§r.

2. Om 2" > 2r2 och | & — %| < 2 sa kommer % = £ att vara den enda

(n—1)
konvergenten av % med b; <2 2 .

Vi visar med ett exempel.

Exempel 17. Sdg att vi mdter en uppskattning % = %, dir k=9, r=11.

Fér att kunna isolera % bland uppskattningens konvergenter mdaste 2™ >
2.112 = 242. Vi sitter n = 8 som er 28 = 256 > 242. Uppskattningarna av %
att vara tal 555 for x € {0,1,...,255}. x = 209ger den bista uppskattningen
av 17 ddr

209 9
< =
256 — 11
Vi kan nu skriva % som ett kedjebrak:
209 1
O L —
256 1+ a——
2+—1;
a1

Kedjebrik kan skrivas pd formen [bo; b1, ..., by] ddr
1

bo;by, ..., 8n] = by + ——— .
[bo; b1 sn] = bo A

‘. 1
T

17Se [1] kapitel 7, [9] kapitel 1 och [8] kapitel 1 for mer information.
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Vi kan dd skriva %gg [0;1,4,2,4,5]. Konvergenterna bl till 256 far vi genom

att berdkna avkortade kedjebrik:

[0-1]—0+1—f—~—
T 1 1 "
01,4 =04+ —— == =:
[ ] +1+1 5 b2

;1,4,2] = —_— = =:
[Oaaa] 0+ 1 11 b3

1 40 ay
0;1,4,2,4] =04 ——— = — =:
[01,4,2,4] +1+71 49 by

1 209 as
0;1,4,2,4,5| =04 ——— = =" _.
[ ] +1++ 256 by

ﬁnns med bland konvergenterna men

Vi ser att det ursprungliga virdet 13
, Ay och ndmmnarna by, . .. by,

lat oss ignorera det for tillfallet. Tal]arna ai, - -
som sats 3 talar om motsvarar talen 1,4,9, 40 och 209 respektive 1,5,11,49

och 256 i det har fallet. Sats 3 sdger att tal % som uppfyller

27“2

finns med bland konvergenterna till 5. I det hir fallet finns talen

%drr:1,2r2:2, &—f’—%gé
gdrr:5,2r2:50, @—7)—— 3i
—drr_n 92 — 949, |20 _ ‘—QLS%
209 g v = 256, 202 = 131072, };gz—%‘z —Tlon

256
bland konvergenterna som uppfyller olikheten. Den férsta féljden ur sats 3

sa att om vi mdter den nérmaste uppskattningen till & ﬁnns det som mest en

konvergent 3+ # 5 som uppfyller by < r och| — —\ <5 Lo I det hdir fallet
ska b; <11 och

209 a, 111

256 bl T 2-112° 2-112 242
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Vi far for varje konvergent

209 B 1
256 7’ ﬁ 25 112 T 242
209 B 1
256 5’ 1280£2 112_@
209 7‘ _ o1 _ 1
256 11 2816 - 2112 242
w0 L L L
256 12544 —2-112 242
209 209 1 1
— - — | =0< —— = —.
256 256 —2.112 242
ddr bara 191 uppfyller \% — —| <3 12 och b; < 11.
Enligt den andra foljden ur sats 3 kommer det om 2" > 2.2 och |——7| <
2—" endast att existera en konvergent {* = % av 5y . Vi har

n = 8 och 28 = 256 > 242 = 2 - 112 Féljande konvergenter g—: uppfyller
209

256 | — 256

LTI B
256 11 8 256
209 B 1
256 ‘ ﬂ 256
@&@90<1
256 256 - 256

Av dessa dar det bara % som uppfyller 1 (% 11.3). Vi har sdledes
hittat ett sdtt som mdajliggor for oss att se vilken konvergent som motsvarar
det ursprungliga talet é

Vi kan hitta % bland konvergenterna genom att finna den konvergent ‘g—:

som uppfyller b; < 9"7" och

X ai

omn b

1
< —.
n

De uppskattningar vi méater da vi berdknar ordningen kommer att vara den
decimala representationen av é for nagot godtyckligt k. Tittar vi pa bréket
som motsvarar den decimala representationen av 75 kan det vara ett forkortat
brak om k och r har gemensamma faktorer. Vi kan ddrmed inte ta reda pa
exakt vilket brak som talet vi fatt kommer ifran och inte heller r. Men tar
vi fram tva uppskattningar for ’% och ’%2 i decimalform kan vi snabbt hitta
reducerade brak % = ’% och % = %, diar SGD(c¢1,71) = SGD(c2,72) = 1.
Da kommer 7 att vara en multipel av 1 och ry. Vi har féljande sats.
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Sats 4. Lat r, k1 och ko vara positiva heltal dir ki och ko dr godtyckligt
och oberoende valda fran {0,1,...,r — 1}. Vidare ldt ¢1,71,co,r2 vara heltal
dir SGD(¢1,m1) = SGD(ca,m9) = 1 samt % = % och % = % Da ar
r=MGM/ (ri,r2) med en sannolikhet pd minst 7% Talen c1,7r1,c2,7T9 och T

kan beriknas inom O(log?r).

Bevis. Eftersom att r &r en multipel av bade r; och ry sa géller det att
MGM (ry,72)|r. For att visa att » = MGM (r1,r9) ridcker det att visa att
r|MGM (r1,73). For enkelhetens skull sdger vi att k1 och ko dr valda god-
tyckligt och oberoende fran {1,2,...,r} da

0
k1:O=>7:Cf1$61:O,7‘1:1
r (&

r C1
k1:7“:>*=*=>61:1,7“1:1.
r 1

Alltsd 71 = 1 1 bada fallen. Vi kan ocksé notera foljande

Cl’l“

D
= SGD(r kyjer, = 3= SGD(r k)

er____
ko N SGD(?“, kg)'

Om SGD(r, k1) och SGD(r, ke) ar relativt prima s kommer faktorerna vi
dividerar bort fran r for att f& 1 att finnas kvar i 79 och vice versa. Vi har
att r|MGM (r1,r3) vilket betyder att r = MGM (r1,72).

Sannolikheten att fa SGD(r, k1) = 1 och SGD(r, k) = 1 &r [, (1— 1%)’

det vill séiga alla primtal p som delar r. [, (1 — %) ar strikt storre an

kJQ = SGD(T, kQ)CQ, To =

[, - Z%), alltsa produkten 6ver alla primtal. [],(1 — 1%) kan visas vara
lika med inversen till Riemanzetafunktionen for heltalet 2, som skrivs((2).
¢(2) har virdet Z-. Sannolikheten att r = MGM (r1,72) ar saledes strikt
storre dn WG—Q. O

For att kunna ta reda pa r maste vi gora tva uppskattningar av ord-
ningen for ett tal. Utifran dessa kan vi sedan med stor sannolikhet berékna
r och slutfora faktoriseringen. Nar vi tar fram ordningen r behdver vi pa
forhand vélja ett n som mojliggor detta. I kapitel 3 i [10] beskriver man
Lagrangessats for grupper. Ség att vi har en dndlig grupp med N stycken
element. Ordningen r fér godtyckliga element a i gruppen delar da N. Im-
plicit betyder det att » < N. Eftersom vi kommer att leta efter ordningen
bland tal a sddana att SGD(a, N) = 1 s kommer dessa att bilda en grupp
under vanlig multiplikation, se [10] sid 99. Eftersom gruppen bestar av tal
dédr SGD(a,N) = 1, kommer gruppen att ha firre &n N element (da vi
konstaterat att N inte ar ett primtal). Ordningen r kommer siledes att dela
ett tal mindre &n N. Vi kan dérfor sédtta en 6vre grins r < N. Sats 3 sa att
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olikheten 212 < 2" maste vara uppfylld for att med sikerhet kunna isolera
ratt konvergent, sa

22 <2-N?<2"= N2 <2" 1o 2.logg N<n—1&2-logygN+1<n
Om vi véljer n = 2 -logaN + 1 far vi att
2T2 < 27’L — 22~log2N+1 — 2N2

Eftersom N inte kommer att vara en exponent av 2 si avrundar vi uppat
och sétter n = [2-logaN + 1]. Valet av n till [2 - logaN + 1] kommer att
vara tillrackligt for att fa onskat resultat. Detta &r den sista pusselbiten i
algoritmen.

6 Algoritmen

Vi ska nu sammanfatta allt vi gatt igenom och beskriva den algoritm som
med kvantdatorns hjélp kan faktorisera heltal. Den forsta faktoriseringsal-
goritmen avsedd att koras pa en kvantdator beskrevs forst 1994 av Peter
Shor och heter Shor’s algoritm'®. Den algoritm vi gar igenom en algoritm
som skiljer sig lite ifran Shor’s, men ger samma resultat. Den kommer att
gora det med polynomiell resursargang istéillet for exponentiell som de kidnda
nuvarande algoritmerna behéver. Vi beskriver faktoriseringsalgoritem i fem
grupper av steg. Varje grupp av steg kan antingen utféras av en klassisk
dator eller en kvantdator. Figur 15 fran sid 137 i [1] visar kretsen som ska

utforas av kvantdatorn. Foljande &r en algoritm for att faktorisera ett heltal
N*:

i. Kan utforas av klassisk dator
1. Faktorisera ut triviala primtalsfaktorer 2 s& vi far kvar ett udda

heltal N.

2. Kontrollera om N &r ett primtal, om sa &r fallet &r vi klara, annars
ga vidare

3. Kontrollera om N &r nagot primtal upphojt till ett positivt heltal,
ar det fallet &r vi klara, annars ga vidare.

4. Vilj ett godtyckligt tal a sddant att 1 < a < N.

5. Berdékna SGD(N,a).

6. Om d = SGD(N,a) # 1 &r vi klara. Faktorisera N till N; x d och
kér om algoritmen pa Ny och d. Ar SGD(N,a) = 1 ga vidare till
kvantdatorn for att hitta ordningen r s& att a” = 1 mod NV

ii. Kraver kvantdator

18Se [1] avsnitt 7.3.4, [16] 10.4 samt [17] 3.4 och 3.5.
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7. Vilj n sa att 2r2 <27 n = [2-logaN + 1] duger.
8. Skapa ett styrlige med n kvantbitar och sitt det till |0)©".

10.

11.

12.
13.

Skapa ett méllage med n kvantbitar och sétt det till [1) = |0...01),
kalla det malldget.
Applicera QFTyn pa styrldgett, som vi sdg i avsnitt 4.3, och fa

tager (122)""

Applicera U2, déir U2’ |s) ~ |sa?’ mod N), for varje j € {0, ...
,n — 1}] pad mallaget |1) med styrlaget (%)@L. Det flyttar in
Ugj:s egenvirden i den relativa fasen hos styrldaget.
Applicera QFT,,! pa styrliget.

1

Mt styrlidget for att fa uppskattningen % av en multipel é for

négot godtyckligt k£ € {0,1,...,7r — 1}.

ili. Kan utfoéras av klassik dator

14.

Anvand det vi kan om kedjebrak for att hitta r; och ¢; bland

konvergenterna till £+ sa att |5 — %| < 2% och r; <272 . Hittas

inga saddana sa skicka "FAIL” som utdata och bérja om vid steg
7.

iv. Kréaver kvantdator

15.

(Gors ocksa av kvantdatorn) Gor om steg 7-13 och anvind ked-
jebrak for att hitta r2 och co sa att |57 — %| < % och ry < 2"7
Hittas inga sadana sa skicka "FAIL” som output och borja om vid

steg 4.

v. Kan utforas av klassik dator

16
17

18
19
20

21

. Berdkna r = MGM (ry,73).

. Berékna a” mod IV, om resultat &r 1 fortsatt, annars skicka "FAIL”
som utdata och borja om vid steg 4.

. Om r &r udda, borja om vid steg 4.
. Oma? = —1mod N eller az =1 mod N, bérja om vid steg 4.

. Beriikna b = SGD(a2 + 1, N) for att fa en icketrivial faktor till
N.

. Faktorisera N till N7 x b och upprepa fran steg 2 med bade Ny
och b tills N &r helt faktoriserat till primtal.

Steg 8-12 &r som synes EUA for operatorn U, som avbildar |s) till |as mod

N). Det

tidskriivande momentet i algoritmen #r att utfora ¢ — U2’ opera-
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—1 \ Toye
1) = 2 35 ) ; Uz

Figur 15: Kretsen som ger oss tillrackligt med information att hitta ordning-
en.

tionerna. Lyckligtvis behover vi inte applicera operatorn s& ménga ging-
er. Som vi sag i 5.1.2, behover vi bara forbereda a?'. a® &r ett tal mel-
lan 0 och N — 1 som vi kan forbereda genom upprepad kvadrering av a.
Kvantkretsen for c-U, 3] kommer saledes bara att utféra multiplikationer med
a” mod N. Det finns standardtekniker for att utféra denna multiplikation
med resursargang O((log N)?loglog N logloglog N). QFT kriiver resursat-
gang O((log N)?) sa hela algoritmen for att faktorisera kommer bara att kr-
va resursatgang O((log N)?loglog(N)logloglog(N)), se [1] sid 138. Om vi

1 2
jamfor med den bésta idag kiinda algoritmen som kréver e©((log N)3 (loglog N)3)

ser vi att vi har en betydligt effektivare algoritm. For att gora det tydligare
ska vi visa ett exempel.

Exempel 18. Vi hoppar dver steg 1-6 och utgdr fran att vi ska faktorisera 21.
Vi valjer ett godtyckligt a bland de a:n som uppfyller SGD(21,a) = 1, alltsd
fran {2,4,5,8,10,13,16,17,19, 20}, till exempel 10. Vi litt se att ordningen
r maste vara 6 men vi ska se hur vi far fram det med kvantdatorn. Vi borjar
vid steq 7:

7. Viljn till [2-loge21 + 1] alltsé n = 10.
8. Skapa ett styrliget |0)*1° = |0000000000)
9. Skapa ett malldget |1) = |0000000001)

®10
10. Applicera QFTyi0 pé styrliget sa att det limnas i laget (%)

11. Applicera c—Ufj for = 0,1,...9, alltsd 27 = 1,2,4,8,16,32,64, 128,

®10
256,512 pd malliget [00...01) med styrliget (%) . Egenvér-

dena 262" kommer att flyttas till den relativa fasen i styrldget. Styr-

ldget kommer att ldmnas i laget (|0>+62ﬂ§20|1>) ® (\0>+e2’”§21|1>)
g g 72 72

2mi k22 2mi k23 2mi k2t 2mik2b
(|0>+e © |1))®(|O)+e 6 \1>)®(\0>+e 6 \1>)®(|0>+e 6 |1>)®

V2 V2 V2 V2
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12.

15.

1.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

0+e*7 621 Y o (104276 Y o (04T B | o 0+ B ) )
() o (o (1t o (2750 ) o
ndgot slumpat k € {0,1,2,3,4,5}.

Applicera QFTQI% pa styrldaget for att fa en uppskattning av %.

Mat styrliget for att fa uppskattningen 515 av % for sig k=5. Vi fick

uppskattningen % till % som ocksd ar den basta.

Hitta tal ¢1 och r1 bland konvergenterna till 83 sddana att |23 — al<
o 2 2 1
2% = ﬁ och rp < 272 = 22. Konvergenten % ar den enda som

uppfyller de villkoren sa vi far c; =5 och r1 = 6.

Upprepa steg 7-14. Sdg att vi mdtte en uppskattning av % och fick ap-

proximationen 136% och tal co =1 och ro = 3.

Berikna MGM (r1,m2) = MGM (6,3) = 6.
Berdikna 105 = 1000000 = 1 mod 21.

6 dr ej udda sa vi fortsdtter.

103 = 10% = 1000 % —1,1 mod 21 sé vi fortsdtter.
Berikna SGD(1000 — 1,21) =3

Faktorisera bort 3 fran 21 och birja om fran steg 1 med 7 respektive 3.

I exemplet ovan har vi ett litet tal N som vi faktoriserar. Algoritmen
kommer till sin anvdndning nér vi vill faktorisera vildigt stora heltal V.
Stora heltal anvander man i till exempel RSA-kryptering. Om man lyckas
att bygga en kvantdator kommer man saledes att kunna knécka krypteringar
som bygger pa svarigheten att faktorisera stora tal snabbt.

Man har fram till idag i laboratoriemiljo lyckats att bygga sma kvant-
datorer med olika metoder'. En metod som verkar lovande #r en teknik
d& man anvénder jonféllor. Déar fangas joner i ett vakuum och anvédnds som
byggstenar till kvantdatorn. Fragan &r bara hur lang tid det tar innan vi har
dem pa skrivbordet.

19Se [15] kapitel 14 och [16] avsnitt 12.4 och kapitel 11.
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