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Sammanfattning

Kroppar har manga trevliga egenskaper, bland annat att varje element
har en invers. Men man kriver ocksa att multiplikationen ska vara kommu-
tativ och associativ. I denna uppsats ska vi undersoka vad som hénder om
man inte ldngre kriver att multiplikationen dr kommutativ. Da far vi, som
titeln lovar, vad som kallas en skevkropp. Men finns det sadana? Och hur
ser de i sa fall ut?
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1 Inledning

Denna uppsats behandlar &mnet skevkroppar.

Som bekant har kroppar trevliga egenskaper, sa som att varje element har
en multiplikativ invers.

I kroppar som R och C ar det latt att bestimma inversen till ett tal. Men
dven 1 dndliga kroppar kan vi vara siikra pa att varje element har en multip-
likativ invers. Till exempel har elementet 5 i den &ndliga kroppen Z7; inversen
3, eftersom 5 - 3 = 15 = 1(mod 7).

I en kropp giiller att multiplikation &r bade kommutativ och associativ.
Lat oss séga att vi vill behalla egenskapen att varje element har en invers,
men sldppa kravet pa kommutativitet. Da far vi vad som kallas en skevkropp,
eller divisionsring.

Det forsta man bor fraga sig d4r om detta ens dr mojligt: Finns det skevkrop-
par? Nér vi visat att sa faktiskt &r fallet, genom att se pa ett exempel, kan
vi ga vidare och studera skevkropparnas egenskaper. Bland annat ska vi visa
att varje dndlig skevkropp maste vara kommutativ.

En annan kind egenskap hos kroppar dr att man for varje nolldelarfri ring
R kan konstruera en minsta kropp, en sa kallad fraktionskropp, som har R
som delring. Till exempel kan man pa sa sidtt konstuera de rationella talen
med hjilp av heltalen.

Vi ska visa att en liknande konstruktion &r mdojlig dven for skevkroppar.



2 Grundliggande begrepp

Innan vi borjar studera skevkroppar och deras egenskaper behover vi nagra
grundlidggande resultat. Bland annat denna sats fran gruppteorin.

Sats 1. (Lagrange) Lat H vara en delgrupp av en dndlig grupp G, och lat
|H| =m, |G| =n. Dd dr m|n.

For bevis, se [1].

Tag till exempel den additiva gruppen Zgp som har 100 element. Féljande
tabell visar alla delgrupper av denna.

delgrupp antal element

2Z100 = {0,2,4,...98} 50
47100 = {O, 4,8... 96} 25
5Z100 = {0,5,10...95} 20
10Z100 = {0, 10,20, ...90} 10
20Z100 = {0, 20,40, 60,80} 5
25Z100 = {0, 25,50, 75} 4
50Z100 = {0, 50} 2

Antalet element i varje delgrupp delar 100, precis som Lagranges sats lovar.

Antalet sidoklasser av en delgrupp H av G kallas index av H i G och beteck-
nas [G : HJ.

Om |H| =m och |G| =nér [G: H| = -.

Tag till exempel delgruppen 4Zig9 av Zigg. Denna har sidoklasserna

1447190 = {].7 5,9,... 97}

2+ 47100 = {2, 6, 10,... 98}

34+ 4Z100 = {3,7,11,...99}
och 47 sjélv, alltsa fyra stycken. Vi har

100
Zaoo : 4Z100) = —— =4
[ 100 100] 25

Vi behover ocksa foljande resultat om kroppar.
Lat K vara en kropp och F' en delkropp av K. Da kan K beskrivas som ett



vektorrum over F. [6, s. 131]

Till exempel ér ju C ett vektorrum med basen {1,i} 6ver R.

Om K och F ar dndliga ar forstas dimensionen av K som vektorrum over
F ocksa dndlig. Lat siga att dimensionen dr n, och att F' har ¢ element, for
heltal n och ¢. Da har K ¢" element:

Lat v1,vg,...,v, € K utgora en bas i vektorrummet. Da kan varje element
i K pa ett entydigt sétt skrivas som

a1V + Qovy + - -+ QpUy.

F har q element, sa for varje ; finns ¢ val. Alltsa dr |K| = ¢".

Nu kan det vara pa sin plats med definitionen av en skevkropp.

Definition 1. En skevkropp dr en mdangd K tillsammans med tva bindra
operationer + och - som uppfyller foljande villkor.
Lat a,b,c € K.

e Addition dr associativ: a+ (b+c¢)=(a+b)+¢
e Addition dr kommutativ: a+b=>b+a
e Det finns ett element 0 sa att x +0 =0+ x = x for varje x € K.

o For varje element x € K finns en additiv invers —zx, det vill sdga
x4+ (—x)=(-2)+z=0.

o Multiplikation dr associativ: a-(b-¢) = (a-b)-c

e Det finns ett element 1 sadant att 1 #0 och x-1=1-x = x for varje
rze K.

o For varje element x € K finns en multiplikativ invers =1, det will
1 -1

sigax-x "=z - =1.
o Multiplikation distribuerar éver addition: a-(b+c¢)=a-b+a-c och
(a+b)-c=a-c+b-ec.

En skevkropp uppfyller alltsa alla villkoren fér en kropp, forutom just
kommutativa lagen fér multiplikation.
Man kan ocksa siga att en skevkropp &r en ring dér 1 existerar (och ej
dr 0) och varje element har en multiplikativ invers. Dirav den ekvivalenta
bendmningen divisionsring.



3 Kwvaternioner

Det forsta kinda exemplet pa en icke kommutativ skevkropp &r kvaternion-
erna. Dessa introducerades av William Rowan Hamilton. Hamilton hade
linge forsokt komma pa ett sitt att multiplicera tredimensionella vektorer.
Nér han, under en promenad den 16 oktober 1843, slutligen insag att han
behévde en fjdrde dimension kunde han inte motsta impulsen att ta fram
sin kniv och rista in

==k =ijk=—-1

i bron han just passerade.
Denna ekvation beskriver hur baselementen multipliceras med varandra i
Hamiltons fyrdimensionella algebra.

Mingden av kvaternioner betecknas H (efter Hamilton), och utgors av vek-
torer i R*. Lat

1=(1,0,0,0) i=(0,1,0,0) j=(0,0,1,0) k= (0,0,0,1)
och
al = (al,0,0,0) agi = (0,&2,0,0) a3j = (0,0,&3,0) a4k = (0,0,0,(M).

Addition i H definieras, som i R*, av komponentvis addition. Vi har alltsa
att
a1+ azi + azj + ask = (a1, a2, a3,a4)

och
(a1+a2i+a3j+a4k)+(b1+bgi+b3j+b4k) = (a1+b1,a2+bg,a3+b3,a4+b4) =

= (a1 +b1) + (a2 + b2)i + (az + b3)j + (as + ba)k.

Multiplikation med ett reellt tal  definieras ocksa som for vektorer i R*:
r(a1 + agi + asj + ask) = r(aq, a9, as,aq) = (ray,rag,ras,ras) =

=ray + ragi + ragj + rask

H &r en abelsk grupp under addition, och ett reellt vektorrum av dimension
4.

Multiplikation av baselementen definieras av att

la=al =a for alla a € H,

och



Multiplikation i H &r alltsa inte kommutativ, t.ex. ar ij # ji.

Méngden {1,—1,%,—i,j,—j,k,—k} bildar en grupp under multiplikation.
Denna brukar kallas @ eller Qg.

Légg mérke till att 4 hédr har precis samma egenskaper som i € C. Méngden
av kvaternioner pa formen a; + aoi kan alltsa identifieras med de komplexa
talen.

For att distributiva lagen ska halla maste multiplikation i H definieras som
(a1 + agi + aszj + ask) - (by + boi + bsj + bak) =

= (a1b1 — agsby — aszbs — a4b4) + (a1b2 + agshy 4+ azby — a4b3)i+
+(a163 — agby + azby + a4b2)j + (a1b4 + asbs — agby + a4b1)k.

Notera att (a1 + agi + azj + ask) = (a1 + agi) + (a3 + aq?)j. Varje element
i H kan alltsa skrivas som a + bj dér a,b € C. Detta kan anvindas for att
visa att multiplikation i H &r associativ.

Lat aq,a9,b1,bo,c1,c9 € C.

((a1 + azj) (b1 + b2j))(c1 + c2j) =

= (a1b1 + a1baj + azjby + azjbaj)(ci + c2j) =
= arbicitaibejcitazjbicitagjbejcitaibicajtaibajcajtasjbicajtazjbajcay =
= a1(bicy + bajer + bicaj + bajcaj) + azj(bicr + bajer 4 bicaj + bajeaj) =
= (a1 + azj)((b1 + b2j)(c1 + c24))

Det aterstar nu att visa att varje element i H har en invers for att kon-
statera att H &r en skevkropp.
Lat a = a1 + agi + a3j + a4k vara en godtycklig kvaternion. Definiera kon-
jugatet av a som
a=ai; — ast — azj — ask

och normen som

la| = \/a%—ka%—ka%—kai.

Da ar
a@ = da = a2 + a3 + a3 + a3 = |a|.

Notera att # ar ett reellt tal och ddrmed ocksa en kvaternion.



sa,
— dr inversen till a.
laf?
Detta dr samma princip som for komplexa tal. Inversen till ett komplext tal
a + bi &r ju just
a—bi
a? + b2 .

H &r alltsa en icke kommutativ skevkropp.

Skevkroppar uppfor sig annorlunda jamfoért med kroppar. Till exempel har
ett polynom av grad n i K[z], som bekant, hogst n nollstéllen om K #r en
kropp. Detta ir inte sant i HJ[z].

Till exempel &r 4, j och k nollstillen till polynomet z2 + 1.

Vidare, om x = a + bi + c¢j + dk &r

2% = (a® — b* — & — d?®) + (2ab)i + (2ac)j + (2ad)k,

sa,
?=-1=a=0, P+2+d*=1

och dirmed har polynomet z2 4 1 o#indligt manga nollstéllen.



4 Oktonioner

Sats 2. Om det finns en bilinjir produkt
p:R" xR" —» R"

utan nolldelare maste n vara en potens av 2.

(Att produkten &r bilinjar betyder att den distribuerar 6ver addition,
och om A\ € R och a,b € R 84 ér p(Aa,b) = p(a, \b) = Ap(a,b).)
For bevis, se [7].
For n =1 har vi forstas vanlig multiplikation av reella tal. Fér n = 2 har vi
multiplikation av komplexa tal.
Vi har dven sett att en sadan produkt existerar fér n = 4, ndmnligen mul-
tiplikation av kvaternioner. Men da &r produkten ej lingre kommutativ.
Man kan da fraga sig hur det &r med n = 8.
Som bekant kan komplexa tal skrivas som par av reella tal, och kvaternioner
som par av komplexa tal. Om vi gar vidare pa samma sétt och konstruerar
en ny algebra dir varje element &r ett par av kvaternioner far vi oktonion-
erna, eller Cayleytalen, som betecknas Q.
Varje oktonion &r ett tal pa formen

xo + T191 + Tl + x3i3 + T4l4 + T5is + Teip + T7iy x0,... 27 € R.
Eller som par av kvaternioner:
o + x191 + @iy + x3i3 + (6 + T5i1 — wria + X4i3)ig

Multiplikation av baselementen ges héir av foljande tabell.

L[ i1 | 42 | 43 | ia | 45 | 46 | ir
T 1| 41 | i2 | i3 | 4a | i5 | d6 | 47
i i1 | =1 | da | @7 | —ia | 46 | —i5 | —i3
io |d2 | —ia | —1 | 5 | i1 | —i3 | 47 | —ig
is | i3 | —i7 | —i5 | —1 | i¢ | 42 | —ia | i1
ia |ia | d2 | —i1 | —ig | —1 | 47 | i3 | —is
is | i5 | —ig | 43 | —i2 | —i7 | —1 | i1 | ia
i | i | i5 | —ir | 44 | —i3 | —i1 | —1 | i2
i |in | i3 | dg | —i1| i | —ia | —i2 | —1

Denna tabell finns i flera varianter, men alla dr isomorfa. Har kan man se
att ijip = —igi; om k # [, sa multiplikation ar ej kommutativ.

Virre ér att den inte heller dr associativ. Till exempel dr (i1i2)iz = —igiz =
—i6 och il(igig) = —i1i5 = i6.

Oktonionerna &r alltsa ingen skevkropp.

Daremot finns fortfarande inverser. Dessa kan bestimmas pa samma, sétt



som for komplexa tal och kvaternioner.
Konjugatet av en oktonion

T = o + w101 + Tolio + T313 + T4lg + T5ls + Tele + Tri7
ar som vantat
T = X9 — T111 — XTolo — X3l3 — T4lq — Tsls — Tglg — T7i7.
2T = Tx blir da det reella talet
wg + ot + a5 + 28 + 2] + 25 + 25 + 27

sa vi kan beridkna inversen till x

Man har ocksa att
lzyl = |zllyl,  dér |z| = VaT

vilket dven &r sant i R, C och H. Detta gor O till en normerad (icke-associativ)
divisionsalgebra (som inte definieras hér). [4]



5 Frobenius sats

Vi vet nu att R, C och H ar exempel pa skevkroppar. @ ddremot ér inte en
skevkropp. Man kan missténka ett en skevkropp som &ar en algebra over de
reella talen da maste vara av just dimension 1, 2 eller 4. Detta &r precis vad
Frobenius sats, som bevisades av Ferdinand Georg Frobenius ar 1877, séger.

Definition 2. Lat D vara en divisionsalgebra. Mdingden
{zr €D |za=ax Vae D}

av element som kommuterar med alla andra element i D kallas centrum av
D.

Definition 3. Lat D wvara en divisionsalgebra. D dr algebraisk dver en
kropp F' om

o F' tillhor centrum av D.

e varje a € D dr ett nollstdlle till ett polynom med koefficienter i F.

Lemma 1. Om en skevkropp D dr algebraisk over C sa dar D = C.

Bevis. Antag att D &r algebraisk 6ver C och vilj godtyckligt @ € D. Da
finns nagot polynom p(x) med koefficienter i C sadant att p(a) = 0. Om
p(z) dr av grad n finns exakt n stycken nollstéllen, alla i C. Vi kan alltsa

skriva
n

p(@:H(JS—O&i) a; €C fori=1,...,n.
i=1
Eftersom p(a) = 0 har vi

n
H(afai):O <~ a—-a;=0 <= a=aq; f6rnagoti.
i=1

Det vill séga, a € C, och vi maste ha att D = C. O

Sats 3. (Frobenius) Lat D vara en skevkropp algebraisk éver R. Da dr D
isomorf till R, C eller H.

Bevis. Antag forst att D &r kommutativ, och att D # R.

Vilj godtyckligt a sadant att a € D, a ¢ R.

Eftersom D é&r algebraisk 6ver R dr a ett nollstélle till nagot irreducibelt
polynom med koefficienter i R. Irreducibla polynom med reella koefficienter
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dr av grad 1 eller 2. Polynomet kan ej vara av grad 1 eftersom a ¢ R, sa
alltsa maste det vara av grad 2. Ett sadant polynom kan skrivas som

a? —2aa+ B =0, a,fER

(a—a)?>=0a?—-8.

Hir dr a® — 8 < 0 eftersom a ej &r reell (om o — 3 > 0 finns reell 16sning
for a — «), alltsa
o —B=-9* ~y€eR.

Da har vi 4ven

_ 2
(@a—a)P=-—? = (a a) — 1=

Observera att regeln

x2:y2 <~ ==y

foljer av kommutativitet:

(z—y(z+y) =2 +ay—yr+y*=2>—y*> omay=yz.

Vi anvander alltsa att D dr kommutativ och far
a—«o
vy

= 4.

D #r alltsa algebraisk éver R(4), det vill siga C. Enligt lemma 1 har vi da
att D = C.
Om D ar kommutativ &r D alltsa isomorf till antingen R eller C.

Antag nu att D ej dr kommutativ.

Da &r R centrum av D:

R tillhor centrum eftersom D ar algebraisk 6ver R.

Antag att det finns ett a ¢ R i centrum av D. Pa samma sétt som tidi-
gare finns da «,vy € R sadana att (%)2 = —1. Da innehaller centrum en
delkropp C' isomorf till C, dér ¢ motsvaras av % Men da &ar D algebraisk
over C och darmed dr D =2 C enligt lemma 1.

Men detta &r en motségelse eftersom D ej &r kommutativ. Alltsa maste R
vara centrum av D.

Vi vill nu visa att D maste vara H.

Vilj nagot a € D sadant att a ¢ R. Som tidigare finns da nagra a,y € R
sadana att i = % uppfyller 2 = —1. Eftersom i ¢ R, tillhér 4 ej centrum,
och det finns nagot b € D sadant att

c=bi—ib#0

11



Fran detta foljer
ic+ ci = i(bi — ib) 4 (bi — ib)i = ibi — i?b+ bi2 —ibi=b—b=0
= ic= —ci.

Elementen ¢ och 7 antikommuterar.
Vidare géller att

ic® = (ic)e = (—ci)e = —c(ic) = —c(—ci) = %,

det vill siiga ¢ kommuterar med 1.

Eftersom ¢ inte kommuterar med 4 kan c inte ligga i centrum, det vill séiga
¢ ¢ R. Men D &r algebraisk 6ver R sa ¢ maste 16sa nagon andragradsekvation
med reella koefficienter.

E+de+p=0 MNpeR
Elementen ¢ och y kommuterar med i, darfér maste Ac ocksa gora det.
Aci =ide=Aic=—XAci <= 2Xci=0
6i#0 = A=0

Alltsa har vi
cz—l—,u:() = c=—u

Eftersom c ej reell méste c? vara negativ. u #r alltsa positiv. D4 dr
p = v? for nagot v € R,

och déarmed

& = —0?
Lat nu j = £. Da ar
2
j2——2——1 och

v
.. c. ¢ c+ic . .
Jiti=—-1+1i—= =0 <<= ji=—ij.

v v v

Lat till sist k = ij. Dessa 4,7 och k uppfor sig nu precis som 4, j och ki H:
o k2= (ij)? =ij(—ji) = —ij%i =i’ = -1 sa
2= =k = -1
o jk = jij = j(=ji) = =% =i,
ki =iji = j,
ik = %) = =,
kj=1ij2=—i och
ji=—ij=—k sa

ij=k, jk=i, ki=j, ik=—j, kj=—i, ji=—k.

12



Alltsa har vi att
H = {ao 4+ a1t + agj + ask | g, 01, 9, a3 € R}
ar en delskevkropp av D isomorf till H. Det aterstar att visa att D = H.

Vilj ett godtyckligt r € D sadant att > = —1. Vi ska forst studera del-
ringen
N(r)={x €D | zr=ra}

av element som kommuterar med r. Elementet r, och dirmed alla element
pa formen ag + aqr, ap, a1 € R, tillhor centrum av N (r).

Men {ag + air} = C, sa N(r) dr algebraisk éver C och da dr N(r) = C
enligt lemma 1. Alltsa &r

N(r) = {ap + arr|apg, a1 € R},
s4 om xr = rx 4r T = g + aqr for nagra ag, a1 € R.

Antag nu att v € D, u ¢ R. Vi vill visa att u € H.
Som tidigare finns «a, 5 € R sadana att w = % uppfyller w? = —1.
Elementet wi + iw kommuterar med bade i och w:

i(wi + iw) = iwi — w = jwi + w(—1) = iwi + wi® = (iw + wi)i

och pa samma sitt w(wi + iw) = (iw + wi)w

sa wi+iw € N(i) och wi+iw € N(w), och vi har alltsa wi+iw = o+ afi =
ap + arw.

’_ /g
Om w ¢ H maste a1 = 0, for annars dr w = %‘fw € H.

Alltsa ar wi + iw = a9 € R och pa samma sitt wj + jw = By € R och
wk + kw =y € R.

Lat 5
_ @0, 2o, 0
z—w+21+2]+2k‘.
Da ar
vitiz = witiw+ 202 400 4 o P dop ey
2 2 2 2 2 2
:a0+70(12+22)+%(2]+]2)+%(2k+k2):ao—aoz()

Pa samma sétt dr zj + jz = zk + kz = 0. Av detta far vi

0=zk+kz=1zij+ijz=zij—izj = (zi —i2)j

13



eftersom jz = —zj.

Vi vet att j # 0, sa zi —iz = 0. Men zi +1iz = 0 84 (20 — iz) + (21 + iz)

2iz = 0. Eftersom i # 0 maste z = 0, vilket ger

Qg .
z=w+ 1+

2

o, L2000 5 wen

2

2

Detta motsiiger antagandet att w ¢ H.

Alltsa géller w € H. Eftersom w = %

ville visa.

ar u = Pfw+ o € H, vilket

Varje element i D ér alltsa i H, och H C D, sa H = D.

Nu har vi alltsa visat att

D=H

14
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6 Wedderburns sats

Sats 4. (Wedderburn) Varje indlig skevkropp dr kommutativ, och alltsa
en kropp.

Detta &r en kénd sats av Joseph H. M. Wedderburn som bevisades av
densamme ar 1905.
For att bevisa satsen kriavs dock nagra forberedelser.

Lemma 2. Lat t,m och n vara heltal, m < n. Om t™ — 1 delar t" — 1 sa
maste m dela n.

Bevis. Lat n =km +r dar 0 <r < m.
Da ar
1= (tkm—‘rr _ tr) + (tr _ 1) _ tr(tkm _ 1) + (tr _ 1) _

=tTq(t)(t" — 1) + (" — 1) dir q(t) = ¢FDm g gk=2m gy,

Eftersom

grad(t” — 1) =r <m = grad(t™ — 1)
maste, enligt divisionsalgoritmen, t" — 1 vara resten vid division av t" — 1
med t™ — 1. Om t™ — 1 delar " — 1 maste da t" — 1 = 0, sa r = 0 och
n = km. O

Definition 4. En n:te enhetsrot dir ett tal x € C sadant att ™ = 1.
x dr en primitiv n:te enhetsrot om ™ =1 och ™ # 1 for alla m < n.

Lemma 3. Lat q vara ett positivt heltal och 0;, i = 1,2,...,n de n:te enhet-
srotterna. Da dr|q — 0| > |q — 1] for 6 # 1.

Bewis. Varje 6 ér pa formen 6 = cosa + isina och ligger pa enhetscirkeln i
det komplexa talplanet. Det betyder att Re § < 1 da 6 # 1. Eftersom ¢ ar
ett positivt heltal maste en rét linje fran ¢ till # ga genom en punkt ¢ med
Ret=1.0m 0 # 1 &r alltsa

lg =0l =1lg—t|+[t =0 >[g—t| > [g - 1.

15



Definition 5.

@u(x) = [J (=)

0

dir 0 loper dver alla primitiva n:te enhetsrétter, kallas det n:te cyklo-
tomiska polynomet.

De fyra forsta cyklotomiska polynomen &r:

(I)l(.%') =x—1
Dy(z)=a+1
P3(z) =22+ +1
Dy(z) = 2 +1

Definition 6. Lat G vara en grupp. Mdngden
Z(G)={rxeG|xg=gx Vg G}

av element som kommuterar med alla andra element 1 G kallas centrum av

G.

16



Till exempel dr 1 och —1 de enda element som kommuterar med alla
andra element i kvaterniongruppen Qs = {£1, +i, +j, £k}. Centrum av Qg
ar alltsa

Z(Qs) = {1, -1}

Definition 7. Lat G vara en grupp och a,b € G. Elementet a kallas ett
konjugat av b om det finns x € G sd att a = xbx~'. Man siger att a och b
ar konjugerade.

Att vara konjugerade #r en ekvivalensrelation:
Lat a ~ b beteckna att a &r ett konjugat av b, och lat a,b,c,x,y € G.

e a=1lal"!, sda~a.

ea=zxbz! = b=z"la(z)7, sda~b = b~a.

1 1 1

= a = zTYycy T 1

o a = bz ! b = ycy~ = (zy)c(zy)™", sa

a~b, b~ec = a~ec.

Notera att en ekvivalensklass bestar av endast ett element a om och endast
om q tillhor centrum:

Lat [a] beteckna ekvivalensklassen som representeras av a.

Om a kommuterar med alla element i G och a = zbz ™! s ir a = b, si [a]
bestar av endast a.

Om [a] bestar av endast a har vi zaz™! = a for alla z € G (for om zaz~! =
g # a dr g € [a]). Alltsa &r xa = ax or alla x € G, det vill siga a tillhor
centrum.

Definition 8. Lat G vara en grupp och x € G. Da kallas
Z(x)={a € G | ax =zxa}
centralisatorn av x i G.

Om g &r ett konjugat av = sddant att ¢ = axa™' = bab~ ! sd &r b~ lax =
zb~la, det vill siga b~la € Z(x). Da ir aZ(z) = bZ(x), a och b tillhér
samma sidoklass av Z(z).

Omvint, om aZ(x) = bZ(x) kan man litt se att aza~! = bwb~ 1.
Ett konjugat av 2 motsvarar alltsa en sidoklass av Z(z). Antalet sidoklasser

maste d& vara samma som antalet element i konjugatklassen av x. Detta
leder till den sa kallade klassekvationen, [2, s. 294]:

Sats 5. Lat G vara en dndlig grupp. Da dr

Gl =12(G)| +)_[G : Z(x)]

ddr summan tas dver ett x fran varje icketrivial konjugatklass.
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Bevis. |G : Z(z)] dr antalet sidoklasser av Z(x), och alltsa antalet element i
konjugatklassen av . Konjugatklasserna utgor en partition av GG, sa summan
raknar antalet element i G, forutom de som tillhor en trivial konjugatklass.
En trivial konjugatklass dr en klass med bara ett element, och alla dessa
element tillhor centrum av G. U

Nu till beviset av Wedderburns sats.
Bevis. Lat K vara en dndlig skevkropp med centrum
Z={z2€K | ze =xz Vx € K}.
Vi har att 0,1 € Z. Vilj « € K och y,z € Z. Da géller:
o (—2)x=—zx=—-zxz=x(—2),sa —z2€ Z.

o (ytz)jx=yrt+zz=ay+ez=x(y+z),say+z¢€Z.

1 -1 _ -1

o zx=xz <= z lzxz7l =271z

= gz l=z2"lg,sa 21 €.
o (y2)x =yrz=1x(yz),sdyz € Z.

Z ar alltsa en delkropp av K. Det betyder att K kan beskrivas som ett
vektorrum 6ver Z. Det foljer att K da har ¢" element, diar ¢ &r antalet
element i Z och n dimensionen av vektorrummet.

Vi vill nu visa att Z = K, det vill sdga att n = 1.

Vilj ett godtyckligt a € K. Centralisatorn

Z(a)={zx € K | za=ax}

av a dr en delskevkropp av K (visas pa liknande sitt som fér Z) och in-
nehéller Z. Aven Z(a) #r alltsa ett vektorrum &ver Z och har ¢™e element
for nagot heltal m, < n.

Vi ska nu betrakta de multiplikativa grupperna K*, Z* och Z(a)* (vilket
betyder att man tar bort nollelementet ur méngden, t.ex dr K* = K \ {0}).
Antalet element i K* &r ¢"™ — 1 element, och Z(a)* har ¢™s — 1 element.
Eftersom Z(a)* C K* maste ¢™s — 1 | ¢" — 1, enligt Lagranges sats. Lemma
2 ger da att my | n.

Klassekvationen for K* dr |K*| = |Z*] + D [K* : Z(a)*] dir summan tas
over ett a fran varje konjugatklass av K*.

. .. mn__ o . o .
Antalet sidoklasser av Z(a)* ar q’f,mifl, sa vi far ekvationen

"_1=qg—1 ﬁ 1
q q +qua_1 ()
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Det aterstar att visa att denna ekvation endast haller da n = 1.

For att visa det tar vi hjilp av cyklotomiska polynom och visar att ®,,(x)
delar 2™ — 1 och 3~ £=L i Z(z), och déirmed dven = — 1:
I C[z] har vi att

n

o= 1= ) (2)

déir Aq, ...\, dr alla rotter till ekvationen, det vill sdga alla n:te enhetsrotter.
Varje n:te enhetsrot maste vara en primitiv m:te enhetsrot for nagot heltal

r

= l‘kml‘ =

m. Da maste n = km for nagot heltal k, for annars far vi ™
x" =1 for ett heltal » < m. Vi har alltsa att m|n.

Dirfor kan vi skriva (2) som

n

2" —1=[]@-x) =]] Pal). (3)

i=1 dln

®,,(z) &r en av faktorerna, sa @, (x)|z™ — 1. Men vi behover ocksa att cyk-
lotomiska polynom endast har heltalskoefficienter.

D (z), Po(x), P3(z) ér alla moniska polynom med heltalskoefficienter. Med
stark induktion kan man visa att varje @, (z) har denna egenskap.

Antag att detta #r sant for varje ®4(x) med d < n. Da giller pastendet
speciellt for alla d sadana att d|n utom d = n, sa

2" —1=0,(x)g(x)

dir g(x) #r ett moniskt polynom med heltalskoefficienter. Divisionen

resulterar i ett polynom med den 6nskade egenskapen. Detta ser man enklast
genom att tdnka sig att man faktiskt utfér divisionen.

Vi vill fortfarande visa att

@n(m)‘ for varje d sadant att d|n utom d = n.

xd—1

Men eftersom z¢ — 1 = [1yjq ®x(2), och k|d, d[n medfér att k|d kan (3)
skrivas som

2" —1= H‘I)d(a:) =&, (z)(z? —1)f(x)
dn
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dar f(z) = [k, wa, ken (@) har heltalskoefficienter. Alltsa har vi

as"—l_
zd—1

Oy (2)f (2).

Nu vet vi att ®,(q) ar ett heltal och att

gt —1
gme — 1

®,,(q)|¢" — 1 och @n(q)’ Z

Enligt (1) maste da ®,(q)|¢ — 1. Men ®,(¢) = [[,(¢ — 0) dér produkten
gar over alla primitiva n:te enhetsrétter. Da dr |¢ — 0] > |¢ — 1| for alla
6 # 1 enligt lemma 3. Att ®,,(q)|¢ — 1 kan déirfor endast giilla om n = 1, och
dérmed &r satsen bevisad. O
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7 Fraktionskroppar

En fraktionskropp, for en ring R, ir en minsta skevkropp K som innehaller
R som en delring (minsta i den meningen att K inte innehaller nagon min-
dre skevkropp som omfattar R). Elementen i fraktionskroppen ér pa formen
a-b~! dér a och b dr element i R. En metod for att konstruera en skevkropp
ar alltsa att bestdmma fraktionskroppen for en ring R. Det vill séga, skapa
inverser till elementen i R. Denna konstruktion &r unik.

Men &r detta mojligt for alla ringar?

7.1 Konstruktion

Sats 6. Givet en ring R och en delmdngd S av R existerar en ring Rg med
foljande egenskaper:

e Det finns en homomorfi A : R — Rg sddan att varje \(s), dir s € S,
har invers.

e Fér varje homomorfi f : R — R’ sadan att, for s € S, f(s) har invers,
finns en unik homomorfi f' : Rg — R’ sddan att f = Xo f'.

R A Ry
f 7
R/

Bewis. Lat R vara en ring och S en delméingd av R. Da kan Rg konstrueras
genom att ligga till ett element s’ f6r varje s € S sddant att ss’ = §'s = 1:
Satt

I=(s18)—1, sis1 =1, s9sh — 1, shsp—1,...) Vs; €S och

Rgs:= R[s}, s, ...]/I

(Har forutsétter vi att S &r uppréiknelig. Om S ar 6veruppriknelig dr I =
(ss' —1; s €9), alltsa idealet genererat av alla relationer ss’ — 1 i ringen
R[s'; s€S].)

Lat A : R — Rg avbilda varje element i R pa motsvarande element i Rg. Da
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har A(s) en invers, for varje s € S. Dessutom bevarar A multiplikation och
addition, sa A 4r en homomorfi.

Antag nu att f : R — R’ ocksd #r en homomorfi sadan att varje f(s)
har invers.
Definiera da f': Rg — R’ som

FMa) = fla)  f(s) =(fs)7"

déra € Roch s € S.
Daér f = Ao f'.
Lat a,b € R och s1,s9 € S. Eftersom A och f &r homomorfier &r

FMa)A(D)) = f'(Mab)) = f(ab) = f(a)f(b) = f'(A(a))f'(A(D))
F(s185) = (f(s251)) 7" = (F(s1) 7 (F(s2) 7" = F(s1)f'(s3).

Motsvarande géller for addition.
Vi har

Flrtss'=1) = /() + () f'(8) = F'(1) = [ () + f()(f(s) 7 =1 = ().

Detta visar att f’ dr vildefinierad, sa f’ 4r en homomorfi.
Fora € R ar f'(Ma)) = f(a) unikt definierad av f. Aven f(s') = (f(s))~"
ar unik eftersom inverser #r unika. Vi har nu visat att f’ #r en unik homo-
morfi.

O

Ovanstaende sats géller for alla ringar, men den garanterar inte att R &r
en delring av Rg.
Till exempel, lat R = Z4 och S = 2. Da &r Rg en ring dér det existerar ett
element s’ sadant att 25’ = 1. Da far vi

28 —1=0 = 22§ =1)=0 = 48 —2=0 = —2=2=0
2=0= 0=25-1=-1=3
3=0=4-3=1=0
Rg ={0}

Det behovs alltsa nagra restriktioner pa R for att konstruktion av en
fraktionskropp, med R som delring, ska vara mojlig.
Lat foljande villkor gélla, for en ring R och en delméingd S av R:

1. S &dr sluten under multiplikation
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2. For varje a € R, s € S giller sRNaS # 0.

3.aeR, s€8S, sa=0 = at=0for nagot t € S.

For att konstruera en fraktionskropp, med element pa formen a - s~ dér
a € R, s € S, borja med att definiera foljande relation pa R x S.
(a,s) ~ (d/,s") om det finns u,u’ € R sa att

au = a'v’
su=su 8.
Relationen (a, s) ~ (a,s') ska motsvara a - s~} = o’ - /71,
b b

Denna relation &r en ekvivalensrelation:

Det ar klart att ~ &r reflexiv ((a,s) ~ (a,s)) och symmetrisk ((a,s) ~
(d,s) = (d,s) ~ (a,s)).

For att visa transitivitet, antag att (a, s) ~ (a/,s") och (d’,s") ~ (a”,s"). Da
ar, for nagra u,u’,v,v' € R,

au = a'u’ av=a"
su=su €S sv=s"" €S
Enligt (2) dr s'u’ RN s'vS # 0, det vill séiga, det finns r € Roch t € S sa att
su'r=svt < §(ur—ot)=0.

Vi har inte antagit att R #r nolldelarfri, sa vi kan inte bara kancellera s'.
Déremot ger villkor (3) att det finns ¢’ € S sa att

(Wr—ovt)t' =0 < drt =ott

Definiera
w=rt och w =tt.

Vi har da att

och da ir ocksa

auw = d'v'w = a'vw’ = a’"v'w’
suw = s'u'w = s'vw’ = s"Vw € 8.

Alltsa dr (a,s) ~ (a”’,s"). Relationen ~ &r transitiv och ddrmed en ekvi-

valensrelation.

Nu kan vi infora operationer pa méngden av ekvivalensklasser. Lat [a, s]
beteckna ekvivalensklassen som representeras av (a, s).
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For tva klasser [a,b], [c,d] finns, enligt (2), m,r € R och s € S sa att
br = ds = m. Eftersom d, s € S och S &r sluten under multiplikation, enligt
(1), maste m € S.

Vi vill att

ab t+cd™t = ar(br)t + es(ds) "t = (ar + es)m ™!
sa definiera addition som
[a,b] + [¢,d] = [ar + cs,m].

Men m dr inte unik, sa vi maste visa att additionen ger samma resultat vid
olika val av m.

Vilj dirfor m’ sa att br' = ds’ =m/ for ' € Roch s’ € S.

Vi vill visa att (ar + cs,m) ~ (ar’ 4+ cs’,m’).

(2) ger att su = s'v/ for nagot v’ € S. Da foljer

su=s'u = dsu=ds'u’ och
bru=br'v <<= b(ru—1r"v)=0.
Eftersom b € S ger (3) att det finns ett ¢ € S sa att
(ru—r'u)t =0 <= rut=r'u't.
Nu har vi
rut = r'u't
sut = s'u't
och dédrmed

I

(ar 4 cs)ut = arut + csut = ar’u't + es'u’'t = (ar’ + cs')u't
mut = dsut = ds'u't = m/u't € S.

s (ar + cs,m) ~ (ar’ +cs',m’).

Additionen &r alltsa oberoende av valet av m. For att additionen ska vara

vildefinierad maste vi ocksa visa att den dr oberoende av valet av represen-

tanter for ekvivalensklasserna [a,b] och [c, d].
Lat dérfor (a,b) ~ (a’,b") och (e,d) ~ (¢, d’). Alltsa

au = a'u’ cv=cv
bu="bu' €8 dv=dv eS
Eftersom additionen &r oberoende av valet av m kan vi vélja m som
m = bur = dvs

(buR N dvS # 0 enligt (2).)

m=bu'r =dv's.
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Da ar
[a,b] + [¢,d] = [aur + cvs,m] = [d'u'r + dv's,m] = [d',b] + [, d']
och additionen &r vildefinierad.
Till tva klasser [a,b] och [c,d] finns ocksa € R och y € S sadana att

bx = cy enligt (2).
Multiplikation bor da definieras som

[a,b] - [¢, d] = |ax, dy]
eftersom vi vill att
ab™tcd™t = ax(bx) 7 - ey(dy) ™t = ax(bx) b (dy) Tt = ax(dy) "t

Notera att dy € S eftersom d,y € S och S &r sluten under multiplikation.
Att multiplikationen dr véldefinierad kan visas pa liknande sédtt som for
addition:
Om 2’ € R,y € S och bz’ = ¢y, villj u € R, v € S sa att yu = y'u’ enligt
(2). Da har vi
— ol I ot
yu=yu = cyu=cyu <= bru=br'u.
Vi anvénder (3), som tidigare, och far att det finns ett ¢ € .S sa att
zut = z'u't.
Nu har vi
xut = z'u't
yut = y'u't € S.

Ur detta foljer
arut = ax'u't
dyut = dy'u't € S.

och (az,dy) ~ (az’,dy"). Det vill siga [ax,dy] = [aa’, dy'] och multiplikatio-
nen ir oberoende av valet av x och y.

Om (a,b) ~ (a’, V') och (c,d) ~ (¢/,d') sa finns u, v, v,v" € R sa att
au = a'u’ cv = cv
bu=bu €8 dv=dv e8S.

Det finns 7 € R och s € § sa att

bur = cvs

och da dven
A
bu'r=cuv's.
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Da ar
[a,b] - [c,d] = [aur, dvs] = [a'u'r,dV's] = [d',b] - [¢, d']

Alltsa dr multiplikationen ocksa véldefinierad.

Nu har vi tva vildefinierade operationer. Notera att alla de tre villkoren var
noédvéandiga.

Att additionen &r kommutativ ar litt att se.

Identitetselementet for addition &r [0, 1]:

[a,s] +10,1] = [a + 0s, ] = [a, $]
Den additiva inversen till [a, s] &r dirfor [—a, s]:
[a7 S} + [_a7 S} = [a + (_a)’ S] = [07 S] = [O’ 1]
For att miangden av ekvivalensklasser ska utgéra en ring krivs ocksa att
associativa lagen &r uppfylld for bada operationerna, och att distributiva

lagen géller.
Vi borjar med att titta pa summan

([a,0] + [e, d]) + [e, f] = [ar + cs,m] + [e, f] = [(ar + cs)z + ey, n]

dar br = ds =m, mx = fy =n och ddrmed brx = dsx = fy = n.
Med dessa likheter far vi dven

0,8+ (e, d) + [e, £) = [a,8] + [esz + ey, n] = [arw + s + ey, n] =
= [(ar + cs)z + ey, n|
sa addition Ar associativ.

For produkten géller

([a,8] - [e,d]) - [e, f] = [ax, dy] - [e, f] = [awz, fu]

dar br = cy, dyz =ew och brz = cyz.
De tva sista likheter ger ocksa

[a,b] - (e, d] - [e, f]) = [a, b] - [eyz, fw] = [azxz, fw]
sa dven multiplikation dr associativ.
Slutligen ar
[a,b] - [e,d] + [a,b] - [e, f] = [az, dy] + [az, fw] = [azr + azs, m]
déir bx = cy, bz = ew och dyr = fws = m. Detta ger ocksa att

[a,b]-([c, d]+[e, f]) = [a, b]-[cyr+ews, m] = [a, b]-[bxr+bzs, m] = [a(xr+zs), m].
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Distributiva lagen géller alltsa vid vénstermultiplikation.
Pa liknande sétt kan man se att

[a,0] - [e, f1 + [e, d] - [e, f] = ([a, b] + [¢,d]) - [e, f]-

Distributiva lagen giller bade till hoger och véinster, och vi har en ring.

Klassen [1, 1] utgor ett multiplikativt identitetselement eftersom
[a,s] - [1,1] = [a, 5]
[1,1] - [a, s] = [a, s]
Notera ocksa att alla element pa formen [s, 1], ddr s € S, har invers:
[1,s]-[s,1] =[s,s] = [1,1]

[s, 1] - [1, 8] = [s, s] = [1,1]

Rs = R x S/ ~ ér alltsa en ring och elementen som motsvaras av S har
inverser. Vi vill nu visa att Rg har egenskaperna i sats 6.

e )\ : R — Rg definieras som A(x) = [z,1], och alla element [s, 1], dér
s € S, har invers.

e Antag att det finns en ring R’ och en homomorfi f : R — R’ sadan att
varje f(s) har invers i R'. Definiera da f’: Rg — R’ som

F'([as)) = fa)(f(s)
Da ar f'(A(z)) = f'([z,1]) = f(z),s8 f = Ao f.
Funktionen f’ &r unik: Antag att det finns en homomorfi g : Rg — R’

sadan att f = Aog. Da dr g([r,1]) = g(A(r)) = f(r).
For godtyckligt [a, s] € Rg giiller da

fla) = g(la,1]) = g(la, s] - [s, 1]) = g([a, s)g([s, 1]) = g([a, s]) f (s)

g(la,s]) = fla)(f(s)) ™"
sag=f.

Rg &r alltsa en unik minsta ring med egenskapen att varje element i S

har invers. Elementen i Rg &r pa formen rs~1.

Tyvérr kan vi inte siga att vi Rg &r en fraktionskropp dnnu eftersom vi
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inte visat att varje element har en invers, eller att R &r en delring av Rg.
Faktum &r att mystiska saker kan intréffa eftersom R kan innehalla nollde-
lare. Antag att det finns element a,b € S sadana att ab = 0. Bade a och
b har inverser s& 0 = a~labb™! = 1, men 0 # 1 #r ett av kraven pa en
skevkropp.

Om vi ddremot antar att R &r nolldelarfri kan vi visa att ekvivalensklasserna
pa formen [r, 1], f6ér alla r € R, utgér en delring av Rg isomorf till R:

Vi har A(r) = [r, 1] fran tidigare, och denna funktion &r uppenbart surjek-
tiv. Vi behover visa att den dven &r injektiv. Om A(r1) = A(r2), for nagra
r1,r9 € R har vi

[7’1, 1} = [7"2,1] <~ 7‘11_1 = 7‘21_1 = 1 =T9,

och A dr alltsa injektiv.
Observera att om R skulle innehéalla nolldelare &r det inte sikert att \ &r
injektiv:
Antag att det finns r € R, s € S sadana att r,s # 0 och rs = 0. Da &r
[r,1] = [0, 1] eftersom
rs = 0s
{ 1s = 1s.

Vi har alltsa A(r) = A(0), men r # 0.

Tag som exempel den nolldelarfria ringen C[z], och vilj S = {1,z,22,...}.
S dr sluten under multiplikation sa det forsta av vara tre villkor ar uppfyll-
da.
Clz] &r kommutativ sa for ett godtyckligt polynom p(x) € Clx] och nagot
2t € S har vi

p(x)r' = a'p(x) € 2'Clz] N p(x)S,
och det andra villkoret dr uppfyllt. Det tredje villkoret foljer direkt av att
ringen &r nolldelarfri.
Vi ligger till inverserna {1,7=%,272,...}. Elementen i C[r]s kommer d& att
vara pa formen

Qe ™ F oz ™M a2 fag ez -+ apa®

for heltal m och n.
Denna ring innehaller mycket riktigt alla polynom i C[z].

7.2 Oredoméin

Definition 9. En nolldelarfri ring R som uppfyller
Va,be R aRNDR # {0} (héger Orevillkor)
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kallas en hoger Oredomdn.
Vinster Oredomdn definieras analogt.

En Oredoméin uppfyller villkoren (1),(2) och (3) om man sétter S = R*.
Eftersom R &r nolldelarfri kan vi nu vara sékra pa att 1 # 01 Rp=:
Vilj ett godtyckligt element a € R*. Da #r aa™! = 1. Om 1 = 0 maste

aac ' =0 < aala=0a = a=0,
men det motsiger att a € R*.

Varje element ab~! har en inversen ba~!, s& Rr+ 4r nu en skevkropp.
Dérmed &r Rp-+ fraktionskroppen for R.

Omvént, om vi har en skevkropp K O R sadan att
K = {2y ' |z,y € R} for den nolldelarfria ringen R

sa maste ringen uppfylla Orevillkoret:

Lat a,b € K. Eftersom K &r en skevkropp existerar ', och sa dven a~'b,

i K. Alla element i K &r pa formen zy~!, si det finns ¢,d € R sa att
-1 -1

a tb=cd™".

atb=cd' = b=acd! = bd=ac

aRNbR # {0}

Varje kommutativ nolldelarfri ring R &r en Oredomén, eftersom ab =
ba € aRNbR.
Till exempel ar ringen
{a+V3b|a,bez}

alltsa en Oredomén. Hur ser da fraktionskroppen ut?

. . . o e . . 1
For varje element a 4 v/3b vill vi ligga till en invers Py

1 _a_ﬁb:< a )+\/§<b>:c+\/§d deQ

a++3b a2 —3b2 a? — 3b2 302 — g2

sa fraktionskroppen ar

{a++V3b|a,becQ}.

Ett exempel pa en nolldelarfri ring som inte dr en Oredomén ar foljande:
Lat K vara nagon kropp, och lat G = (x,y) vara den fria monoiden pa
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symbolerna x och y. Det betyder att G bestar av alla dndliga strangar av x
och y. Multiplikation i G ges av sammanséttning av striangar, till exempel

Yrr - yy = yrryy.

Satt K[G] = {Zk‘igi | k; e K, g; € G}

Detta dr da en nolldelarfri ring:
Addition ges av

Z kigi + Z hjg; = Z rig; dér [ gar 6ver alla 4 och j
i J 1

ki + h; om g; forekommer i bada summorna
och =< k om g; bara forekommer i den forsta summan
hy om g; bara forekommer i den andra summan.

Multiplikation ges av
E kigi - E hjg; = E kihjgig;
i J i,

dér summan alltsa gar 6ver alla par av ¢ och j.

For att visa att K[G] dr nolldelarfri behover vi forst inféra en ordning pa
elementen i G.

Ordna forst elementen efter antalet symboler i stréingen, sa till exempel
r < xy. For stringar av samma lingd, ordna som i ett lexikon, sa till exem-
pel z < y och yz < yy.

For varje dndlig delméngd av G finns da alltid precis ett storsta element.

Antag nu att

> kigi- > higi=>_ kihjgigi =0

i J 1]

dér Zi kigi 75 0 och Zj hjgj 7é 0.
Lat g, vara den storsta av alla g;, och gg den stérsta av alla g;.
Vi kan anta att kq, hg # 0.
Da maste gogg vara den storsta av alla stréngar i produkten:
For alla g;g; dér g; kortare dn g, eller g; kortare &n gg &r det klart att
9i9; < 9a9p-
Lat séiga att g; 4r av samma langd som g, och g; samma lingd som gg. Da
kan g;g; = gags endast om g; = g, och g; = gg, och annars ar g;g; < ga9s-

Termen kqhggags kan alltsa inte tas ut av nagon annan term. Da maste

kohg = 0. Men K &r en kropp och har inga nolldelare, sa k, eller hg maste
vara 0. Men det dr en motségelse, sa vi kan alltsa inte ha nolldelare i K[G].
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Titta nu pa vinsteridealen

K[Glz = {Z kigiz | ki € K, g; € G}

K[G]y: {Zk‘igiy | k; € K, gi € G}

Notera att g;x # g;y oavsett val av g; och g; eftersom den sista symbolen
alltid kommer att skilja dem at, sa

K[G)z N K[Gly = {0}.

Viénster Orevillkor &r inte uppfyllt. Hoger Orevillkor &r inte heller uppfyllt
eftersom
eK[G] ={> kixgi | ki € K, g; € G}

yK[G] = {Zkiygi | ki € K, gi € G}

och xg; # yg; for alla i, j.
K[G] &r alltsa ingen Oredomén och har da heller ingen fraktionskropp.

Slutligen kan det vara pa sin plats med ett exempel pa en icke kommu-
tativ ring som uppfyller Orevillkoret.

Definition 10. En hdégernoethersk domdn dr en nolldelarfri ring dar
varje hogerideal dr dndligt genererat, det vill siga genereras av ett dandligt
antal element. En vdnsternoethersk domdn definieras analogt.

Ett ekvivalent villkor for hogernoetherskhet &r att for varje kedja av
hogerideal
LhChcCchcC...

finns ett n sa att
In=ILy1=....

Betrakta nu derivering som en linjir operator D pa vektorrummet av
reella oéndligt deriverbara funktioner

fr— f.=DF.
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Multiplikation med variabeln x kan ocksa ses som en sadan operator
fr—af.

Dessa tva operatorer uppfyller Dz — zD = 1.
Vi ska betrakta ringen

W =C(z,D)/(Dx —xD — 1)

som generaras av dessa tva operatorer, dir C(z, D) alltsa &r C[G] for den
fria monoiden G pa z och D.

Denna ring kallas den forsta Weyl algebran &r en icke kommutativ Ore-
domén.

Multiplikationen i denna ring dr uppenbarligen inte kommutativ, eftersom
Dx = 2D + 1 # zD. Denna likhet gor ocksa att varje element i W kan

skrivas som i
> pi(x)- D'
i=0

dér p;(x) dr nagot polynom med koefficienter i C.
Till exempel &r

Dz? —xD = (2D + 1)z — 2D = zDx +x — aD =

—z(xD+1)+z—2aD = (2> —z)D + 2.

Lemma 4. W dr en Noethersk domdn.

Bevis. R = C(x, D) dr noethersk (varje ideal &r &ndligt genererat).
Vi infor en filtrering pa R. Lat

F; = {polynom av grad < d}.
Notera att hir ér till exempel 22D savil som xD? av grad 3. Vi far att
Fy/Fq_1 = {monom av grad d}.

Latz e E/Fi,1 ochy € Fj/ijl. Det vill sigaz = z+F;_1 ochy = y+Fj,1,
for monom z och y av grad ¢ respektive j. Definiera multiplikation som

Z-y=zy+ Fjria,

sd 7Y € Fiyj/Fipj-1.
Da maste vi ha att
o5 Fyy

Fiy Fj.1  Figj1
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Satt nu P P
R=FhoZolao....
gr OEBFO@Fl@

Denna ring ér isomorf till C{z, D), sa grR ér noethersk.
Antagnu att Iy C Iy C Is C ... drideal av W. Vi vill visa att, for tillrickligt
stort m ar Iy, = It
Notera foljande
(ImmFd) C (ImmFd+1> C..uy

Im N Fd . . Fd
———— é&r en delméngd av
I, N Fy_q Fy 4
och I, NF; . ImﬁFj _ ImmFZ’+j .
In.NF_1 I,NF_1 L,NFi; 1
I,NF IL,NF
IL,.NFy L,NF
grly, ar da ett ideal av grR. Eftersom grR &r noethersk ar grl,, = gri,4+1
for nagot tillrdckligt stort m.
Pastaende: Detta medfor att I, = Ln41.
For att visa pastaendet antag motsatsen, det vill siga att det finns p € 1,11
sadant att p ¢ I,,,. Antag ocksa att p dr det polynom av minsta grad som
har denna egenskap, och sétt grad(p) = d. Da maste

Satt grl, = L, N Fy @

(ImNFy) C(Ip+1NFy) och (LnNFi1)= Im+1 N Fy_1)

och vi far att
I,NFy Im+1 N Fy
ImNFgy ~ IppiNFgy

A B

Lagg miérke till att A & monomen av grad d i grl,,, och att B #r monomen
av grad d i grl,41. Men grl,, = grly,i1, sa vi maste ha att A = B. Det
motséiger antagandet om p, sa vi maste ha att I, = I;,+1 och W ar ddrmed
noethersk. ]

Foljande sats visar att W &r en Oredomén.

Sats 7. Varje hdgernoethersk domdn dr en héger Oredomdn.

Bevis. Antag att R &r en hogernoethersk domén. Vilj godtyckligt a,b € R.
Vi vill visa att aRN bR # {0}.
Betrakta hogeridealet

I = (b,ab,a’b,a’p,...)

Eftersom R &r en hogernoethersk domén maste I vara dndligt genererat.
Antag darfor att
I=(ci,...,cp),
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dar varje ¢;, i = 1,..., k, ar en linjirkombination av ett &ndligt antal element
a’b. Lat t vara det storsta heltal sadant att a’b forekommer i uttrycket for
nagot ci,...c. Da ar

I=(c1,...c;) C (b,ab,a’b,...a'b) C 1T
sa
I = (b,ab,a®,...a'b).

Varje a®b, for s > ¢ maste alltsd vara en linjarkombination av b, ab, ... a’b.
Med andra ord #r b, ab, a’b, . .. linjart beroende. Det betyder att

S
Z a'be; =0 dir ej alla ¢; ar 0.
1=0

Lat ¢, vara den forsta som ej &r 0. Da &r
a"bey +a" e,y + -+ abe, =0

<
a’(be, +abcyp1 + - +a" "bep—p) =0
<
be, +aberi1 + -+ a" bhep—r =0
—
a(bery1 + -+ a"iT*lbcn,rfl) = —be, = b(—¢;).

Vi har alltsa
aRNDOR # {0}

och R ar en hoger Oredomén. O

Analogt kan man visa att varje vinsternoethersk domén &r en vénster
Oredomén.
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