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Sammanfattning

Den hir uppsatsen handlar om linedra koder, varav det sista kapitlet dgnas
helt at Reed-Muller koder.

Né&r man hor ordet koder kanske man forst och framst tanker pa kryptering
men hir dr malet bra och sdker 6verféring av information. Koderna anvinds
antingen for att informationen ska vara mojlig att skicka eller spara (t.ex.
ettor och nollor) eller for att forhindra forlust /fordndring av data.

I den enklaste modellen for kommunikationséverforing, vare sig man ar i
matematikens vérld eller utanfor, behévs en séndare, en kommunikation-
skanal och en mottagare. Har intresserar vi oss for kommunikationskanalen.
Det ska ses som ett allmént begrepp som kan symbolisera flera olika situa-
tioner, exempelvis ett samtal, en datakabel eller en tradlos Gverféring. Det
som &r typiskt for att vi ska ha nytta av att anvinda koder &r att det pa ett
eller annat sitt kan uppsta fel.

Den hir uppsatsen riktar in sig pa hur man kan koda sitt meddelande innan
det passerar kommunikationskanalen fér att mottagaren ska kunna f& maxi-
malt med information om det séindaren skickade, med s korta meddelanden
som mdjligt. Som s& ofta annars & man ndmligen till viss del tvungen att
vilja mellan tillforlitlighet och tid (kostnad).

Uppsatsen tar upp grundldggande begrepp och algebra i kodteorin inklusive
kodning och avkodning. Teorin eller materialet kan sjilvklart angripas pa
flera olika sétt och i litteraturen finns ofta olika namn f6r samma matematiska
begrepp. I stora drag foljer min framstéllning ordningsféljd och terminologi
i boken Coding Theory - A first Course [5]. Speciellt studeras Reed-Muller
koder som har ménga tillampningar.

Abstract - Linear codes and the Reed-Muller codes

A simple model of communication, both within and around the subject of
mathematics, consists of a transmitter, a communication channel and a re-
cewer. I will particularly direct my focus to the communication channel. In
real life it translates into many different things such as phone calls, data ca-
bles or wireless transmissions. What is typical is that in one way or another,
errors can occur. That is, the message sent is different from what is received.
We usually call these disturbances for noise.

This essay focuses on how to encode messages before they pass the com-
munication channel so that the receiver is able to get the maximum amount



of information. As in so many other cases, there is a trade-off between secu-
rity and time (cost).

We addresses the basic algebra and fundamental concepts of coding the-
ory including encoding and decoding. Special interest is given to the old
Reed-Muller code which has many applications.

Forord

Denna uppsats utgor ett examensarbete i matematik om 15 hégskolepodng
vid Stockholms universitet. Arbetet med uppsatsen har varit mycket roligt
och larorikt. Jag vill framférallt tacka min handledare Professor Rikard Bag-
vad pa Stockholms Universitet for idéer kring genomférandet och stort stod
under arbetets gang.

Magnus Weiderling, Aktuarieprogrammet vid Stockholms Universitet, septem-
ber 2011
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1 Inledning

Hanteringen av information och data blir allt viktigare samhéllet. Tva prob-
lem som hor samman med dverforing (och lagring) av information &r dels
hur man ska skydda informationen fran obehériga och dels hur man undviker
att den dndras av misstag (eller forsvinner). Jag ska koncentrera mig pa det
senare.

Vid 6verforing av information finns normalt en sdndare, en mottagare och
en kommunikationskanal daremellan. Nar 6verforingen ar av sadan typ att
data kan forstoras pa vigen sédger man att den ar utsatt for brus. Principer
for datadverforing dr mycket lika de for datakomprimering.

Nir det géller att fa ett meddelande korrekt 6verfort dr en mycket enkel for-
béttring att skicka all information tva ganger. Men eftersom det tar dubbelt
sd lang tid (och kostar mer) dr det inte sérskilt effektivt. Istéllet forsoker
man hitta béttre sitt att koda data innan man skickar den. Genom att gora
det pa ett genomtéinkt sdtt kan man faktiskt na fordelar som att koden au-
tomatiskt uppticker och réittar eventuella fel som uppstéar.

Vi kan titta pa ett enkelt exempel. Digital overforing dr i grunden ettor
och nollor, det vill sdga bindr. Lat oss darfér anta att vi bara kan skicka
ettor och nollor och att vi har en sindare som vill skicka nagra bokstéver
eller ett ord. For att klara av 6verforingen behover vi koda vart meddelande.

Vi tdnker oss en enkel kod s& héar

Gul = 00
Rod = 01
Bl& = 10
Gron = 11

Antag att vi vill skicka "Gul" och skickar darfor 00 men pa végen till motta-
garen blir meddelandet &ndrat och mottas som 01. Mottagaren kommer inte
upptécka att nagot blev fel utan tolkar det som "Ro6d".

Ett enkelt sitt att forhindra detta &r att ldgga till en siffra till varje kod.
Till exempel pa detta sitt

Gul = 000
Rod = 011
Bla = 101
Gron = 110



Om man aterigen vill skicka "Gul" och precis ett tecken blir fel sa kommer
mottagaren fa koden 001, 010 eller 100. Eftersom dessa inte betyder nagot
kommer mottagaren veta att nagot blivit fel och kan be om en omsdndning.
Koden detekterar alltsd ett fel (men inte tva). For att kunna ritta fel behovs
ytterligare tecken i koden.

De flesta dataenheter for masslagring (harddiskar etc) anvinder nigon typ
av felrdttande kod for att forhindra forlust av data.

Ett vardagsexempel pa en variant av feldetekterande kod &r svenska person-
nummer. Av de tio siffrorna dr den sista en kontrollsiffra. Har man &ndrat
en av de forsta nio siffrorna, men inte den tionde blir personnumret i regel
ogiltigt och felet uppticks och kan réttas till.

Den har uppsatsen &r indelad i fyra huvudkapitel. T det férsta av dessa kapi-
tel, med nummer 2, tar jag upp grundliggande kodbegrepp. Nasta kapitel
koncentras till de viktiga linedra koderna. Kapitel 4 handlar om kodernas
egenskaper. Kapitel 5 behandlar Reed-Muller koden.



2 Definitioner

2.1 Kodanvindning

Problemet som kodteorin forsoker 16sa bestar i att uttrycka mycket informa-
tion med fa tecken. Det &r ganska naturligt att tdnka sig en overféringskost-
nad eller tidsférdréjning per tecken som gor att man vill halla ner antalet.

Fran exemplet i inledningen inser man att det &r en fordel om de kodord
man anvinder dr si olika varandra som mojligt. Vad det innebdr och hur
olika de behover vara kommer att besvaras langre fram. Vi ska ocksa titta
pa matematiken som gor detta mojligt och ta reda pa om det finns andra
sitt att forbéattra koden pa nagot annat sitt.

I mina exempel har jag valt att begrdnsa mig till bindra koder (se vidare
Exempel 1). Dels for att det blir tydligare, dels for att de &r s& pass vanliga.
Vid behov kan man enkelt utvidga antalet symboler.

2.2 Kodalfabet

Nér man skriver en text pa svenska finns det 29 bokstédver att vélja pa.
Detta &r att likna vid vart kodalfabet och bokstdverna ar i det fallet vara
kodsymboler. Kodsymboler anvéinds till att bilda kodord. Till skillnad mot i
det svenska spraket kommer alla ord hir att vara lika langa. Ndrmare bestdmt
av langden n.

Definition 1 (Kodalfabet). Lit A = {s1,52,...,S4} vara en andlig mangd
med q element. Vi kallar mdngden A for kodalfabet och dess element for
kodsymboler.

(i) Ett g—drt ord av laingd n i A dar en foljd x = x129...2, ddir varje
x; € A for alla i, 1 < i < n. Fkvivalent kan x betraktas som vektorn
(1y...,2p)

(1) En q—dr (block)kod av lingd n pé A dr en icke-tom mdngd C av q—dra
ord, alla med samma lingd n.

(i11) Ett element i koden C kallas for kodord i C.
(iv) Antal kodord i C kallas storleken av C och skrivs med |C| alternativt

M.

(v) Informationsgraden, R(C), i C med lingd n, definieras som loge |€]

n

Antalet kodord i C kan, av kombinatoriska skil, som mest vara M = ¢",
for givna g och n. Detta kan ocksé skrivas som n = log, M = log M/log g.



Informationsgraden (eng. Rate) &r ett méatt pa effektiviteten per kodsym-
bol i koden C. Den varierar mellan de tva extremerna 0 och 1. Om varje
kombinatoriskt mojligt kodord (¢—#rt med lingd n) anvénds i koden &r in-
formationsgraden 1. Men da finns inget utrymme kvar for felkorrigering eller
feldetektering. Se vidare Exempel 18.

Exempel 1. En kod i alfabetet A = Fo = {0,1} kallas bindr kod. Kodsym-
bolerna dr bara O och 1 sa q = 2. Tvd exempel pd bindra koder dr

Cy ={00,01,10,11}, som har lingd n = 2 och storlek |C| =4
Cy = {000,011, 101,110}, som har lingd n = 3 och storlek |C| = 4

En kod i F3 = {0, 1, 2} kallas tertiar kod och en kod i Fy kvartdir kod. Beteck-
ningen g—4ar i Definition 1 &r bara ett gemensamt namn fér binir, tertiar
och sa vidare.

For en &ndlig kropp (Galoiskropp, eng. field, Beachy [1] sid 160) med ¢
element anvdnder vi beteckningen F,. En kropp dr en kommutativ ring, dér
varje element skiljt fran 0 har en invers. Man kan visa att da ¢ &r primtal s&
finns en och upp till isomorfi bara en dndlig kropp F, (Xing [5] sid 26). Se
vidare Kapitel 3.

I Kapitel 2.1 berordes nyttan av att jamfora hur lika (eller olika) tva kodord
ar. Hammingavstandet ar ett sddant matt. Vi gor en definition.

Definition 2 (Hammingavstand). Ldt « och y vara ord med samma lingd n
i kodalfabetet A. Hammingavstindet frin x till y skrivs d(z,y) och dr antalet
tecken ddr x och y skiljer sig dt.

Omz=2xy...2, ochy=1y1...y, sd gdller

d(z,y) = Z?:l d(xi,yi)

ddr varje x; och y; ses som ord av ldngd 1 och

A ) = { L oma; 7y,

0 om x; =Y;
Det minsta av alla Hammingavstand i en kod kallas for minimumavstindet.

Definition 3 (minimumavstand). Fér en kod C' som bestdr av minst tvd ord
definieras minimumavstindet i C, skrivs d(C'), som

d(C) = min {d(z,y) : z,y € C, z # y}



Exempel 2. Om vi tar koden frén Exempel 1, C; = {00,01,10,11}, och
later x = 00 och y = 11 sa fdar vi att Hammingavstandet frin x till y dar
d(z,y) =1+ 1= 2 och minimumavstindet i C1 dr d(Cy) =1

Det kommer visa sig att en kods minimumavstand hor vil samman med dess
formaga att uppticka och korrigera fel (se Sats 2 och 3) En kod som har
lingd n, storlek M och minimumavstand d brukar kallas for (n, M, d)—kod.
Talen n, M och d kallas tillsammans for kodens parametrar.

Néra forknippat med Hammingavstandet dr Hamminguvikten. Vi gor en def-
inition av den ocksa.

Definition 4 (Hammingvikt). Hammingvikten av x skrivs wt(x) och definieras
som antalet koordinater skilda fran noll i x, det vill siga

wt(xz) = d(z,0)

Exempel 3. For koden C = {000,010,111} galler att wt(010) =1

Nér man skickar koder ar det av vikt under vilka férutsattningar de skickas.
Alltsa vilka regler som géller for 6verforingen eller kommunikationskanalen.
Ett viktigt antagande &r att sannolikheten f6r eventuella fel i en viss sdndning
ar oberoende av tidigare sdndningar.

Definition 5 (BSC/Kommunikationskanal). En q—dr symmetrisk kommau-
nikationskanal dr en minneslos kanal som har ett kodalfabet av storlek q sa
att

(i) varje symbol som sinds har samma sannolikhet p, dir p < %, att tas
emot fel.

(11) om en symbol mottas fel sd dr de ¢ — 1 mdjliga felen lika sannolika.

Speciellt giller att den bindra symmetriska kanalen (BSC), med kodalfabetet
{0,1}, har felsannolikhet

P (1 mottaget | O skickat) =P (0 mottaget | 1 skickat) = p

Det finns satser lingre fram i den hir texten som bara &r giltiga om kom-
munikationskanalen &r av BSC typ.

2.3 Maximum-likelihoodavkodning

For att en kod ska fylla sin funktion méaste den kunna avkodas. Det finns
flera metoder. En av dem &r Maximum-likelihoodavkodning som gar till som
foljer. Antag att ett kodord fran en kod C skickats via en BSC och vi kinner
till felsannolikheten, p. Om ett ord M, (received) mottas, kan vi berdkna
sannolikheterna



P(M, mottaget |c skickat) for alla kodord ¢ € C

Maximum-likelihoodavkodning &r en metod som drar slutsatsen att M, ar
det som skickats om P(M, mottaget |M, skickat) ger den hogsta sanno-
likheten dvs

P(M, mottaget |M, skickat) = maz {P(M, mott.|c skick.) for alla ¢ € C}

Det finns tva varianter av maximum-likelihoodavkodning. Fullstindig avkod-
ning och icke-fullstindig avkodning. Med fullstindig menas hér att om tva
kodord har exakt samma sannolikhet viljs ett av dem godtyckligt vid avkod-
ningen. I den icke-fullstindiga varianten ber man istéillet om omsindning av
meddelandet.

2.4 Hammingavkodning

En annan generell metod fér avkodning dr att jamfora hur mycket det mot-
tagna orden skiljer sig fran de kodord som é&r tillatna i koden man anvinder
(om metoden verkar vara samma sak som ovan beror det pa Sats 1). Om det
mottagna ordet dr ett av de tillatna kodorden gor man ingen korrigering.
Annars antar man att det kodord som avségs ar det som ligger ndrmast med
avseende pd Hammingavstandet.

Det vill sdga, om ett ord M, &r mottaget si avkodas det till det M, som
minimerar Hammingavstandet d(M,, M.) dvs

d(M,, M, = min{d(M,, c) for alla ¢ € C}

Aven hir skiljer man mellan fullstindig och icke-fullstindig avkodning. For
en BSC och &ven i en del andra fall ger dessa tva metoder for avkodning
samma resultat vilket visas i Sats 1.

Sats 1. For en BSC med felsannolikhet p < % ar
mazimum-likelihoodavkodning ekvivalent med Hammingavkodning.

Bevis. Lat C beteckna den kod som anvénds och 1at M, vara det mottagna
ordet av lingd n. For godtycklig vektor ¢ av langd n och for alla 0 < i <n
har vi,

d(M,,c) =i < P (M, mottaget | ¢ skickat) = p’(1 — p)"~*
Eftersom p < % géller for hogerledet att

PP(L—p)">pt(1—p)"t>..>p*(1—p)°

Per definition géller att maximum-likelihoodavkodning avkodar/rattar M,
till det ¢ € C som ger det storsta P(M, mottaget|c skickat) vilket sam-
tidigt innebér att d(M,,c) dr som minst. Eller begir omsindning om icke-
fullstandig avkodning anvénds (se ovan) och ¢ inte &r unik. Allts& ar

maximum-likelihoodavkodning ekvivalent med Hammingavkodning. O



2.5 Feldetekterande kod

Vi har tidigare ndmnt feldetekterande och felrdttande koder. Det &r dags att
definiera dessa.

Definition 6 (Feldetekterande). Ldt u vara ett positivt heltal. En kod C ar
u—feldetekterande om ett kodord som drar pa sig minst ett men hdgst u fel
inte ldngre dr ett kodord. Ett kodord dr exakt u—feldetekterande om det dr
u—feldetekterande men inte (u + 1)—feldetekterande.

Exempel 4. Den bindra koden C = {00000,00111,11111} dr
1—feldetekterande ty om man dndrar en kodsymbol pd godtycklig position far
man ett nytt ord som inte dr ett kodord. C' dr ocksd exakt 1—feldetekterande
eftersom den inte dr 2—feldetekterande. Det inses genom att man via tvd
dandringar kan bilda 00111 fran 11111.

Sats 2 (Feldetektering). En kod C dr u—feldetekterande om och endast om
d(C) >u+1

Bevis. Antag d(C) > u+1.0m ¢ € C och z dr sddana att 1 < d(¢,z) < uda
giller ¢ C, eftersom v < d(C) — 1 < d(C) Alltsa dr C u—feldetekterande.

Antag nu istéllet att d(C) < w+ 1 dvs d(C) < w. Da finns e1,e2 € C
sadana att 1 < d(ej,c2) = d(C) < u. Det ar dérfor mojligt att bérja med eq
varefter d(C') fel intréffar sa att ordet blir ¢a, som &r ett kodord i C. Alltsa
ar C' inte u—feldetekterande. O

2.6 Felrdttande kod

Definition 7 (Felrittande). Ldt v vara ett positivt heltal. En kod C dr
v—felrdttande om Hammingavkodning rdttar v eller firre fel. En kod C dr
ezakt v—felrattande om den dr v—felrittande men inte (v + 1)—felrdttande.

Exempel 5. Betrakta den bindra koden C' = {000,111}, Genom Hammin-
gavkodning ser vi att

1. om 000 ar skickat och ett fel uppstar sa dr det mottagna ordet 100,010
eller 001. Det avkodas/rdttas till 000.

2. om 111 dr skickat och ett fel uppstir sa dr det mottagna ordet 110,101
eller 011. Det avkodas/rittas till 111.

Eitt ensamt fel rattas utan problem. Koden klarar dock inte att rdtta tva fel.
C' dr sdledes exakt 1—felrdttande.

Sats 3 (Felrdttning). En kod C ar v—felrittande om och endast om d(C) >
2v+1.

10



Lite mer precist géller att en kod med minimumavstand d &r exakt |(d —
1)/2|—felrdttande, se Sats 9 f6r symbolforklaring. Nu till bevis av Sats 3.

Bevis. (<) Antag d(C) > 2v + 1. Lat ¢ vara kodordet som skickats och z
kodordet som mottagits. Om v eller firre fel intriffar s& ar d(e,z) < v. For
vilket annat som helst ¢’ € C, ¢ # ¢’ har vi att

d(c,z) > d(c,e) —d(c, )

enligt triangelolikheten (Tengstrand [7] sid 295). Det géller att
d(c',e) —d(e,x) >2v+1—v=v+1>d(cx)

Sa, £ kommer avkodas (rétt) till ¢ om Hammingavkodning anvénds. Detta
visar att C' dr v—felrdttande.

(=) Antag nu att C' &r v—felrittande. Om d(C) < 2v + 1 si finns skil-
da kodord ¢,¢’ € C med d(¢’,¢) = d(C) < 2v. Vi ska visa att det (forutsatt
att ¢ &r skickat och hogst v fel intriffar) kan intréffa att Hammingavkodnin-
gen antingen avkodar fel eller ger flera mojliga alternativ. Detta motsiger ju
antagandet att C &r v—felrittande. Alltsa visas d(C) > 2v + 1.

Notera att, om d(c¢’,¢) < v+ 1 s& kan ¢ dndras till ¢’ genom att infora
hogst v fel. Dessa fel skulle passera ordttade och dven oupptéickta eftersom
¢’ € C. Detta motsiger dock antagandet att C dr v—felrattande. Alltsd &r
d(c’,¢) > v+1. Utan inskrdnkning kan vi anta att ¢ och ¢’ skiljer sig pa exakt
de d = d(C) forsta positionerna dir v+1 < d < 2v. Om ordet som mottas dr

= T1...Ty Ty41.--Lgd Ld41---Tn
N——

lika som ¢’ lika som ¢ lika som ¢ och c
s& har vi d(¢/,z) = d —v < v = d(e,z). Det foljer att antingen d(¢’,z) <
d(e,x) eller d(¢’,z)= d(e,z). I det forsta fallet far vi felaktig avkodning till
¢’, i det andra oavgjord avkodning. O

11



3 Lineara koder

Linedra koder ar koder dér koden &r vektorer i ett vektorrum 6ver en dndlig
kropp (Tengstrand [7] sid 277) och linedra kombinationer av kodord ocksé
dr kodord. Om den #ndliga kroppen bara har tva element och alltsa svarar
mot heltalen modulo 2, kallas koden bindr. Fér bindra linedra koder ar ko-
effecienterna antingen 0 eller 1 s& en linedr kombination hér dr detsamma
som summan av ett urval av kodorden. Det kan ocks& vara bra att minnas
att summan av tva bindra tal dr lika med differensen mellan dem.

Linedra koder har bland annat effektivare metoder fér avkodning &n icke-
linedra koder. Syftet med koden &r fortfarande att férlanga sitt meddelande
med ett antal extra tecken for att kunna upptéicka och dven ratta fel.

Intuitivt inser man att séndning av mer information med farre mojliga tecken
kréver langre kod. I texten nedan har jag begrénsat mig till bindra linedra
koder. Aven i praktiken har bindra koder manga fordelar eftersom de kan
hanteras genom att bara skilja mellan pd/av eller svart/vitt etc.

Forst definierar vi nagra algebraiska begrepp.

3.1 Lineér algebra

Definition 8 (Linedrt oberoende). Ldt V' wara ett vektorrum dver Fy. En
mdangd vektorer {ei1,...,e.} i V dr linedrt oberoende om

ael+...+ae,=0=a;=..=a,=0
Midngden dr linedrt beroende om den inte ar linedrt oberoende.

Definition 9 (<S>). Lit V vara ett vektorrum éver Fy och lit S = {e1, ea,...,ex}
vara en icke-tom delmdangd av V. Vi siger att S spinner upp < S > dar

<S> ={(are1 +---+areg) : a; € Fg}
Om S ar en tom mangd definierar vi < S > som {0}.

Exempel 6. Om ¢ = 2 sd spanner S = {0001,0010,0100} upp en bindr
linedr kod

< S > = {0000, 0001,0010,0011,0100,0101, 0110, 0111}

Definition 10 (Bas). Ldt V vara ett vektorrum éver Fy. En icke-tom delmdngd
S =A{e1,...,ex} av 'V kallas en bas for V om V = < S > och S dr linedrt
oberoende.

12



Ett vektorrum V 6ver en &ndlig kropp F, kan ha flera baser men alla in-
nehaller samma antal element. Antalet 4r dimensionen av V' i F,. For att
markera vilket vektorrum som avses kan man skriva dim g,(V) (se bland
annat Tengstrand [7] sid 42)

Definition 11 (Skaldrprodukt och ortogonalt komplement). Lit v = (vi,...,v,),
w = (wi,...,w,) € Fy

(i) Skaldrprodukten av v och w definieras som v-w = vy w1 +...+ Uy Wy €
Fq

(i) De tvd vektorerna v och w sdgs vara ortogonala om v- w =0

(iii) Lat S vara en icke-tom delmingd av Fy, dir Fy ar mdngden av al-
la vektorer av lingd n i Fq. Det ortogonala komplementet St till S
definieras som

St ={veF!:v-5=0 foralla sc S}
Om S dr den tomma méngd definierar vi S+ = Fy

3.2 Lineir kod

Linedra koder av lingd n ¢ver den &ndliga kroppen F, dr alltsd koder dir
summan av tva kodord ocksa ar ett kodord. Varje linedr kod méaste pa grund
av detta innehalla nollvektorn. Vi gor en definition av linedr kod.

Definition 12 (Lineér kod). Den linedra koden C av lingd n over Fy dr ett
delvektorrum till Fy.

En linedr kod C av lingd n och dimension k &ver I, skrivs ofta med hak-
parenteser som [n, k]—kod eller [n,k,d]—kod om d (minimumavstindet se
Definition 3) #dr kint. Ett ekvivalent skrivsitt (fran Kapitel 2) med vanliga
parenteser, och M istéllet for k, #r (n, M) = (n, ¢*)—lineér kod. Dimensio-
nen av C fas pd samma sitt som &r kint for andra vektorrum (Tengstrand
[7] sid 285). Allts& om vér bas dr (e, ...,ex) kan alla element skrivas unikt
som linedrkombinationer (ai1e1 + ... + agex) dar a; tillhoér kroppen F, med ¢
element. Sa C innehaller precis ¢* element. Dimensionen for var kod far vi
genom k = logqq’C = log,M

Exempel 7. Bindr linedr kod
Cy = {000000, 100000, 010000, 110000}
Cy = {000000,111000,000111,111111}
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For den bindra koden Cy ir q = 2 och vi har 4 = 2% kodord av lingd 6.
Dimensionen blir k = 2. Hamminguvikten av kodorden som inte dr noll dr
1,1 respektive 2. Minimumavstindet dr alltsa 1. Felrdttning dr inte mojligt
enligt vart tidigare resonemang (Sats 3).

Fér Cy har vi ocksd dimension k = 2. Hamminguvikterna dar 3,3 respektive 6
for icke-noll kodorden. Den minsta Hamminguvikten dr 3 och minimumauvstdin-
det dr 3. Koden dr alltsa 1—felrdttande. Forhdllandet mellan Hamminguvikt
och minimumavstind i bida dessa exempel dr ingen slump, se vidare Sats 4.

Den dubbla koden kommer vi att anvénda i flera sammanhang. Det &r lampligt
att definiera den hér.

Definition 13. (Dubbla koden)
Lat C vara en linedr kod i ¥y Den dubbla koden till C' dr C*, det ortogonala
komplementet till delmdingden C i Fy

Foljande sats kan anvindas for att finna minimumavstandet d(C) for en
linedr kod C' utan att behdva jamfora Hammingavstanden for alla mdjliga
kombinationer av kodord tva och tva.

Sats 4. For en linedr kod C dver Fy gdller att d(C) = wt(C), dar wt(C) dr
den minsta Hammingvikten av alla icke-noll kodord i C.

Bevis. For godtyckliga ord x och y giller att d(x,y)= wt(x—y). Fran def-
initionen av d(C) (nummer 3) vet vi att det finns 2, y’ € C sddana att
d(z',y') = d(C), sh

d(C) =d(z'y") = wt(z'—y') > wt(C) ty ¢'—y' € C
Omvint, det finns ett z € C'— {0} sddant att wt(C) = wt(z), sa

wt(C) = wit(z) = d(z,0) > d(C)

Nagra fordelar med linedra koder:

(i) Linedra koder ar vektorrum och kan beskrivas enbart med dess bas (se
Kapitel 3.3).

(ii) Minimumavstindet i en linedr kod ar detsamma som den ldgsta Ham-
mingvikten av de kodord som &r skilda fran noll.

(iii) Kodning och avkodning av linedra koder &r snabbare och enklare &n
for godtyckliga icke-linedra koder, vilket jag aterkommer till.
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3.3 Bas

Som nyss ndmnts kan lineédra koder, eftersom de ar vektorrum, beskrivas av
baser. Dessa kan med fordel skrivas i matrisform. Det finns nagra olika sétt
att f& fram en bas. Forst lite matrisrepition.

Nér man anvander sig av successiv elimination, dven kallat Gausselimina-
tion (Tengstrand [7] sid 7), minns vi att f6ljande elementdira radoperationer
ar tillatna

(i) Byta plats pa tva rader sinsemellan.
(i) Multiplicera en rad med en icke-noll skalér.

(iii) Ersitta en rad med summan mellan den raden och en annan rad som
man forst multiplicerat med en skalér.

Antag att man har framfor sig en delméngd S (hér innehallande kodord)
av [Fy och man vill hitta basen for den linedra kod som spénns upp av S.

Borja med att bilda en matris vars rader dr kodorden i S. Anvéind elemen-
tdra radoperationer sa langt det dr mdjligt, det vill séga tills matrisen dr pa
trappstegsform (se nedan och &ven kallat echelonform) (se t.ex. Tengstrand
[7] sid 7). Ta bort rader som bara innehaller nollor.

Icke-noll raderna av matrisen ar nu linedrt oberoende och bildar en bas for
C (se Definition 10).

Exempel 8. Lit g = 3. Finn en bas for C = < S >, dir
S ={12101,20110,01122,11010}. Med hjilp av successiv elimination kan vi
skriva matrisen sd hdr

12101 12101 12101
20110 . 0 2 2 11 . 0112 2
011 2 2 011 2 2 0 0001
11010 02 2 1 2 00000

Den sista matrisen (langst till hoger) ar pd trappstegsform. Genom att ta
bort den sista raden i dem matrisen bildar ovriga rader en bas for C.

Definition 14 (Genereringsmatris, G). En genereringsmatris for en linedr
kod C dr en matris G vars rader bildar en bas for C.

Om C &r en [n, k]—linedr kod sa &r genereringsmatrisen en k x n—matris
(alltsd k rader och n kolonner). Antalet kolonner bestams direkt av att varje
kodord har n kodsymboler (eller element). Att det blir precis k rader beror
pé att dimensionen #r k. Detta i sin tur innebér ju att k£ — 1 rader (vektorer)
inte réacker for att bilda en bas samtidigt som godtyckliga k + 1 vektorer &r
linedrt beroende.
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Definition 15 (Kontrollmatris/paritetscheckmatris, H). En paritetscheck-
matris H for en linedr kod C' dr en genereringsmatris for den dubbla koden

Cct.

Om C é&r en [n,k]—linedr kod s& &r paritetscheckmatrisen en (n — k) x
n—matris.

Raderna i paritetscheckmatrisen genererar det ortogonala komplementet till
en kod C. Det innebér att u ir ett kodord i C' om och endast om uH” = 0.
Matrisen &r anvandbar till att kontrollera just detta (om m &r ett kodord i

C).
Definition 16 (Standardform f6r G och H).

(i) En genereringsmatris med utseendet (Ix|X), ddr Iy dar identitetsma-
trisen av storlek kxk (X dr resterande del av matrisen G och symbolen
| ar bara en tinkt skiljelinje) sigs vara pd standardform.

(i) En paritetscheckmatris pa formen (Y|I,—k) sags vara pd standardform
(Y ar resterande del av H ).

Raderna i generingsmatrisen ar lineért oberoende. Detsamma géller for H.
For att visa att G &r en genereringsmatris for en kod C' ricker det att visa
att alla rader i G ar kodord i C' och att raderna &r linedrt oberoende.

Sats 5. Ldt C vara en [n, k]—linedr kod dver Fy med genereringsmatris G.
Da giller att v € Fy tillhér den dubbla koden C* om och endast om v dr
ortogonal mot varje rad i G, det vill siga v € C+ < vGT = 0.

Speciellt galler, givet en (n— k) x n—matris H, att H dr en paritetscheckma-
tris for C om och endast om raderna i H dr linedrt oberoende och HGT = 0
(noll-matrisen).

Bewvis. Lat r; beteckna den ¢:teradeni G. Viharatt r;, € Cforallal <7<k
och att varje ¢ € C kan skrivas som

c=M\Nr1+ ...+ ATk dér /\1,...,/\k€]Fq
Om v € C*, da dr v-c = 0 for alla ¢ € C. Speciellt #r v ortogonal mot r;,
for alla 1 <4 <k, dvs vGT = 0.
Omvént, om v-r; = 0 for alla 1 < i < k da ar, for alla ¢ = Ajv1+...+ \pvy €
C,
v.e=MN(vv)+ -+ M(vrg) =0
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I det sista pastaendet, om H &r en paritetscheckmatris for C' sa &r raderna
i H linedirt oberoende per definition. Eftersom raderna i H #r kodord i C-
foljer det fran det forsta pastdendet att HGT = 0.

Omvint om HGT = 0 sa visar det forsta pastaendet att raderna i H &r
innehallna i C*. Eftersom raderna i H ir lineéirt oberoende s& har de mojliga
kombinationerna dimensionen (n — k), det vill siga samma som C*. Med
andra ord dr H en paritetscheckmatris for C'. O

Sats 6. Om G = (Ix|X) dr en genereringsmatris pd standardform for en
kod C sa dr H = (—XT|I,_1) en paritetscheckmatris for C.

Bevis. Vi konstaterar direkt att ekvationen HGT = 0 #r uppfylld. Genom
att betrakta de sista n—k koordinaterna i varje rad inser man att raderna i H
ar linedirt oberoende. Resultatet foljer nu fran Sats 5. Notera att — X7 = X7
om X bara innehaller bindra tal. O

Lite mer om hur man bestdmmer en paritetscheckmatris finns i Exempel 16
lingre fram.

Sats 7. Lat C vara en linedr kod och lit H vara en paritetscheckmatris for
C. Da galler att

(i) C har minimumavstind > d om och endast om d — 1 kolonner i H ar
linedrt oberoende och

(i1) C har minimumavstind < d om och endast om H har d kolonner som
dr linedrt beroende.

Bevis. Lat v= (v1,...,0,) € C vara ett ord med Hammingvikt e > 0. Antag
att icke-noll koordinaterna &r pa positionerna iy, ..., %, s att v; = 0 om j
¢ {i1,...,7.}. Lat ¢; (for 1 < i < n) beteckna den i:te kolonnen av H. Da
innehaller C ett icke-noll ord v = (vy, ..., v,) med Hammingvikt e (vars icke-
noll koordinater &r v;,, ..., v;.) om och endast om

0=vHT = vilci+ +viec£

Detta &r sant om och endast om det finns e kolonner i H (némligen ¢;,, ..., ¢;,)
som &r linedrt beroende. Att séiga att minimumavstandet i C' &r storre eller
lika med d &ar ekvivalent med att sdga att C' inte innehaller nagra icke-noll
ord av Hammingvikt < d — 1 som i sin tur dr ekvivalent med att < d —1
godtyckliga kolonner i H &r linedrt oberoende. Detta visar (7).

Pa liknande sdtt, att siga att minimumavstandet i C' dr mindre eller lika
med d &r ekvivalent med att siga att C' innehaller minst ett icke-noll ord
med Hammingvikt < d som i sin tur ar ekvivalent med att siga att H har
< d stycken kolonner som &r lineért beroende. Vilket visar (ii). O
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Exempel 9. Lit C vara den bindra linedra koden med paritetscheckmatris

10100
H=(1 1010
01001

Som synes finns inga noll-kolonner och inte heller ndigra kombinationer av tvd
kolonner som man kolonnvis kan summera till 0, sd tvd godtyckliga kolonner
fran H dr linedrt oberoende. Ddremot summeras kolonnerna 1,3 och 4 till 0
och dar darfor lineart beroende. Vilket ger minimumavstind d(C) = 3 enligt

Sats 7.

Nagra linedra koder saknar genereringsmatris i sin ursprungliga kodform.
Men genom permutation av tecken eller multiplikation med en skaldr pa
utvalda positioner kan man alltid finna en ny ekvivalent kod som har en
genereringsmatris.

3.4 Kodning av lineir kod

Lat C vara en [n,k,d]—linedr kod 6ver den &ndliga kropppen F,. Varje
kodord i C' kan representera en informationsdel si C' kan representera ¢*
delar av information. I Kapitel 3.3 tittade vi pa hur man hittar en bas fér en
linedr kod. Nar man har en sidan bas (eq, ...,ex) kan varje kodord v skrivas
unikt som en linedr kombination

v=uie + ... + upey dir ug,...,up € Fy

Ekvivalent kan vi lata G vara genereringsmatrisen for C vars i:te rad ar
vektorn e; i den valda basen. Givet en vektor u = (uq,...,u) € ]FZ ar det
klart att

v=uG =uie; + ... + upe; ar ett kodord i C

Omvént, alla ve C kan skrivas unikt som v = uG, dar v = (uq,...,ug) € IF’;.
Alltsé alla ord u € IF’; kan kodas som v = uG. Detta kallas kodning.

Exempel 10. Lat C vara en bindr (5,3)—linedr kod med genereringsmatris

1 0110
G(5’3) == 0 1 1 1
0 01 01
da kodas meddelandet w = 101 sa har
1 0110
v=uG=(101) [ 01 011 |=
0 01 01
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=1+4+04+0,0+0+0,140+1,14+0+0,0+0+1=1,0,0,1,1

vi ser att det kodade ordet bestdr av tvd tecken fler an det ursprungliga med-
delandet. Det dr ingen tillfdllighet att man ocksa kan fa fram kodordet genom
att summera rad 1 och rad 3 i genereringsmatrisen.

3.5 Avkodning av linedr kod

Vi fortsdtter med tva olika metoder for avkodning.

Definition 17 (Biméingd/Koset). Lit C vara en linedr kod av lingd n dver
Fy och lit w € Fy vara godtycklig vektor av lingd n. Vi definierar bimdngden
till C, som bestdms av u, som mdngden

C+ru={(v+u):velC} (=u+C)
Exempel 11. Lit ¢ = 2 och C = {000,101,010,111}. Dd dr bimdngderna
C + 000 = {000,101,010,111}
C + 001 = {001,100,011, 110}
C + 010 = {010, 111,000, 101}
C + 011 = {011,110,001, 100}
C + 100 = {100,001, 110,011}
C + 101 = {101,000, 111,010}
C +110 = {110,011, 100,001}
C +111 = {111,010, 101, 000}
notera att
C+000=C+010=C+101=C+111=C

C+00l=C+011=C+100=C+110=F} - C

Definition 18. (Bimdngdsledare) Kodordet med minst Hammingvikt i en
bimangd kallas bimdngdsledare.
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3.5.1 Hammingavkodning

Lat C vara en linedr kod. Antag att kodordet v € C skickats och ordet w
mottagits. D& dessa &r olika far vi ett fel som kan skrivas e = w — v €
w—+C. Viser att w — e = v € C och att e och w tillhor samma biméngd.

Eftersom fel e med liten Hammingvikt dr mer sannolika dn fel med stor
Hammingvikt fungerar avkodningen pa foljande sdtt. Efter att ha mottag-
it ordet w véljer man det ord e som har minst Hammingvikt i bim&ngden
w—+C' och drar slutsatsen att v = w — e var det skickade kodordet.

Exempel 12. Lit g = 2 och C = {0000,1011,0101,1110}. Avkoda det mot-
tagna ordet w = 1101. Man ser visserligen direkt att 0101 dr det enda ord
som ligger ett fel ifran vart mottagna ord och ddirmed dr mest sannolikt men
vi ldtsas inte om det nu utan gor den fullstindiga analysen

Férst listar vi bimdngderna till C

C + 0000 = {0000, 1011,0101, 1110}
C + 0001 = {0001,1010,0100,1111} (= C + 0100)
C + 0010 = {0010, 1001,0111, 1100}
C + 1000 = {1000,0011,1101,0110}

w = 1101 hittar vi i den fjdrde raden. Ordet med minst Hamminguvikt ¢ denna
rad dr v = 1000, alltsd var bimdngdsledare. Vi har att w—u = 1101 —1000 =
1101 4 1000 = 0101 som med storst sannolikhet var det ord som skickades.
Notera att detta ord star dverst i samma kolonn, pd raden for C + 0000.

3.5.2 Syndromavkodning

Avkodningen i Kapitel 3.5.1 fungerar bra nir n &r litet men foér stora n
tjdnar man pé att anvinda syndrom for att avgora fran vilken biméngd det
mottagna ordet kommer. Med hjilp av en paritetscheckmatris fas ett unikt
syndrom for varje fel som koden kan ritta. Man vill konstruera syndromen
s& att syndromet av ett kodord &r noll eftersom det representerar noll fel.

Definition 19. (Syndrom) Lit C vara en [n, k,d]—linedr kod pd Fq och lit
H wara en paritetscheckmatris for C. For ndgot w € Fj' dr syndromet for w
ordet S(w) = wH” ¢ F;’k

Notera att syndromet beror pa valet av paritetscheckmatrisen H. For att
halla ordning pa vara syndrom anvinder vi en syndromtabell.

Vi konstruerar en syndromtabell for C for den binéra linedra koden C =
{0000,1011,0101,1110}. En genereringsmatris ir
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O =
— O
O =
—_ =
S~——

GOr s hér.

1. Lista alla biméngder i koden. Vilj det kodord som har minst Ham-
mingvikt i varje biméngd. Lat dessa vara vara biméngdsledare, alltsa
U.

2. Berikna syndromet for varje bimingdsledare u, genom S(u) = uHT

Vi listade biméngderna i Exempel 12. Orden 0000, 0001, 0010 och 1000 valjs
igen som biméngdsledare. En paritetscheckmatris for C som uppfyller HGT =

0 (se Sats 5) ar
1
m=(1 VoY)

Syndromtabellen far f6ljande utseende
Biméngdsledare, u  Syndrom, S(u)

_= O
O =
= O

0000 00
0001 (=0100) 01
0010 10
1000 11

Avkodningsproceduren gar nu till enligt foljande

(i) Berdkna S(w), syndromet for det mottagna ordet w. I Hammingavkod-
ningen ovan undersoktes vilken biméngd w tillhérde genom att lista
alla kombinationer. Har racker det att berdkna syndromet for w efter-
som om tva ord har samma syndrom sa tillhér de samma biméngd
(Xing [5] sid 62)

(ii) Hitta biméngdsledaren u som hor till utriknat syndrom, det vill siga
lds av i tabellen ovan.

(iii) Det skickade ordet v far vi fram genom att ta det mottagna ordet w
minus var biméngdsledare wu.

Exempel 13. Lit ¢ = 2 och C = {0000,1011,0101,1110}. Anvdind syn-
dromtabellen ovan. Antag att vi vill avkoda w = 1101.

Syndromet dr S(w) = wHT = 11. Fran syndromtabellen ser vi att bimdingdsledare
ar 1000. Alltsd har vi att v = 1101 — 1000 = 0101 med storst sannolikhet
var det skickade kodordet. Vilket lyckligtvis dr detsamma som vi fick med
Hammingavkodning i+ Fxempel 12.
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4 Begransningar

Givet en kod med parametrar n, M och d, dir n ar fix, sd dr M ett matt
pa kodens effektivitet och d ett matt pa felrdttningsformagan. Det bésta
vore om bada var sd stora som mdjligt men en kompromiss mellan dem &r
nodvindig.

Definition 20 (Relativa minimumavstandet). For en g—dr kod C med parame-
trar (n, M, d) ar det relativa minimumavstandet i C, 6(C) = (d — 1)/n.

Det ar ocks& mojligt att definiera det relativa minimumavsténdet som d/n.
Men eftersom vissa formler blir enklare véljs ofta den férsta definitionen.

Vi ska titta pé ett exempel. Fran Definition 1 minns vi att informations-

graden skrivs som R(C) = %

Exempel 14. Betrakta repetitionskoden C = {00...0,11...1} dver F,.

n n
Det dr en bindr (n,M,d) = (n,2,n)—linedr kod eller ekvivalent en bindr
[n, k,d] = [n,1,n]—kod, eftersom

M=2

k= dim(C) = logey(M) =log2(2) =1
Vi far att

R(C’):%:%%O dia n — oo

§(C)=21 5 1din— oo

Dé denna kod har storsta mojliga relativa minimumavstand har den utméark-
ta felrdttande egenskaper. Men detta uppnas pa bekostnad av effektivitet
eftersom informationsgraden R(C') dr den lidgsta mojliga.

Definition 21 (Storsta M). For ett givet kodalfabet A av storlek q (¢ > 1)
och givna virden pan och d lit Ag(n,d) beteckna den stérsta mdajliga storleken
M for vilken det existerar en (n, M,d)—kod pd A.

Aqy(n,d) = maz{M : det finns en (n, M,d)—kod pd A}

Alla (n, M,d)—koder C' som har maximal storlek M = A4(n,d) kallas opti-
mala koder.

Definition 22 (Storsta qk). Fér ett givet primtal q och givna virden pa n
och d lat By(n,d) beteckna den storsta mdojliga storleken ¢~ for vilken det
finns en [n, k,d]—kod dver F,. Alltsd

By(n,d) = maz{q* : det finns en [n, k,d|—kod éver F,}
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Generellt dr det svart att bestdmma exakta virden pa Aq(n,d) och By(n,d).
Problemet med att bestdmma Ag(n,d) kallas ibland for 'the main coding
theory problem’.

Vi ska titta mer pa dessa begridnsningar och sérskilt for bindra koder, da
q = 2. Fér detta behéver vi den utékade koden till C, som skrivs C. Den fas
genom att ldgga till en koordinat till varje kodord.

Definition 23. For nagon kod C i F, dr den utékade koden till C

C=A{(c1yescny— Y1 q(ci)) : (c1,..00) € C}

Dad q = 2 kallas den extra koordinaten som liggs till kodordet for paritetscheck-
koordinaten och det gdller i detta fall att — """ | (¢;) = >y (c;)

Exempel 15. For den bindra lineira koden C = {000,111,011,100} har vi
parametrarna [3,2,1]. Den utékade koden C fis genom att

kodord 1 fir extra koordinat 20 (¢c;) =04+0+0=0
kodord 2 fir extra koordinat >0 (¢;) =1+1+1=1
kodord 3 far extra koordinat Zf’zl(ci) =04+1+1=0
kodord 4 far extra koordinat 0 (c;) =1+0+0=1
vilket ger oss C' = {0000, 1111,0110, 1001} som dr en bindr linedr [4, 2, 2]—kod.

En viktig begransning nedat f6r A, (n, d) &r sfartickningsbegrinsningen. Man
kan visa (till exempel Xing [5] sid 80) att for ett heltal ¢ > 1 och heltal n,d
sddana att 1 < d < n giller att

s ey < A

Det finns flera begrénsningar nedat f6r bade Aq(n,d) och By(n,d). Men vi
gar vidare till de 6vre begrinsningarna eftersom de &r mer intressanta. En
av de vanligare ar sfarpackningsbegransningen, dven kallad Hammingbegrdn-
sningen. Vi behdver tva definitioner och en hjilpsats innan vi kan na fram
till Sats 9.

Definition 24. Ldt A wvara ett kodalfabet av storlek q, ¢ > 1. For nagon
vektor u € A™, dvs © A och med ldngd n, och vilket som helst heltal r > 0 dar
sfaren, med mittpunkt w och radie r, mdngden

Salu,r)) ={v e A" : d(u,v) <r}

Vi fortsiatter med att rakna ut antalet vektorer i A™.
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Definition 25. For ett givet heltal ¢ > 1, ett positivt heltal n och ett heltal
r >0 definieras V' (r) till

vy = @+ G@-D+E) @102+ + ()a-1)" om0<r<n

q q" omn<r
Sats 8. Fér alla heltal v > 0 gdller att en sfir i A™ med radien r innehaller
ervakt V'(r) vektorer, dir A Gr ett alfabet med ¢ > 1 element.

Bevis. Vilj en viss vektor u € A™. Bestdm antalet vektorer v € A™ sddana
att d(u, v) = m; alltsd antalet vektorer i A™ med Hammingavstand exakt m
fran w. Antalet sitt man kan vélja de m koordinaterna dér v skiljer sig fran
U ges av (;;) For varje koordinat har vi ¢ — 1 val fér den koordinaten i wv.
Dérfér ges det totala antalet vektorer med avstand m fran w av () (¢—1)™.
For 0 < r < n &r beviset nu klart.

Da n < r notera att Sa(u,r) = A". Alltsa innehaller den V'(r) = ¢"
vektorer. O

Sats 9 (Hammingbegransningen). For ett heltal ¢ > 1 och heltal n, d sédana
att 1 <d<n har vi

Ay(n,d) < i .
o) S S ey

dar [(d —1)/2] ar ('floor function’) det stérsta heltal som dr < (d —1)/2

Bevis. Lat C = {e1,c2,...,cp} vara en optimal (n, M, d)—kod pa alfabetet
A och lat antal kodsymboler i A vara g stycken sa& M = A,(n,d). Lat
e = |[(d — 1)/2|. Packningssfirerna Sa(c;,e) ar disjunkta och varje ord i
A" finns i hogst en sfar.

Vi har alltsa

UM, Sa(eire) € A

dér unionen i vénsterledet dr en disjunkt union. Eftersom |A™| = ¢" och
|Sa(ci,e)| =V, (e) for vilket i som helst har vi att,

n

M-V'(e) <q" = Ay(n,d)=M <

q _ q"
Vare) — V(L(d—1)/2])

O

Definition 26 (Perfekt kod). En q—dr kod som i antal kodord nér upp till
Hammingbegrinsningen, dvs en som har
q’ﬂ
S (D ey
kodord, kallas for perfekt kod.
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4.1 Hammingkod

Exempel pa perfekta koder &r Hammingkoder. De har intressanta tillamp-
ningar och ar latta att hantera.

Definition 27 (Hammingkod). Ldt r > 2. En bindr linedr kod av lingd
n = 2" — 1 med paritetscheckmatris H, vars kolonner bestir av alla icke-noll
vektorer i F%, kallas bindgr Hammingkod av lingd 2" —1 och skrivs Ham(r,2).

Exempel 16. Ham(3,2) dr (med vdra vanliga beteckningar skulle den kallats
[7,4,3]—linedr kod) en Hammingkod av lingd 7. Den kodar 4 tecken data till
7 tecken kod genom att lagga till 3 tecken for feldetektering/felrittning. Om
man vill jdmféra dverforingshastigheter mellan koder, sd riknas denna kods
hastighet vanligen ut som %. Den har genereringsmatris (notera att vinstra
delen av G dr en enhetsmatris ty G ar pd standardform, se Definition 16)

1000110
G [ 0100011
Han@32) =1 0 0 1.0 1 1 1
000 1101
1011100
och paritetscheckmatris Hygmizy=|( 1 1 1. 0 0 1 0
0111001

Hpam,2) kan ocksd fas genom att lita vinstra delen av Gpam3,2), dvs 14,
bilda hogra delen av Hppgpm3,2), nu som Ir—y = I3, samt transponera higra
delen av G fram(3,2) till vinstra delen av Hpgpm s 2)-

Sats 10. For Hammingkoder gdller
(1) Alla bindra Hammingkoder av given lingd dr ekvivalenta.
(ii) Dimensionen av Ham(r,2) ark=2"—1—r.
(ti1) Minimumavstindet, d, 1 Ham(r,2) dr 3, alltsd dr den exakt 1—felrdttande.
)

(tv) Bindra Hammingkoder ar perfekta koder.

Beuvis. (i) For en given lingd, kan varje paritetscheckmatris fas frén en annan
paritetscheckmatris genom permutationer av kolonner. Direkt fran definitio-
nen foljer att motsvarande bindra Hammingkoder dr ekvivalenta.

(7) En paritetscheckmatris H for Ham(r,2) med langd 2" — 1 &r en r x
(2" — 1)—matris si dimensionen av koden &r 2" — 1 — r (se Definition 15)

(7i7) Eftersom det inte finns nagra kolonner som ar lika i H, &r tva godtyck-
liga kolonner i H linedrt oberoende. A andra sidan innehaller H kolonnerna
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0 0 0
som bildar en linedrt beroende méngd. Minimumavstandet for Ham(r,2) ar
darfor 3 enligt Sats 7. Det foljer att den &r 1—felrdttande enligt Sats 3.

(7v) En bindr kod som uppnér Hammingbegrinsningen dr en perfekt kod
enligt Definition 26. Fér Ham(r,2) kan vi skriva detta som

" 2n e
= ZiLS{WQqJ (-1 Hn dag=2ochd=3

Vi har att n = 2" — 1 enligt Definition 27. Den &r alltsa perfekt om och
endast om antalet kodord &r

_2¥1 _ 5or—i—r
Ol = {1 =2
vilket dr detsamma som 2* om man anvinder sig av resultatet i (44). O

4.2 Avkodning av Hammingkod

Eftersom Ham(r,2) ar en perfekt 1—felridttande kod finns 2" biméngder och
biméngdsledare &r precis de 2" (= n + 1) vektorerna av langd n och Ham-
mingvikt < 1 (alltsd 0...00, 0...01, 0...10 osv upp till n + 1 st). Lat u;
beteckna vektorn med 1 pa den j:te koordinaten och 0 i 6vrigt. D& ar syn-
dromet av u; helt enkelt ujHT, dvs transponatet av den j:te kolonnen i
H. Om kolonnerna i H ar arrangerade i 6kande ordning (binéra tal) s& gors
avkodningen s& héir:

Steg 1: Da w #r mottagen, berikna syndromet S(w) = wH?”

Steg 2: Om S(w) = 0 antag att w var det skickade kodordet.

Steg 3: Om S(w) # 0 later vi S(w) representera j, for ndgot 1 < j <27 —1.
Antaget ett singelfel sa ges felet av ordet u;, sa det skickade ordet ges av
W-uU; = W+Uj

Exempel 17. Gor forst en syndromtabell (enligt metoden sid 20) for Ham(3,2)
(se Exempel 16). For att avkoda w = 1001001 tar vi reda pé dess syndrom.
Det blir wH™ = 010, dven H kommer fran Ezemplet med nr 16. Fran syn-
dromtabellen kan man lisa av att bimdngdsledare dr up = 0100000. Efter det
gar det att avkoda w som w+wuz = 1101001,

Definition 28 (Utokad Hammingkod). Den utdkade bindra Hammingkoden
skrivs Ham(r,2) (éverstruken) och fds fran Ham(r,2) genom att ligga till
en paritetscheckkoordinat.
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Man kan visa att den utokade Hammingkoden, Ham(r,2), har ldgre Gver-

foringshastighet (ty den har hastighet 251~ medan Ham(r,2) har 2;-2=7)

dn Ham(r,2) men att den passar béttre for icke-fullstindig avkodning (se
Exempel 16 och Kapitel 2.3).

4.3 Konstruktion
For en godtycklig (n, M, d)—kod C pa F, vill man att bade

R(C) = M 6ep (C) = =L

n

ska vara stora. Det vill siga man vill ha s& stort M som mdjligt fér givna n
och d. Idealet &r en kod som har storlek lika med Ay(n,d) for givna ¢,n och
d. Som vi sett tidigare far man ofta ndja sig med att komma néra A,(n,d)
(Definition 26).

Foljande tva satser behovs for var Reed-Muller kod i nésta kapitel men vi
tar upp dem redan hér och i samband med detta definierar vi &ven unionen
av tva bindra ord.

Definition 29. (union)
Om x = xy...xy 0och Yy = y1...yn ar tvd bindra ord sd definierar vi unionen
mellan x och y som

cUy=(T1... Y1 ---Yn)

Sats 11 (u,u-+v konstruktion). Ldt C; vara en [n, k;, d;]—linedr kod dver Fy,
1 =1,2. Dd dr koden C, definierad genom C = {(u,u+v) : u € C1,v € Ca},
en [2n, ki + ka2, min{2dy, d2}]|—linedr kod Gver Fy.

Bevis. Bevis finns bland annat i Xing [5] Kapitel 6. O

Sats 12. Lit D wara en bindgr [n,k,d]|—linedr kod. Dd dr koden C, som
definieras genom C = {(u,u) : u € D} U{(u,u+1): u € D},
en bindr [2n, k + 1, min{n, 2d}]—linedr kod.

Beuvis. Resultatet nas genom att lata C; = D och Cy = {0,1} i Sats 11. O

4.4 Tillimpning

Exempel 18 (Pixlar). Féljande exempel visar ganska tydligt hur man kan
anvinda koder pd ett enkelt sitt. Exemplet finns i bland annat Biggs [2].
Vi tanker oss ett A4-papper med en svart-vit bild pdé. Pappret har vita (V)
och svarta (S) pizlar. Lit siga att sannolikheten for att hitta en viss pizel
pa godtycklig plats dr 0,8 for vit och 0,2 for svart. Som ett mdtt pd in-
formationen per pizel (egentligen dr detta ’the Shannon Entropy’ som rep-
resenterar mazimal kompressionsnivd) anvinder vi 0,8 loga(1/0,8) 4+ 0,2
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log2(1/0,2) = 0,722.

Om man kodar varje pizel for sig dr den uppenbara kodningen V = 0 och
S =1 (eller tvirtom) lampligast. Denna kod har medelordlingd Ly = 0,2 -
140,81 =1 vilket ska jamféras med 0,722. Ett papper med N pizlar in-
nehdller teoretiskt bara 0,722N bitar information enligt ovan.

Genom att 6ka blocklingden till 2 tar vi ett steg ndrmare detta tal. Det gdr
till sa hdr. Klumpa ihop pizlarna tvd och tvd och anpassa koden. Fyra mdj-
ligheter finns

Pizlar Sannolikhet Kod

vV o 0,64 0

Vs 0,16 10
SV 0,16 110
SS 0,04 111

En kod kan géras exempelvis som i tredje kolumnen det vill siga VV = 0,
VS =10, SV = 110, SS = 111. Medelordlingden blir nu Ly = 0,64 - 1 +
0,16-2+0,16-3+ 0,04 -3 = 1,56. Varje kodord representerar tvd pixlar sd
hela pappret kodas med hjilp av N/2 kodord. Vi har LoN/2 = 0,78N. En
avsevdrd forbdttring.

En fortsattning med blockkod av lingd 3 ger 8 kodord och medelordlingd
= 2,184. Detta ger 0,728N bitar. Nu har vi kommit ganska ndra 0,722 men
man kan fortsatta tills man dr nojd. Datakompressionenen som anvands i
datorer bygger pd det hdr sdttet att tdnka.

5 Reed-Muller koder

En mycket anvindbar kod av felrattande typ dr Reed-Muller koden, RM (r, m)
uppkallad efter matematikerna D.E. Muller och Irving S. Reed péa 50-talet.
Det &r en binér, linedr kod som har manga tillimpningar (specialfall av Reed-
Muller koden inkluderar &ven ’the Hadamard code’, 'the Walsh-Hadamard
code’ och 'the Reed—Solomon code’).

Ett kéint (i sdna hir sammanhang) exempel pa tillimpning dr RM (1, 5)—koden
som anvindes av Rymdsonden Mariner 9 for att skicka svart-vita bilder av
Mars till Jorden pa 1970-talet. RM(1,5)—koden har lingd 25 = 32 och min-
imumavstand 16. Den kunde och kan saledes rdtta 7 och detektera 15 fel.
Detta var en stor fordel eftersom avstandet till Mars &r langt och &verforin-
gen var osiker. Reed-Muller koden tillater en speciell avkodning kallad 'Reed
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decoding’ som vi tittar ndrmare pa i det sista avsnittet i den hir uppsatsen.

I korthet géller for koden att for varje positivt heltal » och m som upp-
fyller 0 < 7 < m finns en r:te ordningens Reed-Muller kod RM (r,m) som
dr en bindr linedr kod med parametrar

27, (5) + (7) + e+ (7). 277]

Hér kommer for det mesta gélla att » = 1 men det finns nagra generalis-
eringar och kommentarer for r» > 1.

5.1 Definition
For r = 0, som &r trivial, definierar vi

Definition 30. (RM(0,m))
Den 0:te ordnigens Reed-Muller kod, RM(0,m), for m > 0 definieras som
repetitionskoden {0...0,1...1}, dar lingden dr 2™.

Koden innehaller alltsd tva kodord, varav det forsta har Hammingvikten 0
och det andra Hammingvikten 2™.

Definition 31. (RM(1,m), rekursiv)

Den forsta ordningens Reed-Muller kod RM(1,m) ar bindra koder rekur-
st (referens till sig sjalv) definierade for alla heltal m > 1 enligt foljande
(i) RM(1,1) = F3 = {00, 01, 10,11}

(1) form+1>2sd dr RM(1,m+1) =

{(uw,u) : dir we RM(1,m)} U {(uw,u+1): dirue RM(1,m)}

Exempel 19. (RM(1,2)—kod)

Med hjalp av (i1) och till exempel u = 00 fir vi att tvd av kodorden dr
{00,00} U {00,11} wilket ger 0000 och 0011. Fortsdtt pé samma sdtt med de
ovriga tre kodorden fran RM(1,1) sd far vi fram alla 8 kodord i RM(1,2)

0000 0011 0101 0110
1001 1010 1100 1111

Med vara tidigare beteckningar dr det en [4, 3, 2]—linedr kod. En genererings-

matris for RM(1,2) ar

1 111
GRM(LQ) = 0 1 O 1
0 011

Exempel 20. (RM(1,3)—kod)
Pa samma sdtt men med lite mer arbete kan man skriva upp alla kodord ¢

RM(1,3). De dr 16 stycken
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00000000 00001111 00110011 00111100
01011010 01010101 01100110 01101001
10010110 10011001 10100101 10101010
11000011 11001100 11110000 11111111

och bildar en [8,4, 4]—linedr kod.

Det dr inte svart att gissa en genereringsmatris, som ju ska ha 4 rader, men
vi aterkommer till den. Forst det allménna resultatet av det vi sett ovan.

Sats 13. Form > 1 sd dr RM(1,m) en bindr [2™, m + 1, 2™~ | ~linedr kod
dir varje kodord utom O och 1 har Hamminguvikt 2m~!

Beuvis. Det &r klart att RM(1,1) dr en binér [2,2, 1]—linedr kod. Vi noterar
att RM(1,m) &ven kan fas frain RM (1, m — 1) genom konstruktionen i Sats
12, forra kapitlet. Vi anvinder induktion och antar att RM (1, m — 1) &r en
bindr [2™71 m, 2™~2]—linedir kod. Fran Sats 12 far vi att RM(1,m) &r en
binér

[2 - 2™~ m 4 1,min{2-2m2 2™~ 1}] = [2™ m + 1,2™ "] -lineir kod

Visa nu att forutom for 0 och 1 si har varje kodord i RM (1, m + 1) Ham-
mingvikten 2(m+1)=1 = 2™ Enligt Definition 31 &r ett ord i RM(1,m + 1)
antingen av typen (u,u) eller (u,u+1), dir u &r ett ord i RM (1, m).

Fall 1. (u,u), dir u € RM(1,m):

Notera att u inte kan vara 0 eller 1 for d& ar (u,u) noll-vektorn eller ett-
vektorn. Sa, fran induktionsantagandet har vi att w4 har Hammingvikten
2m=1 Dirfér har (u,u) Hammingvikten 2m~1 4 2m~1 = 2. 9m-1 — gm

Fall 2. (u,u+1), dir u € RM(1,m):

a) Om u inte #r O eller 1 sa har den vikten 2™~ = 27"1 pa grund av
RM —kodens konstruktion, dvs exakt hélften av dess koordinater &r 1.
S& hélften av koordinaterna i u+1 &r ocksd 1 (den andra hilften), dvs
Hammingvikten av w41 dr ocksa 2™~ 1. Dirfor ir Hammingvikten av
(u,u+1) exakt 2™

b) Om u =0 s& dr u+1 = 1 s& Hammingvikten av (0, 1) &r 2™
¢) Om u =1 s& dr u+1 = 0 och Hammingvikten av (1, 0) &r ater 2™
O

Med hjalp av satsen ovan (eller Exempel 19) ser vi att RM(1,2) har min-
imumavstand 227! = 2. Det innebir att den detekterar 1 fel, Sats 2. Pa
samma sitt har RM (1, 3) minimumavstand 23~ = 4 och kan dérfor ritta 1
fel enligt Sats 3.
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I likhet med ovan kan man ocksa ta fram en genereringsmatris for RM (1, m+
1) med hjalp av genereringsmatrisen for RM (1, m).

Sats 14. For forsta ordningens Reed-Muller kod gdller att

(i) En genereringsmatris for RM(1,1) dr Grar1,1) = ( (1) 1 )
(i) Om G gar(1,m) Gr en genereringsmatris for RM (1, m) sa far vi en genererings-

matris for RM(1,m + 1) genom

G m G -
mamn = (R )

Bewis. (i) ar uppenbart, (ii) dr en direkt foljd av resultatet i Sats 12. O

Exempel 21. Med hjilp av Ggyy(1,2) fran Ezempel 19 och Sats 14 far vi att
en genereringsmatris (som inte ar pd standardform) for RM(1,3) dr (detta
sdtt att skriva matrisen, inklusive namnen pa radvektorer, dr vanligt i sam-
band med RM-koden,)

1 11111111
o @] |oo0oo0o01 111
RMA3) = 20 ] "l 00110011
T3 01010101

5.2 Kodning

I det hér och nésta avsnitt, som handlar om avkodning, kommer jag anvinda
mig av RM(1,3)—koden. Dess dimension enligt den allminna formeln ges
av

(3)+(2)2(5) e () omrorns

Alltsd samma som antalet rader i genereringsmatrisen. Om vi vill skicka ett
meddelande gor vi det i block om langden 4. Lat (uncoded message)

Muc = (a0a1a2(13)

vara ett sddant block, dir varje a; &r ett tecken.

Det kodade meddelandet blir M, = Z?:o aiGRrar(1,3), dir Grar(1,3), ar rad

¢ fran genereringsmatrisen. Mer om kodning finns i avsnittet Kodning med
linedr kod, Kapitel 3.4.

Exempel 22. (Kodning)
Kodning av meddelandet M,. = 1010 ger med hjilp av genereringsmatrisen
for RM(1,3) (se Exempel 21) kodordet,

31



M, =1-(11111111) 40 - (00001111) + 1 - (00110011) + 0 - (01010101) =
= 11111111 4 00110011 = 11001100

Vi noterar att det kodade meddelandet, M., dr dubbelt s& langt som det
ursprungliga meddelandet, M,,.. Eftersom meddelandet vi vill koda bara har
kodsymbolen 1 pa position 1 och 3 anvinds bara dessa rader fran genererings-
matrisen. Just den informationen &r vad man vill f4 fram for att kunna
avkoda ett ord man mottagit.

5.3 Avkodning

Det finns flera metoder att tillga for avkodning av Reed-Muller koden. Syn-
dromavkodningen fran Kapitel 3.5.2 &r en av dem. Vi ska hér titta pad meto-
den som nidmndes i bérjan av kapitlet och som &r mycket vanlig for Reed-
Muller kod (eng. 'Reed decoding’). Den bygger p& majoritetsavkodning och
gors i flera steg. Majoritetsavkodning innebér helt enkelt att man anvinder
det virde (0 eller 1 f6r binédra koder) som &r i majoritet efter att man genom-
fort sina utrdkningar (se nedan).

For avkodningen fortsédtter vi med den Reed-Muller kod vi nu &r bekan-
ta med, ndmligen RM(1,3). Forst behover vi definiera snittet mellan tva
binéra linedra koder (inte helt olikt unionen i Defintion 29).

Definition 32. (snitt)
Omz==x...xy ochy=yy...yy @r tvd bindra ord sd definierar vi snittet
mellan x och y som

zNy=(T1-Y1.- -TnYn)

x Ny dr alltsd 1 pd den i:te positionen om bide x och y dr 1 pd den i:te
positionen.

Var avkodning anvénder sig av Booleska monomialer och polynom (bland
annat Roman [6] Kapitel 6. Vi definerar dem.

Definition 33. (Boolesk monomial, polynom och reducerad form)

En Boolesk monomial i variablerna x1,...,x, dr ett uttryck pd formen
i, Tiy - - - Tiy, ddr varje x; dr vald fran mdngden x1,...,Ty. Dess reducer-
ade form fas genom att anvinda de tvd allmédnna reglerna x;x; = xjx; och
2?2 = x;. Monomialens grad ges av antalet variabler i den reducerade formen.

Ett Booleskt polynom, p(x1,...,%m), ar en lineirkombination av Booleska
monomialer (med koeffecienter i Zs). Det Booleska polynomet dr i sin tur
pad reducerad form om alla monomialer dr pd reducerad form och eventuel-
la monomialer som dr lika har tagits bort. Det Booleska polynomets grad
bestams av den monomial som har hégst grad i den reducerade formen.

32



Exempel 23. Det dr ldttare att se vad som hdander i en tabell sd vi gér en
sadan. De tre forsta kolumnerna innehdller mdjliga kombinationer av 0 och
1. Har dér m = 3 vilket ger 2-2-2 = 8 rader. Det dr lampligt att (som hdr) ha
dem i storleksordning. Notera likheten med genereringsmatrisen. Den sista
kolumnen dr polynomets vdrde, som ju beror pd polynomkoeffecienterna, men
Just hdr visas p(x1,xe,23) =121+ 1 29+ 0 23

ry T2 T3 P
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Transponatet av p ar ett kodord och kommer att vara mycket intressant for oss
varfor vi ger det ett namn, a, = 00111100. Fér forsta ordningens RM —kod
blir det alltid lika mdanga nollor som ettor, utom for kodorden 00000000 och
11111111. Detta visades i Sats 13.

En allmén definition av Reed-Muller koden (jamfér med tidigare Definition
31) kan nu goras med hjilp av Booleska polynom.

Definition 34. (RM(r,m))

Lat 0 < r < m. Den r:te ordningens Reed-Muller kod dr mdngden av alla
bindra ord a, av lingd n = 2™ associerade med de Booleska polynomen
p(x1, ..., xy) med grad hogst r.

Exempel 24. For RM(1,3) har vir =1, m = 3 och n = 23 = 8. Monomi-
alerna ar {1,21,x9,x3}. Monomialen 1 har grad 0 och monomialerna x1, xo
och x3 har grad 1. De wvektorer som associeras med dessa dr samma som
i genereringsmatrisen, Exempel 21. Koden ges nu av mdngden bindra ord
associerade med de Booleska polynomet p(x1,xa,x3), som har grad hégst 1
(inga potenser). Det har darfor formen

p(x1, 22, 23) = apl + a121 + axx2 + azxs

dir a; = 0 eller 1. Med hjdlp av generingsmatrisens rader © Exempel 21 blir
detta

ao(11111111) + a1(00001111) + a2(00110011) + a3(01010101).
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Riknar man ut dessa kombinationer far man fram samma 16 kodord som i
Ezempel 20. Forutom de kodord vi dépte + Exempel 21 kan man till exempel
fa fram att ag =0, a;y =1, as = 1 och as = 0 dvs det Booleska polynomet
r1 + x9 svarar mot kodordet 00001111 + 00110011 = 00111100.

5.3.1 Euklidisk geometri

Det sista vi behdver innan vi kommer igdng med sjélva avkodningen adr nagra
rader Euklidisk geometri.

Definition 35. (k—flat)

Lat S vara en k—dimensionell delmdingd av 25", dvs dimension m. Bimdngder-
na till S skrivs som b+ S, dar b € Z5'. Dd dim(S) = k kallar vi b+ S for
k—flat.

Eftersom S &r en linedr kod (Definition 12) har den en paritetscheckmatris,
sidg H. Vektorerna i S kan beskrivas genom

reS < zH' =0
Det géller ocksa att
reb+S <= z-beS
vilket intréffar precis da (x — b)HT = 0. Vi sammanfattar och ser att
x € b+ S om och endast om 2 H' = bHT

Med geometriska termer &r vektorrummet Z3' den Euklidiska geometrin,
EG(m,2), av dimension m pa Zs.

Om dim(S) = 0 s& dr biméingderna b + S for 0—flater méngder med en
punkt. Dessa kan skrivas b+{0} = {b} och representerar punkter i EG(m, 2).
Linjerna i EG(m,2) kallas 1—flater, bestér av tva punkter, och &r pé formen

{b,b+c} dirceZp —{0}

Exempel 25. Vektorrummet 73, dvs den Euklidiska geometrin EG(2,2) har
22 = 4 stycken 0—flater (punkter) och (3) = 6 stycken 1—flater (linjer).

EG(3,2) har 23 = 8 stycken 0—flater, (g) = 28 stycken 1—flater (och dven
(8)/(3) = 14 stycken 2—flater).

Raderna fran de tre forsta kolumnerna i tabellen fran Ezempel 23 bildar de
8 tredimensionella punkterna i EG(3,2).
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I Exempel 23 kan man betrakta ordet fran den sista kolumnen, a,, = 00111100,
som en karakteristisk vektor for mangden {010,011,100,101} i EG(3,2) efter-
som dessa &r punkterna i EG(3,2) som hor till a, pa det platser dar a, ar
1. Méngden F' ={010,011,100,101} &r en 2—flat och bildar ett hyperplan i
EG(3,2). Den &r helt bestdmd av de tre forsta vektorerna eftersom den fjérde
dr en summa av dessa.

Sats 15. Reed-Muller koden RM (1, m), m < 3, spinns upp av de karakter-
istiska vektorerna for alla flater av dimension k =m — 1

Bevis. For m = 1,k = 0 i&r RM(1,1) = {00,01,10,11}. Z} dvs EG(1,2) ger
2! = 2 punkter och (3) = 1 linje. De karakteristiska vektorerna &r 01 och 10
for 0—flaterna. Dessa spanner upp RM (1, 1)—koden. Se ocksd Definition 9.

For m = 2 ar RM(1,2) = {0000,0011,0101,0110,1001,1010,1100,1111}. Z3
dvs EG(2,2) ger (2?) = 4 punkter och (3) = 6 linjer. De karakteristiska vek-
torerna 0110, 0011 och 1100 fér 1—flaterna spénner upp RM (1, 2)—koden.

For m = 3 spdnns RM(1,3)—koden upp av fyra av de 14 karakteristiska
vektorerna 00111100, 01101001, 01010101 och 10101010 for 2—flaterna. [

Sats 16. Om F' och E dr flater i EG(m,2) sd gdller att ap - ap = |F N E|
mod 2.

Bevis. |F| anger storleken av F', som i Definition 1. Vénsterledet & = 0 om
skaldrprodukten &r O eller jamnt tal och 1 annars. Det géller att ap - ap =
wt(ap Nag) = wt(apng) = |F N E| O

Sats 17. Lit F = b+ S och E = ¢+ T vara flater i EG(m,2) och b och
¢ tillhéra Z5'. D giller antingen FNE =0 eller FNE =z+ (SNT) for
ndgot icke-noll x + FNE.

Bevis. Om FNE = () sa dr det klart. S& vi kan anta att F N E # (). Lat
vara ett (eller det enda) elementet i F' N E. Visa nu

(1) att alla element x +r € FNE, dirre SNT

(2) att varje element y i F'N E har formen = + r for ndgot r, dar r € SNT.

For att visa (1) s& vet vi att x = b+ s eftersom z € b+ S, omnur € SNT,
och speciellt S, s& galler ocksd att © +r = b+ (s+r) € b+ S eftersom
s+7r € S som &r ett vektorrum. Pa samma sitt giller att x +r € ¢+ T, och
dérfor tillhér x + r snittet mellan b+ .S och ¢+ T dvs FN E.

For att visa (2) antag att ocksd y tillhor F N E. DA giller att x = b+ s
och y = b+ s1 s& x — y tillhor S. P4 samma sétt géller ocksd x —y € T och
dirmed x —y € T N S. Kalla slutligen x — y for —r, da dr y = z 4 r, vilket
skulle visas. O
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Sats 18. Alla flater i EG(3,2) utom 0—flaterna har ett jamnt antal vektorer.

Beuis. Resultatet foljer av resonemanget i beviset for Sats 15. O

5.3.2 Algoritm

Enligt Definition 34 kommer ett kodord i RM (r, m) fran det Booleska poly-
nomet

r
p(:z:l,...,xm) = E E Qjy ... isTiy -+ - Ti, = Q0+ a1T1 + - +a1221T2 + . ..
s=0 il,...,is

med grad hogst r. Vi kan skriva

T

ap = Z Z @iy ,yis Qg .y (1)

§=011,...,s

dar Az, iy ar den karakteristiska vektor som motsvarar monomialen x;, - - -
x;,. Till exempel az, 5, =00000011 for x1 - z9, se tabellen pa sid 38. Vi dr nu
intresserade av att berdkna koeffecienterna i p(z1, ..., ;) Om vi kan berdk-
na varje koeffecient pa flera sétt kan vi anvinda var majoritetsavkodning for
att besluta vilket vérde vi ska ta nir virdena skiljer sig 4t. Det kommer visa
sig att detta later sig gbras genom att multiplicera a, med olika vektorer.
D& r > 1 far man arbeta sig nerat via r,r — 1,7 — 2 osv.

For RM(1,3)—koden har vi r =1,m = 3 s

m
ap = apl + E a;0z,
i=1

{k}c = {jh cee 7jm—1}

dar komplementet tas med avseende pa {1,...,m} som ju ar {1,2,3} for
RM(1,3)—koden och om {k} = {3} s& ar {k}° = {1, 2}.

Berdkna sen skaldrprodukten

“Thm—1 (2)

eftersom det &r en skaldrprodukt kan vi berékna den for varje term i a,
separat. Fran Sats 16 har vi att

ap - Qg .

Ay * Ay oy | = |Fo; N Fy jm,71| mod 2 = ‘Ffizh---f”jmql mod 2

jl"'z
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Dér F,, ar dr méngden (flaten) som z; dr karakteristisk vektor for. Med
hjélp av Sats 18 blir detta 0 utom da Fi,z; ..o ar en enda vektor (0—flat).
Vilket intraffar om och endast om

Jm—1

{i:jla o ~ajm71} = {1: .. ‘:m}
alltsd om
{i} ={j1- - gm}" = {#} 3)
For RM(1,3) och fortfarande {k} = {3} skulle (3) bli
{3} ={1.2}*={3}
Sa& genom att berdkna (2) far vi tag i den dnskade koeffecienten
Up * Qajy ..zjy = Qi

Detta &r bara en berikning av koeffecienten. Vi generaliserar genom att ta
skalarprodukten

a, - a
P b+Fx]-1...zj2

dar b+ Fth% dr en translation av flaten ijl,,,sz

I Euklidisk geometri dr en translation en flytt av varje punkt i en given
riktning och ldngd. Alltsd addition av en konstant vektor till varje punkt.
Translationerna av en vektor &r isometriska.

I det har fallet far vi
S S [Fo, O (b+ Fuy, ay,))| ToOd 2
Produkten kommer vara noll utom da hogerledet
|[Fuy N (b+ Foy )| =1
Omze F,, N+ Fxn-~~%) s& kan vi anvinda Sats 17 som ger att

Fyy N (b4 Fyyoay,) = @+ (Fy, N Fy )y=a+F,

]'1...$]'2 ile.“l‘]é

och detta dr O—flat om och endast om Fzﬂnvv-%‘ ) bestar av en ensam
—

vektor, som tidigare. Alltsd,

ay * Q = a;
P b+Fz]‘1mzjm71 ?

dar {j1 ... Jm—-1} = {k}° och b ar godtycklig vektor i EG(3,2). Eftersom det
finns 21 stycken translationer av 1—flaten

chh <L jo (4)
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far vi 271 alltsa 4 for RM(1,3), uttryck for varje koeffecient a;. Om alla
fyra ger samma virde har inga fel intraffat. Annars kan vi avgora rétt virde

genom att vilja det som &r vanligast forekommande. Forutsatt att hogst
(2m=1 —1)/2 fel intriffat.

Nésta tabell visar bindra ord och motsvarande monomialer i RM (1, 3)—koden.
Det underléttar att ha den framfér sig vid avkodning.

Ord 1 21 29 23 x1-T9 Xo-T3 T1- X3
000 1 0 0 © 0 0 0
ogor 1 0 0 1 0 0 0
010 1.0 1 0 0 0 0
011 1 0 1 1 0 1 0
00 1 1 0 O 0 0 0
101 1 1 0 1 0 0 1
110 1 1 1 0 1 0 0
11 1 1 1 1 1 1 1

Sammanfattningsvis, avkodning av RM (1, m)—kod:

- Undersék koeffecienterna for monomialer med grad 1 och berdikna 2m~!
karakteristiska vektorer for varje sadan.

- Bestdm koeffecienterna genom att vélja det vanligast férekommande
virdet.

- Avgor om koeffecienten ag &r 0 eller 1 (se Exempel 26).
- Undersok om det finns nagra fel i det mottagna kodordet.

Exempel 26. Avkodningsezempel for RM(1,3).

Det kodade meddelandet (coded) M. = (coc1...c7), det mottagna meddelandet
(received) M, = (rory...r7) och det eventuella felet (error) M, = (epes...e7)
forhdller sig till varandra genom

M, = M.+ M, som ocksd dr lika med a,

Antag att vi vill avkoda M, = 00111100 men precis ett fel har intriffat sd
det mottagna meddelandet faktiskt dr M, = 10111100. Vi ser i tabellen ovan
att M. motsvarar flaten {010,011, 100, 101}. Nar meddelandet kodades (med
hjalp av genereringsmatrisen fran Exempel 21) gjordes det pd foljande satt

M, = (a0a1a2a3)GRM(173) = aogl + a1x1 + asxo + asxs

Vi vill berdkna koeffecienterna ag, a1, a2 och as. Som vi sett tidigare kommer
vi fa fyra ekvationer for varje koeffecient. Om det uppstatt precis ett fel kom-
mer tre av dem att ge samma resultat och den fidrde ett annat resultat. Om

38



inga fel uppstitt kommer alla fyra berdkningar ge samma resultat.

Flaterna som dr intressanta dar
Flaten for ag, 4, @r Fy g, = {110,111}
Flaten for agyq, @1 Frog, = {011,111}
Flaten for agz, gy @r Fippg, = {101,111}

Lit oss borja med a3 alltsé k = 3 och {k}¢ = {1,2} och se vilka translationer
som finns. Det bor finnas fyra stycken... Translationerna av flaten Fy 4,

med b=000 dr {110,111} som har karakteristisk vektor 00000011
med b=011 dr {100,101} som har karakteristisk vektor 00001100
med b=100 dr {010,011} som har karakteristisk vektor 00110000
med b=110 dr {000,001} som har karakteristisk vektor 11000000

Vi berdknar nu, for varje b, de fyra skaldrprodukterna
a3 =ap - QiF,, .,
Det ger,
10111100 - 00000011 =0
10111100 - 00001100 = 0
10111100 - 00110000 = 0
10111100 - 11000000 = 1

Véart majoritetsval sdger oss att koeffecienten as dr 0. Pd samma sdtt far
man fram att koeffecienten ao = a1 = 1. For att berdkna ag gor sa har

Mr — ajaqasg - GRM(1,3)2,3,4 = 10111100 — 110 - GRM(1,3)
= 10111100 — 00111100 = 10000000 = ag - 1 + M,

2,3,4

Om ag dr 1 sd dar felet 01111111, dws 7 stycken fel. Om ag dr 0 sd dr felet
10000000, duvs 1 fel. Varfor vi av sannolikhetsskdl siklart drar slutsatsen att
apg = 0.

Eftersom koden klarar att ritta ett fel kommer det inte hinda att vi star
infor vart majoritetsval med 2 st Q:or och 2 st 1:or.

Vi kan sdtta samman de fyra koeffecienterna, 0,1,1 och 0, och se att det
ursprungliga meddelandet var M. = 0110. Man kan med hjilp av M, ocksd
se att det var det forsta tecknet som var fel ¢ M, = 10111100. Det skulle ha
varit M, — M, = M, + M, = 00111100.
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sfarpackningsbegrdnsningen, 23
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successiv elimination, 15
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6 Appendix

6.1 Kodord

RM(0,1)

RM(1,1)

RM(1,2)

RM(1,3)

RM(1,4)

00 11

00 01
10 11

0000 0011
1001 1010

0101
1100

00000000
01011010
10010110
11000011

0000000000000000
0011001111001100
0110011010011001
0101010101010101
1111000000001111
1100001100111100
1001100110011001
1010010101011010

00001111
01010101
10011001
11001100

0110
1111

00110011
01100110
10100101
11110000

0000000011111111
0011001100110011
0101101010100101
0101101001011010
1111000011110000
1100001111000011
1010010110100101
1001011001101001
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00111100
01101001
10101010
11111111

0000111100001111
0011110000111100
0110100110010110
0110100101101001
1100110011001100
1100110000110011
1010101001010101
1111111100000000

0000111111110000
0011110011000011
0101010110101010
0110011001100110
1001011010010110
1010101010101010
1001100101100110
1111111111111111



6.2 Symbolférteckning

£
&

SaAasqat g
)

EEI T amamd

<
[

ST TEEER

=)

(@)

I A
N
\Y

kodalfabet

koeffecient

element i C

méngd med kodord, linedr kod
den utokade koden till C'
Hammingavstand mellan x och y
minimumavstandet
minimumavstandet i C
basvektor

dndlig kropp

flat, méngd
genereringsmatris
paritetscheckmatris
identitetsmatris k x k
dimension

dimension

antal kodord i C

okodat meddelande

kodat meddelande

mottaget meddelande
meddelandets eventuella fel
kodordslangd

sannolikhet for fel

antal symboler i alfabetet A
Informationsgrad i C
uppspand av S

kodsymbol nr ¢ fran alfabetet A
rad nr ¢

binér vektor

binédr vektor

binér vektor
Hammingvikten av x
kodord/vektor
kodord/vektor

floor-function
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