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Sammanfattning

Den storsta skillnaden mellan intuitionistisk logik och klassisk logik &r att
matematiska objekt tolkas som mentala konstruktioner istéllet for ting i
en yttre virld. Da #dndras tolkningen pa disjunktionsegenskapen, eftersom
lagen om det uteslutna tredje inte liangre giller och existensegenskapen for
ett objekt, eftersom vi inte kan hérleda existens med hjilp av reductio ad
absurdum. Jag ténkte undersoka vad det kan fa for foljder att ha detta
tankesétt, till exempel: Hur tolkas sanning inom intuitionistisk logik? Hur
fungerar matematiken? Och varfor kan man ténka sig att ogiltigforklara
reductio ad absurdum och lagen om det uteslutna tredje?
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1 Introduktion

For att visa att ofullstdndighet géller for teorier som innehaller Peanos ar-
itmetik, skapade Godel en metod med vilken man kan uttrycka 'Denna sats
ar ej bevisbar’ matematiskt. Det &r en variant av Russells paradox 'Denna
sats dr inte sann’, och nir man forsoker bevisa Godels sats hirleder man
‘trubbel’. Det vill siga, om satsen &r falsk, kan vi bevisa den, vilket ger att
den ar sann. Men om den ar sann, bevisar vi att den inte &r bevisbar. Men
det medfor att vara teorier inte kommer kunna bevisa sin egen konsistens.!

Inom den klassiska logiken giller pastaendet att, Vz : A(z) V —A(x).
Det vill séga, for alla element z géller antingen pastaendet A(z) eller dess
motsats. Men vi kommer med storsta sannolikhet for atminstone nagra A(x),
inte kunna bevisa vilket av dem det adr som héaller. Ett exempel pa detta ar
till exempel ZFC och Cantors kontinuum-hypotes, som séger att det inte
finns nagon méngd vars kardinalitet dr strikt emellan de naturliga talen,
och de reella talens kardinalitet.

Problemet &r att man inom den klassiska logiken antar att saker och
ting kan vara sanna eller falska oavsett vad vi vet om dem. Detta synsétt
harstammar fran en sorts Platonsk vérldsbild, dar de matematiska talen och
lagarna existerar i en egen extern (ofta fiven 'hégre’) virld. Att da komma pa,
bevisa eller lidra sig, nya matematiska lagar, innebér att man 'upptécker’ en
ny (virlds-)del i detta matematiska kosmos. Ett kosmos dir allt #ir antingen
sant eller falskt.

Det leder till att man i dessa fall anser sig kunna veta saker som man
enligt den intuitionistiska logiken kanske inte kan dra allt for forhastade slut-
satser om. Till exempel lagen om det uteslutna tredje, och ddrmed disjunk-
tionsegenskaper, och reductio ad absurdum, och dérfér existensegenskaper
for ett objekt.

Inom intuitionistisk logik bortser man fran en extern matematisk vérld.
Detta har forstas stora konsekvenser. For att kunna sidga nagot om ett ting
alls, maste vi kunna konstruera det (in i minsta detalj) da vi inte lingre
kan referera till dem som yttre (konkreta) objekt. Sanning och falskhet
forvandlas da snarare till nagon form av konstruerbarhet eller bevisbarhet.

Vi kan nu se att reductio ad absurdum inte nédvandigtvis géller langre
eftersom vi krdaver en explicit beskrivning av z och hur man konstruerar
det. Inom intuitionism skulle man kunna tolka reductio ad absurdum som
(Brouwer)? : 'Jag har konstruerat detta x eftersom jag inte ej kunde kon-
struera det.” Nagot som givetvis kan lata ganska absurt.

I dessa fall maste man antingen explicit visa att reductio ad absurdum
géller. Annars maste man hérleda A pa annat sétt.

L Att en teori T ér konsistent innebiir att man inte kan hirleda bade A #r sann och A
ar falsk ur T.
20versittning av forfattare- 'I have created this x because I couldn’t not create it...’

(1]



Pastaenden som byggs upp med hjilp av lagen om det uteslutna tredje
kan fa en lika mystisk intuitionistisk tolkning, speciellt i samband med Vz.
Vi har till exempel att man inom klassisk logik kan tyda Vz(A(z) v ~A(z))
som att, {or varje x dr satsen A(z) antingen sann eller falsk, vilket kan tyckas
fullt rimligt (under forutséittning att matematiska objekt finns utanfor vart
medvetande). Inom intuitionistisk logik tolkas samma formel som att man
for varje x antingen kan konstruera det sa att A(x) giller, annars giller
—A(x). Detta dr mycket mindre sannolikt, dirfér att det verkar kriva att vi
for varje x ska veta huruvida den har egenskapen A eller =A. Men sa linge
vi har olésta mysterium, sa som: 'finns det odndligt manga tvillingsprimtal?’
ar denna sats falsk.> Antag till exempel att A(z) omm det finns oéindligt
manga primtalstvillingar, vi kommer kanske aldrig fa reda pa ifall det finns
ett x sa att A(z).

Da vi intuitionistiskt sett inte far anvénda oss av reductio ad absurdum
eller lagen om det uteslutna tredje i sammanhang dér vi far anvénda oss
av dem i klassisk logik, verkar man bli mer begrénsad, samtidigt ser man
fler nyanser. Vi kan darfor inte séiga att intuitionism &r varken starkare
eller svagare &n klassisk logik, eftersom man inom bada omradena kan dra
slutsatser som man inte kan inom den andra. Eftersom klassisk logik gar pa
sanning och falskhet, medan intuitionistisk logik pratar om bevisbarhet och
konstruerbarhet, kan man egentligen inte ens jimfora dem i styrka, da de
maéter olika saker.

Detta tankesétt paverkar da mest disjunktionsegenskapen, pa grund av
lagen om det uteslutna tredje och existensegenskapen for ett objekt och pa
grund av att vi inte kan hérleda existens med hjélp av reductio ad absurdum.
Jag tédnkte undersoka vad det kan fa for foljder att ha detta tankesétt, till
exempel: Kan det dnda finnas nagot spar av sanning inom intuitionistisk
logik? Om de matematiska talen inte existerar i nagon yttre vérld, hur exis-
terar de da? Och vad kan det ha for foljder att inte ogiltigforklara reductio
ad absurdum och lagen om det uteslutna tredje?

2 Filosofi kring intuitionism

Vad ar det som kan giltigférklara intuitionismen som logiskt giltigt, och
att foredra framfor den klassiska logiken? Dummett tar upp nagra aspekter
av vad det innebir att se pa matematiska objekt som mentala, och ifall vi
faktiskt har astadkommit nagot med detta.

3Vi har till exempel enligt Godels ofullstindighetssats, att vi aldrig kommer finna en
fullsténdig teori (baserad pa (Peano) aritmetik).



2.1 Meningen med mentala konstruktioner

Trots att mentala objekt verkar 16sa en del problem, skapas samtidigt andra
problem som behéover 16sas. Till exempel, hur kan dessa matematiska objekt
jimforas? Ar mina 2:or desamma som dina 2:or, kommer mina bevis att
halla nir dina bevis haller? Ar mina 2:or idag detsamma som mina 2:or
imorgon, eller maste jag bevisa varje sats igen varje gang jag vill anvinda
den?

Heyting [9] ténkte sig att om man fister vissa viirldsliga egenskaper vid
objekten, har man mojlighet att jimfora ens egna, bade i tiden, och med
andra ménniskors objekt. Aven Dummett téinkte sig att matematiken inte
endast kan vara mental, eftersom vi maste kunna kommunicera den pa nagot
siatt. Nagot som inte gar att kommunicera gar inte att forklara for folk, och
vad dr da matematikens mening?

Dummett [6] tinkte sig att mening endast kan fas genom anviindning.
Han ténkte sig matematiska objekt som schackpjéser, vars mening bestdms
av deras roll och anvéindning i spelet. Héir far inga spelregler vara helt (eller
delvis) mentala, pa sa sitt att en del av schack-spelets regler befinner sig
endast i spelarens huvud och inte gar att kommunicera, eftersom det skulle
medfora att ingen annan kan forsta schack. Detsamma géller de matematiska
pastaenden man skapar i huvudet.

Detta gar hand i hand med hur vi tdnker oss att vi lir oss matem-
atik. Vi ser hur andra anviander addition, och skapar en teori fér hur den-
na regel verkar fungera. Sa ldnge folk runt omkring oss reagerar positivt
nédr vi anvéander var regel behaller vi den, men nér folk reagerar negativt
ifragasétter vi var teori och dndrar kanske pa den lite for att forsoka forbéattra
den till att battre passa ihop med andras anvindning av addition. Vi kon-
trollerar dven att vi reagerar riatt vid andras anvindning av addition for att
se om vi har forstatt rétt.

Pa det séttet lir vi oss dven hur termer och pastaenden fungerar och
vilka roller de har i olika bevis, samt dven vilka roller dessa bevis spelar
inom olika teorier. Ingenstans kommer det in nagot krav, eller ens behov,
av en extern varld vi ej kan se, dér tal och teorier existerar. Utan det &r
endast med hjilp av anvindning som vi kan fa bekriftat att du och jag
tdnker likadant om en viss regel eller ett visst bevis.

Sprak, i savil tal som skrift och naturligtvis &ven kroppssprak, far da en
mycket viktigare roll i matematiska sammanhang, och kan inte lingre ses,
som Brouwer tédnkte sig, som ytterst opalitliga sitt att kommunicera pa,
och en biprodukt av matematiken. Det dr snarare detta hela var férmaga
att téinka matematiskt beror pa [5].

Nér vi tdnker pa mening pa detta sitt for intuitionistisk logik, kan
pastaenden som varken gar att bevisa eller motbevisa fortfarande ha mening.
Atminstone sa linge vi vet hur vi ska anvinda dem.



2.2 Sanningen om mentala konstruktioner

Kommunikation kring matematik sker inte endast mellan intuitionister, of-
ta kan platonister och intuitionister resonera kring ett pastaende pa sam-
ma sitt. Fragan dr hur intuitionister ska forsta ordet sanning (fér att inte
glomma falskhet), och ifall det &r nagot som &r tillgéngligt for dem. For
utan tolkning av sanning dr det svart att tdnka sig hur vi ska forsta vad
platonister menar néir de &r helt sékra pa att nagot &r ’sant’.

Hur ska da sanning tolkas intuitionistiskt? Ska sanning tolkas som en del
av pastaendet? Har vi nagon form av sanning i de medel vi anvénder for att
bevisa ett pastdende? Nagot som giltigforklarar sjalva beviset, och forsédkrar
oss om, att sa linge axiomen och beviset haller, kommer &ven slutsatsen att
halla.

Det dr klart att sanning inte kan tolkas som klassiskt bevisbart. Det
finns olika fall inom klassisk logik dér ett pastaende varken gar att bevisa
eller motbevisa, ett exempel, som redan tagits upp dr ZFC och kontinuum-
hypotesen. Anda anser man i dessa fall att pastandet ska vara antingen sant
eller falskt.

Vad kan man da ha for sorts bevis dir vi kan vara trygga i att in-
gen motsigelse eller falskhet kommer att kunna hérledas? Dummett [7] un-
dersokte tva olika riktlinjer for intuitionistiska bevis, for att se om sanning
skulle halla i dessa teorier.

Bevis och konstruerbara exempel. Inom den intuitionistiska logiken
har vi att vi explicit maste ha bevisat hur man konstruerar ett tal med en
viss egenskap, for att kunna anta att det dr sant att ett tal kan ha den
egenskapen. Vi maste kunna undersdka, just detta objekt och se ifall vart
pastaende om det stdmmer.

Kan vi séiga att, eftersom vi vet hur man adderar, kan vi séiga att 1)
"867592+223159=1090751" &r antingen sant eller falskt, trots att vi inte vet
svaret forrdn vi faktiskt har gjort berikningen? Det verkar helt absurt att
anta att vi inte kan utesluta ett mellanting, vad skulle detta mellanting
overhuvudtaget kunna vara? Vi verkar kunna anta att, fér nagon tidpunkt
k har vi:

(Fx Vy.A(y)) — (Vy.3n. Fn A(y)

Har betyder 5 att vi har hérlett det vid tidpunkt k. I detta fall kan det
tolkas som, (efters)om vi, vid tidpunkt k, har ett bevis for till exempel
addition, som giller for alla tal, har vi for alla tal, ett bevis for att addition
giilller for just 1) tal. Det verkar inte vara sa mycket konstigt med detta.
Samtidigt var vi tvungna att gora ovanstaende berikning innan vi faktiskt
kunde ’'bevisa’ att den var sann. Och det finns ingenting som siger att nagon
faktiskt nagonsin skulle gora just denna berikning.

Ska man anta att ett bevis fér nagot géller, &ven om objektet beviset
géller for aldrig har konstruerats? Och da de mentalt konstruerade objekten



dr de enda som finns, medfor det att vi har skapat ett bevis som géller for ting
som inte existerar? Ett induktionsbevis, bygger till exempel pa att beviset
fungerar for foregaende tal. Men om A(5383982) aldrig har realiserats, kan
vi da verkligen anta A(5383983)7

Detta skulle kunna leda till att vi till slut kan bevisa saker vi vet ej &ar
sanna.

Endast bevisbarhet genom konstruktion. Om vi istéllet antar att
vi endast kan veta sant som vi har konstruerat eller berdknat explicit, finns
det inte mycket vi kan anta. Vi kommer aldrig kunna bygga nagot pa all-
kvantifikatiorer och i princip inte kunna halla pa ens med de naturliga talen.
Pa det séttet kan vi undvika att nagonsin dra en falsk slutsats, men det ar
daremot extremt begréansande.

Man kanske i detta fall kunna ifragasidtta hur mycket man kan ta bort
fran bevisbarhetens hallbarhet. Ett 'bevis’ verkar da snarare bygga pa losa
exempel. All generalitet verkar ouppnaelig for storre méngder.

Det verkar som att vi far tva olika fall av existens. En mer anvindbar som,
da vi konstruerat och bevisat hallbarheten for tillrackligt manga x, antar
att vi dven kan konstruera och bevisa hallbarheten for fler z. Men med
denna version riskerar vi bevisa pastaenden som &r falska. Och en annan
snévare version som kréver explicit konstruktion av varje x, innan man far
anvéanda sig av det i ett bevis. Men denna version leder till att vi endast kan
kvantifiera 6ver ‘'mycket sma’ mangder’.

3 Disjunktion och existens, olika tolkningar

Hér ges nagra exempel pa fall som kan tolkas olika beroende pa hur strikt
man ser pa sanning i relation till mentala konstruktioner. Men &ven i jamforelse
med hur de kan tolkas enligt klassisk logik.

3.1 Existens och odndligt manga primtal?

Det finns odndligt manga primtal, och inom klassisk logik fungerar beviset
som foljande: anta att det inte finns odndligt manga primtal, och hérled
sedan en motsigelse. Det vill siga, vi verkar kunna hérleda pastaendet
A =’det finns oéndligt manga primtal’ med hjilp av reductio ad absurdum.
Nagot vi inte alltid bara kan anvinda oss av inom intuitionistisk logik.

Anda fungerar detta bevis inom intuitionistisk logik, helt enkelt efter-
som det vi faktiskt forsoker bevisa dr B(xz) = 'existensen av ett tal  med en
speciell egenskap (att vara det storsta primtalet)’. Vi bevisar sedan (dock
inte ldngre med hjélp av reductio ad absurdum) att ett sidant tal inte exis-
terar, det gar inte att konstruera, vilket alltsa leder till =B(x).

Att det inte finns odndligt manga primtal p;, innebér att det ska ga att
konstruera ett p, som dr det storsta primtalet. For att folja det klassiska



receptet, kan vi nu konstruera talet ¢ = (p1 - p2 - -+ - pn) + 1 dér p; for
1 <i < n &r ett primtal. Det foljer da att ¢ inte kan vara ett sammansatt
tal ¢ = = -y sddant att minst ett av x eller y 4&r mindre &n eller lika med p,,.
Da far vi att ¢ antingen dr ett primtal, eller ett tal ¢ = x - y fér minst ett
primt x sa att p, < z < ¢. Det innebér att vi, for varje méngd av primtal,
vet hur vi ska hitta ett nytt primtal. Det vill séga, vi kan konstruera odndligt
manga primtal.

I den vildigt snédva tolkningen av existens inom intuitionistisk logik, kan
man dock inte siga sa mycket om existensen av ett storsta primtal. Vi kan
dar endast prata om det existensen av det storsta primtal som vi har skapat
hittills, samt de sammansatta tal vi har konstruerat. Aven om vi skulle
utfora tekniken ovanfor, skulle det endast leda till att att vi har konstruerat
ett (eller flera) primtal till, men inte bevisa att det finns odndligt manga.

3.2 a® &r rationellt for irrationella a,b

Inom klassisk logik gar det att bevisa att det existerar ett rationellt tal a’

dar a och b ar irrationella med hjilp av \/5\@, som antingen &r rationellt
eller irrationellt. Vi vet diremot att v/2 &r irrationellt, vilket ger tva fall:

a) \/iﬁ ar irrationellt, da dr a = \/ﬁ\/i och b = /2.

b) \/iﬂ ar rationellt, da &r a = v/2 och b = /2.

Intuitionistiskt sett géller inte detta eftersom man inte kan bygga nagot pa
AV —A utan att veta vilket av dem som géller. For att konstruera ett intu-
itionistiskt exempel maste man hitta a och b som &r bevisbart irrationella.’

Vi kan da helt enkelt ta a = e och b = In(2).

3.3 10" +1 #r antingen ett primtal eller inte ett primtal

Hur ska vi tolka giltigheten for detta pastaende? I den mindre snéva defini-
tionen av disjunktion och existens inom intuitionism, kan vi utga ifran att
jag, dven om jag inte vet vilket alternativ som haller, kan gbra utrikningen
och dérmed komma fram till svaret. Pa sa sétt &r jag &nda beréttigad att, for
x = 10" 41 och da A(z) innebdr att x ir ett primtal, siiga att A(z)V-A(z)
galler.

I den snévare intuitionismen skulle jag ddremot inte kunna pasta nagot
sandant. Jag har inte explicit kontrollerat vilket av allternativen som haller,
och kan déarfor inte dra nagra slutsatser om pastaendet. Jag kan definitivt
inte bygga nagot bevis pa A(x)V-A(z), vilket jag skulle kunna gora annars.

Vi maste forstds dven visa att vi for varje tal ¢; > pn vet huruvida det #r ett
primtal eller inte, vilket enkelt gar genom att vi successivt provar att dela ¢; med
k:273’47"' 7q7471

®Det visar sig dock att \/éﬁ ar irrationellt [10].



4 Logiska uttryck

Inom intuitionistisk logik ses inte logiken som ett sdtt att forklara matem-
atiken [9, s. 123] [1, s. 39], utan snarare som ett redskap for att visa regular-
iteter [5, s. 8]. Och man kan undra vilket som kom forst. Vi har visserligen
skapat den intuitionistiska logiken, som resultat av att se matematiska tal
och formler som mentala objekt och dess egenskaper och relationer till andra
objekt. A andra sidan kanske vi inte skulle viilja att tro pa ett matematiskt
bevis om vi inte fick nagon form av sanningskénsla, som talar om for oss
vad som &r det ritta att gora.

Pa sa sitt paverkar vi vilka teorier som ’haller’ genom att sjélva bestamma
de regler som bestdmmer vilka teorier som &r hallbara. Vi anpassar logiken
efter vara egna onskemal och da kan man foérstas undra hur palitlig den
faktiskt &r.

Men trots att logiken inte har haft sa hogt anseende for alla, har manga
dnda formulerat formella system for att tydligt kunna klargéra vad som
fas och inte far goras inom den intuitionistiska logiken, matematiken och
tankeséttet.

A AN B giller omm A giller och B géller.
V : AV B giller omm vi vet att A géller eller vi vet att B giller.
3: 3z A(z) &r sant om det finns ett bevis for nagot/nagra tal n i A(n).

Detta ger upphov till endast en (indlig méngd) beriikning (-ar).
V:VzA(z) giller omm vi for nagot tal n har att A(m) géller.

—: A — B de antaganden som leder till A (tillsammans med eventuella

andra antaganden), leder dven till B.

— : A Negation definieras = A <> (A — 1 = 0) . Det vill séiga, nér vi bevisar
A kommer vi dven bevisa att 1 = 0, men eftersom vi vet att detta aldrig
kommer att hénda, vet vi att vi heller aldrig kommer konstruera ett bevis
for A.

For ett tal n har vi m som betecknar talet. For samma n skulle 7 alltsa
kunna vara ’elva’, ’11°, °XT’...

4.1 Olika exempel

Vi har att 1) A — ——A, vilket man kan tolka som; da vi har ett bevis for A
kommer vi aldrig kunna bevisa att vi aldrig kan bevisa A. Diremot géller
inte, =—A — A, eftersom vi inte anvinder oss av reductio ad absurdum.
Aven om vi har bevisat att vi aldrig kommer bevisa att A inte kan bevisas,
betyder inte det att vi kan sluta oss till att A géller.



Vi har daremot att ———A — —A.

AL A2
1
Ly
—A

Vi har att (-A A =B) <> (A V B), vilket kan tolkas som, da vi aldrig
kommer hitta ett bevis for A, och aldrig kommer hitta ett bevis for B,
kommer det inte vara sa att vi nagonsin hittar ett bevis for att (A V B)
géller. Hérledning for —-:

[~AA-BJ?
AT -4
1
[Av B? [B! B [~AA-BJ?
B -B
L
-(AV B)

(~AA-B) = ~(AV B)

Vi har dven att (-AV-B) — =(AAB), men ddremot kan vi inte hérleda
=(AA B) = (=AV —B) utan att anviinda oss av reductio ad absurdum|3].%

Intuitionistisk logik &r pa sa sitt grunden till den konstruktiva logiken som,
som namnet antyder, ser vad som gar att konstruera och berikna.” D& ett
objekt maste konstrueras in i minsta detalj, kan man inte hirleda nagot ur
AV B sa liange man inte vet vilket av A eller B som giller. Det dr just dessa
slutsatser som &ven en dator kan gora, da en dator, for att kunna konstruera
nagot, maste veta explicit vilket utav A eller B den ska konstruera pa.

5 Heyting och Peanos axiom

Naturliga talen N gar inte att definiera pa samma sétt som i den klassiska
matematiken, dir de anses finnas i nagon yttre vérld, utan maste ges en
utforlig forklaring.

Heyting anvénder sig av Peanos axiomatiska system for att bygga upp
en grund till matematiken.

For att visa hur man konstuerar sjélva de naturliga tal, skapade Peano
nio axiom. For att kunna konstruera de naturliga talen, eller nagot 6verhuvudtaget,
maste man ha nagot att borja med, att bygga resten pa. Peano anvénder 0,

5Se [9, s. 100] for ett motexempel till =(A A B) — (mAV —B)
"Konstruktiv logik skiljer sig dock genom att man inte utesluter extern virld.



vilket ger forsta axiomet:
P10eN

Sedan behéver man en operation, efterféljaroperationen ’, fér € N och
genererar z:ets nistfoljande tal. Med hjilp av dessa kan man sedan generera,
konstruera, resten av de naturliga talen:

P2.VzxeN:2 €N

Ett naturligt tal n € N konstrueras alltsa genom att man succesivt byg-
ger upp det fran 0 med hjilp av operationen ’ . Vid varje tillfille kan man
sedan stanna upp i kedjan och se pa det tal man &r pa.

Man behéver nu skapa relationen: =" (och dess motsats # som géller da
denna relation ej giller)® och for att vara sikra pa att den #r en ekvivalens-
relation, visar vi att den atminstone har reflexivitet, symmetri och transi-
tivitet samt att den &r sluten under operationen.

P3.Vz.x =2

P4.VaVy.(x =y >y ==x)

P5. VaVyVz.(z =y Ay=2) >z =2)
P6. VavVyx =yAxzeN—=>yeN

Vi vill nu definiera 2 egenskaper fér vara tal med hjélp av relationen '=’.
P7.Vz.2' #0
P8. VaVy.(2' =y =z =1y)

Sist vill vi ha en induktionsoperation:

P9. A(0) AVz(A(z) = A(2))) — Vo (A(z)) ©

Least number principle: Trots att induktion géller, kan man inom intu-
itionismen inte siiga att LNP giiller sa linge inte A(x) dr avgorbar. LNP ges
av:

Jz: A(z) — Jx: ((A(x) AVy<—A(y))

Det vill sidga, bara for att vi vet att A(z) giller for ett visst x, behover
det inte vara avgorbart for alla y < x ifall A(x) géller. Da ett oavgorbart
y intréffar vet vi inte vilket utav x eller y som &r det minsta sadant att A
géller.

8Inom den intuitionistiska logiken (framst geometrin) skiljer man pa # och # , som
i den konstruktiva matematiken endast ses som #. Skillnaden inom den intuitionistiska
logiken &r att # innebér att x och y ar olika, medan # innebér att det finns en ’positiv
skillnad’ mellan x och y. Det vill séiga, att x och y faktiskt &r skilda at. Inom aritmetik kan
man dock visa att # och # dr ekvivalenta, till exempel pa grund av efterfoljar funktionen
nér det géller naturliga tal [9].

°T de fall man inte vill anviinda sig av all-kvantifikatorn Gver méngder (utan endast de
naturliga talen), kan man ersiitta den med ett axiomatiskt schema, som tar upp varje fall
for sig. Detta leder dock till att vi far odndligt antal axiom [6].
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5.1 Exempel pa funktioner i PA.

Med hjélp av andra ordningens logik (logik med méngder och t.ex. €) kan
vi skapa foljande binéra funktioner'® och sist relationen:

+) Vex+0==x
V,y.x +(y) = (v +y)

-) Vzr-0=0
Ve,yx -y =x+zx-y

Dr<y=T20#0Az+z=y)

Vi far da till exempel att 242 ger:

((0)'Y + ((0) = (((0)Y + (0))" = ((((0)Y +0)'Y = ((((0")))

Vilket &r detsamma som 4. Multiplicering av tva tal gar att rdkna ut pa
liknande sétt. For ett tal m # n kan vi se om det finns i kedjan av talen 0
till och med n eller ej. Om ja, m < n. Om nej, m > n.

5.2 Heyting-Aritmetik (HA)

Heyting anvinder axiomen, ett delsystem av Peanos (klassiska) aritmetik
PA, for att sedan visa hur intuitionistisk logik gar ihop med detta system.
Heyting infér en omskrivning A* av det formella uttrycket A sadant att, om
ett antagande A* dr sant i PA dr det dven sant 1 Heytingaritmetik (HA)
om A dr atomér, dvs. inte innehaller nagra konnektiv ( V, A, -, — ). Dum-
mett [6, s. 36] definierar da: A* och man far dessa regler for att Sversétta
PA — HA.

A* = A om A &r atomir.

ANB)*=A* A\ B*

AV B)* = =(=A* A -B¥)

A — B)* = A* — B*

=

Ol

=
I

V. A*(x)
= —Vx.mA*(z)

RN

=

-

=
!

Exempel Att Vz.(A(xz)V-A(z))* dr sant i den klassiska Peanoaritmetiken,
ger Va. ((A(z)V-A(z))) *, vilket enligt 3. ger Vz. (= (=(A*(z)A=(=(A*(2))))),
dér A ar atomér. Ur detta far vi med hjélp av intuitionistiska hérledningsregler,
till exempel (=A A =B) — =(AV B), att Va.(=(=(A(z) V ~A(z)))).
Men som vi vet medfor inte dubbel negation att ett pastaende faktiskt

¥Dessa funktioner kan sigas vara primitivt rekursiva funktioner (pa sa siitt att ett visst
tal definieras med hjélp av dess féregangare), men for att visa att (primitivt) rekursiva
funktioner éverhuvudtaget far anvindas i en teori byggd pa Peanos axiom, behéver vi
anvinda oss av + och - . Vi kan istéllet se pa +, - och < som att tillhora det aritmetiska
spraket, och tolkas som adition, multiplikation och 'mindre &n’.
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géller, alltsa far vi inte samma pastaende for HA som vi har i PA.

6 Definitioner

6.1 Existensegenskaper och disjunktionsegenskapen

Intuitionistiska formella system, med en teori T, kan innehalla savil en dis-
junktionsegenskap (DP) [1]

TH(AVB)—-TkFAeller THB

som en numerisk existensegenskap (NE) [1]
TH3z: A(z) > TH AR)

for nagot m, dér endast x &r fri i A.

DP foljer mycket vil det informella intuitionistiska séttet att se pa dis-
junktion, och att se pa hur matematiken och intuitionen kommer fore det
formella. Det vill sédga, det stimmer 6verens med att man inom intuition-
ismen menar att vi vet att AV B om och endast om vi antingen vet att A
eller vet att B.

Man skulle nu kunna fraga sig om detta faktiskt alltid stimmer, eller
om det gar att konstruera ett exempel dir AV B gar att deducera, utan att
det gar att bestdmma huruvida det dr A eller B som ér formellt bevisbar.

Ungefir detsamma géller for numerisk existens. Det gar att téinka sig en
situation dér vi vet att Jx.A(x) giiller men dér vi inte har bevisat A(7) for
nagot specifikt n.'!

Till exempel har vi dven termexistensegenskapen (TE) [1]:

3x.A(z) — (A(t) At L)

1Esr exempel pa en intuitionistisk teori T dér NE inte haller har vi enligt Troelstra
[11, 1.11.2] teorin T = HA U 3z. A(z) dér A(z) &r:

Proof (x, #(1 = 0)) V Vy=Proof (y, #(1 = 0))

dér, for alla pastaenden P: Proof (y,#P) om och endast om HA + P.

Da HA é&r konsistent &r Yy—Proof (y, #(1 = 0)) intuitionistiskt sant i HA, och alltsa
dven Jz.A(x) sann. Men om Vy—Proof (y,#(1 = 0)) kan vi hérleda Proof (7, #(1 = 0))
vilket 72 som helst. Det vill siga 1): = A(R) < Yy.—Proof (y, #(1 = 0)) for nagot 7.

Enligt defenintionen av A(z) har vi dven 2):

F3z.A(z) < (EIy.Proof (z,#(1 = 0)) V Vy=Proof (y, #(1 = 0)))

Antag nu att - Jzx.A(z) <> A(7), da har vi enligt 1) och 2) att 3):

F (3y.Proof (x,#(1 = 0)) V Vy—Proof (y, #(1 = 0))) — Yy—Proof (y, #(1 = 0)

Och dérfor att = Jy. Proof (z, #(1 = 0)) — Yy—Proof (y, #(1 = 0)) vilker ger:

F Yy—Proof (y,#(1 = 0)). Men enligt Gédels andra ofullstéindighetssats kan en axioma-
tiserbar och konsisten teori (vilket HA U Jz.A(z) &r), inte visa sin egen konsistens.

Den numeriska existensegenskapen giller alltsa inte i detta fall, trots att teorin T &r
intuitionistisk.
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dér ¢ dr en term och ¢ | utlises att 't dr definierad’. Jz. A(x) maste inte vara
sluten i detta fall, men ¢ maste ha sina fria variabler bland de fria variablerna
idzA(x).

For en viss teori T kan det hiinda att termexistensegenskapen inte haller,
helt enkelt eftersom det finns fler objekt &n det finns termer. Déremot har vi
att termexistensegenskapen kan halla utan att den numeriska existensegen-
skapen haller eftersom vi kanske inte kan hitta ett specifikt tal m sadant att
en viss term t = m.

Det visar sig disjunktionsegenskapen ofta géller samtidigt som den numeriska
existensegenskapen (NE) for Heytingaritmetiken samt eventuella utvidgningar
av den, vilket bland annat beskrivs av Anne Sjerp Troelstra [10].

Sedan ska vi visa att disjunktionsegenskapen faktiskt medfér den nu-
meriska existensegenskapen for flersortiga'? (aritmetiska) extensioner av Heytin-
garitmetiken, vilket visas av Harvey Friedman [8]. Men for ett bevis for
flersortiga aritmetiska extensioner behovs forst nagra definitioner.

6.2 Primitivt rekursiva funktioner

En primitivt rekursiv funktion &r en funktion f : N¥ — N som kan beriknas
med hjéilp av funktionerna 0, efterfoljarfunktionen ’, samt:
U (21,22, .oy Tiy oo, Tp) = x; det vill séiga, en funktion som viljer det i:te
elementet bland en rad element. Klassen av primitivt rekursiva funktioner
ska dven vara sluten under substitution och rekursiva operationer, vilket
kraver komposition.'?

Sluten under komposition innebér att vi, for primitivt rekursiva funktio-
nen f(x1,...,z,) och primitivt rekursiva funktionerna
9G1(Y1s -y Ym)s oo Gn (Y1, -y Ym) far en ny primitivt rekursiv funktion:

h(yla vy ym) = f(gl(ylv .y ym)v ceey gn(yl: vy ym))
Man kan dven fa en ny funktion f med hjilp av primitiv rekursion, sa att:
f(2,0) = k(x)

f(x,y+1) =g(1:,y+1,f(:v,y))

for en n-stéllig funktion f, en godtycklig n-1-stéllig funktion & och en god-
tycklig n+1-stéllig funktion g.

12 Att vara ensortig innebir att man endast har en doméin, detta kan till exempel vara de
naturliga talen eller de reella talen. Att en teori dr flersortig innebér att den har flera olika
doméner. Ett exempel pa det dr vektorrummet, ddr den ena doménen bestar av vektorer,
och den andra skalérer, t.ex. de reella talen.

13Fsr bevis for att dessa gar att beskriva i en teori T som #r en extension till Peanoar-
itmetiken, se [2].
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Aven relationer (och mingder), P(z), kan vara primitivt rekursiva. Det
giiller niir det finns en primitivt rekursiv funktion ¢p(z) som, for varje x,
kan tala om ifall P(z) géller eller inte, (eller om « tillhér méngden eller €j).
Det vill séga:

[ 1 om P(x) géller
cp(z) = { 0 om P(zx) inte géller

Vi har dven rekursivt upprikneliga méangder, dessa har inte kravet att det
ska ga att bestdmma vilka objekt som inte ingar i méngden. Vi kan endast fa
reda pa ifall ett objekt, efter andlig tid, tillhér médngden. Det karaktéristiska
funktionen blir da istéllet:

ep(a) = 1 om =z tillhér méngden
P odefinierad om x inte tillhér méngden
6.3 Godelnumrering

Vi kommer behéva Godelnumrering. Gédelnumrering innebér att vi sétter
ett unikt nummer for varje konnektiv, kvantifikator, variabel, predikat och
formel i T. Vi kan da till exempel fa ett schema som ser ut pa fojlande sétt:

Tabell 1 exempel pa schema till Gédelnumrering

symbol () , = V. A — I V¥V = A? bk
kod 1 3 5 7 9 11 13 17 19 23 2.5 22.37.5 23

. 3n

.5t

Predikatet < som da till exempel &r Ag far da kodnummret 2232 .59 = 36,
och0 = 8 far pa samma siitt kodnummret 23.39.59 = 8, efterfoljarfunktionen
"= fl far d& kodnummer 24 och + = f& far kodnummer 72. Hur vet man
vilken funktion som tillhor vilket fj*? Det bestdmmer man sjélv, men man
ska se till att vara konsekvent, har man en gang satt < som A2 #r den alltid
det.

Vi anvénder alltsa en injektiv funktion # for att tolka om pastaenden,
formler etc. en teori T till kod-tal. Méngden av dessa kod-tal kallas Godeltal
och noteras med w. Méngden w innehaller alltsa naturliga tal men poéngterar
att de star for pastaenden etc. i T. Exakt vilka tal som ingar beror pa vilken
funktion # man véljer, och att den &r injektiv syns, i just denna version,
genom att inga primtal stérre &n 23 forekommer i méangden.

7 Bevisi HA

7.1 Disjunktions- och existensegenskaper giller samtidigt

Visa vill nu visa att HA, har DP och NE, med hjélp av Anne Sjerp Troel-
stras bevis[10].
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Vi ska visa att DP och NE giller samtidigt for HA samt fér ensortiga
extensioner av HA. Vi bérjar med att introducera en Aczel-slashrelation for
att lattare kunna avgora vilka hirledningar som far goras i HA.

Ur HA kan man hérleda den intuitionistiska definitionen av disjunktion,
vilket kriver att det maste finnas existens:

HAFAVB+ Jz.((x=0— A)A(z #0— B))

Aczel-slashrelationens (hérefter forkortad slashrelationen) intuitionistiska
uppbyggnad forsdkrar oss om att vi inte kommer kunna hérleda nagot som
inte dr intuitionitiskt. Relationen uttrycker de intuitionistiska férvéintningarna
pa konnektionerna och kvantifikationerna.

Definition: slash-relation.
I dr en méingd pastaenden i HA, I ér hiirledningsbarhet i HA och | dr
slashrelationen. Att A &r prim innebér att A endast bestar av ekvationer
och := betyder att vansterled ar definierat av hogerled.

For slutna pastaenden A definierar vi da:

(i) T|A =I'FAom A ér primeller A= 1

(i) TIAAB :=T]A och T'|B

(ii) T|AvB :=T|A eller T'|B

(iv) TJA-B :=T|A=T|Boch'FA— B

(v) T|Vz.A(z) :=TFVe.A(x)och I'|A(m) for alla namn pa tal
(vi) T|3z.A(z) :=T]A(n) for nagot m

Lemma 1 T'/A=TF A

Beviset fas med hjilp av induktion pa (lingden av) formeln A. Da A &r prim
eller | &r det enkelt att se att detta géller. Néar konnektiv liggs till kan man
reducera det till att endast vara 6ver A och B vilka vi redan vet att detta
fungerar pa.

Fall AV B Vivill visa att T|/AV B ger ' - AV B. Da vi har att T'|AV B,
har vi enligt (iii) att antingen 1) T'|A eller att 2) T'|B. I fall 1) har vi
enligt (i) at ' = A, och i fall 2) har vi enligt (i) att I' F B. I bada
fallen kan vi anvéinda oss av V-introduktion for att fa I' - AV B.

Fall 32.A(z) Vi vill visa att I'|3z. A(z) medfor I' - 3z.A(z). Da vi har att
I|3z.A(z) har vi enligt (vi) att I'|A(m) f6r nagot m. Men da har vi
enligt (i) I' H A(R) fo6r nagot @, men da har vi enligt -introduktion
att I' - Jz. A(z).

Vi vill dock dven forsdkra oss om att da det finns en sluten term ¢ sa att
T'|A(t), kommer #ven finnas ett tal sa att A(¢y,--- ,t,). Detta far vi med
hjélp av néista lemma.
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Lemma 2 Lat tq,--- ,t, vara slutna termer, och #q,--- ,%, de tal som fas
genom att man utvecklar dem. Da har vi for slutna A(ty,--- ,t,):

Bevis. Steg 1). Vi maste forst visa att vi (ur HA) kan hérleda att
en sluten term ¢t = t. For att visa detta, antag att alla primitivt
rekursiva funktions-symboler ¢, ir (odndligt) numrerbara genom att
©0, Y1, P2, - - dar varje p, endast dr definierad med hjilp av de ¢; for
i < n. Med hjilp av induktion dver n ska vi forst visa att 1):

F @n(Wh 7Wp) = @n(ml,"' amp)

ar bevisbar for alla my,--- ,m,.

Vi har forst att o(71, - - - ,7,), inte dr definierad med hjilp av nagra
andra funktioner. Det vill sdga, den bestar endast av basfunktionerna:
0, -efterfoljarfunktionen eller Ui (x1,--- ,x,) = z; som viljer ut det
ice elementet.

Eftersom dessa &r primitivt rekursiva funktioner, gar de att rikna ut
i HA, sa oavsett vilken av dem g &r, kan vi rikna ut virdet for
wo(mr, -+ ,m) till po(m1,---,mp). Vi har ddrmed att:

= @O(Wla 7Wp) = QDO(mla"' 7mp)

Antag nu att 1) géller for ¢, for r < k — 1, vi har da ¢ endast ar
definierad med hjélp av @; for i < k att:

k(M- ry (ML, ), )
for nagon kombination av T, och ¢, (T, -+ ,Mm1,) 1 k.
Enligt antagande kan vi berdkna ¢, (1, -+ ,m1,.) till o, (M, -+ ,mq,).

Nu kan vi dven berékna ¢y, och vi har att 1) géller. Vi kan dérfor
berikna varje slutna term ¢ och fa ¢.

Steg 2). Vi har nu, enligt steg 1) samt Peanos axiom om ekvivalens-
relationen for tal att 2):

THA(t1, - ,tn) © TEA(t1, - ,tn)

Steg 3). Med hjilp av induktion 6ver A kan man nu visa lemmat. Fal-
let da A &r prim visas med hjilp av steg 2) tillsammans med (i).

Fallet A=BVvVC
Satt B’ och C’ fér de B och C dér termerna ty,--- ,t, ar utbytta till
t1,-+,t,. Vi far da att:

BV C — (I'|B eller I'|C)
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Vi kan da, enligt steg 3) byta ut termerna tq,--- ,t, till ¢1,--- ,¢, 1 B
och C och vi far da, med hjilp av (iii) att:

IBVC & (T|B eller T|C") & T|B V'
Fallet A=B — C

Satt B’ och C’ for de B och C dér termerna ty,--- ,t, ir utbytta till
t1,- -, tp. Vifar da enligt (iv) att:

'NB—C«< (I'|B=T|C)och'FB - C

Vi kan nu byta ut termerna t1,--- ,t, till £1,--- ,%, i B och C enligt
steg 3) och steg 2). Vi far da, enligt (iv) att:

IB—C& (OB =T|C)ochTHB = C & T|B —C
O

Detta visar att man kan ga at ena hallet, for att kunna bevisa att HA har
disjunktionsegenskapen savil som existensegenskapen maste vi d&ven kunna
ga at andra hallet.

Sats 1 Om I'|A VA € T har vi att

I'tB=T|B

Aven detta lemma visas med hjilp av induktion éver formler, och jag nojer
mig med att visa nagra exempel.

Fall A Detta foljer per definition av (i).

Fall A A B introduktion Vi kan beskriva introduktionen genom I'|A —
(B— AAB). Vimaste nu visa att 1) ' - A — (B — A A B) och att
2)T|A=T|B — AAB. Vihar 1) giller da vi kan héirleda detta i HA.
For att fa 2), anta att vi har I'| A, och anta sedan att I'| B, vi har da att
I'|AAB, vilket enligt lemma 1 ger att vi har I' = AAB. Vi far nu enligt
(iv) att I'|B — A A B, och didrmed har vi visat I'|/A — (B — A A B).

Fall AV B introduktion Detta visas enkelt da vi har att I'|/A = T'|AV B
giiller per definition, samt I' - A — (AV B) pa grund av introduktion-
sregeln. Vilket ger att I'|A — (A Vv B) enligt (iv).

Vi kan nu undersoka ifall olika pastaenden &r intuitionistiskt bevisbara
genom att se ifall de dr hérledbara ur Heyting-aritmetiken.
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Exempel: HA FVz.(z =0V dy.z = (y))

Vi vill bérja med att visa att HA -7 =0V Jy.n = (y)’ giller for alla
7, sa att vi kan anviinda (v).

For att kunna anvénda (iii) behéver vi visa att: [ = 0 eller att |Jy. 7 =
(y)'. Vi far tva fall:

Fall 1): [n = 0. Da den &r atomér har vi enligt (i) att HAF 7 =01
det fall d& @ = 0 ar sann, annars dr det falskt, och for att exemplet da
ska halla maste fall 2 halla i dessa fall.

Fall 2): |3y.n = (y)’. Detta giller, enligt (vi) da [m = (m)’ fér nagot m.
Detta utesluter dock att m = (m)’ = 0 enligt Peanos sjunde axiom,
men da har vi redan sett att fall 1 géller. Vad géller alla andra 7 har

vi enligt Peanos andra axiom att, dd m € N att n € N och dérmed
att fall 2, och alltsa dven HA - Vz.(z =0V Jy.z = (y)) giller.

Lemma 3
(AVB) < Jz((x=0—A)V(z#0— B))

ar bevisbar 1 HA.

Bevis. Vi visar forst —. Pa grund av reglerna for V-elimination maste
vi alltsa visa att A medfér 1) 3z((z =0 — A) V (z # 0 — B)) samt
att B medfor 1). For att 1) ska gélla, behover vi visa att antingen 2a)
7 =0— A eller 2b) @ # 0 — B for nagot n, enligt (vi) och (iii).
Antag att A géller. Vi vill da visa att m = 0 — A géller, men vi har
att A — (P — A) for nagot pastaende P, alltsa dven for P = (0 = 0).
Det vill séga, A medfor att 1) géller.

Antag att B giller. Vi vill da visa att 2b) giller, vilket vi far genom
samma resonemang. Alltsa medfor B att 1) giller.

Nu vill vi visa att < géller. Vi har enligt (iv) och (vi) sedan att
mM=0— A)V (7 #0 — B) ska medféra AV B. Viser att da =0
giller, far vi att A giller. I annat fall har vi att m = ((--- (0))"---) for
nagot antal efterféljarfunktioner, vilket enligt Peanos 7e axiom medfor
att m #£ 0, vilket ger att B giller. I bada fallen far vi AV B med hjilp
av V-introduktion. O

Sats 2: HA har DP och NE.
Vi kan definiera disjunktionsegenskapen i HA med hjélp av:

(AVB) < 3z((z=0—A)V(z#0— B))

I lemma 3 sag vi att detta kunde hérledas ur HA. Vi behover nu endast
visa att disjunktionsegenskapen eller existensegenskapen géller. For att visa
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disjunktionsegenskapen antar vi att HA + (A V B). Da har vi att (A V B)
vilket giller antingen da |A eller |B, det vill siiga antingen - A eller - B.
For den numeriska existensegenskapen antar vi att HA + Jz. A(z) vilket ger
att |Jz.A(z). Detta giller da |A(m) for nagot m, vilket ger att HA - A(W)
for nagot 7.

Sats 3: En teori T=HA+T, da I'|C for alla C € T', har DP och NE.

Detta har vi eftersom teorin T da uppfyller kraven for sats 1, vilket
leder till att vi kan definiera disjunktion med hjilp av existens pa samma
sétt som nér vi endast befinner oss i HA. Beviset ér alltsa som for i forra
satsen.

8 Generellt bevis

Det &r ingen tillfdllighet att HA innehar bade disjunktionsegenskapen och
den numeriska existensegenskapen.

Lat ensortig HA( vara HA utan kvantifikatorer. En teori T formulerad
i flersortig intuitionistisk predikatlogik med identitet, #r en extension av
HA, om dess axiom inkluderar alla axiomen i HA(. Denna extension T
kommer att ha disjunktionsegenskapen, om och endast om, for varje sluten
konsekvens AV B, A &r en konsekvens av T eller B dr en konsekvens av T.

Friedman [8] har lyckats visa att disjunktionsegenskapen finns en teori
TDO HAj alltid leder till numerisk existens oavsett hur T ser ut, sa ldnge
den &r rekursivt uppréknelig och en extension till aritmetiken (det vill siga
en flersortig extension av HA( utan identitet).

Déremot ségs ingenting om andra existensegenskaper. Man kan ténka
sig en teori T dér disjunktionsegenskapen giller, men dér till exempel term
existens egenskapen inte haller. Antag att vi har en teori {Jz.A(x)} dér A
dr atomér, det vill sdga utan konnektiv, i ensortig intuitionistisk predikat-
logik. Har géller disjunktionsegenskapen, men det ar inte sikert att det finns
tillrickligt manga termer for att nimna alla ¢ sa att A(t) géller.

Vi kommer borja med att anta en teori T som innehaller HA, och vill
sedan, utifran (i ett metaperspektiv), studera hur de olika pastdenden i T
paverkar varandra. Detta gor vi enklast genom att forst inféra en (Godel-
)kodning som ger alla olika formler i T ett unikt nummer.

Nar vi vil har dessa nummer kan vi skapa funktioner som kan visa hur
de olika koderna (och dédrmed pastaenden, formler etc i T) sitter thop. Vi
kan sedan utifran detta konstruera ett visst pastaende A(z) och med den
visa att ett pastaende Jx.P(x) kan visa sin egen existensegenskap.

Lemma 1 Det finns en injektiv funktion # : T — w dvs, fran méngden
av formler i den rekursivt uppréikneliga teorin T till de naturliga
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(kod)talen w, det vill séiga helt enkelt ett specifikt sétt att koda al-
la talen. Samt primitivt rekursiva funktioner neg, prf och sub fran de
w till w sadana att:

1) for alla formler A giiller att: neg(#(A)) = #(—4).
2) for alla formler B giller att:

T F B om och endast om In.prf(n,#(B)) = 0
3) for alla formler C' = C(z) giller att: sub(#(C)) = #(C(#(()))

Det som hénder dr att vi sdtter namn pa alla de olika pastaendena i T
och fixerar dem pa sa sitt att det t.ex. finns en funktion (neg) 6ver det tal
till pastaendet A och som motsvarar koden till pastaendet =A%,

For 2) utldses T F B som ’B ér hirledbar ur T'. Vi far da att n dr koden
for beviset av B.

Nir det giiller sub goér man en diagonalisering, det vill séiga (av alla tal)
véljer vi att substituera med det tal som sjélva formeln har.

Lemma 2 For varje symbol F : w® — w till en k-stillig primitivt rekursiv
funktion som kan beskrivas i T finns en primitivt rekursiv funktion
|F|: N*¥ — N sadan att |F|(n) =m — T+ F(7) = m.

For varje primitivt rekursiv funktion f : w* — w finns det en primitivt
rekursiv funktionssymbol F' sa att f = |F]|.

Det vill sidga, varje primitivt rekursiva funktion f 6ver kod-tal beskriv-
er en primitivt rekursiv funktion |F| i T. Varje primitivt rekursiv funk-
tion |F| i T kommer dven ha en representation F' 6ver kod-talen.

Exempel (for addition) Antag att vi vill representera addition, en funk-
tion i T, som en funktion hirledbar ur T. Det vill sdga att vi for
tvastilliga |F|(x,y) = 2 vill skapa F : w? — w si att F(Z,7) = Z.

Vi har till exempel |F|(3,2) = 34 2 = 5, samt Goédelnumreringen av
invérden och utvérden:

Tabell 2 Géodelnumrering for tal
symbol |3 I3 F[3
kod 23.30.52 =200 23-3%.53=1000 23-3Y-5°= 25000

Vi vill nu att |F|3(3,2) = 5 ska koden med 3 och 2 som invirden i F
innebira attska ge att FZ(200,1000) = 25000.

- A i sig &r en speciell kod byggd pa en sekvens: < —, A >, éven hir kan man sjilv
vélja hur man vill bygga upp koden for sin sekvens, bara man dr konsekvent. Ett exempel
ir att ge sekvensen o, @1, - - ,Tn_1 koden 27 .3%0 . 5% ... r¥n—1 dir ¢ #r ett primtal. Vi
far da att < =, A >, med = = 7 och t.ex. A = 36 ger koden 2% - 37 . 53¢, I detta fall &r
alltsa funktionen neg(#(A)) forslagsvis 22 - 37 - #(A) som givetvis &r primitivt rekursiv.
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Mer allmint kan F : w? — w da fis genom att vi hittar de z; och y;
som 5 ar upphdjt till i de tva inviarden T och 3. Vi far sedan x1+y; = 21
skapar den nya koden z = 23 .3%.5%. P4 grund av Aritmetikens
Fundamentalsats kan vi fa det unika z; saddant att talet x far kodtalet
x =23.30.5%1 P4 sa siitt kan vi dven vara sikra pa att Z #r kodtalet
for nagot tal i T.

Man kan ténka sig att vi i detta fall far att f : w? — w sadan att
f(@,b) =¢, dir @ = x, b=y och ¢ = z. Men detta #r tyvirr inte fallet
eftersom funktionen # &r injektiv. Da vi till exempel sétter x och y
som kod-talen for 0, det vill siiga 2 = y = 8 far vi att f(8,8) = 16 = 24,
men 2* ligger inte i w och &r alltsa inget kodtal. Det vill séiga, det finns
inget ¢ sa att ¢ = 16, och funktionen &r odefinierad dér (och alltsa inte
primitivt rekursiv).

Vi fixerar nu Neg : w* — w sadan att |Neg| = neg, for [Neg| : N¥ — N och
neg : wk — w, och siitter Prf sa att |Prf| = prf och Sub sa att |Sub| = sub.

Vi har enligt lemma 1: neg(#(A)) = #(—(4)), vilket, enligt lemma 2
skulle ge [Neg|(x) = y, ddr © = #(A) och y = #(—A). Vi far sedan att
Neg(T) = y. Som man kan se har Neg inte lika mycket med negation att
gbra som neg, utan kommer endast vara en funktion.

Lemma 3 Om A ar en formel i T finns det ett tal & sadant att:

#(A(Sub(k)) = sub(k).

Bevis. Antag k = #(A(Sub(z))), da far vi att:

sub(k) = sub(#(A(Sub(z)))), vilket enligt lemma 1,3 ger:

sub(k) = #(A(Sub(#A(Sub(x))))) vilket enligt antagande blir:
sub(k) = #(A(Sub(k)). O

Vi infér nu den naturliga tvastilliga funktionen +!° sadan att | + | =
addition. Vi kan ha addition eftersom vi &r i HAy, i vilket vi kan skapa
denna funktion. Vi kan nu skapa ordning bland de tal som representerar
formler i T med hjilp av relationerna < och < som vi definierar genom:
r<y=Fz(r+z=y)ochz<y=(z<yA(-z=y)).

Vi later P(y) vara en formel (6ver en annan formel i T) sadan att den inte
har nagra andra fria variabler &n y. Lat A(z) vara formeln:

Fy.(Prf(y, Neg(z)) = 0V P(y)) AVz.(Prf(z,z) =0 - y < z)

Den forsta delen séger att antingen kan man hérleda —z ur T vilket medfor
att det finns ett bevis for neg(x) med kodtalet y, annars har vi att P(y)
géller. Den andra delen séger att alla eventuella bevis av formeln z maste
ha en kod z som, som minst &r ¥, eftersom y < z.

Denna har vi eftersom T &r en extension av aritmetiken
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Vi kan nu till nésta lemma (och i fortsittningen) vilja k sadant att

#(A(Sub(k)) = sub(k) enligt lemma 3.
Lemma 4 Om T+ A(Sub(k)) har vi att T+ P(n) for nagot n.

Bevis. Antag att T+ A(Sub(k)), d& har vi enligt lemma 1 och lemma
3 att prf(n, sub(k)) = 0 det vill séiga att det finns ett pastaende eller
en funktion P i T, med kod-talet p = k sadant att vi kan héirleda
sub(k) ur T. Det vill séga, ur T kan vi hirleda P(k), dér k ersatt en
fri variabel i P, i det fall en sadan existerar.

Vi far enligt lemma 2 att (1):

T+ Prf(m, Sub(k)) = 0
Enligt definitionen av A har vi (2):

T+ 3y.((Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0V P(y))A
(Prf(m, Sub(k)) =0 — y <))

Pa grund av (1) och (2) far vi da (3):

T + 3y.((Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0V P(y)) Ay <))

Antag att Jy < n.prf(y, neg(sub(k)) = 0. Vi far da enligt lemma 1.1
och lemma 3 att Jy < n.prf(y, #(—~A(Sub(k)))) = 0, vilket enligt
lemma 1,2 ger att T - —A vilket medfor att T &r inkonsistent. Vi far
da hirleda vad som helst, alltsa dven P(7) {6r nagot n.

Om dédremot =(Jy < n.prf(y, neg(sub(k)) = 0) far vi enligt (ett flertal
anvindningar av) lemma 2 att:

T + -3y < 7.Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0)

eftersom vi, enligt Godelnumrering for tal har att y < n — y <
. Men vi har &dven att, for alla tal y < 7 sddana att y inte &r
kod for nagon formel, speciellt att y inte &r kodtalet (av beviset)
for neg(sub(k)). Notera dérfor att samma sak inte giller for Jy <
n.prf(y, neg(sub(k)) = 0.

Vi far nu enligt (3) att TH (Jy.y <7 A P(y)) vilket innebér:

TFPA)VP2)V---P(i)V-- P(n)

Eftersom disjunktionsegenskapen géller for T, maste atminstone ett av
alternativen vara sanna. Da vet vi att det finns atminstone ett i < n
sadan att TH P(i) och alltsa nagot n sadant att TH P(m). O
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Lemma 5 Om T+ —A(Sub(k)), &r T inkonsistent.

Bevis. Antag att TH —~A(Sub(k)), vilket enligt lemma 3 innebér att
det finns ett kodnummer n sa att prf(n,neg(sub(k))) = 0 giller,
vilket, enligt lemma 2 medfér att T - Prf (7, Neg(Sub(k))) = 0.

Detta #r forsta delen av definitionen av A(Sub(k)), som vi far fran
A(x) som vi har definierat tidigare, det vill siga A(Sub(k)) r:

Jy.((Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0V P(y))
AYz.(Prf(z,Sub(k)) = 0 — y < 2))

- A(Sub(k)) kommer nu innebéra:
=(3y.((Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0V P(y))
AVz.(Prf(z,Sub(k)) = 0 = y < 2)))
Antag nu att:
Vz.((prf (2, sub(k)) = 0) = y < 2)

Detta &r detsamma som att vi for varje z < y, och vi har ett specifikt
sadant y, ndmligen n, har att prf(z, sub(k)) = 1, det vill sidga att
prf (0, sub(k)) = 1 Aprf(1,sub(k))=1AN---Aprf(n—1,sub(k))=1.

Vi har nu enligt lemma 2 att 1):
TF Prf(0,Sub(k))=1A---ATF Prf(n— 1,Sub(k)) =1

vilket, eftersom varje z < 7 som inte ndmns i 1), inte #r ett kodtal for
nagon formel, speciellt inte for Sub(k), ger att:

TFVz.(z <y— (Prf(z,Sub(k)) = 1)
Och déarfor att

T+ Vz.(Prf(z,Sub(k)) =0 -7

IA

z)
Detta #r andra delen pa definitionen av A(Sub(k)), och vi far T +
A(Sub(k)) och T &r dirfor inkonsistent.

Om vi déremot har motsatsen Jz.2 < n A (prf(z, sub(k)) = 0) har vi
enligt lemma 3 att 3z.prf (2, #A(Sub(k)) = 0 och, enligt lemma 1,2
dven hir att T F A(Sub(k)) och att T &r inkonsistent. O

Lemma 6 T+ 3y.P(y) — (A(Sub(k))V 3z.Prf(z, Sub(k)) = 0)). Om P ir
primitivt rekursiv far vi T F Jy.P(y) — (A(Sub(k)) vV =A(Sub(k))).
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Bevis. Vi anviander axiomen till T, for att vara sikra pa att vi inte
antar nagot p(y) som inte gar att hirleda ur T.

Antag att Jy.P(y) och att P(y). Om vi har att Vz.Prf(z, Sub(k)) =
0) — y < z far vi, enligt definition att A(Sub(k)). Annars har vi
32.Prf(z, Sub(k)) = 0).

Da P ér en primitivt rekursiv formel, har vi en primitivt rekursiv
funktion som, f6r varje x talar om ifall P(z) géller eller ej. Detsamma
géller for Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0) V P(y), eftersom vi vet att bade
P och Prf &r primitivt rekursiva, och dven negation, substitution och
disjunktion #r det'S. Vi kan darfor vilja y sadan att det ér det minsta
viirdet sa att Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0) V P(y) giller. Vi far da att:

Jy.Prf(y, Neg(Sub(k))) = 0) V P(y)A
Vz.((Prf(z, Neg(Sub(k))) = 0) V P(z)) = y < 2)

P4 grund av definitionen pa A(Sub(k)) far vi att:

A(Sub(k)) <> Vz.((Prf(z, Neg(Sub(k))) = 0)) — y < 2)
Vi far alltsa att, da Vz.((Prf(z, Neg(Sub(k))) = 0)) — y < z) giller
har vi T = A(Sub(k)), i annat fall har vi

~(Vz.((Prf (2, Neg(Sub(k))) = 0)) = y < 2))
vilket ger att T F —~A(Sub(k)). O

Vi har hittills visat att vi har olika primitivt rekursiva funktioner med
vars hjilp vi kan beskriva formlers egenskaper i T. Sedan har vi skapat
A(Sub(k)), visat att den (alltid) giller i T, och visat att den pa grund av
att disjunktionsegenskapen giller, medfor existensen av ett pasta-ende P,
samt att det finns tal n som uppfyller P(n). Vi har sedan visat att existensen
av ett pastidende Jz.P(z) medfor att antingen A(Sub(k)) giller, eller dess
negation giller, da P dr primitivt rekursiv.

Vi kommer nu bevisa att existensegenskapen giller, det vill sdga, har
vi ett godtyckligt pastaende Jy.P(y) kommer vi &ven att kunna hitta ett
specifikt y som uppfyller egenskaperna P. Forst visar vi det i de fall da
P(y) dr primitivt rekursiv, det vill séga, da vi for varje y har en funktion
som beréknar ifall P(y) géller for just det y. Sedan visar vi det for alla
Jy.P(y).

Lemma 7 Om T+ Jy.P(y) och P(y) ér primitivt rekursiv, far vi T+ P(7m)
fér nagot n.

Disjunktion ger sekvensen disj(x,y) = #(-Fx - # V -H#y - #).
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Bevis. Antag hypotesen, da far vi enligt lemma 6 att A(Sub(k)) Vv
= A(Sub(k)) giller. Om —~A(Sub(k)) giller, far vi enligt lemma 5 att
T &r inkonsistent, och vi kan héirleda vad som helst ur T. Till exempel
P(n) for nagot n, och vi har alltsa att TH P(n).

Om diremot A(Sub(k)) giller, far vi enligt lemma 4 att P(n) for
nagot n. Det vill séiga, dven hér har vi att T - P(n2) fér nagot n. [

Lemma 8 Om T+ Jy.P(y) och P(y), far vi T P(n) for nagra tal n.

Bevis. Vi har enligt lemma 6 att T + Jy.P(y) — (A(Sub(k)) Vv
32.Prf(z, Sub(k)) = 0)). Da disjunktionsegenskapen giller har vi att
antingen 1) T  A(Sub(k)) giller eller att 2) T + Jz.Prf(z, Sub(k)) =
0 géller.

I fall 1) har vi som férut, enligt lemma 4 att T + P(m) {6r nagra n.
I fall 2) har vi T & Prf(m, Sub(k)) = 0) fér nigot tal n, pa grund av
lemma 7 eftersom funktionen Prf ar primitivt rekursiv per definition.
Om sedan prf(n, sub(k)) # 0 sa dr T inkonsistent och vi kan hérleda
vad som helst, diribland A(Sub(k)) vilket enligt lemma 4 ger P(m).
Om istéllet prf(n, sub(k)) = 0 har vi enligt definitionen av A(z) samt
samt lemma 1.2 att T = A(Sub(k)). Vi far da enligt lemma 4 att
P(m). O

Vi har harmed visat att:

Sats 1 Varje rekursivt uppréknelig extension av HAg som har disjunktion-
segenskapen, kommer dven att ha den numeriska existensegenskapen.

Kravet pa disjunktion stélldes i lemma 4 som visade att det faktiskt fanns
ett n sa att P(n) giller.

8.1 Haéirledning av disjunktionsegenskap medfor inkonsistens

Harvey Friedman|8] tog tva steg till och visade dven att, da vi ur extensio-
nen T av HA( kan hérleda disjunktions egenskapen, samtidigt som T har
disjunktionsegenskapen, kommer vi kunna hérleda inkonsistens ur T.

Han skapade forst ett pastaende A som hérleder sig sjilv, vilket betyder
att vilket annat pastaende som helst da medfor detta pastaende A.

lemma 9 [8] Lat T vara en rekursivt axiomatiserad extension av HA, och
lat "T+’ vara tillréickligt definierad i T. Antag sedan att A dr en sats
i Tsadan att T ((TH A) — A), da har vi att T+ A).

Detta lemma ir baserat pa Lébs sats [12] gjord for klassisk logik. Satsen i
sig anvénder sig nistan bara av implikation, vilket vi vet fungerar pa samma
siatt for PA som for HA. Men den anvénder sig dven av diagonallemmat
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samt Godels fullstdndighetssats, som vi da ocksa maste kontrollera ifall de
haller i HA, eller om de kan gbras om pa sa sétt att vi kan efterlikna Lobs
sats.

Sats 2 Lat T vara en rekursivt uppriknelig extension av aritmetik, och lat
T |+ vara tillrickligt definierad i T. Om vi, for alla slutna satser A och
BharTH ((TH(AVB)) - THAVTFE B),dahar viatt TH (TH
(1 = 0)). Dessutom har vi att, om T har disjunktionsegenskapen, far
viTFH(1=0).

Satsen séiger att, om vi kan hérleda disjunktionsegenskapen ur T, kan vi
ur T hérleda att vi kan hérleda falskhet ur T. Om disjunktionsegenskapen
ingar i 'lagarna’ av T, kan vi hérleda falskhet direkt ur T.

Aven detta bygger pa Lobs sats, eller snarare ir en f5ljd av den [2][12],
och gar ut pa att, om vi har ett sanningspredikat i T kan vi héirleda falskhet.
Vi har att T F —(prfly, #(1 = 0))), men pa grund av definitionen av — dr
detta detsamma som att T F (prf(y, #(1 = 0)) — (1 =0)).

Bevis. Enligt sats 1 vet vi att vi kan visa att existensegenskapen géller for
varje sant pastaende. Vi har 1):

TH{(TH(TF(1=0)))—
Jz. T F 7 dr ett index till beviset att (1 =0) i T")

T ger att (om (T ger att vi ur T kunna hérleda att pastaendet '1 = 0’
#r sant) sa kan vi enligt sats 1 hitta ett T sadan att vi ur T kan hérleda
‘ett bevis av (1=0) i T har index T’).

Vi har dven 2) att

(TH(TF (1=0)) — 32T F 7T ér ett index till beviset att (1 =
0) i T'. Om T hérleder att vi kan hérleda falskhet ur T, sa existerar
ett bevis for falskhet som hérleds ur T och som har index z. Detta
géller, eftersom vi inte kan ha nagon sats som géller i T utan att vi
dven har ett bevis for den satsen, enligt lemma 1. Vi har enligt samma
resonemang aven 3)

(T F 7 dr ett index till beviset att (1 = 0)iT') = T (1 = 0) att,
om vi kan hérleda ett sadant bevis, kommer vi d&ven kunna hérleda
falskhet ur T. Det vill siiga, T hérleder att ( om vi ur T kan gora
en hérledning av pastaendet att (T hérleder falskhet) sa kommer vi
kunna hirleda falskhet ur T). Vilket alltsa blir 4):

TH(TH(TH({1=0)—=(TF({1=0)

Vi anvénder oss av lemma 9 och siitter A som T F (1 = 0) och vilket
ger att 4) ger att TH (T + (1 =0)).
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Om vi nu dessutom har att T har disjunktions egenskapen, har vi enligt
sats 1 att vi kan hitta z sidana att A(x) géller. Vi har da att, eftersom
TF (TF (1 =0)) géller, kan vi dven hitta ett bevis for T (1 = 0)
enligt lemma 1 och vi far 3z.T ' T &r ett index till beviset att (1 =
0) i T/. Alltsa har vi att T+ (1 = 0). O

Vi har alltsa visat att, en flersortig extension T av HA( visar sin egen
inkonsistens i det fall disjunktions egenskapen kan hérledas ur den.

9 Slutsats

Vi har alltsa tittat pa den filosofiska skillnaden mellan intuitionistisk logik
och klassisk logik, ndmligen att klassisk logik forutsétter en yttre matematisk
vérld medan intuitionistisk logik utgar fran att alla matematiska objekt &r
mentala. Vi har sedan sett hur dessa skillnader paverkar de logiska lagarna
J och V.

Speciellt har vi sett hur vi kan tolka 3 pa olika sétt. Det vill siiga, antingen
kan vi tolka 3 som ’jag har konstruerat detta...’, eller som ’jag kan konstruera
detta...’.

Vi har dven sett hur vi behover skapa ett system fér bygga upp de
naturliga talen och aritmetiken, Peano aritmetiken, da vi inte langre kan
hénvisa till deras existens i en extern vérld. Vi har sedan férvandlat denna
aritmetik till att folja de intuitionistiska lagarna, och darmed fatt Heyting-
aritmetiken, i vilket vi har kontrollerat att den faktiskt har disjunktion-
segenskapen samt numeriska existensegenskapen.

Aven for ensortiga extensioner av HA, sa att I'|A — A € T', vet vi att de
har disjunktionsegenskapen och numeriska existensegenskapen. For flersorti-
ga extensioner har vi dessutom visat att, da T har disjunktionsegenskapen,
kommer den &ven ha numeriska existensegenskapen. Samt att, da T har
disjunktionsegenskapen (for alla formler i T) och vi kan hirleda disjunk-
tionsegenskapen for T inom sjilva T, kommer T att vara inkonsistent.

Det finns sa klart andra intuitionistiska matematiska teorier 4n HA, till
exempel en intuitionistisk version av Zermelo-Fraenkels mingdteori (IZF)
som bygger upp matematiken med hjéilp av tal och méngder istéllet. I Beeson
[1] diskuteras en del olika teorier och deras olika for- och nackdelar.
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