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Sammanfattning

Ett av de mest grundlaggande problemen i knutteorin ar att sarskilja pa knu-
tar. Vi presenterar i denna framstéallning Alexanderpolynom som ett verktyg
for att bevisa att tva knutar ér olika. Vi bevisar att Alexanderpolynomet kan
anvindas for detta och undersoker sedan kort nagra av Alexanderpolynomets
egenskaper.
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1 Inledning

Pa 1860-talet utvecklade fysikern Sir William Thomas (senare Lord Kelvin)
den sa kallade virvelteorin for materia. Teorin kombinerade aspekter av de
tva konkurrerande och oftrenliga teorierna da: atomteorin och vagteorin. I
virvelteorin finns nagot som liknar atomer, men de ar inte punktlika som i den
klassiska atomteorin utan bestar istéllet av virvlar i etern. Dessa virvelato-
mer liknar knutar som &r slutna, det vill saga, andarna ar sammankopplade.
Ett grunddmnes kemiska egenskaper formodades bero pa den underlidggande
knutens egenskaper. Molekyler i denna teori representerades av flera intrass-
lade slutna knutar, sa kallade lankar. Virvelteorin verkade lovande och fick
stort genomslag i den vetenskapliga varlden.

For att komma vidare med virvelteorin behovdes en béttre forstaelse for
knutar. Lord Kelvins van och kollega Peter Guthrie Tait borjade klassifiera
knutar genom att gora tabeller 6ver alla mojliga knutar. Problemet att avgora
om tva knutar ar olika eller lika uppstod av att man inte ville ha dubletter
i sin tabell. Aven om problemet kan verka vara ett enkelt, visade sig det
generella problemet vara valdigt svart.

Intuitionen sdger oss att tva knutar borde ses som lika om deras egen-
skaper som knutar ar lika. Det vill sdga, vi kan dra i snéret och vanda och
vrida pa snoret och fortfarande behalla knutens egenskaper. I bilden ar a och
b uppenbart lika eftersom vi kan lyfta upp snoret och vinda Gver oglan. a
ar ingen knut utan bara en ogla. Hur dr det med ¢ och d? Det &r inte alls
uppenbart att det inte finns nagot sétt att overfora c till d.

Ett verktyg for att sarskilja knutar ar Alexanderpolynom som upptécktes
av James Waddell Alexander IT under 1920-talet. Alexanderpolynomet ar ett
polynom som associeras till en knut. Sddana polynom kallas knutpolynom.
Alexanderpolynomet later oss sarskilja knutar som dem i ¢ och d, men ocksa
méanga fler. Som Alexander papekar i sitt ursprungliga arbete [1] om Alexan-
derpolynom sa ar detta dock inte en losning av det generella problemet att
sirskilja knutar, utan det ar mer ett verktyg for att sdrskilja knutar. Detta
beror pa att det dven finns manga knutar som Alexanderpolynomet inte kan
séarskilja.

Det som gor att Alexanderpolynomet fungerar ar att polynomet bevaras
nar vi manipulerar den associerade knuten pa ett tillatet sdatt. Vi sdger att
Alexanderpolynomet ar en invariant. Exakt vad som menas med invarians
och tillaten manipulation kommer att forklaras i kapitel 2.



Pa 1980-talet upptécktes nya knutpolynom som liknar Alexanderpolyno-
met, men som i viss bemarkelse ar battre. Vi kommer dock inte att ga in pa
dessa i denna framstéllning.

Fér resten av knutteorins historia, se [4].

Vi kommer i denna framstéallning att forst definiera knutdiagram och knu-
tar. Sedan kommer vi att ga in pa 3-fargning, som &r en enkel invarians som
later oss sarskilja ett fatal knutar. Sedan introduceras Alexanderpolynomet
och vi bevisar att det ar véildefinierad och att det ar invariant. Till sist ska vi
forst presentera nagra egenskaper av Alexanderpolynomet, sedan formulera
en formodan om Alexanderpolynomets nollstiallen och undersoka nollstéllena
med hjialp av Mathematica.

(a)

(&)




2 Grundlaggande begrepp

2.1 Knutdiagram och knutar

Oftast nar vi talar om knutar sa menar vi en knut pa ett snore eller en knop
som faster ett rep vid nagot. Det matematiska begreppet skiljer sig dock fran
den vardaliga anvandningen av ordet. I knutteorin ar det intuitiva begreppet
av en knut ett snore som trasslat in sig i sig sjalv och har &ndarna samman-
bundna. Vi kommer dock har bara att befatta oss med diagram i planet.
Dessa kan ses som en projektion av den riktiga knuten i rummet. Ett satt
att formalisera begreppet av knut i rummet ar som en enkel sluten polygon-
kurva. Se till exempel [3] for detaljerna. Detta ger en mer stringent definition
men paverkar inte framstéallningen av Alexanderpolynom. Var framstéllning
utgar istéllet fran knutdiagramet och foljer [2].

Definition 1. Ett knutdiagram é&r en kurva i planet som ej far skéra sig
sjalv flera ganger an tva i samma punkt. Detta krav ar till for att undvika
patologiska diagram dar information gar forlorad eftersom vi inte kan avgora
hur kurvan gar i skdarningspunkten.

En punkt dar tva punkter sammanfaller kallas en korsning. En av kur-
vorna sigs ga under den andra. Den andra sags ga 6éver. Den som gar under
ritas bruten for att visa det. (Se figur pa sida 5)

En bage ar en del av en kurva fran dar den bryts till nasta stille den
bryts. Om kurvan inte bryts ar hela kurvan en bage.

En komponent kallas den del av diagrammet som man passerar nar
man startar vid en viss punkt och foljer kurvan tillbaka till samma punkt.
Ett knutdiagram har en komponent.

Ett lankdiagram definieras pa samma satt som knutdiagram men kan
ha fler &n en komponent. Observera att ett knutdiagram ar ett lankdiagram.

Ett orienterat linkdiagram ar ett lankdiagram med en riktning for varje
komponent. Ett orienterat knutdiagram &ar ett knutdiagram dar den enda
komponenten har en riktning.

Nagra exempel gor definitionerna tydliga.



oknuten Hopf-lanken

den triviala knuten tva komponenter
en komponent tva korsningar
inga korsningar

en bage

Vénsterhant trekloverknut (trefoil) Hogerhant trekloverknut (trefoil)

en komponent en komponent
tre korsningar tre korsningar
tre bagar tre bagar

Rabandsknop med
sammanbundna andar
en komponent

sex korsningar

sex bagar

Vi ska nu infoéra relationen isotropi mellan lankdiagram. Vi ska tilla-
ta vissa operationer pa lankdiagram, ndmligen de sa kallade Reidemeister-
forflyttningarna. Reidemeister-forflyttningar R1-R3 ar illustrerade nedanfor.
Bilden visar enbart den del av diagrammet som paverkas. Resten av dia-
grammet fordndras inte av forflyttningen. Vi tillater dven kontinuerliga de-



formationer av kurvan om de inte infor eller paverkar nagra korsningar i
diagrammet, vi kallar detta RO. Efter en stunds betraktande, ser man att
RO-R3 6verensstammer vial med den intuitionen vi har for hur man far ma-
nipulera en knut utan att paverka dess egenskaper.

R1 —
R2

\\/ T \/\
Rg/

Definition 2. Linkdiagram D och E &r isotropa om det finns en sekvens
av Reidemeister-forflyttningar som tar D till E.

Reidemeister visade att diagrammen av tva “rumsekvivalenta” knutar ar
isotropa. Detta ekvivalensbegrepp i rummet ligger nara var intuition om att
kontinuerligt deformera knuten. Vi kommer inte ga in pa detta resultat, men
det visar att vi ar pa ritt vig eftersom vi kan aterkoppla vara slutsatser till
knutar i rummet. Se [3] for detaljer.



Det foljer enkelt av definitionen att isotropi ar en ekvivalensrelation.
(i) En tom sekvens visar att relationerna ar reflexiva.

(ii) Alla Reidemeister-forflyttningar har en invers. Genom att ga igenom
sekvensen baklanges och ta inversen sa far vi att E overfors till D. Alltsa
ar relationen symmetrisk.

(iii) Om X och Y é&r isotropa och Y och Z ér isotropa, sa foljer att X och Z
ar isotropa genom att lagga ihop sekvenserna som tar X till Y och Y
till Z. Alltsa ar relation transitiv.

Vi ska nu betrakta linkdiagram modulo isotropi. Det vill siga, istéllet for
att betrakta enskilda lankdiagram ska vi betrakta deras ekvivalensklass. Vi
gora foljande definition:

Definition 3. En lank ar en ekvivalensklass av lankdiagram modulo isotro-
pi. En knut ar en ekvivalensklass av knutdiagram modulo isotropi.

Vart mal ar att sarskilja lankar respektive knutar. Vi gor det genom att
studera isotropinvarianter. Forst gor vi detta begrepp klart:

Definition 4. Om D och E ar ldankdiagram av samma lank K (D och E ligger
i samma ekvivalensklass K), sa kallar vi funktionen ¢ fran lankdiagram till
en mangd A, en isotropinvariant om

for alla D, E € K. Vi skriver slarvigt att ¢(K) = a.

En omedelbart konsekvens av definitionen ar om vi for tva lankdiagram D
och E har ¢(D) # ¢(F) sa far vi att D och E ligger i distinkta ekvivalensklas-
ser. Det vill saga, vi har att D och E representerar olika lankar. Dock kan vi
inte dra slutsatsen att D och E representerar samma knut om ¢(D) = ¢(E).
Det kan vara fallet att ¢(K;) = ¢(K3) for tva distinkta lankar K och K.

Exempel 1. Exempel pa invarianter oéver isotropi

(i) ¢(D) = 0 for alla D &r en trivial invariant. Detta exempel visar att
vi inte kan dra slutsatsen att D och E representerar samma ladnk om

P(D) = ¢(E).

(ii) Antalet komponenter i en ldnk fordndras inte av Reidemeister-forflyttningarna.
Det betyder att

¢(D) = antalet komponenter i D
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dr en isotropinvariant. Vi har att Hopf-linken (se figur pa sida 5) har
tva komponenter medan oknuten (dven kallad den triviala knuten; se
figur pa sida 5) har en komponent. Alltsa far vi att Hopf-lanken ar i
en annan ekvivalensklass &n oknuten. Detta exempel visar att det finns
lankar som ar skilda fran oknuten.

Vi ska nu ge exempel pa en numerisk invariant. Sedan ska vi fortsitta
med Alexanderpolynom som &r en polynomvérd invariant.

2.2 3-fargning

Definition 5. Ett knutdiagram siags vara 3-fargbart om varje bage kan
tilldelas en av tre farger (1, 2, 3) sa att,

(i) alla tre farger blir tilldelade till nagon béage, och

(ii) vid en korsning sa har antingen alla métande bagar samma farg eller
sa har alla olika farg.

En sadan tilldelning f av farger till bagar kallas en 3-fargning.
Exempel 2. Exempel pa 3-fargbarhet

(i) Oknuten ar ej 3-fargbar eftersom den aldrig uppfyller krav i) da den
bara bestar av en bage.

(ii) Den véansterhanta trekloverknuten ar 3-fargbar pa till exempel foljande
satt

(iii) Den hogerhénta trekloverknuten dr ocksa 3-fargbar pa samma siatt som
den vénsterhéanta.



(iv) Listings knut (se figur nedan) ar ej 3-fargbar. For att se detta antag att
vi har fargat knuten som nedan dar x, y, och z &ar farger. Vi ser att x, y,
och z maste alla vara olika eller alla lika darfor att de korsar varandra i
den markerade korsningen. Om de ar lika maste den aterstaende bagen
firgas i samma farg. Men da har vi bara anvint en farg, vilket ej ar
en 3-fargning. Alltsa far vi att x, y, och z maste vara olika férger. Men
den aterstaende bagen kan varken firgas x, y, eller z. Déarfor finns det
ej en 3-fargning till Listings knut.

Eftersom bade oknuten och Listings knut ej ar 3-fargbara, sa ser vi att
3-fargbarhet ar inte kraftfullt nog att sarskilja Listings knut fran oknu-
ten. Vi ska dock se i exempel 5 att Alexanderpolynomet kan sérskilja
pa Listings knut och oknuten.

T

Foljande sats visar att 3-fargbarhet &r en invariant egenskap.

Sats 1. Om D och FE dr isotropa knutdiagram och D dr 3-fargbar sa dr ocksa
E det.

Bevis. Vi behover bara ga igenom alla Reidemeister-forflyttningar och se
att de bevarar 3-fargbarhet. Vi ser att vi kan forandra 3-fargningen lokalt
och vélja samma 3-firgning for resten av knutdiagrammet. For RO far vi
att det per definition inte andrar nagra korsningar sa vi far att 3-fargningar
bevaras. For R1 far vi att néar vi lagger till en 6gla kan ta samma farg pa
bégge nya bagar som uppstar. Nar vi tar bort en 6gla, har vi att bagen som
forsvinner maste ha samma farg som den andra bagen, annars vore det inte
en 3-fargning. R2 och R3 ar nagot svarare eftersom det finns fler fall, men
det visar sig att alla fall ger upphov till en unik ny 3-fargning. Nagra fall
visas i bilden nedan.



]

En omedelbar konsekvens ér att det finns icke-trivala knutar! Eftersom vi
i Exempel 2 sag att trekloverknuten ar 3-fargbar medan oknuten (den triviala
knuten) ej dr det, sa betyder sats 1 att de tillhor olika ekvivalensklasser. Vi
sag ocksa att bade den vénsterhdnta och hogerhdnta trekloverknutaren var
3-fiargbar, darfor kan vi ej anvanda 3-fargbarhet for att sérskilja dem.

Vi kan ocksa visa att det finns ett odndligt antal knutar. Forst behéver
vi denna sats som foljer enkelt fran sats 1.

Sats 2. Lat D och E vara isotropa knutdiagram. Om D har n stycken olika
3-fargningar sa har ocksa E n stycken olika 3-fdargningar.

Bevis. Satsen foljer direkt fran beviset av sats 1. Eftersom vi i alla fall i
beviset ser att nar vi lagger till farger eller tar bort, har vi enbart ett val. Vi

10



bevisar satsen for fallet dar D och E skiljer sig med enbart en Reidemeister-
forflyttning, satsen foljer da omedelbart. Lat G och H vara knutdiagram och
lat H vara resultatet av en Reidemeister-forflyttningar pa G. Sag att G har
n stycken 3-fargningar och H har m stycken 3-fargningar. Tag en 3-fargning
f av G. Genom att studera fallen i foregaende bevis far vi att det finns en
3-fargning [’/ av H direkt korresponderande mot f. Det vill sdga, n < m.
Men vi vet ocksa att G ar resultatet av en Reidemeister-forflyttning pa H.
Pa samma satt far vi att, m <n. Alltsa m = n. O

Vi ar nu redo for nésta sats som ges som en 6vning i [3].
Sats 3. Det finns ett oindligt antal knutar.

Bevis. Forst observerar vi att trekloverknuten har sex stycken 3-fargningar.
Alla permutationer av (1,2, 3) korresponderar mot en 3-fargning.

) L1

Xyg

X3

L5

Zo

Nu betraktar vi istillet tva sammanbundna trekléverknutar. Denna knut
ar en kdrringknut dér man har bundit ihop &ndarna. Om vi tilldelar xq och x;
olika farger sa ser vi enkelt att ingen tilldelning kan uppfylla kravet att alla
bagar i en korsning ska ha olika firg. Sdg att zy och x; bada har farg 1. Vi
ser att om vi till exempel tilldelar z5 farg 2 sa maste x5 ha farg 3. P4 samma
siatt om vi tilldelar x5 farg 1 s4 maste dven x3 ha farg 1. Alltsa bestams x3
och x5 av x5 och x4 respektive. Vi ser att dessa val korresponderar mot de
ordnade paren (z,y) dar x ar fargen vi valt for x5 och y ar fargen vi valt for
x3. Men vi ser ocksa att (1,1) korresponderar mot att sitta alla z; till farg
1, vilket inte ar en giltig 3-fargning eftersom vi inte har anvént alla farger.
Vi har alltsd 3% — 1 giltiga 3-firgningar nir z och z; har tilldelats firg 1.
Alltsa far vi att det totalt finns 3(3% — 1) fargningar.
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Zo

Betrakta nu n stycken sammanbundna trekloverknutar. Pa samma satt
som ovan far vi att xy och alla bagar som sammanbinder trekloverknutar pa
ovansidan maste ha samma firg. Vi far ocksa att i varje trekléverknut sa
bestdms ) av x;. Vi far att varje 3-fargning korresponderar mot ett val av
farg pa xo och en n-tupel (cq, o, ..., ¢,,) dir ¢; ar fargen tilldelats till z;, men
for varje val av farg pa xq far vi en tupel som ej svarar mot en 3-fargning.
Alltsa far vi att det finns 3(3" — 1) stycken 3-fargningar av knuten.

Satsen foljer nu av att vi kan ta n godtyckligt stort och av sats 1. O]

Eftersom 3-fargbarhet delar in knutarna i enbart tva kategorier (3-fargbar
och ej 3-fargbar) sa behovs det mer kraftfulla invarianter for att sirskilja knu-
tar. Alexanderpolynomet, som vi ska introducera i nasta avsnitt, visar sig
vara en mycket kraftfullare invariant &n 3-firgning. Bland annat kan Alex-
anderpolynomet sarskilja Listings knut fran oknuten, som vi sag i exempel 2
att 3-fargning inte kan gora. Alexanderpolynomet ar dock mer komplicerat
och darfor kommer resten av uppsatsen att dgnas at Alexanderpolynomet
och dess egenskaper.

12



3 Alexanderpolynom

Vi kommer att f6lja Alexanders ursprungliga framstéllning given i [1]. Forfa-
randet borjar med att observera att ett knutdiagram kan ses som en indelning
av planet i regioner. Intuitionen siger oss att knutens egenskaper bestams
av hur dessa regioner ligger relativt till varandra samt hur korsningarna ar
placerade. Utifran ett orienterat knutdiagram uttrycker vi informationen i di-
agrammet som ett system av linjara ekvationer. Varje korsning i diagrammet
ger upphov till en ekvation. Vi reducerar matrisen som svarar mot systemet
till en kvadratisk matris. Determinanten av denna matris blir ett polynom
som visar sig vara isotropinvariant.

3.1 Forberedelser

Vi paminner forst ldsaren om dessa satser fran grafteorin.

Sats 4 (Eulers polyederformel). Lat G=(V,E) vara en sammanhdngande
plan graf och antag att G delar in planet i r stycken regioner, da har vi

V| —|E|+7r=2.
Beuvis. Se till exempel [5]. O

Sats 5 (Handslagslemmat). Lit G=(V, E) vara en graf, da dr

> deg(v) = 2|E].

veV

Bevis. Vi rdknar antalet par av typen (v, e) dér e &r en kant och v ar en
av kantens andpunkter. Kalla antalet sidana par S. A ena sidan s har vi
for varje horn v att det finns deg(v) par (v, e). Alltsa S = Y deg(v). Men a
andra sidan sa har vi att for varje kant e=(u, v) s finns det tva par: (u, e),
(v, e). Det vill sdga S = 2|E]. O

Med dessa kénda resultat far vi foljande sats som talar om hur ett knut-
diagram delar planet.

Sats 6. Om D dr ett knutdiagram med c stycken korsningar, sa delar D
planet © c+2 regioner.
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Bevis. Om vi ersétter alla korsningar i D med hérn far vi en sammanhéang-
ande plan graf G=(V, E) med ¢ horn. Varje horn har gradtal 4 och ddrmed
enligt handskakningslemma far vi att 2|F| = 4¢, det vill sidga |E| = 2c.
Nu enligt Eulers polyederformel, ¢ — 2¢ + r = 2. Det vill sdga, r = ¢ + 2.

3.2 Definition

Lat D vara ett orienterat knutdiagram av knuten K med n stycken korsningar.
Da har D n+2 stycken regioner. Vi namnger korsningarna

C1,C2, .-+, Cp

och regionerna
TosT1y oy Ta1-

Vi kommer nu att betrakta regionerna som variabler i ett ekvationssystem.
Till varje korsning c; satter vi

ci(t) =trj —trp+ri— 1y

dar regionerna kommer i moturs ordning r;, 4, 7,7 som i figuren.
T

Tj T'm

Tk T

14



Observera att riktningen pa den bagen som gar éver korsningen ar unikt
bestamd av riktningen pa den som gar under eftersom D ar ett knutdiagram,
det vill saga, D har endast en komponent. Riktningen pa den 6vre bagen ska
inte tas med i berdkningen. Déarfor ar figuren ritad som om den 6vre bagen
inte har nagon riktning.

Observera ocksa att ¢;(t) innehaller information om korsningen ¢;. Vi kan
fran ¢;(t) aterskapa vart regionerna r;, ry, ry, 7, ligger i relation till korsning-
en. Sa vi kan se forloppet som att vi utrycker korsningarnas egenskaper som
ett system av ekvationer.

Vi ser ¢1(t), ca(t), ..., cn(t) som ett linjart system av n stycken ekvationer
i variablerna rg, 71, ..., 741. Koefficienterna i ¢;(t) ger en n x (n + 2) matris
M dar varje rad innehéaller ¢, —t, 1, —1 och resten nollor. Vi kallar kolonnerna
i M for vy, v1, v, ..., Upy1 dar kolonnen v; i matrisen M svarar mot regionen
’I"j.

Vi valjer sedan tva grannregioner r; och 7, och bildar M, ; genom att ta
bort deras motsvarande kolonner v; och v, fran M. M, s kallas en Alexander-
matris. Vi ser att determinanten av M, ¢ blir ett polynom

Asﬂg (t) = det(M&t) .

Vi kommer senare att visa att A,;(f) ar oberoende av v; och vs upp till
en faktor av £t". Vi far darfor att polynomet for ett givet knutdiagram D
ar unikt upp till en faktor av +t". Genom att dividera med +t" sa far vi
ett polynom med en positiv konstant term. Detta unika polynom ar Alex-
anderpolynomet och betecknas Ap(t).

Alexanderpolynomet ér ocksa en isotropinvariant sa vi kommer att skriva
Ag(t) i enighet med definition 4.

Vi ger ett exempel som klargor definitionen innan vi bevisar detta.

Exempel 3. Alexenderpolynomet for den vansterhdnta trekléverknuten.
Namnge regionerna och korsningarna som i figuren. Vi skriver ner ekva-
tionen for varje korsning.

15



To

T
C3
C2
Ty
T1
rs
(8]
C1 mH
1 T4
< —_— Cl(t):t’f’l—trg—i"f’g—ﬂlzo
To rs
Co N
To (]
> —_— Cg(t):t’f’g—tﬁ]—i"f’l—hlzo
(& T4
C3
T2 To
> — C3<t>=t7“3—t7"0+7“2—7’4:0
Tq rs
v

—t t 01 —1
M=|-t11¢t0 -1 (3.1)
—t 01 ¢t —1

Vi véljer att ta bort v, och vz som korresponderar mot grannregionerna
ry och rs.
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—t t 0
Msg= |-t 1 t
—t -0 1
—t t 0
Azat) =det(Mzy) = |-t 1 t|=—t—t3+t*=—t(1+t*—1)
—t 0 1

3.3 Valdefinition

Vi har gjort ett antal godtyckliga val i definitionen och vi behover darfor visa
att vi far samma polynom oberoende av valen i definitionen.

Observation 1. Forst observerar vi att tva olika namngivning av regionerna
och korsningarna kommer ge matriser M och M’ déir raderna och kolonner
kan ha bytt plats. Om vi tar bort samma kolonner v;, v; fran M och M’ far
vi att det(M; ;) = £ det(M];) eftersom determinanten byter tecken nér vi
byter plats pa kolonner respektive rader.

Nu visar vi att olika val av grannregionerna v; och v i definitionen ger
samma polynom om vi bortser fran en faktor av +t".
Forst behover vi foljande koncept.

Definition 6. Till varje region i ett knutdiagram D tilldelar vi ett heltal som
vi kallar index och betecknar ind(r;) for regionen r;. Vi gor tilldelningen
genom att forst ta en godtycklig region 7, och sétta ind(ry) = p for ett
godtycklig heltal p. Sedan anvéinder vi foljande regel: Om ind(ry) = q och 7
ar granne till r (vilket betyder att de har en bage som gréins) sa sétter vi
ind(r;) = ¢ — 1 om nér vi gar fran ry till r; 6ver bagen ror oss fran vanster
till hoger (med respekt till bagens riktning). Om vi rér oss fran hoger till
vanster satter vi ind(r;)) = ¢+ 1.

Observera att grannregioner far index som skiljer sig med 1.

Exempel 4. Vi tilldelar index till den vansterhénta trekloverknuten. Forst
ger vi regionen ry index 2. Sedan anvander vi regeln for att ge de andra
regionerna index langs med pilarna.
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Ger denna regel en véldefinierad tilldelning av index till regionerna? Man
skulle kunna ténka sig en situtation dar r; tilldelas index q om vi gar fran
region r; med, sag, index ¢ — 1, samtidigt som vi kan g& 6ver en annan bage
fran region r; med ind(r;) # q¢ — 1 # ¢ + 1 till 7. Det vill sidga, det skulle
kunna vara fallet att indexregeln gav upphov till motsdgelser. Detta kan
dock aldrig intriffa som vi ska visa, utan varje tillimpning av indexregeln
(oberoende i vilken ordning vi tilldelar index till regionerna) ger en giltig
indextilldelning.

Observation 2. Antag att rp har tilldelats index q. Det betyder att vi har
startat genom att tilldela, séag, ro med ett godtyckligt index och sedan tillam-
pat indexregeln tills vi kommer till r,. Med andra ord, det finns en stig
UV = T0Tm, "my---Tm,_, Tk Over bagar dir det galler att

ind(rm,,,) = nd(ry,) £ 1, i=1,2,.., k—1 (3.2)

Omvént, om det finns en sadan stig sa har vi att ind(ry) = ind(ry,,_,)£1.

Observation 3. Antag nu igen att vi fér grannregionerna ry, r; och r; har att
ind(ry) = q, ind(r;) = q — 1, respektive ind(r;) # ¢ — 1 # g + 1. Det vill
séga, vi har en motsagelse. Vi far da att det existerar stigar vy fran rg till
1, och vy fran 7o till 7; som bada uppfyller 3.2. Bilda stigen v5 = vory, som
uppfyller 3.2 for i = 1,2, ...,k — 2. Vi kan se det som om vi foljer v; nar vi
gor indextilldelningen sa far 7, index g, och om istéallet foljer v5 sa far vi ett
annat index. Det inses da att vi har dven den omvénda implikationen. Det
vill séga existensen av vy och v} implicerar att indexregeln har gett upphov
till en motséigelse mellan de tilldelade indexen.
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Vi ar nu redo for att visa att indextilldelningen &r véldefinierad.
Sats 7. Definitionen av index ger en tilldelning utan motsdgelser.

Bevis. Antag motsatsen av pastaendet. Det vill sdga att det finns en tilldel-
ning dar vi far motségelser. Antag att vi far en tilldelning med motsagelser
genom att starta tilldelningen i ry och fortsétta tilldelningen genom att ga
stigen vy = roryro...1x_17% och tillimpa indexregeln. Antag att r ar den fors-
ta regionen dar det existerar en motségelse. Det vill sdga att rg,r1,...,7x_1
kan ges index utan motsigelse. Att r, har en motsigelse betyder att det
existerar en stig vy = 7g...1, sa att r, far ett annat index om man foljer
den stigen ndr man gor tilldelningen. Eftersom 7 och r,_; dr grannar kan vi
lagga till 7, till vo. Vi far da en stig som ger ett annat index till r;_q, for
om det hade gett samma index till r,_; skulle den gett samma index aven
till 4. Det betyder att r,_; har en motsagelse. Men r; definierades som den
forsta regionen i v; som har den egenskapen. Detta ar absurt. Alltsa kan det
ej existera nagon indextilldelning med motsagelser. O]

Om vi fick tva olika tilldelningar genom att g& stigarna u respektive v
nér vi gor tilldelningen, sa skulle det betyda att vi hade en motsagelse. Det
foljer darfor att det spelar ingen roll i vilken ordning vi gor tilldelningen.

Observation 4. Vi ser dven att indexen ar unikt bestdmda nér vi har valt ett
virde pa den forsta regionen. Det betyder att tilldelningen av index ar unik
upptill en additiv konstant. Det vill sdga, om vi har tva index-funktioner
ind, och ind, for ett knutdiagram D, sa har vi att ind, = ind, + k fér nagot
heltal k.

Nu betrakta istéllet en godtycklig korsning. En korsningen har 4 angran-
sande regioner. Vi far dessa figurer som visar hur index tilldelas runt en
godtycklig korsning.

AN A
qg+1 q qg+1 q

N
N

q qg—1 q qg—1

Figur 3.1: Indexen runt en korsning
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Definition 7. Vi kallar den véanstra korsningen en vansterhint korsning
eftersom nar vi gar langs med den undre kurvan kommer den 6vre kurvan in
fran vanster. Pa samma sétt sa kaller vi den hogra korsningen en hégerhant
korsning eftersom den 6vre kurvan kommer fran hoger.

Eftersom r; korresponderar mot kolonnen v; i matrisen M kan vi gora
foljande definition som férenklar notationen nagot.

Definition 8. Vi ger ett index till varje kolonn v; i matrisen M genom att
satta ind(v;) = ind(r;).

Beviset till foljande sats ér fran [8] och dr ndgot modifierat fran Alexan-
ders urprungliga i [1].

Sats 8. Lat v,, vy, v, och vg vara kolonner i M sa att r, och ry, samt r. och
rq ar grannregioner. Dd har vi att, Ay p(t) = £t" Ao 4(t) for nagot n.

Observera att det foljer av satsen att Alexanderpolynomet Ap(t) ar vil-
definierat for ett knutdiagram D.

Bevis. Lat
Rp = Z Uj.
ind(vj)=p
Vi vet att varje kolonn i matrisen M har ett index sa de maste vara med i
summan i nagon R,. Eftersom varje rad i matrisen innehaller enbart termerna
t,—t, 1, —1 skilda fran noll, far vi att

SR, =0, (3.3)

dar 0 &r nollkolonnen.

Betrakta nu summan 3,¢7PR,. For en rad i summan, sig rad k, finns
fyra element skilda fran noll: en fran var och en av regionerna i figur 3.1. Sag
att raden k representerar en vansterhdnt korsning (figur 3.1a). Vi far da att
termen t kommer att finnas i .11, sd bidraget i summan blir ¢t~ (1) = ¢4,
P& samma sitt far vi att resterande termer blir: —tt=¢ = —¢~(@=D ¢=(a=1)
och —t79. Det vill sdga, summan for rad k blir 0. Situationen blir densamma
om rad k representerar en hogerhéant korsningen. Vi far att,

> tPR,=0. (3.4)

p

Tillsammans ger nu (3.3) och (3.4) att

S (P —1)R, =0, (3.5)

p
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dér koefficienten framfor Ry blir noll.

Lat nu v, vara en kolonn med ind(v,) = p for nagot p. Eftersom R, &r en
summa av kolonner med index q, far vi med (3.5) att (77 — 1)v; kan skrivas
som en linjarkombination av de andra kolonnerna v;, ¢ = 0,1,...,n + 1 med
ind(v;) # 0. Fran (3.5) foljer det att elementen i linjarkombinationen kommer
att ha formen —(t~7 — 1)v, dar ind(vg) = q.

Tag nu My, och M. dér ind(vg) = 0, ind(v,) = p och ind(v.) = q. Det
foljer att,

(77— 1)Apa(t) = (P —1)Ag (), (3.6)
eftersom vi har, enligt rdknereglerna for determinanten, att
(7P = 1)Agc(t) = (7P — 1) det(vy, V2, ooy Vo1, Vet 1y -vs Unt1)
= det(v1, V9, coey Vo1, Vet oy (= 1)0g, ory Upy1)
= det(v1, Ve, coy Vo1, Ve 1y ooy — (87T = 1)Vgy oory Upg1)
= _(t_q - 1) det(vla V2 ety Ve—1y Uet1y ++0y Ug—1, VUey Vg1, -y Un—i—l)'

om vi antar att ¢ < a. Fallet ¢ > a blir lika. Detta foljer eftersom alla
termer utom —(¢~9 — 1)v, i linjairkombinationen kan strykas i determinanten
eftersom de dr multipler av andra kolonner. Att byta plats pa tva kolonner
i en determinant dndrar tecknet pa determinanten. Plusminustecknet i (3.6)
kommer av att vi eventuellt behover byta plats pa v, for att det ska hamna
i samma position som i M.

Nu observerar vi att eftersom index ar givna upp till en additiv konstant,
kan vi for en kolonn v, med ind(v,) = r bilda en ny indexering ind’ = ind —r
sa att ind'(vy) = 0. Vi far att ind(v,) = p — r och ind(v.) = ¢ — r. Det foljer
nu fran (3.6) tillimpat pa ind’ att

(t"T = 1)Apa(t) = 277 — 1) Apc(2). (3.7)
Tag nu vy med ind(vg) = s och bilda ind’ = ind — ¢ sa att ind'(v.) = 0.
Da fas,
(t97° — 1A (t) = (7" — 1) A q(t). (3.8)
Nu ger (3.7) och (3.8) att,
(P — 1) (1" — 1) 1P — TP a4 ]
Npo(t) =+ Acq(t) ==+ Aot
balt) (tr—a—1)(ta=s —1) alt) (tr—a —1)(ta=s — 1) alt)
e G e A e )

- = (tr—2—1)(ta—s — 1) Acalt)
B (TP = 1)(t"1 — 1) B tr (P — 1)
=t oy deal) = Aal) (39)
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Som ett specialfall av (3.9) om vi tar v,, v, och v, vg som grannregioner,
sdg p=r+1och s = ¢+ 1 (annars byt namn pa v, och v, respektive v. och
vq), far vi att

— U T IN () = £ETPA (D).

Det vill séiga vi har A, ;(t) = £t"A_4(t) for nagot n.

3.4 Isotropinvarians

Vi har visat att Alexanderpolynomet ér véldefinierat. Darmed &r det &r me-
ningsfullt att tala om Alexanderpolynomet Ap(t) for ett knutdiagram D. Nu
aterstar det att visa Alexanderpolynomets isotropinvarians, vilket gor att vi
kan tala om Alexanderpolynomet Ag(t) for en knut K.

Observera att vi anvander beteckningarna fran definitionen i 3.2. Foljande
begrepp utgor kdrnan i beviset.

Definition 9. Tva matriser A och B ségs vara e-ekvivalenta om det finns en
sekvens av operationerna a — € sa att A kan 6verforas pa B. Operationerna
ar

Multiplicera en rad (kolonn) med -1

)

(B) Vixla plats pa tva rader (kolonner)
) Addera en rad (kolonn) till en annan rad (kolonn)
)

Ta bort och lagga till en ram runt matrisen med en etta i 6vre vanstra
hoérnet och resten nollor. Det vill sdga, vi har att A och

ar e-ekvivalenta.

() Multiplicera och dividera en rad (kolonn) med ¢.

Det foljer direkt att detta ar en ekvivalensrelation. Vi skriver A ~ B
om A och B ér e-ekvivalenta.
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Vi vet fran determinantlagarna att (o — d) bevarar determinanten med
ett eventuellt teckenbyte. For (€) ar det klart att det(vg, v1, ..., tUg, ..., Upy1) =
t det(vg, v1, ..., Vg, ..., Uns1). Detta ger foljande satser.

Sats 9. Om M och M’ e-ekvivalenta Alexandermatriser sa dr det(M) =
+t" det(M’) for nagot n.

Sats 10. Lat D och E vara tva knutdiagram med Alerandermatriserna Mp
respektive Mg. Om Mp och Mg dr e-ekvivalenta sa ar Ap(t) = Ag(t).

Beuvis. Satsen foljer av sats 9 och av att vi i definitionen av Alexanderpoly-
nomet normaliserar (det vill siga multiplicerar med en faktor av +t" s att
polynomet for en konstant positiv term). ]

For att visa invarians racker det nu med att visa att tva isotropa knutdia-
gram ger upphov till e-ekvivalenta Alexandermatriser. Vi behover dock forst
foljande sats.

Sats 11. Lat N vara matrisen som vi far om vi gor alla element i M positiva
genom att eventuellt byta tecken. Da dr N och M e-ekvivalenta.

Bewvis. Multiplicera forst varje kolonn med udda index med -1. Tag en rad r.
Ség att r representerar en vinsterhant korsning (figur 3.1a), da har vi for q
i figur 3.1a att antingen

(i) qar udda. Da ar ¢—1 och ¢+ 1 jamna, vilket betyder att dessa kolonner
ej har multiplicerats med -1. Alltsa bestar raden av tva ¢ och tva 1 och
resten nollor. Eller sa ar

(ii) q jimn. Da ar ¢ — 1 och ¢ + 1 udda, vilket betyder att dessa kolonner
har multiplicerats med -1. Alltsa bestar raden av tva —t och tva —1
och resten nollor.

Vi far samma fall for en hogerhdant korsning. Om vi multiplicerar alla rader
som uppfyller (ii) far vi N. Det vill sdga genom att anvinda operationen «
kan M overfora pa N. Det betyder att M och N ar e-ekvivalenta. O

Sats 12. Lat D och E vara tva knutdiagram. Om D och E dr isotropa sa
finns tva Alexandermatriser Mp for D och Mg for E sa att Mp och Mg
e-ekvivalenta.

Bevis. Det racker med att bevisa pastaendet nar D och E skiljer sig med en
Reidemeister-forflyttning. Vi behandlar de olika forflyttningarna R0-R3 for

sig.
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(RO)

(R1)

(R2)

Eftersom RO inte paverkar nagra korsningar sa har vi att matrisen M
i definitionen kommer vara lika for D och E. Om vi tar Mp genom att
ta bort kolonner v; och v;, sa kan vi ta M identisk till Mp genom att
ta bort samma kolonner v; och v;. Eftersom Mp och Mg ar lika éar de
trivialt e-ekvivalenta.

Vi kan anta att regionerna och korsningarna &r namngivna som i bilden
eftersom ett namnbyte korresponderar mot /.

Lat Mp vara matrisen som fas genom att ta bort v; och v,. Matrisen
Mg kommer att ha en extra rad och kolonner eftersom R1 lagger till
en korsningen och en region. Vi ser att ekvationen for ¢; blir ¢;(t) =
try —try +ry —rj. Om vi tar Mg som matrisen dar vi tar bort v} och
vy far vi eftersom inga andra korsningar dn ¢; paverkas att

&1
,r,/
r1 T9 ] "o ?
-1 0 ... 0
v 0
B . MD
0

Om vi forst multiplicerar forsta raden med —1 () och sedan tar bort
ramen (J) sa ser vi att Mg och Mp ar e-ekvivalenta.

Om figuren &r orienterad pa ett annat sidtt kommer —1 i 6vre vénstra
hornet att ersattas med £t eller 1.

Vi ser att R2 skapar tva nya korsningar ¢; och ¢y och splitrar regionen
ro 175 och 7. Vi ser att ekvationerna for ¢; och ¢y blir ¢ (t) = tr{ —
try + i — rh respektive co(t) = try — try + ri — rh. Vi later Mp vara
matrisen dédr vi har tagit bort v; och vy och vi tar bort v} och v} for
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att bilda Mpg. Eftersom E innehaller samma korsningar som D plus tva
nya, far vi att Mp ar en delmatris av Mg. Vi far att

T1 )] T3 s
t 1 -1 0 0
—t 0 1 0 0
ME - 0 ‘ )
L Mp
0|

dér ¢ ar en kolonnen som representerar ry i D.

Dela forsta kolonnen med ¢ for att fa (i en mer kompakt notation)

1 1 -1
-1 0 1
0 ¢ Mp
Lagg sen till rad 1 till rad 2.
11 0
01 0
0 ¢ Mp

Genom att byta plats pa rad 1 och rad 2 fas

01 0
11 0
0 ¢ Mp
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Eftersom forsta raden har nollor 6verallt utom i andra kolonnen, kan
vi multiplicera raden med en faktor av 4t eller £1 och lagga till den
till de andra raderna for att stryka hela andra kolonnen. Det vill séga,

01 0
Mg~{(1 0 0
0 0 Mp

Réakningarna blir ndgot annorlunda om figuren &r orienterad pa ett
annat satt.

(R3) Lat D och E vara som i bilden. Vi far da for de aktuella korsningarna
att

T3
7”0\
C1 Ca \

c(t) =trg —try+ 15 — 1

Cg(t) :tT’O —t7’5+7’6 — T3

Cg(t) :tT'Q —tT0+T3 — T
och

)y =try —tri+rg—r14

cy(t) = trly —try + 1y — 1}

cs(t) =try —tri +rg — g,
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Istéllet for att skriva ut matriserna Mp och Mg direkt, sa anvander vi
sats 11. Lat Mp vara Alexandermatrisen vi far om vi i1 definitionen tar
bort kolonnerna vy och vg och lat Mg vara Alexandermatrisen dar vi tar
bort kolonnerna v} och vg. Vidare lat Np och Ng vara matriserna som
man far om man byter tecken pa alla negativa element i Mp respektive
Mp. Enligt sats 11 har vi da att

100 ¢t 1 O 0
t 010 ¢t 0 0
t 110 0 O 0
MDNND: 0 )

E K

0

tt 10 0 0 0
1'10¢ 0 O 0
100 ¢t ¢ O 0
: K

0

dar K ar resten av matrisen som korresponderar mot resten av knuten
som inte paverkas av forflyttningen.

Observera att vi kan lagga till raderna 1-3 till varandra eftersom ra-
derna enbart har nollor utanfor de forsta kolonnerna. Vi ser ocksa att
eftersom regionerna ry och r{, bara angrénsar till korsningarna c;, co, c3
respektive ¢}, ¢, ¢ att den forsta kolonnen i matriserna har nollor utan-
for raderna 1-3. Det betyder att vi kan lagga till multipler av kolonnerna
vy och v} till de andra kolonnerna utan att paverka K.

For att forenkla notationen sa utelamnar vi allt utom de {orsta kolon-
nerna av de tre forsta raderna. Hall dock resten av matrisen i atanke.

Vi far genom att lagga till —1 av rad 2 till rad 3 att

100 ¢ 1
Np=|t¢t 010 t |~
t 1100

O+
—_— o O
)
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Légg till —1 av kolonn 1 till kolonn 5 for att fa

100 ¢t O

t 010 0

0100 —t
Multiplicera rad 3 med —1 ger

1 0 0t O

t 0 100

0 -1 0 0 ¢
Lagg till rad 1 till rad 3 sa far vi

1 0 0 ¢t O

t 0 1 00

1 =1 0 ¢t t

och genom att lagga till kolonn 1 till kolonn 2 fas

1 10¢ 0 t t 100
t+100]|~[1107¢0]|=Ng~Mg.
100 ¢t ¢ 100 ¢t ¢

Det vill séga vi har visat att Mg ~ Mp.

Om figuren &r orienterad pa ett annat sitt far vi lite annorlunda rak-
ningar men metoden ar densamma.

]

3.5 Fler exempel

Exempel 5. Vi raknar ut Alexanderpolynomet for Listings knut. Vi namn-
ger regionerna och korsningarna som i bilden och far dessa ekvationer:
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"0 C1 ™
(&)
) 9
T3 &}
T4
Ts
Cy

C1 t :tTO—tT3+T2—T1

cy(t) =trs —trs + 19 — 714

-1 1 -t 0 0
-1 ¢t 0 -t 0
0O —t ¢ 1 -1
0O 0 -t 1 ¢

—_ O =

Vi far efter nagra standardutrakningar att,

Aza(t) = det(Msy) = —t* + 32 —t = —t(t* — 3t + 1).

S& Ag(t) = t* — 3t + 1. Vi kan darfor drar slutsatsen att trekloverknuten
och Listings knut ar olika knutar. Det betyder att Alexanderpolynomet i det
har fallet kan sérskilja knutarna medan vi i exempel 2 sag att 3-fargbarhet
inte var tillrackligt.

Exempel 6. Det finns tyvarr ocksa manga knutar Alexanderpolynomet inte
kan sarskilja. Ett exempel ar den vansterhanta trekloverknuten och den ho-
gerhanta trekloverknuten. For om vi anvander samma namn pa regionerna
och korsningarna som i exempel 3 pa den hogerhanta trekloverknuten, far vi
istallet dessa ekvationer

Cl(t):tTo—tT3+T4—T1:0
Cg(t):tTO—tT1+T4—T2:0
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Cg(t):tTo—tT2+T4—T3:0

t -1 0 -t 1
M=t -t =1 0
t 0 —t -1 1

t -1 0
Msg= [t —t —1
t —0 —t
t -1 0
Asy(t) =det(Msy) =t —t —1|=t+t—1t>=t(1—t+1?)
t 0 —t

Sa vi far,
A(t)=1—t+1%
Det vill sdga samma polynom som for den vansterhénta trekléverknuten. Det
betydet att vi inte kan anvidnda Alexanderpolynomet for att sérskilja dem.

Exempel 7. I appendix A aterfinns Rolfsen knuttabell for knutar med upp
till 8 korsningar. Varje knut har ett namn £k, dar k &r antalet korsningar och
m ar knutens ordning. Knutens ordning m anger i vilken ordning den kom-
mer bland knutar med samma antal korsningar, vilket ar helt godtyckligt
i den bemaérkelse att Rolfsen valde en viss ordning nér han gjorde knut-
tabellen. I appendix B finns deras respektive Alexanderpolynom. Det visar
sig att Alexanderpolynomet kan skilja pa knutarna i tabellen med upp till
8 korsningar men att det redan for knutar med 9 korsningar finns knutar
som kan sérskiljas pa annat sitt, men som har samma Alexanderpolynom.
De distinkta knutarna 995 och 949 i figur 3.2 har bada Alexanderpolynomet
9 — 515 + 12¢* — 1563 + 12¢* — 5t + 1. [10]

Exempel 8. Det finns forvanansvart nog aven icke-triviala knutar som har
Alexanderpolynomet 1. Till exempel knuten K11n34 i figur 3.3 har Alexan-
derpolynomet 1. [9]

3.6 Egenskaper

Observation 5. Alla polynom i Appendix B har symmetriska koefficienter.

Vi ska se att detta dr en konsekvens av foljande sats.
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&

(a) 928 (b) 929

Figur 3.2: Knutar med samma Alexanderpolynom !

o
&)

Figur 3.3: K11n34 !

Sats 13. For varje knut K sd har vi att Ag(t) = t'!Ag(t71) for ndgon faktor
¢

Bevis. Beviset ligger utanfor ramen for denna framstéllning, men den intres-
serade finner det i [3]. Alexander lyckades inte visa detta utan ett komplett
bevis gavs forst av Seifert. [

Lat nu Ak (t) = ag + a1t + ... + a,t™ dér vi kan anta att ag # 0 (enligt
definitionen av Alexanderpolynom) och a, # 0 (annars kan vi ta ett mindre
n). Sats 13 ger att, Ax(t) = t!Ag(¢t1). Det vill séga,

ap 4+ art + ...+ apt" = t'(ag +art ™t + ... Fant™")
= agt' +a t" L Fantt™ (3.10)

Om ¢ < n far vi att for att inga termer med negativa exponenter ska
finnas med i hogra sidan i (3.10) att i alla fall a, = 0. Men vi antog att

!Diagram fran The Knot Atlas (http://katlas.math.toronto.edu)
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a, # 0, s& detta leder till en motségelse. A andra sidan, om i > n far vi
att ap = 0 darfor att vansterledet i (3.10) inte innehaller nagra termer med
exponent storre d&n n. Men vi antog att ag # 0, sa vi far att ¢ = n. Det
betyder att (3.10) ger,

ar = Ap—k, k:O,l,Q,...,n.
Det vill sédga att koefficienterna ar symmetriska.

Observation 6. Alexanderpolynomen ér i regel inte moniska. De Alexander-
polynom vi hittils har sett &r dock det, men vi ser i Appendix B att detta
generellt inte ar fallet.

The Knot Atlas (http://katlas.math.toronto.edu) tillhandahaller ett
Mathematica-paket med funktionalitet for att bland annat rdkna ut Alexan-
derpolynom. Paketet innehéller ocksa en databas med ett stort antal knutar.
Vi kommer att begransa oss till de 802 knutarna med upp till 11 korsningar.
I figur 3.5 har de komplexa nollstéllena till dessa knutars Alexanderpoly-
nom ritas ut. For att fa nagot att jamfora med har jag i figur 3.4 plotat
ut nollstéllena till ett antal slumpmassigt valda polynom med symmetriska
heltalskoefficienter. Om Alexanderpolynomen &ar “vilka som helst” sa forvéin-
tar vi oss att 3.4 och 3.5 ser lika ut. Dock ser vi att medan de slumpade
polynomens nollstéllen i figur 3.4 fordelar sig ganska jamnt mellan de hogra
och véanstra planhalvorna, sa har Alexanderpolynomen i figur 3.5 de flesta av
sina nollstéllen till hoger om x-axeln. Fordelning av Alexanderpolynomens
nollstillen tyder pa nagon én sa linge okdnd bakomliggande struktur, det
vill sdga att Alexanderpolynomen har fler egenskaper an de ovan ndmnda.

Observation 7. Symmetrin 6ver x-axeln beror pa det vilkdnda faktum att
om g(z) ar ett polynom med rella koefficienter sa ar g(Zz5) = 0 om och endast
om ¢(zo) = 0.

Vi observerar speciellt att de flesta punkterna ligger pa hogra sidan om
x = —11i figur 3.5. Cirkeln |z| = 1 star ocksa ut i bada figurerna. I figur 3.5
ser tomrummet som uppstar i cirkeln med centrum ungefar i (1,2;0) ocksa
intressant ut.

Vi ska nu formulera en férmodan om hur Alexanderpolynomens nollstal-
len fordelar sig. Forst behover vi dock foljande begrepp.

Definition 10. Ett alternerande knutdiagram D &r ett en knutdiagram dér
om vi foljer kurvan runt diagrammet, sa gar vi under kurvan och 6ver kurvan
vixelvis. Det vill sdga, om vi gar runt kurvan sa moter vi korsningarna sa
att vi alternerande gar under och 6ver. En knut K ar alternerande om det
finns ett alternerande knutdiagram D som representerar K.
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Figur 3.4: Nollstéallen till slumpade polynom med symmetriska heltalskoeffi-

cienter
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Figur 3.5: 802 knutars Alexanderpolynoms nollstéllen

Exempel 9. Diagrammet av Listings knut i (exempel 5) &r alterneran-
de. Diagrammet i figur 3.3 och diagrammet av 819 i Appendix B ar icke-
alternerande.

Genom att ga igenom Appendix B sa ser vi att 819 dr den forsta icke-
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alternerande knuten. For knutar med fatal korsningar sa verkar procenten
av alternerande knutar vara mycket hogt. I tabell 3.1 har jag anvint The
Knot Atlas-databasen for att visa fordelningen av alternerande och icke-
alternerande knutar med ett visst antal korsningar. Det verkar som om pro-
centen av alternerande knutar gar snabbt mot noll. Detta har ocksa formodas
av Jim Hoste med flera i [7].

Korsningar | Icke-alternerande | Alternerande | Totalt % alternerande
7 0 7 7 100%

8 3 18 21 85.7143%
9 8 41 49 83.6735%
10 42 123 165 74.5455%
11 185 367 552 66.4855%
12 888 1288 2176 59.1912%
13 5110 4878 9988 48.8386%
14 27436 19536 46972 41.5907%
15 168030 85263 253293 | 33.6618%
16 1008906 379799 1388705 | 27.3491%

Tabell 3.1: Fordelning av alternerande och icke-alternerande knutar

Vi ger nu f6ljande formodan som éterges i [6] men gavs ursprungligen av
Jim Hoste.

Formodan 1 (Jim Hoste, 2002). Ldt K vara en alternerande knut och ldt z
vara en losning till Ag(t) = 0. Dd har vi att Re(z) > —1.

Observation 8. Om vi antar att formodan stdmmer, sa forklarar den delvis
skillnaden mellan figur 3.5 och 3.4. Om férmodan stammer sa kan bara icke-
alternerande knutar ha Alexanderpolynom med nollstéllen dar Re(z) < —1.
Men eftersom det finns mycket fler alternerande knutar &n icke-alternerande
med upp till 11 korsningar (se tabell 3.1), sa far vi att majoriteten av noll-
stallena borde ligga till hoger om x = —1. Detta dr ocksa vad vi ser i figur
3.5.

Genom en kontroll med Mathematica fas att alla 564 alternerande knutar
med upp till 11 korsningar uppfyller férmodan 1.

Observation 9. Ett annat intressant monster i figur 3.5 och 3.4 ar att sa
manga nollstéllen faller pa enhetscirkeln. Polynomen med alla sina noll-
stallen pa enhetscirkeln verkar utgora en intressant klass. En naturligt fra-
ga ar: Vilka knutar har alla nollstéllen till det associerade Alexanderpo-
lynomet péa enhetscirkeln? Det vill sdga, for alla nollstallen z till Alexan-
derpolynomet vill vi att |z|] = 1. Med Mathematica far jag att knutarna
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31,51, 09,71, T2, 73,74, 75,810, 815 ar de enda knutarna i databsen med denna
egenskapen for knutar med upp till 11 korsningar. Att karakterisera dessa
knutar ar dock svarare. Det vill sdga, det ar inte alls uppenbart vad dessa
knutar har gemensamt. Det kommer dock inte att utredas mer hér.

Att upptécka samband i nollstéllena for Alexanderpolynomet ar ett ak-
tivt forskningsomrade. Det ar troligt att genom att studera nollstéllena och
Alexanderpolynomets egenskaper kan man fa reda pa mycket om de bakom-
liggande knutarna. Aven fast beviset av Alexanderpolynomets véldefinition
och invarians var elementért, sa har vi anda situationen att ett enkelt pasta-
ende om nollstéllena i férmodan 1 fortfarande inte bevisad eller motbevisad.
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A Rolfsen knuttabell for knutar med
upp till 8 korsningar

Rolfsens knuttabell fran The Knot Atlas (http://katlas.math.toronto.edu).

810 811 812 813 814 815 816 817
818 819 820 821
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B Nagra Alexanderpolynom

{0,1} 1

{3,1} 2 —t+1

{4,1} t2—3t+1

{5,1} -+t —t+1

{5,2} 2t* — 3t + 2

{6,1} 2t* — 5t + 2

{6,2} =34+ 3t* -3t + 1
{6,3} th— 33+ 512 -3t + 1
{7,1} -+t — B+ —t+1
{7,2} 3t? — 5t + 3

{7,3} 261 — 33 + 32 — 3t + 2
{7,4} 442 — Tt +4

{7,5} 204 — 413 + 5t2 — 4t + 2
{7,6} th—5t3 + 7t? — 5t + 1
{7,7} th—5t3 + 912 — 5t + 1
{8,1} 3t — Tt + 3

{8,2} 0 -3t +3t* 3>+ 3t -3t + 1
{8,3} 447 — 9t + 4

{8,4} 2t* — 513 + 5t2 — 5t + 2
{8,5} 5 —3t5 + 4t — 543 + 442 — 3t + 1
{8,6} 2t* — 63 + Tt* — 6t + 2
{8,7F 0 —3t°+5t* — 5> + 562 — 3t + 1
{8,8} 2t* — 613 + 9t* — 6t + 2

{8,9y 0 =35+ 5t — T3+ 562 — 3t + 1
{8,10}  t® =35+ 6t* —Tt3 + 62 — 3t + 1

{8,11} 200 — T+ 912 — Tt 4 2
{8,12} th— T3+ 132 — Tt + 1
{8,13} 2t — T8+ 1142 — Tt + 2
{8,14} 2t — 813 + 112 — 8t + 2
{8,15} 3t — 83+ 1142 — 8t + 3

{8,16} 5 — 4> + 81 — 93 + 81> — 4t + 1
{8,17} % — 4% + 8t — 1143 + 82 — 4t + 1
{8,18} 5 — 55 + 10t* — 133 + 102 — 5t + 1

{8,19} -+ —t+1
{8,20} th—2t3 + 312 — 2t + 1
{8,21} th— 483 + 512 — 4t + 1
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