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Sammanfattning
Detta examensarbete bestar av tva delar.

Den forsta delen presenterar intressanta satser i elementér
geometri. For detta andamal utgar vi ifran grundlaggande
definitioner av kongruenta trianglar, likformiga trianglar,
parallella linjer och mm. Sedan bevisar vi manga satser som vi
tycker ar relevanta. Mot slutet formulerar vi Eulers linje,
niopunktscirkeln och Morleys teori. Darefter forklarar vi hur
man kan bevisa de sist namnda satserna elementért.

Den andra delen behandlar ellipsen. Vi ska definiera en ellips,
och vi ska undersoka hur ellipsens ekvation ser ut. Sedan
presenterar vi tre satt som beskriver hur man kan konstruera en
ellips eller punkter pa en ellips. | det sista kapitlet forklarar vi
hur en ellips fas genom att skara en kon med ett plan under en
viss vinkel.
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|. Utvalda satser om trianglar

1.1 Introduktion

Euklides geometri &r en logisk uppbyggnad dar man med hjélp
av enkla axiom och postulat bevisar att andra satser galler
generellt for alla foreteelser med samma forutsattningar.
Utgangspunkterna i ett bevis ar postulat och axiom som
Euklides har definierat i sin forsta bok. Axiom betraktas som
nagot man utgar ifran, nagot som &r sant utan bevis.

| den forsta boken av Euklides Elementa sammanstélls
grunderna som behovdes for geometrin. Grundbegreppen
sasom punkt, linje, plan, vinkel och figur anses sa enkla att de
inte kan beskrivas med enklare begrepp. Grundbegreppens
definitioner ar sadana att vi forstar dem intuitivt och att de inte
behover ifragaséttas. | nasta avsnitt definierar vi
grundbegreppen av Euklides. Vi ska ockséa ge Euklides postulat
och Euklides axiom. Definitionerna, postulaten och
gemensamma axiomen av Euklides ar hamtade ur [3].

1.1.1 Definitioner av Euklides

En punkt &r det som saknar delar

Och en linje &r langd utan bredd

Och gréanserna pa en linje ar punkter.

En rét linje ar en linje som ligger likadant for var och

en av sina punkter

Och en yta ar det som bara har langd och bredd

Granserna av en yta ar linjer

7. En plan yta ar en yta som ligger likadant for var och
en av sina linjer

8. Och en plan vinkel &r en bgjning mot varandra hos
tva linjer i ett plan som moter varandra och inte ligger
i en rat linje

9. Och om linjerna som innehaller vinkeln ar rata, kallas
vinkeln rétlinig

10. Och nér en rét linje, stalld pa en rat linje, gor de
angransande vinklarna lika, sa ar var och en av de lika
vinklarna rat, och den rata linjen som star pa den
andra kallas en normal till den som den star pa.

11. En trubbig vinkel ar en vinkel som &r storre an en rat

vinkel
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o o



12

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

. Och en spetsig vinkel &r en vinkel som ar mindre an
en rét vinkel.

En rand ar det som &r kant av nagot.

En figur ar det som innehdlls av en rand eller av
rander.

En cirkel &r en plan figur som innehalls av en linje
sadan att alla rata linjer som faller mot den fran en
punkt av dem, som ligger inom figuren, &r lika

Och punkten kallas centrum for cirkeln

Och en diameter for cirkeln &r varje rat linje som dras
genom centrum och avslutas i bada riktningarna av
cirkelns omkrets, och en sadan rét linje delar ocksa
cirkeln i tva delar

Och en halvcirkel ar den figur som innehalls av
diametern och den omkrets som den skér av. Och
centrum for halvcirkeln & samma som for cirkeln.
Ratliniga figurer &r sddana som innehélls av rata
linjer, tresidiga figurer saddana som innehalls av tre,
fyrsidiga sadana som innehdlls av fyra och
mangsidiga sadana som innehalls av fler &n fyra réta
linjer

Och bland tresidiga figurer &r en liksidig triangel den
som har tre sidor lika, en likbent triangel den som har
tva av sina sidor lika och en oliksidig triangel den
som har sina tre sidor olika

Och vidare, bland tresidiga figurer ar en ratvinklig
triangel den som har en rét vinkel, en trubbvinklig
triangel den som har en trubbig vinkel och en
spetsvinklig triangel den som har sina tre vinklar
spetsiga

Och bland fyrsidiga figurer ar en kvadrat den som ar
bade liksidig och ratvinklig, en rektangel den som é&r
ratvinklig men inte liksidig, en romb den som é&r
liksidig men inte ratvinklig, en romboid den som har
sina motsatta sidor och vinklar lika, men varken ar
liksidig eller ratvinklig. Och lat andra fyrsidingar
kallas trapetser.

Parallella rata linjer &r rata linjer som ar i samma
plan och, om de forlangs obegransat i var riktning,
inte moter varann i nagondera riktningen.

Efter att Euklides har formulerat definitionerna fortsatter
han i sin forsta bok med sina postulat.



1.1.2 Euklides postulat
Lat foljande kravas

1. Attdraen linje fran varje punkt till varje punkt.

2. Och att fortsatta en &ndlig rat linje kontinuerligt i en rat
linje.

3. Och att med varje centrum och avstand kan en cirkel
beskrivas.

4. Och att alla rata vinklar ar lika.

5. Och att, om en rat linje faller 6ver tva rata linjer och gor
de inre vinklarna pa samma sida mindre &n tva rata
vinklar, sd mots de tva rata linjerna, om de forlangs
obegransat, pa den sida pa vilken vinklarna & mindre &an
de tva réta.

For att bygga upp geometrin anvénde sig Euklides dels av ovan
definitioner och postulat och dels av gemensamma axiom av en
mer generell karaktér.

I.1.3 Euklides gemensamma axiom

Ting som &r lika samma ting ar ocksa lika varandra.
Och om lika laggs till lika blir helheterna lika.

Och om lika dras fran lika blir aterstoden lika.

Och ting som sammanfaller med varandra ar lika.
Och det hela &r storre an delen.

ok 0N E

Kravet att postulaten skulle nddvandigt vara sanna och primara,
har lett till en lang och intensiv debatt kring det femte
postulatet. De fyra forsta postulaten &r réatt uppenbara medan
det femte postulatet ar mer speciellt. Det femte postulatet ar
oberoende av de andra fyra postulaten och det tog Gver tvatusen
ar for matematiker att inse detta. Det finns manga logiskt
ekvivalenta formuleringar av parallellpostulatet. Att vara
logiskt ekvivalent med parallellpostulatet betyder att det ena
foljer av det andra och omvént.

Vi kommer i detta arbete att anvénda oss av det forsta och det
femte postulatet manga ganger i vara bevis, darfor vill vi
presentera en enklare version av det forsta postulatet och en
logiskt ekvivalent formulering av det femte postulatet. Vi kallar
dem i texten fOr axiom 1 respektive axiom 2.



Forutom dessa tva axiom presenterar vi axiom 3 som inte
namnts i Euklides bok som ett axiom, men det anvénds vid
flera tillfallen i hans bocker, och vi kommer ocksa att behdva
anvanda den ganska manga ganger i vara bevis.

Jag hanvisar i detta avsnitt till [7].

Axiom 1 Genom tva olika punkter kan man dra en och endast
en linje.

Axiom 2 Parallellaxiomet Genom en punkt utanfor en linje
kan man dra en och endast linje som &r parallell med den forsta
linjen.

Axiom 3 Flyttningsaxiomet En geometrisk figur kan flyttas,
roteras och vandas utan att dess form eller storlek forandras.

Elementa var en sammanfattning av tidigare grekiska
matematikers resultat. Alltsa Euklides anvander sig inte av eget
material utan samlade in material fran andra matematiker och
flera bocker ur Euklides Elementa tros ha skrivit av andra i sin
helhet. Det viktiga som Euklides astadkom var att samla in och
systematiskt skapa en komplett bild 6ver den tidens matematik.

1.1.4 Satser och logiskt bevis

| de foljande kapitlen kommer vi att presentera manga av
Euklides definitioner och Euklides satser. | definitionerna
anvander vi oss av enkla ord, som forutsatts vara kanda och inte
behover forklaras. Dessa ord kallas for grundbegrepp. Alltsa
med hjalp av grundbegreppen definierar vi andra begrepp,
dessa begrepp kallas for definitioner. | definitionerna far man
anvanda grundbegreppen och redan tidigare definierade

begrepp.

De flesta satserna som vi kommer att presentera ar av formen
om nagot géller, sa galler &ven nagot annat. | sjalva beviset till
dessa satser hanvisar vi till ett axiom eller en tidigare bevisad
sats. D& man bevisar en sats, ar det mycket viktigt, att man i
sina logiska resonemang endast anvéander sig av axiom och
satser, som redan &r bevisade. De satser som man anvander i
beviset maste vara bevisade innan de anvénds i en ny sats.

Ett enkelt exempel som forklarar detta ar att bevisa att
vinkelsumman i en fyrhorning ar 360°. Forst maste vi bevisa att
vinkelsumman i en triangel ar 180°, och sen far vi anvanda
detta faktum som hjalpsats. Alltsa eftersom vi redan har bevisat

7



att vinkelsumman i en triangel ar 180°, sa skulle vi kunna med
hjélp av detta och med ett logiskt resonemang bevisa att vinkel
summan i en fyrhdrning maste vara 360°. Man kan saga att
utgangspunkten i denna teori ar att vinkelsumman i en triangel
ar 180°.



.2 Fakta om trianglar

| detta kapitel presenterar vi kongruenta trianglar och
likformiga trianglar. Vi kommer att presentera ocksa de vinklar
som uppstar nar tva linjer skér varandra och de vinklar som
uppstar nar tva linjer skars av en tredje. | sista avsnittet kommer
vi att bevisa nagra grundlaggande satser inom geometrin.

Jag hanvisar framst till [5], [6] och [7] i detta kapitel.

1.2.1 Kongruens

| detta avsnitt kommer vi att presentera kongruenta trianglar
och tre kongruensfall. De tre kongruensfallen &r viktiga
hjalpmedel i geometri. Man anvénder de ofta da man vill bevisa
att tva vinklar eller strackor &r lika. Om vi t ex vill visa att tva
vinklar ar lika, sa kan man hitta de bada vinklarna i tva
trianglar som vi visar vara kongruenta med hjélp av nagot av
kongruensfallen. Definitionen av kongruenta trianglar
innehaller sex villkor, men det racker med att vissa av dem &r
uppfyllda for att resten ocksa ska vara det. Vi har tre olika
kombinationer av dessa villkor som gor att trianglarna som
uppfyller dem &r kongruenta. Dessa kombinationer, som ska
presenteras nedan, kallas de tre kongruensfallen.

Definition

Tva trianglar AABC och ADEF &r kongruenta om de tre sidorna
och de tre vinklarna i den forsta triangeln ar lika med
motsvarande element i den andra triangeln. Vi anvénder oss av
beteckningen AABC=ADEF for kongruens.

Sats 1 (1:a kongruensfallet)

Om tva sidor och mellanliggande vinkel i en triangel &r lika
med motsvarande element i en annan triangel, sa ar trianglarna
kongruenta.

Bevis:
Lat AABC och ADEF vara tva trianglar med
AC = DF, AB = DE och ACAB = AFDE.

9



Vi skall bevisa att
AABC = ADEF.

Flytta triangeln ADEF sa att punkten D faller pa punkten A och
DF faller utefter AC. Flyttningsaxiomet ger,

F faller pa C, ty AC = DF.
DE faller utefter AB, ty AFDE = ACAB.
E faller pa B, ty DE=AB.
Axiom1 medfor att
EF faller utefter BC.
Sa trianglarna AABC och ADEF &r kongruenta.

Vi skall anvanda oss av det forsta kongruensfallet for att bevisa
att basvinklarna i en likbent triangel ar lika stora.

Sats 2

Om tva sidor i en triangel &r lika stora, sa &r de
bada motstaende vinklarna lika stora.

Bevis:

Lat AABC vara &r en triangel med

AB=AC. B

Vi skall bevisa att AABC=ABCA.

Dra AD sa att foljande vinklar blir lika stora
ABAD = ADAC.

| trianglarna AABD och AACD har vi
AB=AC,
AD=AD, A c
ANBAD=ADAC.

Sats 1 ger
ABAD =ACAD.

Kongruenta trianglar ger
ANABC=ABCA.

10



Sats 3 (2:a kongruensfallet)

Om de tre sidorna i en triangel ar lika med motsvarande
element i en annan triangel, sa ar trianglarna kongruenta.

A B D E

Bevis:
Lat AABC och ADEF vara tva trianglar med

AB=DE, BC=EF och AC=DF.
Vi skall bevisa att

AABC=ADEF.
Det racker att bevisa att AACB = ADFE, for forsta satsen ger
da att AABC = ADEF.

Vi vander triangeln ADEF lodrétt, som figuren nedan visar,
eftersom flyttningsaxiomet tillater oss att rotera och véanda pa
triangeln utan att dess form eller storlek forandras.

D E

Vi flyttar triangeln ADEF efter omvéandningen sa att
D faller pa A,

DE faller utefter AB. B

Flyttningsaxiomet ger
E faller pa B, for att AB = DE.

Vi drar CF. Antagande och flyttningsaxiomet ger
AC = DF = AF.

11



Sats 2 ger
NACF = NAFC.

Antagande och flyttningsaxiomet ger
CB =EF =BF.
Sats 2 ger
ABCF = ABFC.
Euklides axiom 2 ger
NACB = NAFB = ADFE.
Sats 1 om kongruenta trianglar medfor att

AABC = AABF = ADEF.

Sats 4 (3:a kongruensfallet)

Om tva vinklar och mellanliggande sida i en triangel ar lika
med motsvarande element i en annan triangel, sa ar de
trianglarna kongruenta.

C F

A B D E

Bevis:
Lat AABC och ADEF vara tva trianglar med
NCAB=AFDE, NABC=ADEF och AB=DE.

Vi skall bevisa att

AABC=ADEF.
Flytta triangeln ADEF sa att D faller pa A och DE utefter AB.
Flyttningsaxiomet ger

E faller pa B, ty AB = DE.

EF faller utefter BC, ty ADEF = AABC.

DF faller utefter AC, ty ACAB = AFDE.

12



Eftersom man kan dra en och endast en linje genom tva olika
punkter, sa medfor detta att

F faller pa C.

Da & ADEF=AABC.

1.2.2 Likformighet

Tva trianglar som har samma form men inte nédvandigt samma
storlek kallas likformiga. Det finns tre likformighetsfall. Nedan
ger vi en presentation till dessa tre fall.

Definition
Tva trianglar AABC och ADEF ar likformiga om
AB/DE =AC/DF = BC/EF *

och
ANCAB=AFDE, AABC=ADEF, AACB=ADFE.

Likformighet betecknas med
AABC~ADEF

Forhallandet * mellan sidorna kallas likformighetsskalan.

Forsta likformighetsfallet: om tva sidor i en triangel ar
proportionella mot tva sidor i en annan triangel och
mellanliggande vinklar ar lika stora, sa ar trianglarna
likformiga.

Andra likformighetsfallet: om sidorna i en triangel &r
proportionella mot sidorna i en annan triangel, sa &r trianglarna
likformiga.

Tredje likformighetsfallet: om vinklarna i en triangel ar lika
med vinklarna i en annan triangel, sa ar trianglarna likformiga.

13



1.2.3 Parallella linjer och vinklar

Nar tva linjer skar varandra som i figuren nedan, sa uppstar fyra
vinklar som u, v, w och t. Vinklarna u och v respektive t och w

kallas vertikalvinklar.

Om tva linjer skars av en tredje linje som i figuren nedan, sa far
vi likbeldgna och alternatvinklar. Vinklarna u och a respektive
v och b &r likbeldgna vinklar medan u och b respektive v och a

ar alternatvinklar.

14



Sats 5 Vertikalvinklar ar lika stora.

Bevis:
a + b =180°. Och
b + ¢ =180°.

Euklidiska axiom ger

a+b=b+c.
Detta medfor att

a=c.

O
Sats 6
| en triangel &r 2 vinklar tillsammans alltid mindre an 2 réta.
Bevis:
Lat AABC vara en triangel. Vi ska bevisa att
ABAC + AACB < 180°. E\Ha y

Vi drar BD s3 att O

AD =DC. A

Vi viljer E s att foljande sidor blir lika langa.
ED = DB.

Dra EA. Sats 5 “vertikalvinklarna ar lika stora ” ger
ANCDB = A EDA.

Konstruktionen ger

AD =DC.

15



ED = DB.
Sats 1 om kongruenta trianglar ger
AEDA = ABDC.
Definitionen pa kongruenta trianglar ger
ANACB = ACAE.

Vi forlanger BA 6ver A. Lat F vara en punkt pa forlangningen
av BA. Da galler att

AFAB =180°.

ABAC +ACAE utgor tillsammans en vinkel som &r mindre &n
AFAB, da galler att

ABAC +NCAE <180°.
Eftersom AACB = ACAE, s& ar

ABAC + NACB < 180°.

Sats 7

Om tva linjer skars av en tredje och ett par alternatvinklar ar
lika stora, sa ar de tva forsta linjerna parallella.

/ F

Bevis: Givet

u=v.
Vi skall bevisa att AC och DF é&r parallella.

Om linjerna inte &r parallella skulle de skéra varandraitex G,
som i figuren nedan.
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Da galler att

v+ w =180°.
Antagandet ger
u=v.

Euklidiska axiom ger
u+w=180°.
sats 6 ger
u+w < 180°.

Detta ar en motsagelse, sa antagandet att linjerna skar varandra
i G ar felaktigt. Alltsa ar linjerna parallella.

Omvandningen till satsen galler ocksa. Vi ska bevisa detta i
satsen nedan.

O
Sats 8
Om tva parallella linjer skérs av en tredje,
sd ar varje par alternatvinklar lika stora. A / C
Bevis: Givet g/? =
v

AB och DE ar parallella. S
Vi skall bevisa att u = v. /
Dra GC sd att x = v.
Sats 7 ger att GC och DE ér parallella.

Men AB och DE ér parallella, enligt antagandet ovan.

17



Parallellaxiomet ger

GC faller utefter AB.
Detta i sin tur medfor att

X =U.
Konstruktionen ger

X=V.
Euklides axiom ger

u=\v.

Sats 9

Om tva linjer skars av en tredje och ett par likbeldgna vinklar &r
lika stora, sa ar de bada linjerna parallella.

Bevis: Givet
u=w.
Vi skall bevisa att AC och DF ar parallella.
Sats 5 om vertikalvinklar ger
V=w.
Antagandet och Euklides axiom ger
V=
Sats 7 ger

AC och DF é&r parallella.

18



Sats 10

Om tva parallella linjer skérs av en tredje, sa ar likbelagna
vinklar lika stora.

Bevis: Givet
AC och DF éar parallella.

Vi skall bevisa att w = u.

Sats 8 ger

V=u.
Sats 5 ger

vV=w.
Euklides axiom ger

u=w.

19



1.2.4 Trianglar och vinklar
Definition
Vinkeln a kallas yttervinkel till triangeln AABC.

C

Sats 11 (yttervinkelsatsen)

En yttervinkel till en triangel &r lika med summan av de bada
inre motstaende vinklarna i triangeln.

Bevis: Lat AABC vara en triangel dar AEBC é&r yttervinkel.

Vi skall bevisa att AEBC = ABAC +AACB.

Dra BD parallell med AC. ¢

Sats 10 ger °
ABAC = NEBD. (1)

Sats 8 ger A . €
NACB =ADBC. 2

Addition av likheten (1) och (2) ger
ANBAC+ANACB = NEBD+ADBC.
Men
NEBD+ANDBC =AEBC.
Detta medfor att

ANEBC = ABAC+AACB.

20



Sats 12
Vinkelsumman i en triangel &r 180° (2 réta).
Bevis: Lat AABC vara en triangel. Vi skall bevisa att
NCAB + NABC + ABCA = 180°.

Vi har

AABC + ACBE =180°. (1)
Sats 11 ger

ANCAB + NACB = ANCBE. (2)
Addition av likheten (1) och (2) ger

ANCAB + NABC + ABCA = 180°.

Sats 13
Vinkelsumman i en fyrhérning ar 360° (4 rata).
Bevis:
Sats 12 ger

ABAC+NACB+ACBA= 180°.

NCAD+NADC+ADCA= 180°.
Addition av likheterna ovan ger
ABAC+AACB+ANCBA+ NCAD+NADC+ADCA= 360°.
Men

ABAC+NCAD =ABAD. (2)
Och

ANBCA+NACD =ABCD. 3)

Substitution av likheterna (2) och (3) i (1) ger

1)

ABAD+NADC+ADCB+ANCBA= 360° (4 réta).

21
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Sats 14

Om en sida i en triangel &r stérre an en annan sida i samma
triangel, sa ar den vinkel, som star mot den storre sidan, storre
an den som star mot den mindre.

Bevis: | triangeln AABC har vi

AC > AB.
Vi skall bevisa att

NABC > NACB.
Vi viljer D pa AC sa att

AD = AB.
Vi drar BD. Axiom 4 ger

AABC > AABD. (1)
Sats 2 om likbenta trianglar ger

AABD = AADB. @)
Sats 11 "yttervinkelsats” ger

NADB = NACB+ACBD.
Detta medfor enligt axiom 4 att

AADB > ANACB. (3)
(1), (2) och (3) ger
NABC > NABD = NADB > NACB.

Alltsd ar AABC >AACB.

Sats 15

Om tva vinklar i en triangel ar lika stora, sa ar motstaende sidor
lika stora (basvinkelsatsen).

Bevis: | triangeln AABC har vi
NABC = NACB.

Vi skall bevisa att
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AB = AC.

Vi antar att AB # AC, da skulle antigen AB vara storre eller
mindre &n AC.

Sats 14 ger

om AB>AC, sa skulle ANACB>AABC.
Och

om AB<AC, sa skulle ANABC>AACB.
Men detta motséager var forutsattning.

Alltsd ar AB=AC.

Sats 16

Om en vinkel i en triangel ar stérre an en annan sa ar den sida,
som star mot den storre vinkeln, storre an den sida som star mot
den mindre.

Bevis: | triangeln AABC har vi

AB > AC. A
Vi skall bevisa att
AC >AB.
Vi antar att AC inte &r storre &n AB da skulle antigen AC vara B c

lika med AB eller mindre &n AB.
Sats 2 ger

Om AC = AB, sa skulle AB = AC.
Sats 14 ger

Om AC < AB, sa skulle AB < AC.
Men bada fallen motsager var forutsattning.

Alltsa ar AC > AB.

23



1.3 Cirkel

Under denna rubrik presenteras cirkeln, tangent, korda,
randvinkel osv. Jag kommer att bevisa randvinkelsatsen och
dess omvandning. Satsen om sambandet mellan cirkelns
tangent och cirkelns radie presenteras och bevisas ocksa i detta
avsnitt. Dessa satser kommer till anvandning i kommande
satser i t ex ndr vi ska bevisa att en linje &r en tangent, eller om
en punkt ligger pa cirkel eller inte.

Jag héanvisar framst till [ 5] och [ 7] i detta kapitel.
1.3.1 Satser om cirkel

Definitioner

En cirkel &r en kurva pa vilken alla punkter ligger pa
samma avstand fran en viss punkt, som kallas cirkelns \
medelpunkt (M). ~—

En korda ar en stracka mellan tva punkter pa en cirkel. @

En randvinkel &r vinkeln mellan tva kordor, som
traffar varandra i en punkt pa cirkeln (periferivinkel).

En radie ar en stracka mellan cirkelns medelpunkt
och en punkt pa cirkeln.

En diameter &r en korda genom medelpunkten.

En medelpunktsvinkel ar vinkeln mellan tva radier. @
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En cirkelbage eller bage &r en sammanhangande del av I,/ \
cirkeln. 'U'
Sats 17 (randvinkelsatsen eller periferivinkelsatsen)

En randvinkel ar halften sa stor som en medelpunktsvinkel pa

samma bage.

Bevis:

Vi ritar en cirkel med medelpunkten M och vi ritar tva vinklar

pa bagen AC. Den ena ar medelpunktsvinkeln AAMC och den

andra ar periferivinkeln eller randvinkeln AABC.

Vi skall bevisa att

NABC = % NAMC. B
- - . - //'_- 'II;'.-H‘H“‘
Vinklarna kan ligga pa tre olika satt. / I\ N
Fall 1: Randvinkelns ena vinkelben gar genom medelpunkten. | il k‘-.l
|III | II".I
Triangeln A BMC ar likbent eftersom bade MB och MC ar \ \
radier i samma cirkel. Alltsa H’""A —
MB = MC.
Sats 2 ger
AMBC = AMCB. (1)

Sats 11 "yttervinkelsatsen” ger,

ANAMC = AMBC+AMCB.  (2)
Substitution av likheten (1) i (2) ger,
NAMC = AMBC+AMBC = 2AMBC = 2AABC.

Vi delar sista likheten med 2, sa vi far
NABC = % NAMC.

O

Fall 2: Medelpunkten ligger mellan randvinkelns
vinkelben.
Vi drar BD genom M.
Fall 1 ger,
AABD =% AAMD
ADBC =% ADMC.
Om vi adderar likheterna ovan, sa far vi
NABD + ADBC = % NAMD + % ADMC.

Euklides axiom ger

ANABC =% AAMC.
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Fall 3: Medelpunkten ligger utanfor randvinkeln.
Vi drar BD genom M.
Fall 1 ger B

ADBC = % ADMC. yan \
! |
r \

Och |

ADBA =% ADMA. \ |

Om vi subtraherar likheterna ovan, sa far vi D
ADBC — ADBA =Y ADMC —Y% ADMA.

Detta medfor att

ANABC =Y2 AAMC.

Sats 18 (Omvandning till periferivinkelsatsen)

Vi antar att vinkeln AADB &r halften sa stor som AAMB. Da
maste D ligga pa cirkelperiferin.

Bevis
Fall 1: D ligger utanfor cirkeln.
Vi antar att D ligger utanfor cirkeln sadant att
AADB= 1/2AAMB. (1)
och lat C vara en punkt pa periferin och inuti AADB.
Periferivinkel satsen ger
AACB = 1/2AAMB. (2)

(1) Och (2) ger
NACB=NADB.

Den stora vinkeln vid C &r lika med

360° —AACB = 360° —AADB.
Sats 13 ger att vinkelsumman i fyrhérningen DACB &ar 360°.
| fyrhérningen ADBC har vi summan av tva vinklar lika med

360°, ty
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NACB+NADB= 360° —AADB+ANADB= 360°.

Detta medfor att bada vinklarna ADAC och ACBD é&r 0. Detta i
sin tur medfor att D och C &r samma punkt. Eftersom C &r
godtycklig punkt som ligger pa periferin, sa maste D falla pa C.
Alltsa ligger D pa cirkelperiferin.

Fall 2: D ligger inuti cirkeln. Detta kan behandlas pa samma
satt.

Anmarkning 1

En konsekvens av randvinkelsatsen &r att alla
randvinklar pa samma bage ar lika stora.

1.3.2 Tangenter och kordor i cirklar
Definition

En tangent till en cirkel ar en rét linje som har exakt en

punkt gemensam med cirkeln som kallas tangeringspunkt. /\

Sats 19 M 8
Al .
En linje genom diameters ena &ndpunkt, som &r vinkelrat \
mot diametern, &r en tangent till cirkeln. -
C
Bevis: Givet
AB ér en diameter. Linjen DC ar vinkelrat mot AB. c

Vi skall bevisa att linjen DC &r en tangent.

FOr att bevisa detta, antar vi att DC inte ar tangent.

B
M
Da skulle den skara cirkeln i ytterligare nagon punkt E. K \n

Dra radien ME.

Linjen DC &r vinkelratt mot AB. Detta medfor att
AMBE = 90°.

Eftersom tva radier i samma cirkel &r lika stora, sa ar

27



MB =ME.

Om tva sidor i en triangel &r lika stora, sa ar triangeln likbent.
Alltsa ar ABME likbent triangel.

Sats 2 om likbenta trianglar ger

AMEB = NMBE = 90°.
Sats 6 ger

AMEB + AMBE < 180°.

Detta ar en motsagelse, sa DC kan inte skéra cirkeln i nagon
punkt utéver B.

Alltsa ar DC en tangent.

Sats 20

En tangent till en cirkel ar vinkelrat mot radien genom

tangeringspunkten. \
/ M )

Bevis:
At .

Linjen CD é&r en tangent till cirkeln. \ J

Vi skall bevisa att AABD =90°. _—

Vi antar att tangenten CD inte &r vinkelrat mot MB. Vi drar en

linje ME som &r vinkelrat mot CD. Da far vi en ratvinklig
triangel AMEB.

Da skulle galla enligt sats 6 att

AMBE +NMEB <180°. />
M
Men konstruktionen ger Al B
AMEB = 90°. \J
C

Detta medfor enligt sats 6 att

m

AMBE < 90°.
Sats 16 ger

ME < MB.
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Da skulle ME vara mindre &n cirkelns radie dvs E skulle ligga
inuti cirkeln och linjen CD skar cirkeln i ytterligare en punkt.

Men enligt definitionen av en tangent skulle detta motsaga att
CD ér en tangent till cirkeln. Detta medfor att CD maste vara
vinkelrdt mot MB.

1.4 Speciella punkter i en triangel

| en triangel skéar bisektriserna varandra i en punkt, liksom
mittpunktsnormalerna, medianerna och hojderna. Nedan
kommer dessa punkter att definieras och pastaendet ovan att
bevisas.

Jag héanvisar framst till [5] i detta kapitel.

1.4.1 Bisektrisernas, mittpunktsnormalernas,
medianernas och héjdernas skarningspunkt

Definitioner

En bisektris till en vinkel ar en linje som delar en vinkel i tva
lika stora delar.

En normal till en linje &r en linje som &r vinkelrdt mot den
givna linjen.

Mittpunktsnormalen till en stracka BC ar den normal som gar
genom mittpunkten pa strackan BC.

En median i en triangel &r en stracka som gar fran ett horn till
motstaende sidas mittpunkt.

En hojd i en triangel ar en normal fran ett horn till motstaende
sida eller dess forlangning.

Sats 21

Bisektrisen till en vinkel bestar av de punkter som
har samma vinkelrata avstand till bada
vinkelbenen.

Bevis:

Lat D vara en punkt pa bisektrisen till vinkeln AB.
Vi véljer A respektive C pa vinkelbenen sadana att

29



ABAD =90°, och ABCD = 90°.
Definitionen till bisektrisen ger
NABD=ADBC.

I trianglarna AABD och ACBD har vi féljande likheter med
avseende pa vinklarna.

ABAD = ABCD =90°, Och AABD=ADBC.
Detta medfor att
ANBDA=ANBDC.
Vi har ocksa
BD ar en gemensam sida i AABD och ACBD
Sats 4 om kongruenta trianglar ger
AABD = ACBD.

Detta medfor att AD = CD.

Sats 22
Bisektriserna i triangel skér varandra i en punkt.

Bevis:
Vi ritar tva bisektriser AD och BE.

De skér varandra i en punkt I.

Sats 21 ger
| har samma vinkelrata avstand till BA som BC.
| har d&ven samma vinkelrata avstand till AB som AC.
Alltsa har | samma avstand till alla tre sidor i triangeln.

Detta medfor att | ligger pa bisektrisen fran C.

Sats 23 (Bisektrissatsen)

En bisektris delar den tredje sidan i en triangel i samma
forhallande som de tva forsta sidorna

AC _ DC
AB DB
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Bevis: Vi drar BQ sa att BQ ar parallell med bisektrisen AD.
ADAB = NABQ” alternatvinklar”
ABQA = NCAD ”likbeléagna vinklar”
ANCAD = NDAB eftersom AD ar bisektris.
Detta medfor att AABQ = ABQA. A
Da ar AABQ likbent triangel med AB = AQ.

Trianglarna ACAD och ACQB ar likformiga, eftersom

Qo

vinklarna i den ena triangel &r lika med motsvarande vinklar i
den andra triangeln.

Vi far foljande likformighetsskala

CA _  ¢CD cA D
CA+AQ ~ CD+DB' AQ DB’

Eftersom AB = AQ, da ar dven

CA _ CD
AB DB’

Anmarkning 2 Omvandning till denna sats géller ocksa d v s

om i nagon triangel galler att
AC DC 4
AB ~ DB

sa ar AD en bisektris.

Sats 24
For alla punkter A pa mittpunktsnormalen till en stracka BC
géller att AB = AC.

Bevis: Lat D vara mittpunkten pa BC, och AD vara

mittpunktsnormalen till BC.

Sats 1 ger att AADC och AADB é&r kongruenta. Ty
AD é&r gemensam sida,

BD=CD enligt definitionen ovan,
AADB och AADC ér réta.
Da ar AB=AC.
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Sats 25
En punkt som har samma avstand till tva givna punkter ligger
pa mittpunktsnormalen till strackan mellan de givna punkterna.

Bevis: Lat A vara en punkt som har samma avstand till tva
givna punkter B och C. Vi skall bevisa att A ligger pa
mittpunktsnormalen till strackan BC.
Vi sammanbinder punkterna A och B likasa A och C, sa vi far
triangeln AABC.
Fran A drar vi en normal till BC, sa far vi tva trianglar AABD
och AACD.
Eftersom AB= AC, sa & AABC = AACB.
Vi har ocksa AADB = AADC = 90°. Detta medfor att den
tredje vinkeln i den ena triangel ar lika med den tredje vinkeln i
den andra triangeln dvs ABAD = ACAD.
Alltsd i dessa trianglar har vi
AB=AC,
AD &r en gemensam sida,

ABAD = NCAD.
Enligt sats 1 ar trianglarna AABD och AACD kongruenta.
Kongruenta trianglar ger
BD =CD
Alltsa ar AD mittpunktsnormalen till BC dvs A ligger pa
mittpunktsnormalen till BC.

Sats 26
De tre mittpunktsnormalerna i en triangel skér varandra i en
punkt.

Bevis: I triangeln AABC drar vi mittpunktsnormalerna till
sidorna AB och BC. Lat M vara deras skarningspunkt. Att M
ligger pa AB:s mittpunktsnormal innebér att MA = MB.
Eftersom M ligger pa BC:s mittpunktsnormal galler dven att
MB = MC. Da ar MA = MC och darmed ligger M pa AC:s
mittpunktsnormal, enligt sats 25. Detta innebér att de tre
mittpunktsnormalerna skér varandra i en punkt som ar M.

C
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Sats 27

Medianerna till en triangel skar varandra i en punkt, som kallas
triangelns tyngdpunkt. Skarningspunkten delar medianerna i
forhallandet 1:2.

Bevis:

| figuren ar BD och CE tva medianer och F &r deras
skarningspunkt. Vi drar strackan ED.

Eftersom punkterna D och E &r mittpunkterna pa AC respektive
AB, kan vi stalla upp foljande samband

AD/AC = AE/AB =1/2.

Forsta likformighetsfallet ger

AAED ~ AABC. £
Detta medfor att
NAED =ANABC.

Sats 9 om vinklar och parallella linjer ger
ED och BC ar parallella.
Sats 8 ger
ADEC = ABCE
ABDE = ACBD.
Tredje likformighetsfallet ger
ABCF~ ADEF.

Eftersom likformighetsskalan mellan AAED och AABC &r %, sa
kan vi stalla upp féljande samband.

EF /CF =DF/BF =ED/BC =1/2.

Detta betyder att punkten F delar medianerna BD och CE i
forhallandet 1:2.
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Vi ritar den tredje medianen AG. Lat AG och BD skéra
varandra i en punkt H.

B G

Om vi upprepar hela resonemanget med AG och BD istllet, da
kommer punkten H ocksa att dela BD i forhallandet 1:2. Detta
betyder att H och F maste vara samma punkt.

Alltsa skar medianerna i en triangel varandra i en punkt som
delar dem i forhallandet 1:2.

Sats 28
De tre hojderna i en triangel skér varandra i en punkt.

Bevis:

Lat AABC vara en triangel. Vi drar DE parallell med AB genom
C, DF parallell med AC genom B och EF parallell med CB
genom A. Da ar AABC och ADCB kongruenta enligt sats 4. Ty
Sats 8 ger att foljande alternatvinklar &r lika stora,

AABC = ABCD och AACB = ACBD
Vi har ocksa en gemensamsida som ar BC.
Pa samma satt bevisas att
ACEA = AABC = ABAF.
Detta medfor att
EC=CD =AB.

Dra nu hojden fran C. Den &r vinkelrat mot DE, ty DE ar
parallell med AB.

Eftersom EC = CD = AB, sa ar hojden genom C
mittpunktsnormal till DE.
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Pa samma sétt bevisas att hojden fran A mot BC och hojden
fran B mot AC &r mittpunktsnormalerna till BC respektive AC.

Hojderna i AABC ar mittpunktsnormalerna i ADEF, sa de skar
varandra i en punkt.
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1.4.2 Inskriven, omskriven och vidskriven cirkels
medelpunkt

Varje triangel har en inskriven cirkel, en omskriven cirkel och
tre vidskrivna cirklar. Vi kommer att utnyttja definitionerna och
de bevisade satserna ovan i bevisen av intressanta satser om
trianglar som presenteras nedan.

Definition
En cirkel som gar genom alla tre horn i en triangel AABC kallas
en omskriven cirkel till triangeln.

Sats 29
Varje triangel har en omskriven cirkel. Medelpunkten O &r
skarningspunkten for mittpunktsnormalerna till triangelns sidor.

Bevis:

Vi ritar mittpunktsnormalerna till strackorna AB och AC, lat O
vara deras skarningspunkt.

Att O ligger pa AB:s mittpunktsnormal innebér att OA = OB.
Eftersom O ligger ocksa pa AC:s mittpunktsnormal, sa galler
dven att OA = OC. Men da & OC = OB, och darmed ligger O
pa BC:s mittpunktsnormal.

Cirkeln med medelpunkten O och radie OA gar genom alla tre
horn och ar en omskriven cirkel till triangeln AABC.

Anmarkning 3 Enligt randvinkelsatsen sa & AAOB dubbelt sa
stor som AACB. Om triangeln AABC é&r trubbvinklig vid C, sa
blir AAOB storre &n180°, vilket betyder att medelpunkten O
ligger utanfor triangeln.
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Definition

En cirkel som tangerar alla tre sidorna i en triangel kallas en
inskriven cirkel.

Sats 30
Alla trianglar har en inskriven cirkel. Medelpunkten M ar
bisektrisernas skarningspunkt.

Bevis:

En punkt som har samma vinkelrata avstand till alla
triangelns sidor &r bisektrisernas skéarningspunkt, enligt
sats 21.

For att fa den inskrivna cirkeln, drar vi normalerna fran
bisektrisernas skarningspunkt M mot sidorna och betecknar vi
fotpunkterna med P, Q och R. Enligt sats 21 far vi

MP=MR=MQ. (1)

Vi ritar cirkeln med medelpunkten M och radie MP. Den
gar aven genom Q och R med avseende pa samband (1).
Enligt sats 19, galler foljande.

MP é&r vinkelrat mot AB, sa cirkeln tangerar AB i P.
MQ &r vinkelrat mot CB, sa cirkeln tangerar CB i Q.
MR é&r vinkelrat mot AC, sa cirkeln tangerar AC i R.

Alltsa ar cirkeln med medelpunkten M och radie MP en
inskriven cirkel.

Definition

En cirkel som tangerar en av sidorna och de tva andras
forlangning kallas en vidskriven cirkel.

Sats 31
Varje triangel har tre vidskrivna cirklar.
Bevis:

Vi drar de yttre bisektriserna till vinklarna AB och AC. Vi
betecknar deras skarningspunkt med H. H har samma
vinkelrata avstand till BE som till BC, likasa har den samma
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vinkelrata avstand till BC som till CF. BE och CF &r
forlangningarna av AB respektive AC, sa H har samma
vinkelrata avstand till AE som AF. Detta betyder att H ligger
aven pa forlangningen av den yttre bisektrisen till AA. De yttre
bisektriserna vid AB och AC samt den inre bisektrisen vid AA
skar varandra i H som har samma vinkelrata avstand till BE, CF
och BC.

.I'{ B E

Vi drar normalerna fran punkten H mot BE, CF och CB. Vi
betecknar fotpunkterna med P, Q och R. Eftersom H har samma
vinkelrata avstand till BE, CF och CB, sa galler likheten

HP = HR = HQ.

Vi ritar cirkeln med medelpunkten H och radie HP. Den gar
aven genom Q och R pa grund av likheten ovan.

A B P E

HP ar vinkelrat mot BE, sa cirkeln tangerar BE i P.
HR ar vinkelrat mot CF, sa cirkeln tangerar CF i R.
HQ ar vinkelrat mot BC, sa cirkeln tangerar BC i Q.

Sa cirkeln med medelpunkten H och radie HP ar en vidskriven
cirkel. P& samma séatt bevisas att det finns tva andra vidskrivna
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cirklar till triangel. Den ena tangerar AC och férlangningen av
BC och BA, den andra tangerar AB och forlangningen av CA
och CB.

1.5 Eulers linje

Leonhard Euler (1707- 1783), var en schweizisk matematiker
som tillbringade storre delen av sitt liv i Ryssland. Han hade
viktiga bidrag till alla grenar av matematiken. En av hans
upptackter &r Eulerlinje.

| detta avsnitt hanvisar jag till [2] och [5].
Sats 32

Hojdernas skarningspunkt, tyngdpunkten i en triangel och
omskrivna cirkelns medelpunkt ligger pa en réat linje.
Linjen kallas Eulerlinjen.

Bevis:

| figuren har vi att O & medelpunkten pa den
omskrivna cirkeln, AD dr en median och F ar
tyngdpunkten.

Vi drar en linje genom O och F. Vi valjer en punkt H
pa linjen som inte ligger pa samma sida om F som O
och sadant att

FH = 20F. (1)
Vi har bevisat i sats 27 att F delar AD i forhallandet 1:2 dvs
AF=2DF. (2)
Av (1) och (2) far vi
OF/FH = DF/FA =1/2.
Vertikalvinklarna AOFD och AAFH &r lika stora enligt sats 5.

Forsta likformighetsfallet ger att AOFD och AHFA ar
likformiga. Detta medfor att

AODF = AFAH.
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Enligt sats 7 & OD och AH parallella. OD &r vinkelrét mot BC,
sd AH ar en del av hojden mot BC. Alltsa ligger H pa hojden
mot BC.

Vi uppfor samma konstruktion utgaende fran en annan
mittpunktsnormal och median, som figuren nedan visar.

| figuren nedan &r BE en median och OE mittpunktsnormalen
till AC. Med samma resonemang kan vi bevisa att trianglarna
AOFE och AHFB &r likformiga och sedan bevisa att H ligger pa
héjden mot AC.

Punkten H ligger pa hojden fran A mot BC och pa hojden fran
B mot AC, sa H &r hojdernas skarningspunkt. Pa sa satt har vi
visat att O, F och H ligger pa en rat linje, som kallas
Eulerlinjen.

1.6  Niopunktscirkel

Niopunktscirkeln &r en cirkel som gar genom nio orelaterade
punkter pa eller inuti en triangel. | féljande avsnitt kommer vi
att ge ett bevis till satsen som tar upp detta pastaende.

| detta kapitel hanvisa jag till [5].
1.6.1 Cirkelfyrhdrningar

Vi har sett i kapitel 4 i avsnitt 1.4.2 att till varje triangel finns
det en omskriven cirkel, men alla fyrhorningar har inte
omskriva cirklar. Alla fyrhérningar som har en omskriven
cirkel kallas cirkelfyrhorningar eller inskrivna fyrhorningar.
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| detta avsnitt kommer vi att bevisa att en fyrhérning ABCD ar

en cirkelfyrhérning om och endast om motstaende vinklar har
summan 180°.

Sats 33

En fyrhorning &r en cirkelfyrhérning om och endast om
motstaende vinklar har summan 180°.

Bevis

| figuren &r ABCD en cirkelfyrhdrning, O ar cirkelns
medelpunkt. Medelpunktsvinkeln som svarar mot AD och AB
ar markerad med u respektive v.

D T
A\
I,.'.- I| ) D . _;_'_:-"kl

Summan av u och v dr ett helt varv.
Alltsa ar

u+v=360°.
Periferivinkelsatsen ger

AB + AD = % —180°.

P& samma satt bevisas att

A + Acz%"’z 180°.

FOr att bevisa omvéandningen, antar vi att i fyrhdrningen ABCD
galler att summan av motstaende vinklar &r180° dvs.

A + ANC = AB + AD = 180°.

Vi skall bevisa att den kan skrivas in i en cirkel.
Vi ritar den omskrivna cirkeln till triangeln ABCD, och lat
medelpunkten till den omskrivna cirkeln vara O.
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Enligt periferivinkelsatsen galler att medelpunktsvinkeln for
cirkelbdgen mellan B och D dar C inte ligger pa ar 2 (AC).
Detta medfor att medelpunktsvinkeln for den cirkelbage dar C
ligger &r 360 — 2 (AC).

Vi har enligt antagandet ovan

A + AC = 180°,
[e] —_— 1 [¢]
NA=180° —AC == (360° — 2 (AC)).

S& omvandning till periferivinkelsatsen medfor att A ligger pa
cirkeln.

Anmarkning 4 Rektanglar ar cirkelfyrhérningar eftersom
motstaende vinklar har summan 180°. Medelpunkten ar
diagonalernas skarningspunkt.

1.6.2 Niopunktscirkel
Sats 34
| en triangel AABC géller foljande.

Mittpunkterna pa en triangels tre sidor, fotpunkterna for
hojderna fran A, B respektive C och mittpunkterna pa
strackorna som gar igenom hojdernas skarningspunkt och
punkterna A, B respektive C ligger pa en cirkel.

Bevis: | figuren nedan ar
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D hojdernas skarningspunkt,

E, F och G mittpunkterna pa strackorna AD, BD respektive CD,
H, I och J mittpunkterna pa sidorna BC, AC respektive AB,

K, L och N fotpunkterna for héjderna fran A, B respektive C.

Vi skall bevisa att punkterna E, F, G, H, 1, J, K, L, N ligger pa
en cirkel.

Vi borjar med att bevisa att JFGI ar en rektangel. Punkterna |
och J ar mittpunkterna pa AB respektive AC. Forsta
likformighetsfallet ger att A4J7 och AABC é&r likformiga.

Likformiga trianglar ger,
NAJI = NABC.
Sats 9 ger,
JI &r parallell med BC.

F och G ar mittpunkterna pa DB respektive DC. Forsta
likformighetsfallet ger att ADFG och ADBC ér likformiga.

Likformiga trianglar ger,
ADFG = ANDBC.
Sats 9 ger,
FG ar parallell med BC.
Pa samma sétt bevisas att

JF och AD é&r parallella, om vi betraktar trianglarna AABD och
AJBF.
IG &r parallell med AD, om vi betraktar trianglarna AACD och
AICG.
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Sa fyrhorningen JFGI ar parallellogram. Men AK ar vinkelrat
mot BC, sa JF &r vinkelrat mot FG och da ar JFGI rektangel.

Pa samma sétt bevisar man att EJHG ar en rektangel.

Mittpunkten pa diagonalen JG, som ocksa ar mittpunkt pa Fl
och EH, & medelpunkt pa en cirkel pa vilken punkterna E, J, F,
H, G och | ligger. Det aterstar att bevisa att K, L och N ocksa
ligger pa denna cirkel.

EH &r diameter i cirkeln. Eftersom AEKH ér rat, sa ligger K pa
cirkeln enligt omvandningen till periferivinkelsatsen. Pa samma
satt kan vi bevisa att L och N ocksa ligger pa cirkeln.

1.7 Morleys teori

En av de mest 6verraskande satserna i elementar geometri,
upptacktes omkring 1899 av Frank Morley. Efter tio ar
publicerades ett elementart bevis av M.T. Naraniengar.

Jag hanvisar framst till [2] i detta avsnitt. Bilderna som jag har
anvant i Morley satsen ar hamtade ur [11].

Som ett forberedande arbete infor denna sats, méste vi bevisa
foljande lemma.

Lemma 1
| triangeln AABC é&r | bisektrisernas skarningspunk.

Da galler att
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ABIC =90° + % ABAC.
Bevis: Vi har

ANABC + AACB = 180° — ABAC.
Vi har ocksa
ABIC = 180° - % (AABC + AACB).
Detta medfor att

ABIC = 180° — 1/2 (180° — ABAC) = 90° + 1/2 ABAC.

Lemma 2

Om i en triangel AABC giller att punkten | ligger pa
bisektrisen till vinkeln ABAC och 4

ABIC =90° + %2 ABAC

sd ar | bisektrisernas skarningspunkt.

Bevis: Om | inte &r bisektrisernas B ¢
skarningspunkt, sd maste finnas en annan punkt som ar
bisektrisernas skirningspunkt i triangeln AABC.

Vi antar att I, ar bisektrisernas skarningspunkt.
Lemma 1 ger

ABILC =90° + % ABAC.
Vi har ocksa

ABIC = 90° + %> ABAC.

-

Detta medfor att
ABI,C = ABIC.
Om vi betraktar fyrhorningen BI;Cl, sa ar
ABILC + ABIC = 90° + % ABAC + 360° — 90°~ ABAC = 360°.
Detta medfor att
AlBI = ALLCI = 0.

Detta betyder att | och I; ar samma punkt. Sa | ar bisektrisernas
skarningspunkt.
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Sats 35 (Morleys sats) | en triangel AABC, om varje vinkel
delas i tre lika stora delar, sa kommer linjerna som delar
vinklarna i tre lika stora delar att skara varandra i tre punkter,
och dessa punkter bildar en liksidig triangel APQR. Triangeln
kallas den forsta Morley triangeln eller Morleys triangel.

A
b

/

B

\
R

Bevis:

Vi kommer att bevisa satsen baklanges. Vi borjar med den
liksidiga triangeln APQR, sedan konstruerar vi triangeln AABC.

Lat APQR vara en liksidig triangel, pa sidorna QR, RP och PQ
uppfor vi likbenta trianglar P1QR, Q;RP och R;PQ vars
basvinklar a, 8,y uppfyller ekvationen

a+ B+ y=120° sdatta<60° B <60°ochy <60°

Vi forlanger sidorna i de likbenta trianglarna tills de mots i
punkterna A, B och C, forlangningen av P;R och R;P méts i B,
forlangningen av R;Q och Q;R mots i A och forlangningen av
P1Q och Q1P méts i C, som figuren nedan visar.

A




Vi sammanbinder A med B, B med C och C med A. vi far
triangeln AABC. Vi ska undersoka om linjerna AQ och AR delar
vinkeln A4 i tre lika stora delar, och om linjerna RB och PB
delar vinkeln AB i tre lika stora delar samt om linjerna PC och
QC delar vinkeln AC i tre lika stora delar.

Eftersom
a+ B+ y=120°
Sa ar det
a+ B+ y+60°=180°.

Detta gor det latt att komma fram till storleken pa manga
vinklar, se figuren nedan.

A

| triangeln AAQR har vi
ARAQ=180°—(a+ B+ y+a) =60°— a.
Och i triangeln ARP1Q har vi
ARP1Q = 180° — 2a.
Da ar
1/2 ARP1Q = 90° — a.
Vi har ocksa
ABPC =180° — a =90°+90° — a =90° + 1?/\RPlQ.
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Trianglarna AP;RP och AP;QP &r kongruenta eftersom
RP; = QP;
RP = PQ
AP1RP = AP1QP =60° + «

Sa P ligger pa bisektrisen till vinkeln ABP;C i triangeln
ABP+C.

Enligt lemma 2 &r P bisektrisernas skarningspunkt i triangeln
AP:BC. Pa samma satt kan vi bevisa att Q ar bisektrisernas
skarningspunkt i triangeln AQ;CA och att R &r bisektrisernas
skarningspunkt i triangeln AR;AB.

Sa alla tre vinklar i A, B och C ér lika stora. Sa vinklarna till
triangeln AABC &r delade i tre lika stora vinklar.

Varje delvinkel i A &r 1/3 AA = 60° — a och det géller varje
delvinkel i B och C. Darmed &r

a=60°—§AA, B =60°— %/\B, y = 60°—31Ac.

Om vi véljer dessa varden till baserna i vara likbenta trianglar,
sa kommer detta att ge en triangel som ar likformig med
triangeln AABC.

Eftersom likformigheten bevarar vinklarna oférandrade, sa
kommer linjerna, som delar triangelns vinklar i tre lika vinklar,
att skdra varandra i tre punkter som bildar en liksidig triangel.
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Il Ellips
1.1 Introduktion till Ellipsen

Den andra delen av mitt arbete behandlar ellipsen. Den utgar
ifran ellipsens definition och avslutas med ellipsen som en
konisk sektion. Jag hénvisar framst till [4] i detta kapitel.

11.1.1 Ellipsens definition

En ellips &r mangden av punkter P sadana att summan av dess
avstand till tva fasta punkter F; och F; ar konstant d v s att

PF; + PF, = konstant.

De fasta punkterna kallas brannpunkter for ellipsen.
Definitionen ovan illustreras i figuren nedan dar ellipsen ritas
som en kurva med nagra punkter P, P; och P, pa kurvan.

11.1.2 Ellipsens ekvation

| detta avsnitt kommer vi att soka ellipsens ekvation. For detta
andamal anvander vi oss av ellipsens definition.

Vi infor ett ratvinkligt xy-koordinatsystem, déar brannpunkten
F1 ligger pa den positiva x-axeln sa att F; = (c, 0) och F, ligger
pa den negativa x-axeln sa att F, = (-¢, 0) med ¢ >0

samt M = (0, 0) ar ellipsens medelpunkt.

Avstandet fran P = (x, y) till F; = (c, 0) betecknas
med -

~1

rn=PF1=/(c — x)? + y2. i

G

49

B
Yy
_.,-o-""--
=_,_,.-"




Och avstandet fran P = (x, y) till F, = (-c, 0) betecknas med
r=PF,=/(c + x)2 + y2.
Kvadrering ger
n’=(-x)2+y* (1)
och
R°=(c+x)2+y% (2)
Subtraktion av (2) fran (1) ger
ri?-r2=(ri-rz)(ri+rz)
=(c—x)>+y? —[(c+x)?*+y*]=-4cx. (3)
Enligt ellipsens definition ar PF; + PF, = konstant.
Vi betecknar konstanten med 2a dér a > ¢, vilket medfor att
PF; + PF, = 2a.

Och eftersom PF;= r; och PF,= r; uttrycket ovan kan skrivas
som

r + r,=2a. 4)

Division av (3) med ry+r; ger

(7"1—7"2)(1'1+7"2) _ —4'Cx _ —Zcx (5)
T1+7 2a a '

rn—rn=

Additionen och sedan subtraktion av (4) och (5) ger

cxX

rlza—; (6)

och

cXxX

rp=a+ —. (7)

Kvadrering och addition av (6) och (7) ger

2c2%x2
a?

r2+n%=(a— %)2 + (a +%)2 =2a? +
Additionen av (1) och (2) ger
r2+n? =c?—2cx+x2+y*+c?+2c+x%+y2
= 2x2% + 2¢% + 2y?.
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Detta medfor att

2,2

2 2 2 _ 2 ¢
Xttty =at +—
2,2
Vi flyttar c?till den hogra sidan och Ca’zf till den vénstra sidan,
sa far vi
5 c%x? .
X°—— ty=ac
Vilket medfor att
(a?-c?)x? .
T +y2_ aZ_CZ.

Eftersom a > ¢, s& ar a®—c? > 0. Vi satter a>—c? = b?, s far vi

b2x?

a2

+ 2= b

Divisionen av hela ekvationen med b? ger ekvationen

Sa ellipsens ekvation med brannpunkterna F; och F, har
formen

dira>c>0ochb=va2 —c? sdatt0<b<a.

Omy =0, ellipsen ovan skar x- axeln i punkterna (a, 0) och
(-a, 0). Strackan mellan dem kallas storaxeln for ellipsen och
den har langden 2a.

Om x =0, ellipsen ovan skér y- axeln i punkterna (0, b) och
(0, -b). Strackan mellan dem kallas lillaxeln for ellipsen och
den har langden 2b.

Skarningspunkten mellan storaxeln och lillaxeln &r ellipsens
medelpunkt M.

Omc=04ar a = b och ellipsens brannpunkter F; och F,
sammanfaller med dess medelpunkt M. Ellipsen dr i detta fall
mangden av punkter som har avstandet a = b till M, och
ellipsens ekvation skulle d& 6verga till x2 + y? = a? och
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representera en cirkel med radie a och medelpunkt M. Denna
cirkel kan betraktas som en ellips vars bada axlar &r lika stora.

1.1.3 Normalen och tangenten till ellipsen

Ellipsens normal &r en rat linje, som dras vinkelrat mot
ellipsens tangent, genom tangerings punkt.

For att finna ekvationen for en normal till ellipsen, skall vi soka
tangentens ekvation forst och darefter harleda normalens
ekvation utifran detta.

1.1.3.1 Tangentens ekvation

For att finna ekvationen for en tangent till ellipsen, skall vi soka
ekvationen for en rét linje, som gar genom tva punkter (x;, y; )
(x2, v, ) pa ellipsen, och darefter undersoker vi vad denna
ekvation blir, nar den ena punkten nérmar sig den andra.

xy1)
Ekvationen for en rat linje, som gar genom punkterna '\\_'
(%1, ¥1) och (x5, y, ) har formen

Y=y =220 (x—x), darxi#xe (8) \ /

Eftersom punkterna tillhor ellipsen maste deras
koordinater satisfiera ellipsens ekvation. Detta medfor foljande
tva ekvationer

Subtraktionen av (10) fran (9) ger

x12—x22 + Y12—YZ2 =0

a? b2

Vi utvecklar denna ekvation, sa far vi

(x1—x2)gx1+ X32) + V1= y2)(Y1+¥2) =0.
a b2

Divisionen av féregaende ekvation med (x; — x5) (y1 + ¥3)
och sedan multiplikationen med b? ger
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V1—y2) b? (x1+ x2) -
A5 Bt B 24 r .11
(x1=x2) a? (y1t+yz2) darys 712 (11)

Substitutionen av ekvationen (11) i (8) ger

_ _ _b_z (x1+ x3) _
y—n = a? (y1+y2) (x xl)'
Detta medfor att
bZ
=y1)(y1+ y2) = —;(x —x1) (X1 + x3).

Ekvationen ovan ar ekvationen for en linje som —

o T~ | A )
gar genom (xy, y; ) och (x5, y, ). Omden ena — /?f-@i%
punkten narmar sig den andra, sa kommer / 1\ \\
denna linje att ha en gemensam punkt med } P | \ “‘:
ellipsen vilken i sin tur blir den sokta tangenten. |\ " o " Fr )
Nu later vi (x5, y5) = (x1, ¥1)- \ ] /

Detta medfor att

lim(xz ,yz)—>(x1 ,yl) (y - yl)(yl + yZ) =

, b2
llm(xz Yo)—(x1,y1) T ;(X - xl) (x1 + x3).

Vilket i sin tur ger

b2
WO -y)=—5 x(x—x1).

a2
Utvecklingen av ekvationen och multiplikation med a® ger
a%y1y — a%y1y1 = —b%ux + b2

F(')'renkling av ekvationen ger
X X1 | YY1 x,? | y12
a? b2 a? bz’

2 2
Men % + yb% = 1, eftersom (xy, y1) &r en punkt pa ellipsen.

Detta medfor att ekvationen for ellipsens tangent i (x4, y1) ges
av ekvationen

o (12)

a? b2
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1.1.3.2 Implicit derivation

| detta avsnitt kommer vi att harleda tangentens ekvation pa
annat sétt. Vi kommer att anvanda oss av implicit derivation. |
implicit derivation deriverar man hela ekvationen med
avseende pa x innan man tar ut y. Alltsd man deriverar forst och
I0ser ut derivatan istéllet for att 16sa ut y forst och derivera
sedan.

Vi betraktar y som en funktion av x, y = f(x). | ellipsens fall s&
uppfyller denna funktion likheten

X2 y()?
2t T 1

Vi deriverar med avseende pa x.

2x  2y(x)
@t Tpr Y =0

Vi loser ut y '(x), vilket ger

b2x

a?y(x)

y'(x) = -
Tangentens ekvation i tangeringspunkten (xi, y1) har formen

y—y1=y"(x) (x —x1) .

Eller
ble “
y—y = P (x —x1), dary; #0.
Alltsa ar
_p2 b2 x12
= + v +—=L
y a? y; x1X Yl a? y, '

Multiplikation med ay; ger
a’y1y = — b?ax + a%y1 y1+ b2
Vi flyttar —b?x;x till vénstra sidan och dividerar hela

ekvationen med a%h?, sa far vi

2 2
X X1 Yy: _ X1 Y1
—t =Tt

a? b2 a?

Eftersom tangeringspunkten uppfyller ellipsens ekvation

2 2
dvs =-+ 21 =1, sa forenklas tangentens ekvation till
X X1 Yy1 _
=t =l
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1.1.3.3 Normalens ekvation

En normal till ellipsen &r en rét linje PH, som genom
tangeringspunkten (x;, v, ) dras vinkelrdt mot tangenten

1

2
Enligt féregaende avsnitt sa ar — Exn riktningskoefficient for
a?y;

den rata linjen, som tangerar ellipsen i punkten (x;, y; ). Omvi
drar normalen genom samma punkt sa far vi féljande ekvation

som ar normalens ekvation. R
,__,_‘:—.. _;"' (Y2
~ ?‘b\
a’y " 7 NN
y—y, = ﬁ—l (x — xq), dar x; #0. / ] \-\
X1 t > —t —
Fz 0 H F

Anmarkning 1

Om vi sétter y = 0 i normalens ekvation, sa far vi

a’y; 2y
=X = == x1—Y1.
ble ble 1 yl

T . b?
Multiplikationen av ekvationen ovan med ;% ger
1

a?—p2 2
X1=— X1.

X=
a? a?

Ur detta foljer att normalen skar x- axeln pa avstandet

2

OH== x1. (13)
Exempel 1
Har kommer vi att se pa en rat linje med ekvationen
y=kx+m

och bestdamma var denna linje skar ellipsen med ekvationen
Z4+X =1 dara>00chb>0

Vi ska unders6ka om denna linje har en gemensam punkt med
ellipsen och darmed &r en tangent till ellipsen, eller har fler &n
en gemensam punkt med ellipsen vilket medfor att linjen ar
ingen tangent till ellipsen.

Ellipsens ekvation kan skrivas som
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b%x? + a?y? = a?b?.
Vi sétter in y = kx + m i ellipsens ekvation vilket ger
b%x? + a*(kx + m)? = a®b?
b%x? + a?(k*x? + 2kmx + m?) = a?b?
b?x% + a’k?x? + 2kma®x + a*m? — a’b*> =0
(b? + a?k®)x? +2kma*x + a*m? — a’b* =0

" 2kma? a’m? — a®b?

x“ + x+ =0
b? + a?k? b? + a?k?
kma? N a2a?k?m? a?m? — a?h?
X = — —
b% + a?k? — [(b?+ a’k?)? b?% + a?k?
N = — kma? a2a?2k?2m?- (a?m2- a?b?)(b2+ a?k?)
~ b2+a2k? — (b2+ a2k2)? '

Forenkling av ekvationen ovan ger

Xy = kma? \/azbz (b%2+ a2k2-m2)

b2+ a2k? — (b2+ a?k?)2

x far olika varden beroende pa m, och for detta &ndamal
diskuterar vi tre fall.

Fall 1: b? + a’k? —m? <0, da x har inga reella varde, och
linjen har inga gemensamma punkter med ellipsen.

Fall 2: b%? + a?k? —m?>0,dvs

—/ b2+ a?k? <m < \b%+ a?k?

56


http://en.wikipedia.org/wiki/File:U+21D5.svg

Har far vi tva reella varden pa x, och linjen skar da ellipsen i
tva punkter.

Fall 3: b2 + a?k? —m?=0dvs b?+ a?k? =m?.
Alltsd m = Vb2 + a?k? . ellerm= —Vb2 + a?k?.

| detta fall far vi ett reellt varde pa x och linjen skar da ellipsen
i en punkt. Linjen kan skrivas pa tva satt beroende pa m. Alltsa

y = kx + Vb% + a?k? ellery = kx — Vb? + a?k?.
Denna linje &r en tangent till ellipsen.

1.2 Konjugatdiametrar till ellipsen
Jag hanvisar framst till [4] i detta kapitel.
Definition

Konjugatdiametrar till en ellips kallas de diametrar CC; och
DD; dér CC; halverar alla kordor som ar parallella med DD,
likasa DD, halverar alla kordor som é&r parallella med CC;.

C:
Lemma 1: Mittpunkten till alla parallella kordor i en ellips,
ligger pa en rét linje. Linjen gar genom ellipsens medelpunkt
och utgdr darmed en diameter till ellipsen.

Bevis: Vi har undersokt linjens skarningspunkter med ellipsen i
exemplet ovan. En linje kan ha en gemensam punkt med
ellipsen och linjen ar da en tangent, eller linjen kan ha tva
gemensamma punkter med ellipsen och da betraktas linjen som
en korda till ellipsen.

x- koordinater for kordans andpunkter p; och p, fas genom

Xy = kma? \/azbz (b2+ a2k2-m?2)

2 21,2 _ o2
b2+ a2k2 (b%+ a%k?)? » b7+ a’k m”= >0
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Och medelvéardet av x- koordinaterna ar x-koordinaten for
mittpunkten p pa kordan pip, d vs.

kma?

X= — —0——.
b2+ a2k?

Och y- koordinaten for mittpunkten p fas genom

k?*ma?

Tt ek

y=kx+m=

—k*ma® + (b* + a’k®)m _ b*m
b2 + a2k? b2+ a?k?

b? kma? b? kma?

a?k b2+ a?k?

a’k ' b2+ a?k?
Detta kan skrivas som

2

= 2 = kyx, dirk = — 2 eller k= —2
y——ﬁx— 1X, arl——ﬁeer 1——;.

Denna ekvation ar en ekvation for en rat linje som gar genom
origo och har lutning k;. Alltsa ligger mittpunkten pa kordan
p1p2 pa en linje med lutning k; och gar genom origo och ligger
ocksa pa linjen y = kx + m.

Detta betyder att mittpunkten pa alla kordor som ar parallella
med p1p> ligger pa en rat linje som gar genom origo och utgor
darmed diametern DD; till ellipsen.

Kordor som ar parallella med p1p, har samma lutning k och en
av dem CC; har mittpunkten M som sammanfaller med
ellipsens medelpunkt M. DD1 och CC1 &r konjugatdiametrar
eftersom DD; och CC; &r belagna sa att DD, halverar alla
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kordor som é&r parallella med CC, och CC; halverar alla kordor
som ar parallella med DD;.

Nar en av dem &r given sa kan man konstruera den andra
genom att rita forst en korda parallell med den givna diametern
och dra en linje i mitten av kordan till mittpunkten pa ellipsen
och detta &r den sokta konjugatdiametern.

Lemma 2: Tangenten som dras genom dndpunkten av en
diameter ar parallell med konjugatdiametern.

Bevis: Vi ritar diametern DD; genom &ndpunkterna D; och D.
Lat x3, y1 vara koordinater for punkten Dy, sa diameter DD, har

lutningen ky = 2% |
X1

Vi har enligt beviset pa lemma 1

_ b?
kl - ﬂ .
Detta medfor att
yi__ b%
x;  a’k’

Detta medfor, enligt lemma 1, att
lutningen k till diametern CC; och till alla kordor som &r
parallella med CC; ges enligt ekvationen

Kky= — 2.

a?

)

bz X1

a? y,

b? xq .. . . .
— ’;1 ar lutningen for tangenten i D;.
1

Men —

Alltsa tangenten som dras genom andpunkten av en diameter,
ar parallell med konjugatdiametern.
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1.3 Tangentens konstruktion

| detta avsnitt kommer vi att diskutera fyra fall for att rita en
tangent till en ellips. | detta syfte kommer vi att soka
egenskaperna till normalen och tangenten och deras relation
med bréannpunktsradier.

Jag hanvisar framst till [4] i detta kapitel.
Sats 1

Normalen PH halverar vinkeln AF; PF, mellan
brannpunktsradierna.

Bevis:
Lat P vara tangeringspunkten, vars koordinater ar (x, y).

Vi har tidigare fatt brannpunktsradierna uttryckta i ¢ och a som
formlerna nedan visar.

\

\\

rn-a-— <. Ochrp=a+=<, /
a a

/

‘\ FZ

Normalen skér x- axeln enligt (13) pa avstandet

2
OH = S x.

a2

Med hjélp av denna formel kan vi uttrycka F;H och F;H med
ekvationerna

2
FiH =c— %x. (14)

FH=c+5x  (15)

Divisionen av (14) med (15) ger

2
C
FiH c=2*¥  a’c-c*x _ a’-cx a-—  PF _ 1

= z = = = X — .
c 2 2 2 e
F,H C+a_2x a“c+cex a“+cx a+ 2 PF, ly)

Omvéandningen till bisektissatsen medfor att PH ar en bisektris
till A F1PF,. Detta betyder att vinklarna AF; PH och AHPF, ar
lika stora. Alltsd normalen halverar vinkeln AF; PF,.
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Sats 2
Tangenten bildar lika stora vinklar med brannpunktsradierna.
Bevis:

Att normalen PH halverar vinkeln mellan brannpunktsradier,
som vi har sett i satsen ovan, ger féljande samband med
avseende pa figuren till hoger.

AF,PH = AHPF, .

Och eftersom normalen &r vinkelrat mot tangenten, s& = Vi

ar aven // — ¢
e
AHPM, = AHPM, . ( o 7

/\F1PM1 = /\F2PM2 .

Detta medfor att

Tangentens konstruktion

Vi har bevisat att tangenten bildar lika stora vinklar med
brannpunktsradierna. Man kan formulera omvandningen till
detta pa foljande satt att varje linje som bildar lika stora vinklar
med bréannpunktsradierna ar en tangent till ellipsen. Denna ar
ocksa sann.

Denna egenskap som karakteriserar tangenten ar grunden for
var konstruktion av en tangent till ellipsen i de tre férsta fallen.

Vi diskuterar fyra fall for att konstruera en tangent.
1) Att draen tangent genom en punkt P pa ellipsen.
Vi drar brénnpunktsradierna F; P och F,P.

Lat G vara en punkt pa forlangning av F,P.

Vi delar vinkeln AF; PG i mitten genom en rat linje QH.
Vi far foljande likheten

AF,PH = AGPH.
Och eftersom vertikalvinklarna &r lika stora, sa far vi

AGPH = AQPF,.
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De sista tva likheterna ger
AF,PH = AQPF,.
Enligt satsen ovan &r linjen QH en tangent.

2) Vi presenterar annat satt att dra en tangent genom en
punkt pa ellipsen.

Vi har bevisat att tangenten som dras genom andpunkten av en
diameter ar parallell med konjugatdiametern. Denna sats ger
0ss en enkel metod att konstruera en tangent till ellipsen genom
andpunkten C pa diametern CCj.

Vi drar diametern CC; och vi ritar dess konjugatdiameter DD;.
Vi ritar genom C en linje ¢ parallell med DD;. Linjen ¢ ar den
sOkta tangenten genom C.

3) Att dra en tangent genom en punkt Q utanfor ellipsen.
Vi ritar en cirkel med radie 2a och medelpunkten F,.

Vi ritar annan cirkel med medelpunkten Q vars periferi gar
genom den andra brannpunkten F;.

Bada cirklarna skar varandrai G och G;.

Vi sammanbinder G och G;med F,, sa far
vi tva punkter P och P;. Vi ska bevisa att
P och P; ar tangeringspunkter.

Vi har G.-.i‘l
F.,G =2a=F,P + PF,.
Detta medfor att N

PF, = PG.
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Nu drar vi radien genom punkterna Q och P som traffar cirkeln
i punkten H.

Trianglarna AF1PQ och AGPQ é&r kongruenta, ty
PF, = PG,
QP ar en gemensam sida,
QF; = QG radier i samma cirkel.
Detta medfor att AF1PQ = AGPQ .
Vi har
AF1PH = 180° — AF1PQ
=180° - AGPQ = NHPG.
Alltsa ar
AF,PH = AHPG.
Vertikalvinklarna ar lika stora vilket ger
AHPG = NF,PQ.
Detta medfor att
ANF1PH = NFLPQ.

Sa linjen QH bildar lika stora vinklar med brannpunktsradierna.
Foljaktligen ar denna linje en tangent till ellipsen i
tangeringspunkt P.

P& samma sétt bevisas att P; ar en annan tangeringspunkt och
linjen QP; ar ocksa en tangent till ellipsen.

4) Att dra en tangent, parallell med en given rat linje.

Vi ritar cirkel med radie 2a och
medelpunkten F».

Vi ritar en vinkelrat linje fran F; mot den 7
givna linjen ¢ ‘.’
Denna linje skar cirkeln i G och G;. \ M

Lat H vara mittpunkten pa F;G. Vi ritar
mittpunktsnormalen till F;G.
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Vi har féljande likheter
F.G =2a = F,P + PF;.
Detta medfor att
PG = PF,.
Trianglarna AF1PH och AGPH &r kongruenta, ty
PF; = PG,
PH &r gemensam sida,

FiH = HG. Eftersom PH &r mittpunktsnormal.
Kongruenta trianglar ger A\GPH = AHPF1.
Vertikalvinklarna ger att A\GPH = ANPF>.

De tv4 sista likheterna ger AHPF; = ANPF).

Sa linjen HN bildar lika stora vinklar med brannpunktsradierna.
Foljaktligen ar mittpunktsnormalen HN en tangent till ellipsen.

Pa samma sétt bevisas att mittpunktsnormalen MQ till F1G; ar
ocksa en tangent till ellipsen.

Beviset grundar sig pa mittpunktsnormalen till den vinkelrata
linjen mot ¢ genom G. | beviset har vi valt linjen ¢ utanfor
ellipsen och beviset ar detsamma med linjen som skar ellipsen.

1.4 Ellipsens konstruktion

Jag héanvisar framst till [8] i detta kapitel. | [8] har de visat olika
metoder att konstruera en ellips eller punkter pa en ellips. Vi
har valt ndgra av metoderna och undersokt varfor dessa
metoder konstruerar en ellips eller punkter pa ellipsen.

11.4.1 Trad och pennans metod

Karakteriseringen av en ellips som punktlinjen, sa att summan
av avstanden till brannpunkterna ar konstant, leder till en metod
for att dra en ellips med tva spikar, en trad och en penna.
Spikarna placeras dar man vill ha ellipsens brannpunkter. Vi
faster traden i spikarna och vi spanner traden med hjalp av
pennans spets. Vi for runt pennspetsen som kommer att
beskriva en ellips vid denna rorelse.
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11.4.2 Parallellogram metoden

Vi borjar med att konstruera punkter pa en ellips med storaxel a
och lillaxel b.

Vi ritar en linje AB = 2a och fran mittpunkten M ritar vi en
vinkelrét linje CD sa att CM = 2b.

Vi infor ett koordinatsystem med x- axeln utefter AB och
y-axeln utefter CD.

Vi ritar rektangeln ABHL. Vi delar HB i ett antal lika delar och
HL i samma antal lika delar.

Delningspunkterna pa HB resp HL med samma
ordningsnummer, som bilden nedan visar, sammanbindas med
A resp B. Skérningspunkterna &r punkter i den forsta
kvadranten pa ellipsen med halvaxlarna a och b som vi kommer
att visa senare.

Analogt fas punkter i den andra, tredje och fjarde kvadrant.

<9
Wik g
Q
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Undersokning

Undersokningen gar ut pa att kontrollera om
skarningspunkterna ligger pa en ellips med storaxeln a och
lillaxeln b.

Vi delar HB och HL i samma forhallande & genom E respektive
G, se figuren nedan.

Andpunkterna pa linjen AE har koordinatorna

A (-a,0),E(a,52b) och dndpunkterna pé linjen BG har
koordinatorna B(a, 0)och G(a — 62a, 2b). Vi undersoker
skarningspunkten F da AE skar BG.

Linjen AE har ekvationen

-82b

)

&b
y = 7(x+a).

y—0= (x +a).

Linjen BG har ekvationen

0-2b
a—a+2ba

)

-b
y= 5. (x—a)

y—0= (x —a).

Vi eliminerar &, sa far vi egenskapen for skarningspunkten P.
Detta sker genom att multiplicera ekvationerna for AE och BG.
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Efter forenkling far vi

x2 y2

a2+ﬁ:1

Detta betyder att skarningspunkten &r en punkt pa ellipsen med
storaxeln a och lillaxeln b.

Beviset betyder att om vi delar HB och HL i samma
forhallande, sa kommer vi att fa en punkt pa ellipsen. Detta
medfor att om vi delar HB och HL i samma antal lika delar, sa
kommer alla skarningspunkter, som vi fick i konstruktionen
ovan, att ligga pa ellipsen med storaxeln a och lillaxeln b.

11.4.3 Trammelmetoden eller ellipsografmetoden

Ellipsograf ar ett instrument for konstruktionen av ellipser.
Detta instrument grundar sig pa en enkel metod att rita en ellips
med. Nedan kommer vi att anvénda oss av den enkla metoden
som ellipsografen grundar sig pa for att konstruera olika
punkter pa en ellips med halvaxlarna a och b.

Vi infor ett ratvinkligt koordinatsystem. Dessa kommer att vara
de storre och mindre axlarna pa ellipsen.

Vi markerar tre punkter P, D och C pa linjalen. Se

i i 0 L1
figuren till hoger o

Lat PC = a vara langden av storaxeln och PD = b vara langden
av lillaxeln. Vi for linjalen pa papperet, sa att punkten C halls
alltid pa y- axeln och D pa x- axeln.

Vi féljer med pennan punkten P, sa kommer vi att fa olika
punkter pa ellipsen.

7o
I|' 2,.—’2'

. )
\“x.____ /’/L: -~ /

-
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Undersokning

Vi ritar en rat linje som skar x- axeln i D och y- axeln i C, sa att
CD=a-b

Vi viljer en punkt P som ligger utefter CD sadant att CP = a.

Vi drar genom P en linje parallell med x-axeln och en annan
linje parallell med y-axeln som skér x- axeln i M.

Vi drar genom origo en linje som &r parallell med PC. Vi far
skarningspunkterna K och L, som figuren visar.

OLPD dr en parallellogram eftersom motstaende sidorna &r
parallella. | parallellogram galler att motstdende sidor ar lika
langa och i denna parallellogram har vi

LO=PD=h.
Och
LP =0D.
Vi har
ANCDO = ADOL ”Alternatvinklar”
och
ADOL = ANPLK Likbeldgna vinklar”
| trianglarna AKPL och ACOD har vi
LP =0D,
AKPL = ANCOD = 90,
AKLP = ANCDO.

Detta medfor att trianglarna AKPL och ACOD &r kongruenta,
detta ger

KL=CD=PC-PD=a-bh.

Eftersom KL = a- b, s ar
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KO=KL+LO=a-b+b=a.

N
457

Trianglarna AKPL och AKMO ar likformiga, eftersom
vinklarna i den ena triangel &r lika med vinklarna i en andra
triangel. Detta ger oss foljande likformighetsskala

kM _ ko
KP KL
Detta kan skrivas som
KM KO

KM—-PM  KO-LO'
Vilket ger

KM KM _ KO KO
KM PM KO LO'

)

KM _KO_ a
PM ~ LO b’
K har koordinaterna ( x, y,) och P har koordinaterna ( x, y,).

Likheten ovan kan skrivas som

Yk _ &

Yp b’

Triangeln AKMO é&r en ratvinklig triangel, enligt pythagoras
satsen far vi

v =Va?z —x2.
Enligt ovan har vi
Yo = Z Yk = Z VaZ —x2.
Kvadrering och sedan forenkling av ekvationen ger
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x2 2

— + yL =1

a b?
Detta betyder att P uppfyller ekvationen

xZ yZ

2tpE=1
Sa punkten P som ligger utefter linjen CD dar CP = a och
punkterna C och D halls alltid pa y- axeln resp x-axeln &r en

punkt pa en ellips med storaxeln a och lillaxeln b.

11.5 Ellipsen som en konisk sektion
Jag héanvisar framst till [1] i detta kapitel.

Lat en rat linje ¢ skara en annan linje ¢ under vinkeln u. Om L
roterar kring L; utan att férandra sitt 1age d v s roterar under
den konstanta vinkeln u, alstras en rotationskon K. Den fasta
linjen kallas en axel, den rorliga linjen ar den genererande
linjen, den vinkel de bada linjerna bildar med varandra &r den
genererande vinkeln och den punkt S dar de tva linjerna skar
varandra kallas spets till konen.

Ett kagelsnitt ar den kurvan som fas da ett plan skar konen.
Olika fall kan intréaffa, beroende pa den vinkeln som planet
bildar med roationskonens axel. Kagelsnittet kan bli en cirkel,
en ellips, en parabel och en hyperbel.

| detta arbete kommer vi att koncentrera oss pa ellips fallet, se
bilden nedan. Bilden ar hamtad ur [9].
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A

En ellips fas om vinkeln mellan det skarande planet och
roationskonens axel &r stérre an den genererande vinkeln. Vi
kommer att kontrollera att snittkurvan uppfyller ellipsens
definition. Vi ska bevisa att summan av avstanden fran en
punkt pa snittkurvan till tva fasta punkter ar konstant.

Till andamalet véljer vi ett plan = genom konens axel,
ortogonalt mot det skarande planet ¢. Detta nya plan 7, moter
konen utefter tva genererande linjer g och g; och det skarande
planet ¢ utefter en viss rét linje AA;. A &r skarningspunkten
mellan planet ¢ och den genererande linjen g och A; &r
skarningspunkten mellan planet ¢ och den genererande linjen
g:. Alltsa i detta plan har vi axeln d, generatriserna g och g;
samt skérningslinjen AA; som figuren nedan visar.

Ay

B1

| planet 7 ritar vi den inskrivna cirkeln till triangeln ASAA; med
medelpunkten O och tangeringspunkterna F, G och H, likasa
ritar vi den vidskrivna cirkeln med medelpunkten O; och
tangeringspunkterna F1, G; och H; som tangerar AA; och
forlangningen pa de tva andra sidorna SA och SA;, som figuren
nedan visar.
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Trianglarna ASHO och ASGO &r kongruenta, ty

Medelpunkterna ligger pa bisektrisen till vinkeln AS, vilket
medfor att AOSH och AOSG ér lika stora. Linjerna SA och SA;
ar tangenter d v s AOGS = AOHS = 90°. Detta medfor att
ASOG och ASOH ér lika stora. Vi har ocksa sidan SO en
gemensam sida.

Kongruenta trianglar ger
SG =SH.

Samma argument med trianglarna ASG10; och A SH,0, ger
SG; = SH;.

Vid figurens rotation kring axeln beskriver dessa cirklar tva
sfarer som tangerar konen. Tangeringspunkterna G, H, G; och
H; beskriver vid denna rotation tva cirklar dar sfarerna tangerar
konen, som figuren nedan visar. Det skdrande planet tangerar
den ena sféren i punkten F och den andra i punkten F;.

Vi véljer en godtycklig punkt M pa konens och planets
skarningskurva. Genom M drar vi generatrisen MS som
tangerar sfarerna i L och L. Likasa drar vi tva rata linjer MF
och MF;. Eftersom tangenter fran en punkt till samma sfar ar
lika langa, som kommer att bevisas i lemmat nedan, sa &r det
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MF = ML
och
MF; = ML;.
Additionen av likheterna ovan ger
MF + MF; = ML + ML; = LL;.

Men
LL1 = GGl = HH1

eftersom

SG = SH och SG; = SH;.
Sa LL; ar konstant och oberoende pa vilken punkt pa
kagelsnittet vi véljer. Alltsa & summan av avstanden fran en
punkt M pa skarningskurva till tva fasta punkter F och Fy
konstant. Denna kurva ar en ellips med brannpunkterna F och
F,. Bilden nedan ar hamtad ur [10].
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Lemma 3: Tangenter fran en punkt till samma sfar &r lika
langa.

Bevis: Till detta &ndamal betraktar vi bilden nedan, i bilden har
vi en cirkel och en tangent till cirkeln.

S

Vi har

SL= [ (SM)2 - r?

Tangentens langd &r beroende pa SM och pa r som &r konstanta.
Sa vi far samma resultat oberoende pa vilken tangent vi véljer.

Om vi roterar figuren kring SM sa kommer cirkeln att beskriva
en sfar, tangenten till cirkeln beskriver oandligt manga
tangenter till sfaren som figuren nedan visar.

Tangenterna ar beroende pa linjen SM och pa radien r till
cirkeln, vilka ar konstanta. D4 ar alla tangenter till sfaren
dragna fran samma punkt lika langa.

OBS: Alla bilder som finns i detta arbete med undantag av de
som jag har refererat till, har jag konstruerat sjalv. Jag har
anvant mig av ett program (GeoGebra). Detta program kan
laddas pa www.geogebra.org
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