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Abstract

Vi betraktar ringen R = Zg[x1, ..., z,]/ (2} — 21,...,22 — 3,). Vi

rrn
visar att det finns en naturlig 1-1-motsvarighet mellan elementen i R

och delméngder till Z%, dér f € R svarar mot {p € Z%; f(p) = 0}.
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1 Inledning

I det forsta avsnittet behandlas Grobnerbaser och vi beskriver hur man
riknar ut dem. I det andra avsnittet bevisar vi vart huvudresultat att det
finns en naturlig 1-1 motsvarighet mellan delmangder till Z7 och element i
Zo|xy, ... 2]/ (2} — 2y, ..., 22 —x,). Vikan definiera en addition och multi-
plikation pa mangden av delméngder till Z} sa att man far en ring. I det sista
avsnittet har vi att denna ring ar isomorf med en ring som har mangden av
delméngder till Z% som element och additionen A+ B = (AN B)U(A°N B),
(det vill sdga den symmetriska produkten av A och B) och multiplikationen

A-B=ANB.

2 Grobnerbaser

Lat k vara en kropp. Monom i en polynomring k[xy, ..., z,| dr element pa
formen z{' - x

€n

on,

Definition En monomordning definerar vi som
e For varje par av monom m,n har vi m < n eller n < m eller m = n.
e Om my; < mg och my < ms da ar m; < ms.

e 1 < m {or varje monom m # 1.

e Om my < my da ar mmy < mmsy fOr varje monom m.



Ett exempel pa en monomordning ér den lexikografiska ordningen (lex).
Har géller att x7' -+ -xin < 27" - 29" om 4y = Ji, ... 0% = Jr, lps1 < Jri1 fOT
nagot k.

Sats 1. Lex ar en monomordning
Bevis Det galler att

e Lex ar en totalordning ar klart. Det vill saga, om m och n ar monom
sa ar m < n eller m = n eller m > n

o Lat my = 7" - -l , mg = 27" - - x), Mg = 27" - - - xen. Eftersom my <
mo finns ett k sa att a; = by,...,ap = bp,ary1 < bpy1. Eftersom
mo < mg finns ett [ sa att by = ¢1,...,0p = ¢, b1 < ¢q1. Da ér
] = Cp,y ..., 05 = Cs, Q541 < Cey1, 0M § = min(k,1). Alltsa &r my; < ms.

e 1=20 20 <momm#1.

e Antag att m; < mg dér my; = 7' --- 2% och my = :Ulil xl;f Da

géiller att a1 = bl, Lo, ap = bz‘, air1 < bi+1 for IlEO%gOt 1. Lat m =
- xtn. DA Ar mmy = 27T - g0t och mimg = 2T L ghaten,
Och ay +c1 = by +c1, ..., a; +¢; = by + ¢, aip1 + cip1 < bigq + Ciqr.

Alltsa om m; < my sa ar mmy < mms. O

Antag nu att vi har en polynomring S = k[x, ..., z,] och en monomord-
ning <. Da definieras I(f) for f € k[zi,...,z,] som det storsta monomet
som har koefficient inte lika med noll.

Vi kommer bara betrakta ordningen lex i fortsattningen.

Exempel: f = 27y?23 + 227y%2% + 282. Da ar I(f) = 282.

Om I ar ett ideal i S = Kk[z1, ..., z,] da definieras {(I) som det ideal som
genereras av alla [(f) for alla f € 1.

En Grobnerbas for ett ideal i en polynomring ar en uppsattning polynom i
idealet sadana att de ledande monomen i dessa polynom genererar de ledande
monomen for alla polynom i idealet. Det finns en algoritm for att konstruera
Grobnerbasen for ett ideal. Den har tva ingredienser:

e Berdakning av S-polynom.

o Reduktion.



Man startar med ett generatorsystem for idealet och en monomordning.
Sedan berdknar man S-polynomet for ett par av generatorer. Om f = m-+ f;
och g = n+gy, diar m respektive n ar de ledande monomen, sa ar S-polynomet
av f och g S(f,g9) = (lem(m,n)/m)f — (lem(m,n)/n)g. Sedan beskriver vi
reduktion. Lat f = m + f; vara ett polynom i basen, dar m ar det ledande
monomet. Antag att g ar ett annat polynom i basen som innehaller ett
monom som ar delbart med m, dvs av formen mm;. Da ersatter man mm;
med — fym;. Algoritmen gar nu till sa att man berdknar S-polynomen av alla
par av element i basen och reducerar dem. Om ett S-polynom inte reduceras
till 0, sa lagger man till det till basen och fortsitter. Man &r klar nar alla
S-polynom reduceras till 0. Algoritmen kallas for Bucherbergers algoritm och
Buchberger var en elev till Grobner.

Exempel: Lat [ = (f,g) dar f = 2®> + 9%, g = zy + y?, dar 2? resp.
zy ar ledande monom. Da ar lem(x?, zy) = 2%y och S(f,9) = yf — xg =
y3 — ay?. T y3 — xy? ersitts xy med —y?2, sd xy? blir —y3 och resultatet blir
y® — (—y3) = 2y3, som inte kan reduceras. Man ligger till 3 till basen som
nu ar 2+ xy, vy +y%, y? (i stallet for 2y® kan man lagga till 4® som genererar
samma sak). Sedan rdknar man ut S-polynomen av alla par som inte redan
raknats ut och reducerar dem med alla ledande monom. Sa fortsatter man
tills alla S-polynom reduceras till 0. Da har man en Grobnerbas. S(xy +
v3y3) = y?(xy + v?) — 2y® = y* reduceras till noll. Slutligen ar S(z? +
zy,y°) = y*(2? + xy) — 2%y = 2y?, som reduceras till 0 med y3. Alltsa ar
2% + 2y, xy + y2, y> en Grobnerbas for idealet.

Vi sag att S(z? + zy,y?) reduceras till 0. Det éar ingen tillfallighet som
nasta sats visar.

Sats 2. Om I = (f1,..., fx) och ged(fi, fj) =1 dai # j saar{l(f1)...1(fx)}
en Gréobnerbas for I. Det rdacker att bevisa fallet da jag har fi, fa och

I(f1),l(f2) relativt prima. Da kommer S(f1, f2) reduceras till 0.

Bevis Lat f{ = _m +g; och fo = _n +gs. S(f1, f2) =n(m+¢g1) —m(n+

U(f1) U(f2)
92) — mn+ng1 —mn—mgs = ng; —mMmgs. Detta ger att (_92)91 _92(_91) =
—g192 + g192 = 0 ifall man satter n = —g, och m = —g;. =

Sats 3. Alla monom som inte ligger i I(I) utgor en k-bas for S/1I.



Bevis Alla monom som ligger i [(]) kan reduceras. Kvar blir bara linjar-
kombinationer av monom utanfér [(/), sa monomen utanfor [(I) genererar
S/I. Dessa monom é&r ocksa linjért oberoende for de kan inte reduceras. De
utgor alltsa en bas for S/1. O

3 Huvudresultatet

Lat S = Zs|xy, ..., x,] vara en polynomring i n variabler och lat [ = (2% —

Ty, T2 — 1),
Sats 4. Generatorerna for I utgor en Grobnerbas.

Bevis 27 och z7 ar relativt prima om ¢ # j sa vi kan anvénda Sats 2. Vi
har alltsa [(1) = (23, ...,22). De monom som ligger utanfor /(1) ar alltsa de

kvadratfria monomen. ]
Sats 5. Antalet nollskilda monom i S/1 dr 2".

Bevis Varje monom utanfor [(f) ar pa formen x;, - --x;, dér inga vérden
pa index kan forekomma mer &n en gang. Det finns n variabler att vélja
mellan, och varje variabel ar antingen med i monomet eller inte. Detta ger
2™ mojligheter. [l

Sats 6. Antalet element i S/I dr 2%".

Bevis ElementeniS/1I ar 1, xy, o, . .., z, samt alla parvisa produkter zzs, . . .,
samt alla trippelprodukter zixsx3, ..., osv. Totalt finns alltsa

2" n 2" - 2"\ 92"

0 1 o on | =
element. O]

Sats 7. Antalet element i Z5 dr 2".

Bevis Varje element i (Z5)" ar pa formen (ay,...,a,) dir a; r antingen 0
eller 1. Alltsa finns det 2" element. O

Sats 8. Antalet delmdingder i 73 dr 22"



Bevis Jag valjer ut alla 0-delméangder, 1-delmangder, ..., 2"-delmangder.

Det finns totalt
AL N mn n n 2"\ 92"
0 1 o o)

delméngder. O]

Punkterna i Z% kan exempelvis utgora nollstallen till ovannamnda poly-
nom. Antalet delmingder i Z% dr ocksa 22" st och jag vill undersoka om
det finns en naturlig 1-1 motsvarighet mellan alla polynom i S/I och alla
delmangder i Z5. Kalla dessa delmangder for M.

Lat

dir R=75\{(0,...,0)}.
Jag vill visa att f har punkten (0,0,...,0) som enda nollstélle.

Lemma 1. f har origo som enda nollstalle.

Bevis Det ar klart att f(0,...,0) = 0. Antag nu att ¢t € S &r ett nollstélle
dart = (1,1,...,1,0,0,...,0). Foljande géller &ven om ettorna &ar placerade

i st n—1 st
pa nagot annat sitt. f(t) =i+ (;) + (;) +...+ (z) = 2¢—1 vilket ar kongruent
med 1 modulo 2, vilket innebér att f(a) =1 for alla a # (0,...,0). O

Det ar nu enkelt att bestamma ett polynom som bara har en enda punkt
som nollstélle. Exempelvis har ga10,..0 = f(@1 — Lzg — 1, 23,...,2,) ett
enda nollstélle (1,1,0,...,0). Polynom med ett enda nollstélle i en punkt p
kallar vi for e,.

Om f € Zylxy, ..., 2,/ (x3—21, ..., 22 —x,] betecknas {p € Z3; f(p) = 0}

rrn

med V' (f) och vi kallar V(f) for nollstalleméngden for f.

Lemma 2. For varje delmingd M C 7% finns f € S/I sa att V(f) = M,
dvs f har precis punkterna © M som nollstdllen.

Bevis Lat M besta av py, ps, ..., px. Da har polynomet e, ---¢e,, alla punk-
ter i M som nollstalle och inga andra. O]

Eftersom Zs[w1, ..., x,]/(22—x1, ..., 22 —x,) ar en ring ger detta mojligheten
att gora mangden av delmangder till Z% till en ring.



Sats 9. Givet f,g € S/I samt mingderna A = V(f),B = V(g). Da dr
V(fg) = AUB.

Bevis fg=0om f=0eller g=0saV(fg)=V(f)UuV(g). O
Sats 10. V(f +g) = (ANB)U (A°N B°).

Bevis Om f(p) = g(p) = 0saar (f+g)(p) = 0. Alltsa p € V(f) NV (g).
Om f(p) = 0,9(p) = 1 eller f(p) = 1,9(p) = 0 sd ar (f + g)(p) = 1. Om
flp) =gp) =1sadar (f+g)(p) =0. Alltsa p € V(f)* NV (g)c. Alltsa ar
V(f+9) =V({)NnV(g)U V() nVig)). O
Vi har sett att det finns lika manga element som S/I som antalet delméngder
av Z4. Det finns alltsa en bijektion mellan dessa, specifikt avbildningen
¢ . S/I — M dér M &r méngden av delméngder till Z7, definierad av
O(f) = V(f). Det foljer nu att méngden av delméngder till Z3 blir en

ring som &r isomorf med S/I om vi for delméngder A och B definierar
A+B=(ANB)U(A°NB° och A-B=AUB.

Sats 11. Avbildningen ® : S/I — M ddar M dar mdangden av delmdngder
till 7, definierad av ®(f) = V(f) dr en isomorfi.

Bevis Detta foljer av satserna 9, 10 och 11. [

Sats 12. Nollan i S/I svarar mot hela médngden Z3. Ettan svarar mot tomma
mangden. Mangden som svarar mot 1+ f dr komplementet till mangden som
svarar mot f.

Sats 13. Alla element i S/I dr idempotenta dvs Vf € S/I sa ar f>= f.

Bevis Eftersom V(f?) = V(f) géller f2 = f da vi har en isomorfi mellan
S/I och M. O

4 En annan ringstruktur

Om M éar en mangd sa finns det ett standardsatt att gora méngden av
delmangder till M till en ring.

Sats 14. Om A och B dr delmdngder till M definierar man A & B =
S(A,B) = (AN B°)U (A°N B) (den symmetriska differensen av A och B),
och A x B =ANB. Da blir mingden av delmdngder till M en ring med
addition & och multiplikation X.



Bevis Eftersom A @ () = S(A,0) = A &r 0 nollelement i R. Eftersom
Ax M = ANM = A & M enhetselement (etta) i R. Additionen &r
kommutativ eftersom A®B = S(A, B) = S(B, A) = B&A. Multiplikationen
ar kommutativ eftersom A x B = ANB = BN A = B x A. Additionen
ar associativ eftersom (A® B) & C = S(A,B) ® C = S(S(A,B),C) och
Ae(Ba(C)=Aad S(B,C)=5S(A,5(B,C)). Man 6vertygar sig létt, t.ex.
med ett Venndiagram, att bade S(S(A, B),C) och S(A,S(B,C)) bestar av
de element som ligger i precis en av A, B, C tillsammans med AN BN C.
Multiplikationen &r associativ eftersom (A x B) x C = AN B x C = (AN
B)NnC =ANn(BNC)=Ax (B x (). Slutligen visar vi distributiviteten.
Ax(BaC)=ANS(B,C)och (AxB)&(AxC)=S(ANB,ANC). Nu
giller att AN S(B,C) bestar av de element som ligger i precis en av B, C
och samtidigt i A, och S(AN B, AN C) bestar av de element som ligger i
precis en av AN B, ANC, vilket ar samma sak. n

Om nu M ar méangden av delmangder till Z3 betecknar vi denna ring
med R. Den ring vi behandlade i forgaende avsnitt med addition A + B =
(AN B) U (A°N B°) och multiplikation A- B = AU B kallar vi T'.

Sats 15. ¢ : R — T, ddr ¢(A) = A° dr en isomorfi.

Bevis Vi maste visa att (A @ B) = ¢¥(A) + ¥ (B), (A x B) = ¢(A) -(B)
och att ¢ ar en bijektion.

Nu ér v (A® B) =¢(S(A,B)) =(S(A,B))*=((ANB)U(A°N B)) =
(ANB)N(A°NB) = (AUB)N(AUB°)Y(A) +¢(B) = A°+ B¢ =
(A°N B°)U (AN B). Bade ¥(A ® B) och ¥)(A) + ¢(B) bestar alltsa av de
punkter som ligger i bade A och B tillsammans med de punkter som ligger
utanfor bade A och B. Att ¢ ar en bijektion foljer av att det enda elementet
som avbildas pa () (nollan i T) &r Z% (nollan i R). O
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