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Inledning

Det hér sjéalvstandiga arbetet inleddes redan hosten 2011, da pa @mnet polyedrar. Detta var
under en tuff termin och med en kurs vars innehall inte riktigt ville ta faste hos mig. Dérfor
hann jag egentligen bara, i samrad med min handledare Christian Gottlieb, komma fram till
att &mnet inte passade och att det var dags att hitta pa nagot annat att skriva om, innan det var
dags att fortsdtta mina idrottsstudier vid Gymnastik- och Idrottshdgskolan. Darfor har arbetet
lange fatt ligga pa vant och jag har i princip bara hunnit och haft motivation till att ldsa in mig
pa dmnet under tiden fram till varen 2013. Men under den hér varterminen har det dntligen
tagit fart! Mitt schema har varit lite mer luftigt och jag har ként mig motiverad till att grdva i
de komplexa talens snariga historia.

For mig har det varit en jatteutmaning! Jag har fatt repetera kunskaper som pa nagot sétt
runnit ut ur orat, stott pa markliga berdkningar som jag till en borjan inte har rett ut, fatt
anstranga mig med att ldsa matematik pa engelska och faktiskt varit tvungen att verkligen
forsta matematiken. Men med en fenomenal handledare kan det ju bara ga bra till slut. Vi har
haft moten, mailat och diskuterat tredjegradsekvatione, geometri och mycket annat under flera
fikastunder.

Sahér nér det borjar ndrma sig malgang kanner jag dock att tiden utan aktivt arbete har fatt
bade &mnet och mig att mogna — och att det férmodligen bara har varit bra att jag har tagit
lang tid pd mig. Jag tror inte att jag hade varit lika insatt i &mnet som jag nu har hunnit bli,
sakta men sdkert.

Eftersom matematik &r roligt héller jag mig med en littsam ton arbetet igenom. Trevlig
lasning!

Stockholm, maj 2013



Sammanfattning

I foljande sjdlvstandiga arbete kommer vi att forflytta oss i tiden fran sent 1400-tal till mitten
pa 1800-talet for att undersoka hur synen pa de komplexa talen utvecklades. Under 1500-talet
upptdcktes 16sningar till tredjegradsekvationer av de italienska matematikerna Scipione del
Ferro, Niccolo Fontana (Tartaglia) och Gerolamo Cardano. Herrarna var framst intresserade
av de reella 16sningarna men bland dessa foérekom ibland kvadratrotter ur negativa tal. Rafael
Bombelli och Gottfried Leibniz tog sedan vid och vidareutvecklade nér de tre férstnamnda
gick bet.

For att de komplexa talen skulle bli accepterade kréavdes en geometrisk tolkning och foér den
stod framfor allt skandinaven Kaspar Wessel for. Inblandade i denna var bland annat dven
Hamilton och Gauss. Termen “imaginédr” (imaginéra tal) myntades pa 1600-talet av René
Descartes.
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1 Syfte

Syftet med det hér sjdlvstandiga arbetet ar att undersoka hur synen pa de komplexa talen har
utvecklats genom den matematiska historien. Vi kommer att titta narmare pa hur de
“upptacktes” och pa hur matematiker har brottats med dess geometriska tolkning. Det &r en
resa fran sent 1400-tal till mitten pa 1800-talet, genom funderingar, tvivel, atervandsgrander,
genombrott, genidrag och acceptans. Pa vagen stoter vi pa flera betydelsefulla personer inom
matematiken. Som slutklam ska vi kika litegrann pa hur komplexa tal introduceras pa
gymnasiet idag. Far eleverna nagon forstaelse eller ldr de sig bara att rakna med i ?

2 Historia - De forsta snubblande stegen mot att forsta
V-1

Negativa och imagindra tal betraktades linge med stor misstinksamhet. De blev ofta kallade
falska, pahittade eller omojliga som losningar. De komplexa talen har vandrat en lang vég for
att tas pa allvar och till slut bli accepterade och anvédnda. Vi kommer att forflytta oss i tiden
fran sent 1400-tal till mitten pa 1800-talet for att se hur synen pa de komplexa talen
utvecklades.

Under 1500-talet upptécktes 16sningar till tredjegradsekvationer av de italienska
matematikerna Scipione del Ferro, Niccolo Fontana (Tartaglia) och Gerolamo Cardano.
Herrarna var framst intresserade av de reella 16sningarna men bland dessa férekom ibland
kvadratrotter ur negativa tal. Rafael Bombelli och Gottfried Leibniz tog sedan vid och
vidareutvecklade ndr de tre forstndmnda gick bet eller helt enkelt gick och dog. For att
komplexa tal skulle bli accepterade kravdes en geometrisk tolkning, den stod framfér allt
skandinaven Kaspar Wessel for. Inblandade i denna var bland annat &ven Hamilton och
Gauss. Termen “imaginar” (imagindra tal) myntades pa 1600-talet av René Descartes.

2.1 Italienarna visar framfotterna

Historien om +—1 bérjar med Scipione del Ferro (1465-1526), matematiker vid
Universitetet i Bologna. Han upptédckte hur man kan l6sa den sa kallade reducerade
tredjegradsekvationen (specialfall av den allménna tredjegradsekvationen i vilken
andragradstermen saknas). Eftersom hans 16sning pa den reducerade tredjegradsekvationen ar
central for ett forsta steg mot att férstd y/—1 , ska vi titta narmare pa hur han kom fram till
den.

Den allménna tredjegradsekvationen kan skrivas (sa som vi skriver idag):
3 2
x+a, x +a,x+a;=0

dir a, , a, och a; &rokinda.

Den tredjegradsekvation som del Ferro l6ste, har istédllet den allmdnna formen

X+ px=gq
dir p och q érpositiva. Del Ferro undviker negativa koefficienter i sina ekvationer.



Att 16sa denna ekvation kan tyckas vara ofullstdndigt jamfért med den allmédnna
tredjegradsekvationen, men det kommer att visa sig att hans 16sning faktiskt dr generell. Vad
del Ferro forsokte sig pa var att se losningar av den reducerade tredjegradsekvationen som
skillnaden av tva termer. Vi kan uttrycka losningen, x ,som x=u—v .Omvi

substituerar detta i den reducerade tredjegradsekvationen, x’+px=g , utvecklar och samlar
termerna resulterar det i

u’—v*+(p—3uv/lu—vl=q

Del Ferro skriver om ekvationen som tva mindre komplicerade pastdenden
p—3uv=0

Som ger oss
u’—v’=q

Hur kunde del Ferro veta att han skulle gora detta? Om vi loser forsta ekvationen for v i
termerav  p och u ,och substituerar i den andra ekvationen far vi

v=L

3u
6 3 p3
u—qu=s2

Vid forsta anblicken ser denna sjdttegradsekvation ut som ett steg tillbaka men i sjdlva verket
ar det inte det. Ekvationen &r av sjétte graden men den &r ocksé en kvadratisk ekvationi ¢°

. Sa med hjélp av losningsformeln for andragradsekvationer far vi (den enda positiva
16sningen):

2 3
u3:ﬂ+\/Q_+L
2 4 27

med den positiva roten
3 2 3
2 4 27

Eftersom v’=y’—¢g kan vi ocksd skriva



Det spelar inte nagon roll om vi anvédnder plus- eller minustecknet i uttrycken. Om vi byter
plus mot minus byter u och v plats. Silunda &r en 16sning till  x’+px=q det
skrackinjagande uttrycket

i/q \/cf p’ i/\/cf p’ q
x={ 2+ T+ L+ =2
2 Va7 WaTr 2

Eftersom del Ferro har satt p>0 och ¢g>0 &r det uppenbart att uttrycket for x alltid
kommer att vara reellt. Men! Till en tredjegradsekvation finns det ju tre rétter. Vi ska nu se
visa att det alltid finns en reell positiv rot och tva komplexa rotter till del Ferros
tredjegradsekvation. (Nahin, s. 8-10)

Vi tittar pa ett par exempel:
X +9x=26

I det har falletar p=9 och ¢=26 . Visitteri detiformeln:

2 3 2 3
x:j13+J&+9__WE+9__13
4 27 4 27

Och far;

x=313+v/196—3v/196—13=27—31=2

Men x=2 d&r bara en av de tre l6sningarna. For att hitta de andra tva anvander vi oss av lite
moderna metoder och faktoriserar vi polynomet x’+9x—26=0 . Och eftersom

x*—px—q drdelbartmed x—r, , (x—r,|landragradsuttryck|=0 | utfér vi en
X +9x —26
polynomdivision 3 och kommer fram till att svaret blir x°+2x+13 .Alltsa
x—

kan vi faktorisera:
(x—2)[x*+2x+13)=0
och loser ekvationen x°+2x+13=0 .

Vi kvadratkompletterar och kommer fram till tva l6sningar:

xX’+2x=—13
X+2x+1=—12
(x+1)’=—12

x+1=+/—-12=2iv3

Eller



x+1=—2i+/3
Alltsa ar de komplexa losningarna:
x=2i/3-1
x=—2iV3—-1
Vi kikar pa ett annat:
x’+3x=14

Visdtterin  p=3 och g=14 iformeln:

_i/ \/142 27 \a/\/mz 27
X=A 7+ —+—=—\{| —+=—=—7
4 27 W2 T
x=37+50—Vv50—7
x=V7+52-52-7

Vi star nu infor problemet att hitta kubikrotterna ur dessa irrationella tal. Vi loser det pa
f5ljande sitt. Om vi sitter 37+5y2=a+b+2 och direfter upphojer bada sidor till 3, far vi

7+5v2=(a+b"2)’
7+5V2=a’+2V2b’+32a’b+6ab’
Vilket dr detsamma som
7+45v2=ala’+6b*|+b(2b*+3a* V2
Om vi sedan separerar de rationella och irrationella delarna och skriver som
7=ald*+6b?)
5=b(2b°+3a’)

Vi kan sedan prova oss fram, men eftersom bade 5 och 7 ar primtal och bara delbara med sig
sjdlva och 1 maste baide a och b varalikamed 1 (om vi forutsdtteratt a och b éar
heltal). Alltsa, a=1 och b=1 .Pa liknande sétt hittar vi sedan den andra kubikroten,

—5v2-7 .

Det ger oss, fran
XZ%/7+5\/§—§/5\/§—7=(a+b¢§J—(b\/§—a)

x=1+2—2+1=2



Nu vet vi alltsd att x=2 &r en l6sning. Vi utfér en polynomdivision

)ﬁ-f'%m:xﬂZx +7 och faktoriserar sedan polynomet for att hitta resterande tva
16sningar.

(x—2)(x*+2x+7)=0
Vi loser ekvationen  x°+2x+7=0 med hjilp av pq-formeln

x=—1+v/—6

x=—1+/—6=i/6—1

x=—1-—-6=—iV6-1
Vi tittar pa ett tredje:

x*+3x=15

Visdtterin p=3 och ¢g=15 iformeln:
_§/15 \/152 27 :\;/\/152 27 15
X=A| =y Sy -2

2 N2 T27 W T 2

_§/15 \/229 i/1229 15
X ==y | S [ =
2 \'4 4 2

X:§/15+\/229 _i/\/229—15
2 2

~2,06496

De komplexa rotterna vill vi inte ens titta pa...

Del Ferro letade dock inte efter flera rotter. Han var bara intresserad av att hitta en enda reell,
positiv rot — lI6sningen pa tredjegradsekvationen kort och gott. Negativa tal var lange
forknippat med misstanksamhet och de accepterades till en bérjan inte som mdjliga 16sningar
pé problem. Tank di pd hur +—1 méste ha uppfattats.

Vi pausar berdkningarna med en trevlig liten historia. Till skillnad fran idag, nar vissa
matematiker livnar sig pa att publicera sina resultat, var det tradition att halla sina 16sningar
hemliga. Matematikerna pa del Ferros tid visade ndamligen sina kunskaper bland annat genom
att utmana varandra i offentliga tavlingar i problemlsning. Vinnaren tog hem allt — &ra,
berémmelse och alla prispengar. Chansen att vinna sadana tavlingar forstarktes givetvis av att
veta hur man l6ser problem som andra inte kunde 16sa.

Aven del Ferro hemlighéll sin 16sning, in i det sista. Till slut, nir han 1ag fér doden, avsldjade
del Ferro tredjegradslosningen for sin elev Antonio Maria Fior. Detta gjorde att Fior, som
egentligen inte var nagon sarskilt vass matematiker, vagade utmana Niccolo Fontana (1500-
1577), en béttre och mer kidnd matematiker, i en problemlésningstavling. Fior hade



uppmérksammat Fontana eftersom han nyligen meddelat att han kunde 16sa
tredjegradsekvationer av den allménna formen x’+px°=q . Fior trodde dock att Fontana
bluffade och sag honom dérfér som ett litt offer med sina nyvunna kunskaper.

Det var mycket riktigt en bluff! Fontana, idag mer kdnd som Tartaglia ("den stammande”),
misstankte att Fior hade fatt tredjegradslosningen av del Ferro och att det var det han skulle
utmanas i. Darfor satte han igang och forsokte 16sa den reducerade tredjegradsekvationen.
Dagen innan tdvlingen lyckades han och det slutade med att Tartaglia satte Fior pa pottan och
vann tivlingen. Aven han hade for avsikt att hélla sin 16sning hemlig.

Nyheten om Tartaglias tredjegradslosning nadde snabbt Girolamo Cardano (1501-1576).
Cardano var en mycket framstdende matematiker och hade ett stort intellekt. Nar han fick
hora om Tartaglias hemliga 16sning blev han genast nyfiken och forsokte fa honom att avsléja
den. Efter att inledningsvis ha végrat, gav Tartaglia till slut upp och avsléjade formeln for
16sningen. Detta med ett tysthetslofte fran Cardano. (Nahin, s. 14 f)

Cardano var inte ett helgon men han var inte heller en skurk. Han hade sdkert for avsikt att
fullfolja sitt tysthetslofte men han fick snart hora att Tartaglia inte var den forsta att 16sa
reducerade tredjegradsekvationer. Efter att ha fatt se del Ferros arbete kande sig Cardano inte
langre skyldig att hélla 16sningen hemlig. Han héarledde Tartaglias 16sning for sig sjalv och
publicerade den i sitt verk Ars Magna 1545. I denna bok gav han bade Tartaglia och del Ferro
erkdnnande men Tartaglia kinde sig 4nd& kriankt och han anklagade Cardano for plagiat. Aven
om Tartaglia och del Ferro faktiskt erkdndes som de sanna oberoende upptdckarna av
16sningen har den kallats Cardanos formel efter hans publikation i Ars Magna.

Det Cardano visade var i sjdlva verket hur man kan utvidga l6sningen pa den reducerade
tredjegradsekvationen till alla tredjegradskurvor och detta var en stor framgang i sig. Vi tittar
pa hur det kan ha sett ut om Cardano rdknade pa det idag.

Vi startar med en allmén tredjegradsekvation, x’+a,x’+a,x+a,;=0 , och gor sedan

substitutionen Xx=y— 3 a, ,detta i avsikt att reducera bort andragradstermen. Nar vi

stoppar in detta i den allménna tredjegradsekvationen, utvecklar och samlar termerna far vi

_—2 3 1
y—faﬁ'gazal_as

1
a,——a,

3
+
J 3

Denna ekvation &r pd formen y’+py=qg dir

=a,~~d’
p=a, 3%
==2¢+14,0,-a
q o7 Gtz 4 d;

10



Den reducerade tredjegradsekvationen kan nu 16sas med Cardanos formel. Till exempel, om
vibérjarmed x*—15x’+81x—175=0 , och sedan gér Cardanos férindring av variabeln
x=y+5 | farvi

|y+5]—15(y+57+81(y+5/—175=0

Nar vi har utvecklat och samlat ihop termerna farvi  y*+6 y=20 , vilket ger den reella
losningen y=2 .Alltsad&r x=7 .Sa det ser ut som om problemet med
tredjegradsekvationen dntligen har 16sts. Men Cardano visste att det fanns mer att undersoka.
Vi tittar tillbaka pa 16sningen pd x°+px=qg ,dd p och q var positiva:

i/q \/q2 p’ i/\/cf P’ _q
x={| L4 L+ L +E—2
2 4 27 4 27 2
Cardano 16ste dven ekvationen x’=px+g pd liknande sitt. Idag &r vi mer avslappnat

instéllda till negativa tal, och kan gora det lite snabbare genom att sitta p=—p ( p isig
ar positiv). Da far vi Cardanos andra formel:

2 3 2 3
x=§/ﬂ+\/q__p__§/\/q__p__g
2 4 27 4 27 2

2 3

Om qz— %< 0 innehaller formeln kvadratroten ur ett negativt tal.

Cardano var forbryllad 6ver de fall da det blir nagot negativt under rottecknet. Bland annat i
ett beromt problem i sitt verk Ars Magna: ”Dela tio i tva delar, vars produkt ar 40.”. Han
pastar till en borjan att problemet dr omojligt att l16sa eftersom man omedelbart stoter pa
svarigheter, da produkten maximalt kan vara 25. Problemet leder &ven till ekvationen

x*—10x+40=0 , en ekvation med komplexa rotter: x=5+v—15 samt x=5—+—15
. Deras summa &r naturligtvis tio eftersom de imaginéra delarna tar ut varandra, men vad &r
produkten?

5+y—15](5—+—15|=5"~/—15°=25+15=40

Cardano menade att om bara hanterade +—15 som vilket tal som helst skulle det ga fint att
utfora berdkningen. Men i det hér fallet tar ju produkterna ut varandra, s Cardano behovde
egentligen inte fundera sarskilt mycket kring +/—15 . (Nahin, s. 16 f)

Négon som funderade kring tal som +—15 var Cardanos efterfoljare Rafael Bombelli
(1526-1572). Bombelli var en italiensk ingenjor, idag kdnd som en expert inom algebran. Han
forsokte reda ut det som Cardano inte riktigt lyckades med: att férklara I6sningarna med
kvadratrotter ur negativa tal.

I sitt verk Algebra frén 1572 presenterar Bombelli tredjegradsekvationen x*=15x+4 |, till
vilken man ganska fort kan finna losningen x=4 . Det &r troligt att Bombelli valde en

11



ekvation med en heltalslosning for att se hur Cardanos formel fungerade. Han var nog nyfiken
pdhur x=4 kunde uttryckas.

Vi anviinder faktorisering for att visa att de andra tvd 16sningarna till x*=15x+4 éar
x=—2++/3 . Samtliga tre 15sningar ér reella.

Vi kikar pa Cardanos andra formel da p=15 och ¢q=4

i/q \/q2 p’ i/\/q2 P’ q
PRETY (R SEPY . SR M) Y - RN .
2V a7 Wy 272

2 3

Eftersom =4 och £ =125 farvi
4 27

x=Y2+V—121+32—V—121

Cardanos formel ger en 16sning som dr summan av kubrotterna av tva komplexa konjugat.
Cardano kallade dem frustrerat for irreducibla och funderade inte mer pa den saken. Han
kunde inte forsta hur man skulle berdkna kubroten ur ett komplext tal och hans berdkningar
gick bara runt i cirklar - det var formodligen dérfor han kallade dem irreducibla. Problemet &r
alltsa tillbaka dér vi startade: hur berdknar man nagot sadant? Vad gér man med det? Om
Cardanos 16sning ar reell maste  3/2+/—121 och 32—y—121 vara komplexa konjugat.
Sdom a och b &rtva godtyckliga reella tal tinkte Bombelli att man kanske skulle
kunna skriva

§/2+m=a+b\/—_1
J2—V—121=a-by—1

Detta paminner ju om det vi gjorde tidigare, da vi bestimde kubikroten ur ett irrationellt tal.
Det vi far den har gangen ar x=2a , vilket &r reellt. Det forsta av dessa tva pastdenden
sdger att

2+V/—121=|a+bV—-1f
Ochav (m+nf=m’+n’+3mn(m+n) ,med m=a och n=by—1 , farvi
(a+bm]3=a3—b3¢—71+3abﬁ(a+b\/—71)=a3—b3\/—71+3azb\/—il—Babzza(a2—3b2)+b(3a2—b2)\/:

Om det har uttrycket ar lika med det komplexa talet 2+y—121 och vi separerar de reella
och imagindra delarna far vi

ala®=3b*|+b(3 = b V=1=2+/—121
a(a2—3b2):2

bl3a*—b* =11

12



Omviantaratt a och b bada éarheltal kanviseatt a=2 och b=1 fungerari
bdada villkoren. Bombelli provade att stoppa in dessa och fick

Y2—v—121=a—bvV-1 0 Yo—v—121=2-v—1
V2+V—121=a+bV—1 [ V2+V—121=2+V=1
Vilket ger

X=V 24+ —121+V2—V—121=2+/—1+2—/—1=4

Med dessa resultat kunde Bombelli visa att 16sningen till Cardanos mystiska formel &r

x=4 (ndr a=2 och b=1 ).Attndgot s4, till synes, avancerat uttryck kan sluta med
en sa simpel 16sning som x=4 | &r lite hdpnadsvackande. Man kan misstanka att Bombelli
hade en hel del tur nar han utférde berdkningen, men det visar ju sig vara framgangsrikt att
vaga prova sig fram. Det ska jag forsoka ta fasta pa! Poangen ar att vi pa vagen mot losningen
var tvungna att applicera algebraiska rakneregler for tal som +—1 . Det har var Bombellis
satt att acceptera komplexa tal, de hjalpte honom att fa reella 16sningar till
tredjegradsekvationer. (Nahin, s. 18 ff)

2.2 Tysken fyller pa

Ungefdr 100 ar efter Bombellis utldggning om hur Cardanos formel fungerar fér de mer
kluriga fallen, blev den unge Gottfried Leibniz (1646-1716) pa nagot satt 6vertygad om att
problemet fortfarande stod 6ppet. Leibniz var vdl bekant med Bombellis Algebra men tyckte
att det fanns saker att tilldgga. Han spenderade darfor en hel del tid for att férsta betydelsen av
komplexa tal och hur man kan behandla dem.

Pa den har tiden brevvéxlade vetenskapsmén ofta med varandra. Det var ett enkelt sétt att fa
snabb respons pa sina losningar och upptéckter. En sadan kontakt holl Leibniz med Christian
Huygens (1629-1695), hollandsk vetenskapsman. I breven som skickats dem emellan kan man
bland annat ldsa Leibniz’s kommentarer pd Bombellis arbete. I ett av dem presenterar han
bland annat sitt berémda resultat

V14/=3+/1-v/-3=16 ,

med kommentaren ” Jag minns inte att jag har noterat ett mer unikt och paradoxalt faktum i
all analys, ty jag tror att jag dr den forste att ha reducerat irrationella rétter, imagindra till
formen, till reella vdrden ...” (Naturligtvis var det Bombelli som var foérst med ett sekel.).

Han fann detta hdpnadsvackande och efter hans dod hittade man opublicerade papper med
flera sadana uttryck. Det sag ut som han hade rdknat i all odndlighet utan att ge upp. Losandet
av tredjegradsekvationerna  x>—13x—12=0 och x’>—48x—72=0 ledde honom till

§/6+\/—1225+§/6_\/—1225:4
27 27
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och

J36+4/—2800+736—+/—2800=—6

Som dr tva av de sex losningar vi far av de bada tredjegradsekvationerna. Leibniz menade att
svarigheten med Cardanos formel uppstar nar tredjegradsekvationen har tre reella rotter.
(Nahin, s. 24 ff, McClenon, s. 369 f)

Hur kan det vara sa att en reell kvantitet, en rot till den nyss ndmna ekvationen, uttrycks med
imagindra inslag? For det ar anmérkningsvart att, som berdkningen visar, de har imagindra
inslagen bara dyker upp fran de hér tredjegradsekvationerna som inte har nagra imaginédra
rotter. Den héar konstigheten var for mycket for manga, de pastadde helt enkelt att Cardanos
formel fallerar i det hér fallet. Leibniz ddaremot, férsokte g till botten med problemet och blev
ledd till I6sningen genom ett liknande problem, av vilket vi saknar en del information. Vi ska
titta pa hur han gjorde.

Problemet ledde till tvé ekvationer, x°+y’=bp samt xy=c (dir c>b ), varav

2
2 C
X==3
y
och
CZ
=+y'=b
y4—b.y2+02:0
» b b
=— 4y ——C
Y =3

2
Men i det hér fallet var det kidnt att ¢ varstorre an b och darfor var \/ %— c?

imaginart. Han visste att summan av x+Y var ett reellt tal och lika med en given stridcka
d , vilket forbryllade honom, eftersom han fran den foregaende berdkningen hade harlett
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2 2
TR G R Ea

Han kunde inte forstd hur en reell rot kunde uttryckas med inblandning av komplexa tal och
gick pa nytt igenom sina berdkningar pa jakt efter felaktigheter. Detta var helt meningslost for
resultatet han kom fram till var alltid detsamma. Till slut provade han féljande matematiska
operation:

Vi utgar fran d , se ovan. Kvadrera bada sidor.

2 2
d2:x2+y2+2xy:2+ b——c2+2—\/b——cz+2c
2 {4 2 4

Dérav foljer att  d°=b+2c och d=+b+2c .Likstill de bdda virdena pd d

2 2
\/b+2c:\/é+\/b——c2+\/é—1 b——c2
2 14 2 V14

Om visdtter b=2 ochocksd c¢=2 , b=c=2 ,blir resultatet
V6=11+V—=3+y1-/-3

Leibniz trodde att han var forst med detta, att reducera komplexa rotter till reella. Han
fortsatter med att applicera den héar operationen pa Cardanos formel. Forst utvidgar han
foregaende berdkningar med kvadratrotter till att innefatta kubrotter och ett tu tre —
konstigheterna forsvinner. Leibniz visar ett exempel nér ett negativt tal, —6 , dr roten till
tredjegradsekvationen x*—48x —72=0 och faststiller det faktum att

Y —36+/—2800+V—36——2800=—6

Han tar tjuren vid hornen och stoppar in uttrycket fér x , enligt Cardanos formel, i
x°—48x—72=0 och visar, genom att kubera uttrycken i Cardanos formel rent allmént,
saledes att ekvationen stimmer. (McClenon, s. 371 ff)

Leibniz menade att svarigheten med Cardanos formel uppstar nar tredjegradsekvationen har

tre reella rotter. Idag kan vi analysera detta pa féljande vis. Vi utgdr fran ekvationen
x’=px+q ,ddr p och q ér positiva reella tal. Sedan sétter vi f(x|=x>—px ,
f(x) éralltsilikamed g .Om viskissar grafen kommer vi se att funktionen har tre

nollstillen; 0 och + \/B . Vi kan dven se tva vandpunkter, M och -M

Om =0 har funktionen tre reella rétter, precis de som vi precis ndmnde; 0 och

+vp .Om q blirstorre eller mindre &n 0 forflyttar sig q , jamforelsevis, uppat
eller nerat i koordinatsystemet. Om vi later g véxa litegrann har vi fortfarande tre rotter.
Men later vi q vaxa till sig ytterligare far vi bara tva rotter, och till slut endast en. Vi kan
sdga att precis nir q=M har vi tva rotter. Observera att av de tre reella rotterna &r endast
en positiv och det var just denna positiva som intresserade Bombelli.
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Vi tar reda pa for vilka q det finns tre rotter. Detta kan vi géra genom att ta reda pa
kurvans vandpunkt, M , och det &r ju dér derivatan &r lika med O . Vi har alltsa

flx)=x’—px

f'lx|=3x"—p
Och f'[x)=3x’—p harrotterna + \/% . Men det dr bara den negativa roten vi bryr oss
om just nu, alltsa —\g .Och for atttaredapa M , som ju var vart huvudmal, stoppar vi

in x=-— \/g i ekvationen.

flxl=y=x"—px
y=M

e oo

Som vi tidigare sa har vi tre rotter till ekvationen da 0<q<M och i det hér fallet

0< q<2?p \/% . Den hogra olikheten kan skrivas om:

2p\/;
<_ o S,
=737\3

2 3

Och det &r ju precis ndr vi kommer till %— P yifar problem i Cardanos formel.

27

4 Historia - Den geometriska tolkningen av -1

Trots Bombellis framgangar med att forklara +/—1 saknades det fortfarande en fysisk
tolkning. Matematiker pa 1500-talet var bundna till den grekiska traditionen av geometri. De
var vana vid storheter som area och stracka och kinde sig darfor obekvdama med att inte kunna
ge nagon geometrisk tolkning till tal som +v—1 . Darfér skriver Euler i sin Algebra fran
1770 att alla sddana uttryck eller tal, som t.ex. —1 , foljaktligen ar omaijliga eller
imagindra. ”Detta eftersom de representerar rotter ur negativa kvantiteter och sadana tal,
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ansag Euler, kan vi forsdkra oss om att de varken ar ingenting och inte heller storre eller
mindre dn ingenting.”

4.1 Descartes

Inga sadana "negativa" kénslor riktades mot kvadratrotter av positiva tal men detta berodde
troligen pa att man atminstone delvis kunde ge en geometrisk tolkning av dem. En av dem
som gav sig i kast med att foérsoka skapa en geometrisk tolkning var René Descartes (1596-
1650), fransk matematiker och filosof.

Foljande konstruktion &r en fri tolkning av den som ges av René Descartes (1596-1650) i hans
La Geometrie fran 1637. Antag att GH &r ett givet linjesegmentet som visas i figuren nedan,
och problemet &r att konstruera ett annat linjesegment med lingden GH .

J

4
\

Viutvidgar GH till F ,dar FG &ren ldangdenhet. Salunda &r
FH=FG+GH=1+GH . Ddrefter finner vi K , mittpunktenav FH . Genom att
sedan anvinda K som centrum, konstruerar vi en cirkel med radien KH=FK .
Slutligen, vid G , drar vi en vinkelrét linje som skér halvcirkeln vid I och J (sa
IK=KH =FK ).
Med hjédlp av Kordasatsen kan vi skriva
FG-GH=IG-GJ=IG’
1-GH=IG’
Alltsa, VGH=IG . (Descartes, s. 12 f, Nahin, s. 31 f)
Den hér konstruktionen hanterar kvadratrotter av positiva langder. Men vad kunde

kvadratroten av ett negativt tal betyda geometriskt? Enligt Descartes var det fullstandigt
omojligt att gora en geometrisk konstruktion. For att se hur Descartes tankte nér han pastod
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att en geometrisk tolkning av imaginéra tal var en omojlighet, ska vi titta pa hur han loser
andragradsekvationer med hjalp av geometriska konstruktioner (fran La Geometrie).

L - b 1\

Han bérjade med ekvationen z°=qaz+b> ,didr a och p*> &r positiva, och som han
antog vara langderna av tva givna linjesegment (se ovan). Anta att LM é&r lika med

kvadratroten av den givna b* . Anta ocksd att In =54a och att In &r vinkelrdt mot

1
LM . Dérefter konstruerar han cirkeln med radien Ea ,med N som mittpunkt. Dra

linfjen  NM och slutligen: forling NM sa den skér andra sidan av cirkeln,i O .Da ar
det direkt uppenbart att

1

OM:la+\/ ~a| +b’
2 2

som 4r den positiva algebraiska losningen till z*=qaz+b° . Sdlunda har Descartes
konstruerat en geometrisk 16sning till andragradsekvationen. Den hér konstruktionen fungerar
alltid, for alla givna positiva virden for a och b*> . Notera att Descartes ignorerar den

2

1 +b”> , vilken ar negativ for alla positiva a och b

. 1
andra l6sningen, z=—a—4/|=a
2 2

Hans anledning till detta var, som tidigare namnt, att matematikerna pa hans tid inte
accepterade sadana falska rotter, som Descartes kallade dem.

Descartes behandlade ocksd z°=az—b* . Den algebraiska losningen till denna ekvation &r

z:lai laz—b2
2 4

Nu kan vi fé rétter med negativa tal under rottecknet, &ven med a och b° begrinsade till
att vara positiva. Descartes utforskade de geometriska konsekvenserna av den hér

1
mojligheten. Han borjade, som tidigare, med linjesegmenten In =5 a och LM=b (se

nedan). Men istéllet for att sammankoppla N och M , drog han en vinkelrét linje fran
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1
M .Sedan, med N som mittpunkt, ritade han en cirkel med radien Ea .De tva

punkterna dér cirkeln skéar den vinkelrdta linjen fran M , definierassom Q och R

_

| - b —3 M

Descartes observerade da att de tva linjesegmenten MQ och MR &r de tva losningarna
till ekvationen, om de existerar (linjerna eller 16sningarna?). Vi ska forsoka visa att MQ
och MR verkligen &r lika med tva varden pa z som ges ovan. Titta pa triangeln NQR
och anvdnd Pythagoras sats for att hitta QR

QN ZNRZ%CI . Vi delar strackan QR i tva lika delar och kallar varje del for x ,

QR=2x .Dahar vi:
2
(%a):ba«2

=Lt ep=0
4

x:\/laz—b2
4

QR=2 %aZ—bz

Sen ser vi att
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11 1 1,
MO=~a—Lor=La—|La—p
Q=5a7,0Q 20\/40

_ _1 1o 2 01, 5 1 2
MR=MQ+QR=—-a——a —b"+24/—a —b'=—-a+ +b
2 4 4 2

1
—a
2

Vad drar Descartes for slutsats av allt detta? I slutet av sin analys skrev han “Och om den
cirkel som beskrivsom N och passerar genom L varken skdr eller beror linjen
MQR har ekvationen inte nagon rot (reell rot, skulle Descartes ha sagt).”

Foljaktligen utesluter Descartes fragan om en dubbelrot, nér han inte tillater cirkeln bara
berora den vinkelrata linjen, d.v.s. attlata R och Q vara samma punkt. Lagg marke till
att, for att det inte ska finnas ndgon skarningspunkt alls, giller det geometriska villkoret att

1 : . ; .
b>§a . Detta &r dven forutsattningen som ger komplexa icke-reella rotter till

andragradsekvationen. Descartes ignorerar helt ekvationen z°+az+b°=0 eftersom den

aldrig har positiva rétterom a och b> bada ér positiva. (Descartes, s. 14 ff, Nahin, s.
34 ff)

4.2 Wallis

Jaha, men +—1 d&? Vi har fortfarande inte kommit fram till ndgon passande geometrisk
tolkning. Trots Descartes skepsis kring komplexa tal och dess geometriska tolkning, tankte en
yngre matematiker att det atminstone maste finnas nagot som skulle kunna representera

V=1 . Denne yngre matematiker var John Wallis (1616-1703), som till en borjan mest
studerade aritmetik som en "behaglig forstroelse under lediga timmar". Wallis gjorde snabba
framsteg och kring 1647 hade han kommit sa langt att han kunde hérleda Cardanos formel for
sig sjalv.

Som en upptakt till hans analyser av kvadratroten ur ett negativt tal, inledde Wallis sin
Algebra med att konstatera att negativa tal i sjdlva verket har en fullstandigt klar fysisk
tolkning. Han funderar kring positiva och negativa tal och deras forhallande till varandra.
(Nahin, s. 40 ff) Vi tittar pa nagra av hans exempel. Anta att en man avancerat (fran A till B) 5
yards och sedan backar (fran B till C) 2 yards. Hur langt har han da avancerat nér han star vid
C? Wallis kom fram till att mannen hade avancerat 3 yards (eftersom 5—2=3 ).

D A C B
oo foen .

—t—
—
-

-

-

Men om han har avancerat 5 yards till B och sen backat 8 yards tills D, hur langt har han da
avancerat (ndr han star vid D)? Wallis finner att svaret ar -3 yards (eftersom 5—8=-3 ).
Det vill sdga, han har avancerat 3 yards mindre &n ingenting. Vilket det sdklart inte kan vara,
eftersom inget kan vara mindre dn ingenting. Sa pa linjen AB fungerar inte det har. Men
om vi forlanger linjen bakat fran A finner vi punkten D, 3 yards bakom A.
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Darmed kan man sédga att han avancerat -3 yards. Idag sdger vi snarare att han har backat 3
yards eller att han behover rora sig 3 yards framat for att sta vid A. Och ddrmed &r det — 3 som
definierar punkten D, som 3 definierar punkten C. Sa 3 betyder 3 yards framat, och -3
betyder 3 yards bakat: men fortfarande pa samma raka linje.

Vad som géller for linjer, maste pa samma satt gilla i plan. Vi tittar pa ett annat av Wallis
exempel. Om vi antar att vi pa ett stille far 30 acres, men pa ett annat stélle férlorar 20 acres.
Om vi nu fragar oss hur manga acres vi har fatt ar svaret 10 acres (eftersom 30—20=10 ),
vilket dr 1600 Square Perches (ett gammalt engelskt areamatt). En acre dr namligen lika med
ett plan med ldangden 40 Perches och bredden 4 Perches, vars area ar 160. Sa 10 acres ar 1600
Square Perches, som i formen av en kvadrat har sidan 40 eller -40 Perches. Wallis erkdnner
alltsa den negativa roten. Om vi sedan forlorar ytterligare 20 acres, och aterigen fragar oss hur
madnga acres vi har fatt, maste svaret vara - 10 acres ( 30—20—20=-—10 ). Det &r alltsa en
forlust med 10 acres, eller 1600 Square Perches.

Och hittills har det inte uppstatt nagra nya svarigheter. Men om vi antar att det hédr negativa
planet pa —1600 Square Perches har formen av en kvadrat, far man ju anta att kvadraten
har en sida. Vad skulle denna sida vara i sa fall? Vi kan inte séga att den &r 40 och inte heller
-40. Wallis menade att sidan snarare ar /—1600 .

Han hade alltsa en idé om en linje dér en viss punkt markeras som nollpunkten. Vidare
forklarade Wallis att ett positivt tal betyder avstandet matt fran nollpunkten till hoger, och att
ett negativt tal betyder avstandet matt fran nollpunkten till vanster. Han funderade dven kring
strackor med langden ” —x ”. Nar den fysiska tolkningen av negativa tal darmed var
“avklarad”, satte han tdnderna i nédsta, lite mer avancerade problem. Det var med den héar
konstruktionen, som han bokstavligen borjade rora sig i rétt riktning for att lasa upp den
geometriska hemligheten med +—1 . (Wallis, s. 264 ff, Pycior, s. 131)

Wallis inledde genom att bland annat behandla nedanstaende figur. Han lekte med Pythagoras
sats och med tanken pa att strackor kunde vara bade positiva och negativa, t.ex.

V256=%16 .
Wallis hade snubblat pa tanken att den geometriska tolkningen av imagindra tal, pa nagot satt,
skulle kunna vara vertikala rorelser i planet. Dessa tankar var ganska virriga och ledde
egentligen ingen sarskild vart. Vi ska i alla fall titta litegrann pa vad han sysslade med.
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Se ovanstaende bild. Wallis ansatte ("framat” fran A ) AB=b och BC=c , vilket ger

oss AC=AB+BC=b+c och det geometriska medelvirdet BP=+bc .Han satte ocks&

(”bakat” fran A ) AB=-b ,ochsedan framat frandet B :et, BC=c . Detta ger oss
AC=AB+BC=—-b+c .Och det geometriska medelvirdet blir BP=v—bc .

Anta nu att en triangel star pa linjen AC (se ovan), vars ena ben AP =20 &r given,
tillsammans med héjden PC=12 och langden av det andra benet; PB=15 . Med hjilp
av detta ska vi hitta langden av basen AB . Detta innebar att kvadraten av. AP och

PC blir 400 respektive 144 och att differensen blir

(AP)*—(PC)’=400—-144=256 ,som ju r kvadraten pA AC . Och av detta ser vi att

AC=+256=16e¢ller—16 , alltsa framat eller bakét beroende pa om vi tar den positiva eller
negativa roten. I det hér fallet tar vi den positiva.

Eftersom (PB)’=225 och (PC)’=144 & (CB)’=81 och CB=v81 ,vilketju
antingen ar likamed 9 eller —9 . Justnu ror vi oss alltsa antingen framat eller bakat
fran C , vilket Wallis menar ger en tvetydig langd av strackan AB ; AB=16+9=25
eller AB=16—9=7 (bada &r positiva). Men Wallis menade att man ocksa kunde se det
som att AB=-16+9=-7 eller AB=-16—9=-25 (bada ar negativa). Och i den hér
stilen fortsatte han, men kom tyvérr inte fram till nagot revolutionerande.
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Det skulle ta ytterligare ett arhundrade innan den nu "uppenbara" representationen av
komplexa tal som punkter i planet, varvid de horisontella och vertikala riktningarna &r de
reella respektive imagindra riktningarna, skulle komma fram. Men Wallis var mycket néra.
(Néra nog att vi i borjan av 1900-talet finner filosofen Ernst Mach, vars asikter ar kénda for
att i hog grad ha paverkat Einsteins, skrivande i sitt verk Space and Geometry fran 1906 om

V=1 som "en genomsnittlig riktning, proportionell mellan +1 och —1 .")Men ndra
skjuter ingen hare, och Wallis arbete om de komplexa talens geometri ar idag ihagkommet
endast av historiker. (Nahin, s. 44 ff)

4.3 Wessel

Mer dn hundra ar senare, efter Wallis tappra men bristfalliga férsok att tolka komplexa tal
geometriskt, blev problemet plotsligt 16st av den norske Kaspar Wessel (1745-1818). Detta dr
anmadrkningsvart, nar man betanker att Wessel inte var nagon professionell matematiker, men
forstdeligt eftersom han arbetade med lantméteri. Wessels genombrott pa ett problem, som
forbryllat manga skarpa hjdrnor, var egentligen ganska naturligt eftersom han dagarna i dnda
dgnade sig at att rita kartor och regelbundet stotte pa matdata i form av plana och sfariska
polygoner. Han kom inte fran nagon familj med matematiktraditioner utan hade bara sitt
arbete som inspirationskélla. Trots att Wessel var ett av tretton syskon och den déliga
ekonomin som det maste ha resulterat i, fick han en bra gymnasieutbildning foljt av ett ar vid
universitetet i Kopenhamn.

Trots att han var en respekterad lantmétare, var det lite 6verraskande att just han presenterade
ett arbete med titeln Om directionens analytiske betegning, et forseg, anvendt fornemmelig til
plane og spheriske polygoners oplasning, for den Kungliga Danska Vetenskapsakademin.
Detta skedde ar 1797. Det ar kant att Wessel fick hjdlp att skriva sitt arbete av ordférande for
vetenskapssektionen pa akademin, men det intellektuella innehallet var helt och hallet
Wessels. Dess kvalitet och varde bedomdes vara sa hog att det var det forsta arbetet som
accepterats for publicering i Akademins memoarer 1799, av en forfattare som inte var medlem
av akademin.

Arbetet var skrivet pa danska och publicerades i en tidskrift som inte lastes av séarskilt manga
utanfér Danmarks granser och det var darfér som “domt” att inte fa nagot genomslag. Det
kom att droja dnda till 1895 innan arbetet aterupptdacktes och Wessel dntligen erkdandes som
den pionjar han var. Antligen! Aven om flera andra, nigra ar efter Wessels arbete,
publicerade liknande texter var det &nda Wessel som var forst med att finna en
tillfredsstallande geometrisk tolkning av +/—1 . Vi ska kika pa vad han egentligen gjorde
for nagot. (Nahin, s. 48 f)

Ja, hur blev Wessel ledd till det nu vanliga séttet att representera komplexa tal? Jo, han
borjade sitt arbete genom att beskriva det som idag kallas vektoraddition. Det vill sdga, om vi
har tva riktade linjesegment bada ligger utmed x-axeln (men kanske i motsatta riktningar), da
kan vi addera dem genom att placera startpunkten fér den ena vid dndpunkten av den andra,
och summan é&r resultanten som ar det riktade linjesegment som stracker sig fran den initiala
punkten for den forsta linjen till &ndpunkten av den andra. Wessel menade att summan av tva
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icke parallella linjer ska lyda samma regel, och detta férfarande visas i figuren nedan.
(Branner & Liitzen, s. 72)

z w
mmer——
& + = H 5
Z WX ¥ L ¥
o o
Xz
4
z
.'1
+ - w
x ¥ X y

Hittills har Wessel inte kommit med nagot sarskilt nytt. Hans bidrag lag framférallt i hur man
kan multiplicera dessa. Det Wessel upptdckte var att man kan multiplicera linjesegment
genom att gora en smart generalisering fran beteendet av reella tal. Han noterade att
produkten av tva tal (t.ex. 3 och —2 ,medenprodukt —6 ) har samma férhallande
—6 -2

till varje faktor som den andra faktorn har till 1 . Det vill sdga, N -2 =71 och

-6 3

—=3=— . in, s.

= 1 (Nahin, s. 50 f)
Vi tittar pa det. Forst introducerade han ett enhetssegment, oe . Medan Wessels definition
av summan av tva riktade linjesegment géller i den tredimensionella rymden, har han endast
definierat multiplikation for linjesegment som &r beldgna i ett plan som innehaller
enhetssegmentet. Lt oa och ob varatvdsegment ochldt oc vara den okdnda
produkten. Wessel krdavde att oc skulle vara beldgenidetav oa och ob bestdimda
planet, och dessutom ”att produkten av tva rdta linjer i alla avseenden skulle vara bildad fran
en faktor pa samma sétt som den andra faktorn ar bildad av enheten.”. (Branner & Liitzen, s.
73)

S4, om vi multiplicerar tva linjesegment, den ena med vinkeln 6 och den andra med
vinkeln a , bor ”vinkelprodukten” vara summan 6+a ,eftersom 6O+a skiljer sig fran

0 med a (denvinkel a -segmentet skiljer sig fran enhetssegmentet) och 0+a
skiljer sig frain a med 6 (denvinkel 6 -segmentet skiljer sig fran enhetssegmentet).
(Nahin, s. 51)

24



Om vi forestdller oss att oa bildas fran oe genom att lata den senare vridas en viss
vinkel och genom att lata dess langd multipliceras med ett visst tal, detta leder till slutsatsen
att trianglarna oea och obc maste vara likformiga och orienterade pa liknande sitt.
Detta innebarda £  betecknar vinkel och || betecknar langd - att

Zeoc= £ eoa+ £ eob och

LocV:vVobVviVvoaVv:VoeVi eller

LocvivoaV-VobVi

Wessel anvénde just dessa forhallanden for att definiera produkten oc (dven om han inte
tillimpade tecknet (V¢ ). Det bor noteras, som Wessel sjélv gjorde, att nir oa och

ob har samma riktning som enheten, da motsvarar produkten oc en vanlig produkt av
tva linjesegment.

=&

For att kunna arbeta med sina linjesegment algebraiskt (och for att kunna multiplicera dem)
tog Wessel ett steg som idag verkar naturligt, men som var ganska anmérkningsvart pa sin tid.
Han introducerade en andra enhet som han lét definiera med lingden 1 och riktning
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90° och som han betecknade ¢ (idag kallar vi den fér i ). Genom att tilldmpa
definitionen <Zeoc = <Zeoa + <Zeob fann Wessel att riktningen av €-€ ar

180° , som drriktningenpa —1 ,ochfran (ocV:VobViVoaV:VoeVi droghan
slutsatsen att €-¢ har langden , som &r av samma langd som —1 , sd att

€-e=—1 (Branner & Liitzen, s. 73-74)

Genom liknande “appliceringar” av villkoren, Zeoc = Zeoa + <Zeob och
LocV:vVobVvivoaVv:voeVvi eller (ocVvivoaV-VvobVi |, konstruerade Wessel en
multiplikationstabell for 1 , —1 , € och —¢& och pastod sedan att ”av det hér foljer

att e£=+—1 ”.Han var alltsd medveten om att han hade givit V—1 en geometrisk
tolkning. (Branner & Liitzen, s. 74)

-1 1|~-1 i —e &
£ E —& =1 l
—F — & E 1 —1

Fran multiplikationen av “enheterna” gick Wessel vidare mot att finna generella algebraiska
uttryck for linjesegment samt en algebraisk multiplikationsregel. Han behandlade bade
linjesegment med ldngden 1 och generella linjesegment. Genom att applicera sin definition
av addition fann Wessel att ett generellt linjesegment kan skrivas som a+¢eb och néar det
har riktningen v ochldngden r kan man skriva

v+esiny
Ccosé
at+eb=ri{

Och genom att multiplicera a+eb med

u
cosu+esiné
c+ed=r {

Erholl Wessel resultatet:
la+eb|(c+ed|=rr|cos|v+ul+esin (v+u)]

Han sokte efter ett mer direkt satt att berdkna vansterledet och hittade detta genom att anvanda
sig av additionsformlerna for sinus och cosinus.

cos (v+u)=cos ucosv—sinusin v
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sin(v+u)=cos vsin u+cosusinv

v+esiny u
Dessa, tillsammans med cosé och cosu+esiné | tilldit honom att skriva om
ateb=ri c+ed=r

hogerledet som

(r COSV T COSU—Trsiny r sin u)+£ (r cosv-r sinu+rsinv-r cosu|=ac—bd+e(ad+bc)
Och déarigenom hade han bevisat formeln

\a+eb|(c+ed|=ac—bd+e(ad+bc)

Det var genom de hédr geometriska definitionerna Wessel insag att hans multiplikation foljer
samma regler som produkten av komplexa tal (nir & behandlas som +/—1 ). Dessutom
hade han underforstatt visat hur komplexa tal, och saval en summa som en produkt, kan bli
tolkade geometriskt. Vilken hojdare han var, den diar Wessel! (Branner & Liitzen, s. 74 f)

Bara med hjélp av dessa fa av Wessels lysande idéer kan vi gora extraordindra berdkningar. Vi
kikar lite pa det.

Vad &r (0,3+i2,6/"" ? Till en bérjan ser det har ut som en helt vedervirdig berdkning som
tar halva helgen att utféra. (0,3+i2,6]"" betyder 0,3+i2,6 multiplicerat med sig sjilv

17 ganger. Istéllet for att utfora den vansinniga berdkningen lyssnar vi pd Wessel, som sager
oss att istdllet hoja absolutbeloppet till sjutton och multiplicera argumentet med 17.

Sa forst maste vi hitta absolutbeloppet. Om z &r lika med det komplexa talet 0,3+i2,6
dr absolutbeloppet  |z|= V0,3°+2,6°=+/6,85 . Detta ér alltsa langden p& vektorn. Wessel
uppmanar oss att upphdja absolutbeloppet till 17, alltsd far vi /6,85'"=12687319,0 .
Langden pé vektorn (0,3+i2,6)” dralltsd 12687319,0 .

Han uppmanar oss &ven att multiplicera argumentet med 17. Sa da tar vi reda pd arg z.

z=0,3+i2,6=r %H&):r (cosa+isina)
r

r

argz=a
Vihar r ,radien. r=|z|=10,3’+2,6’=16,85 .

Sa om vi stoppar det vi vet far vi

——= 0,3 . 2,6
z=x/6,85 =
V6,85 \/6,85)
Vilket ger oss
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cosa = 0,3
V6,85

sina= 26
V6,85

a=83,4°

a=argz , argz-17=83,4°-17=1418,0°

10,3+i2,6)" 4r alltsé ett komplext tal med lingden 12687319,0 och vinkeln

1418,0° . Eftersom vinkeln 1418,0° inte sdger oss sa mycket kan vi subtrahera

360° -bitar av argumentet tills vi kommer till en vinkel mindre &n 360° . Vi far saledes
ett argument pd 337,8° . Och slutresultatet blir:

337,8°
(¢)+isin(337,8°)
co.si,
6
10,3+i2,6)"=12687319,0(

Innan Wessel skulle denna berdkning ha krévt att vi en multiplicerade 0,3+i2,6 med sig
sjalv sjutton ganger och detaljerna skulle ha gjort de flesta helt tokiga. Att Wessel
multiplicerade tva riktade linjesegment har for oss inneburit en tvastegsmetod; att multiplicera
tva langder (ldngd antas alltid vara ett positivt varde) och addera de tva vinklarna. Dessa tva
operationer bestaimmer langd och vinkel pa produkten, och det &r den hér definitionen av en
produkt som ger oss forklaringen till vad +/—1 betyder geometriskt. Wessel krediteras i
allménhet av historiker for att vara férst med att associera den vinkelrdta axeln mot den reella
axeln som axeln for imagindra tal. (Nahin, s. 52)

4.4 Argand

Wessels bidrag var briljant men det var, som sagt, ingen som ldste det. Inte férran det dok upp
ur nagon unken gammal kéllare 1dngt senare. Wessel var inte helt ensam om sina idéer och
inom ett decennium efter den ursprungliga presentationen av hans arbete var det aterupptackt.
1806 kom det i sjdlva verket ett arbete vars innehall liknade Wessels komplexa plan och hans
imagindra axel. Dess forfattare var den schweiziske Jean-Robert Argand (1768-1822). I
huvudsak ar néstan ingenting ként fran Argands liv, men han var troligen inte formellt
utbildad i matematik. Man vet att han 1806, nédstan 40 ar gammal, arbetade i det fordolda som
bokhallare i Paris. I en rapport, som ett forsok att kartlagga Argands liv, sammanfattade
Guillaume-Jules Hotiel (1823-1886) med foljande ord: "[...] vi ska ha klart for oss att allt vi
har kunnat ldra oss av denna originelle méanniska, vars blygsamma liv kommer att forbli
okédnt, men vars tjanster till vetenskapsmédnnen Hamilton och Cauchy ér vart eftervarldens
tacksamhet.".

Trots sin formodligen enkla bakgrund fick Argand sitt arbete om komplexa tal publicerat i en
mindre tidskrift ar 1806. I detta arbete introducerade han sin idé om absolutbeloppet och
komplexa tal som punkter i ett plan (a+bxm) . (Nahin, s. 73 f) Argand arbetade precis
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som Wessel med riktade linjesegment. Men medan Wessels syfte var att ldra sig rdkna med
dem, var Argand intresserad av att ge mening at komplexa tal. Han startade sitt arbete med att
pasta att negativa tal ibland bara verkar existera i fantasin men att de kan bli verkliga om man
tolkar dem pa lampligt satt. Argand forstod att séttet att géra dem verkliga bestod i att titta pa
bade deras absolutbelopp och riktning. Detta var hans startidé for att fa +—1 att krypa
fram ur skuggorna.

Han borjade med att definiera x=+v—1 med relationen 1:x=x:(—1) och ville visa det
har forhallandet geometriskt. Efter det introducerade han en enhetscirkel (se figuren ovan)
med K som mitt och tva punkter, A och I ,sdatt KA=1 och KI=—1 och lit

KE vararadien vinkelrit mot KA .1 enlighet med detta satte han KE=+—1 och

KN=—+/—1 .Han gick sedan vidare fér att visa att ett riktat linjesegment parallellt med

KA kan skrivas som *a , och att ett riktat linjesegment parallellt med KE kan
skrivas som +b+y—1 .Genom att anvinda sig av parallellogramregeln for addition kom han
fram till att ett riktat linjesegment kan skrivas pa formen +a+b+—1 . Sedan pastod han
omvintatt +ta+by—1 alltid betyder ett riktat linjesegment. Alltsd &r +a+byV—1 ndgot
verkligt, eftersom riktade linjesegment finns i verkligheten.
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Om Argand bara hade velat visa hur a+b+v—1 kan tolkas geometriskt hade han kunnat
stanna hdr, men det gjorde han inte (se figuren ovan). Han fortsatte for att visa en geometrisk
tolkning av en produkt av riktade linjesegment och anvinde sig av att han hade fatt KE
genom att halvera vinkeln AKI .Sedan hivdade han féljande. For varje given radie KP

i enhetscirkeln, ir radien KQ (bestimd av < AKQ= £ QKP ) ett geometriskt
medelvirde mellan KA och KP .

Vidare lithan KB och KC vara tva givna radier i enhetscirkeln. Sedan later han
KD vara radien definierad av

£LCKD= 4 AKB
Da havdar han att féljande géller
KA:KB=KC:KD

Han anvédnde det ovanstdende forhallandet som hypotes havda att komplexa tal multipliceras
genom att sétta
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KD=KB-KC
Forhdllandena < CKD= <4 AKB och KA:KB=KC:KD visar att for riktade

linjesegment med ldngden 1, & Argands hypotes av en produkt densamma som Wessels
definition. Det finns alltsa en vésentlig skillnad mellan Wessels och Argands ansatser.

Wessel och Argand hade inte bara olika syn pa definitionen av produkten. De anvande
dessutom produkten pa olika sétt. Som vi har sett anvande Wessel sin produkt for att harleda
den vanliga algebraiska regeln for att multiplicera uttryck pa formen a+b+v—1 . Argand tog
den hér regeln for givet och anvande sin produkt for att harleda vilkanda satser pa ett nytt
satt. (Branner & Liitzen, s. 84 ff)

Eftersom Argand formodligen planerade att ge bort kopior pa sitt arbete till vanner och
korrespondenter, som ju skulle veta vem forfattaren var, satte han inte sitt namn pa titelbladet.
Hans arbete, med titeln Essay on the Geometrical Interpretation oflmaginary Quantities, var
alltsa domt att férsvinna @nnu snabbare &n Wessels. Men Argand hade tur! En av dem som fatt
tag i en kopia av hans arbete var den store franske matematikern Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), som i sin tur ndmnde det i ett brev till Francois Francais (1768-1810). Francais
var professor i matematik med en militdr bakgrund. Han hade en yngre bror, Jacques (1775-
1833), i samma militdrmatematiska branch. Nar Francais dog, drvde Jacques alla handlingar
och nér han gick igenom den éldre broderns papper fann han Legendres brev fran 1806, i
vilket Argands arbete beskrivs. Tyvérr fick han inte reda pd Argands namn eftersom Legendre
inte hade ndmnt det i brevet. Stimulerad av de idéer han ldst om i denna skrivelse, publicerade
Jacques en artikel med de geometriska grunderna av komplexa tal ar 1813 i ett nummer av
tidskriften Annales de Mathematiques,. I det sista stycket erkdnde Francais att han inspirerats
av Legendres brev och uppmanade den anonyma férfattaren, vars arbete Legendre diskuterar,
att komma fram. Lyckligtvis fick Argand hora talas om artikeln och hans svar dok upp i nésta
nummer av tidskriften. Medf6ljande Argands svar fanns en kort anteckning fran Francais, dar
han forklarade Argand vara den forsta att ha utvecklat geometrin kring komplexa tal och att
han var glad att fa bekréfta detta (man hade naturligtvis inte hort talas om Wessel).

Wessel och Argand dog med bara fyra ars mellanrum, utan att ha hort talas om varandras
arbete och med storre delen av virlden ovetandes om bada. I Hotiels nytryck av Argands
arbete ingick foljande kommentar i det inledande forordet, ord citerat fran den nyligen avlidne
tyske matematikern Hermann Hankel (1839-1873): "Den forsta att visa hur man representerar
det komplexa talet a+by—1 med punkter i ett plan, och att ge regler fér deras geometriska
addition och multiplikation, var Argand. Om inte nagot dldre verk upptécks, maste Argand
betraktas som den sanna grundaren av teorin om komplexa kvantiteter i ett plan.". Tva
decennier senare, blev naturligtvis Wessels édldre arbete upptdckt. (Nahin, s. 73 f)

4.5 Hamilton

Efter ar 1814 drev Argands arbete mot samma glémska som Wessels, och &mnet mdste
aterupptickas dnnu en gang. Ar 1828 sag ytterligare tva arbeten ljuset; ett i Cambridge och
det andra i Paris. Dessa publicerades av tva herrar, C.V. Mourey respektive pastor John
Warren (1796-1852). (Crowe, s. 11) Warrens arbete hade storst effekt bl.a. for hur dess
geometriska tillvagagangssatt avvisades av William Rowan Hamilton. Hamilton inspirerades
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av Warrens arbete men var 6vertygad om att han kunde géra det béttre sjdlv. Hamilton (1805-
1865) foddes i Dublin, Irland, och nér han dog (inte langt fran déar han féddes) hade han
lamnat stora spar inom matematisk fysik. Han hade en ganska udda start, dock. Hamilton
dgnade namligen manga av sina tidiga ar at att skaffa sig fardigheter i flera olika sprék - latin,
grekiska och hebreiska i femarsaldern, och vid nio érs alder hade han bland annat lagt
persiska, arabiska och sanskrit till hégen. Men till slut blev matematik hans passion och 1824
presenterade han en avhandling om optik for Kungliga irlaindska Akademin. Akademin hade
lite svart att forsta allt som den fortfarande tonarige Hamilton forsokte sédga, men 1836 hade
han lart sig att uttrycka sig tillrackligt val och Royal Society tilldelade honom det aret sin
Royal Medal for vissa viktiga optiska studier.

Inom matematik skrev &ven Hamilton ett arbete om komplexa tal. 1829 blev han ndmligen
uppmanad att 1dsa Warrens arbete, som publicerades aret tidigare. Han gjorde sa och avslog
genast den geometriska tolkningen av komplexa tal som presenterades. Hamilton ansag
namligen att algebran - med ' —1 - var skild frén geometrin. Han ansag snarare att /—1
skulle ha en rent algebraisk tolkning. Som han skrev langt senare (1853); ”Jag var missndjd
med alla tankar och idéer, som inte gav imaginéra tal en tydlig tolkning fran borjan, och
onskade att detta borde ha gjorts for kvadratrotter av negativa tal, utan att infora
overvaganden sa uttryckligen geometriska som de som involverar
forestdllningen/uppfattningen av en vinkel.”.

Hamilton menade att, precis som geometri dr vetenskapen om rymd och precis som
vetenskapen hade funnit sitt matematiska uttryck i Euklides Elementa, borde algebra ocksa
vara vetenskapen om nagot i var fysiska existens. Han bestdimde att "nagot" maste vara tid, en
idé han plockade upp fran Kants filosofi. Hamilton skulle sdkert ha varit mindre sjdlvsaker
angdende detta resonemang om han hade vetat att det inte finns en vetenskap om geometri
(d.v.s. att Euklides geometri dr bara en av manga majliga motsagelsefria geometrier).

I juni 1835 presenterade Hamilton titeln Theory of Conjugate Functions or Algebraic
Couples: with a Preliminary Essay on Algebra as a Science of Pure Time for den irlindska
Akademin. I detta arbete definierade han bland annat ordnade par av reella tal, (a,b) och
definierade addition och multiplikation av tva par enligt féljande:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

(a,b)(c,d)=(ac—bd,bc+ad)
Observera att dessa ar definitioner, och kréver ingen ytterligare forklaring. Det ar tydligt att
Hamilton redan visste att det dr sa har komplexa tal fungerar. Hans matematiskt "rena och
abstrakta" par (a,b ) &r bara ett annat sitt att skriva a+ib . Hamilton, tyckte dock att

hans notation sg battre ut eftersom den undviker anvindning av absurda —1 .

I vilket fall som helst, for att fortsatta med analogin till komplexa tal, skrev Hamilton det
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reella talet a som paret (a,0) . Det har ar saklart precis vad man gor nar man skriver a
som den forkortade formen av a+0+—1 . S4, vi har fran definitionen fér multiplikation

a(c,d)=(a,0)(c,d)=(ac,ad) ochisynnerhetom a=-1
—1(c,d)=—(c,d)=(-1,0)(c,d)=(—-c,—d)

Nu kikar vi pa

10,1](c,d)=(0,1)(0,1)(c,d)=(0,1)(—d,c|=|~c,—d|=—(c,d)

Saledes ar (0,1)’=—1 eller, precis som man kan forvanta sig, ar (0,1)=v—1 . Det bor
inte vara ndgon overraskning att (0,1/=i=+—1 , eftersom vi startade med (a,b)=a+ib .
(Nahin, s. 77 ff)

4.6 Gauss

Vid tiden da Hamilton publicerade sitt arbete hade den geometriska tolkningen redan fatt sitt
erkdnnande av den intellektuella jatten Carl Friedrich Gauss (1777-1855). I april 1831, fyra ar
fore Hamilton, hade Gauss redan lagt fram sina egna geometriska idéer om komplexa tal i en
memoar till Gottingens Kungliga séllskap. I sjdlva verket hade Gauss haft dessa idéer redan
1796 (fore Wessel) och hade anvént dem for att reproducera Wessels resultat. Men, som med
sa manga andra av hans geniverk, hade han vantat med att publicera tills han kédnde att han
hade allt "precis ratt".

Gauss forstaelse av komplexa (termen komplex &r hans) tal utvecklades éver tid. Till exempel,
under tiden han satt och skrev pa sin avhandling ansag han att det kunde finnas en odndlig
hierarki av komplexa tal, d.v.s. att komplexa tal kanske inte &r fullstdindiga. Han kallade dem
allt mer komplexa talen "vera umbrae umbra" eller "verkliga skuggor av skuggor." Senare
insdg han naturligtvis att sd inte &r fallet. I hans &ra kallas ibland det komplexa planet "Gauss-
planet"”, utom i Frankrike dar man dr lika bendgna att kalla det "Argand-planet". Komplexa tal
pa formen a+ib ndr a och b bada éarheltal kallas gaussiska heltal. (Nahin, s. 81 f)

Som tidigare namnt var forsta gangen Gauss uttryckligen namnde en tolkning av de komplexa
talen i en tidskrift & 1831. Aven om han menade att han presenterade en geometrisk tolkning
av de komplexa talen redan 1799, i hans bevis av den algebrans fundamentalsats, refererade
han inte direkt till komplexa tal 1799. Ar 1831 publicerade han alltsa ett arbete, med titeln
Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio secund, i vilket han fokuserade pa att
utoka talteorin till méangden av komplexa tal, m+¢ ,dar m och n &r heltal.

Han ville ge de komplexa talen en tolkning och funderade kring dem som i ett plan. Genom
att begransa sin undersokning till komplexa tal pa formen m+¢  introducerade han ett
obegranas rutndt i planet och tankte sig dessa tal som horn i rutorna. Han pastod att om man
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ror sig till en narliggande punkt betyder det att man, beroende pa riktning, adderar

+1,—1,+i eller —i ,ochvidareatt i kan bli behandlad som ett geometriskt
medelvarde mellan 1 och —1 . Gauss arbete ar valdigt tunt och beskriver inte hela det
komplexa talplanet, med férmodligen bidrog det till det hér planet accepterades.

Gauss avslutade sitt arbete genom att lova att dterkomma till problemet med de komplexa
talen och i samband med det arbeta med fradgan om varfor de vanliga aritmetiska reglerna inte
fungerar i hogre dimensioner &n tva. Gauss publicerade aldrig detta arbete men hans
sammanfattning indikerar att han, likt Wessel och ett par andra, hade undersokt mojligheten
att utbka de komplexa talen till tre dimensioner, och att han dven kommit fram till att det inte
fungerade. Ett formellt bevis av den hdr omdjligheten gavs senare av flera matematiker, bland
annat av Karl Weierstrass och Hermann Hankel. (Branner & Liitzen, s. 88 f)

Ar 1831 uttrycker han sig om komplexa tal pa féljande sitt; ”Om detta &mne hittills har
studerats fran fel synvinkel och darmed blivit insvept i mystik och omgivet av morker, ar det
till stor del den olampliga terminologin som bor klandras. Hade +1 , —1 och -1
istdllet for att kallas positiv, negativ och imaginar (eller 4nnu vérre omgjlig), fatt namn, t.ex.
direkt, invers och lateral, skulle det knappast ha funnits nagot utrymme f6r en sadan
otydlighet.” (s. 82) Efter Gauss, godtogs +—1 som en legitim symbol och, i samband med
50-arsjubileumet (1849) av sin doktorsexamen, fick han hora att "Du har gjort det omojliga
mojligt.". (Nahin, s. 81 f)

4.7 Vad hande sen?

Aven efter de komplexa talens geometriska tolkning och ”erkidnnande” fanns det en del
skepsis bland flera matematiker, bland annat De Morgan, Airy och Boole. Tal som —1
baktalades fortfarande i termer som ”"meningslos”, ”sjdlvmotsdgande” och ”opalitlig
inkrdktare”. En del av dem kom férmodligen underfund med att de komplexa talen visst ar
meningsfulla, kanske berodde misstdanksamheten pa att de inte riktigt forstod. Sa kan det ju
vara med nya saker som man inte kdnner till eller behérskar. Andra kanske aldrig férstod

vitsen. Forandringar &r svara, dven for matematiker.

Som John Stillwell uttryckte det, “I bérjan av historien blev de komplexa talen a+b+/—1
behandlade som “omdjliga tal”, som bara tolererades i begrdansade algebraiska sammanhang
eftersom de verkade vara anvédndbara i 16sningarna till tredjegradsekvationer. Men deras
betydelse kom att bli geometrisk och ledde slutligen till féreningen av algebraiska funktioner
med konforma avbildningar, potentialteori och ett annat “omdjligt” falt; icke-euklidisk
geometri. Den hir geometriska upplosningen av paradoxen +—1 var sa
betydesefull/kraftfull, ovantad och vacker att den bara gar att beskriva med ordet “mirakel”.”
(Nahin, s. 82 f, Stillwell, s. 188)

5 Hur presenteras komplexa tal pa gymnasiet?
For att snabbt och smidigt fa en inblick i de komplexa talen pa gymnasiet har jag last Anna
Sundelins examensarbete i matematik vid Stockholms universitet fran 2005. Hon har studerat
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olika laromedel for gymnasiets matematikkurs E, i vilken de komplexa talen ingdr, samt
intervjuat matematikldrare kring olika upplégg for introduktionen samt elevers forstaelse. En
kort sammanfattning foljer.

5.1 Olika upplagg
Sundelin uppfattar att det finns tva olika uppldgg nér de komplexa talen ska introduceras i
bockerna, det ena gar via talsystemet och det andra via andragradsekvationer. Ingangen via
talsystemet inleds ofta med en kort genomgang av talsystemets uppbyggnad. Eleverna
forvantas da uppmarksamma att det inte finns nagot passande tal for 16sningen pa ekvationen
x’=—1 och slutsatsen blir att vi maste infora nya tal — komplexa tal. Dérefter gar bockerna
tvé olika végar. Antingen inférs j°=—1 och det komplexa talplanet direkt. I det andra fallet
gors en geometrisk jimforelse med de reella talen innan  j>=—1 inférs.

Aven ingdngen via ekvationer finns i tva olika modeller. Den ena inleder med att pdminna om
att det for allareella tal x gilleratt x*>0 .Sedandyker x°’=—1 upp och vi inser att
det inte finns nagot reellt tal som uppfyller ekvationen. Ekvationen l6ses och eleverna blir
presenterade for 1osningarna x=++—1 , dérefter introduceras beteckningen j=y—1 .I
det andra fallet inleder laromedelsforfattarna med att ge olika exempel pa
andragradsekvationer som har reella rotter, eller med en andragradsekvation med en rot

N
Anna Sunelin ger exempel pa olika citat som gar att finna:

”Ett komplext tal ar ett uttryck av formen z=a+bi dir a och b d&rreellatal och

1-2:_1 »

”Man rdaknar med de komplexa talen pa samma sétt som med de reella talen men med tillagget
att i‘’=—1 .”
(Jacobsson et al., Sundelin, kap 6)

5.2 Vad tycker lararna?
Anna Sundelin har intervjuat fyra larare och har betecknat dem som lédrare A, B, C och D - vi
fortsatter kalla dem det.

Larare A forsoker kora sitt eget race, istdllet for att folja bockerna slaviskt. Hon tror att
avsnittet introduceras som det gor for att man forsoker géra matematiken lite mer teoretisk.
Hon tycker att man gor en for stor grej av komplexa tal och tror samtidigt att eleverna inte
riktigt forstar vad de ar for tal, detta for att eleverna inte far nagon verklighetsanknytning till
omradet. Hon foreslar bland annat att man ska tala mer om talméngder och
andragradsekvationer vid introduktionen av komplexa tal.

Larare B tror att boken introducerar komplexa tal pa det sétt den gor helt enkelt for att det
fungerar. Hon tror att eleverna tycker att komplexa tal verkar vara onddiga p.g.a. de inte
forstar vad de ska ha fér anvandning av dem. Vidare menar larare B att hon upplever att boken
infor en rad begrepp som eleverna inte forstar. Hon tycker att eleverna framforallt
koncentrerar sig pa att rdkna med komplexa tal eftersom det inte ar sa svart.
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Lérare C har framforallt genomgéangar med sina elever och tror inte att de tittar sa mycket i
boken, han tror dérfor inte att upplagget har sa stor betydelse. Han forsoker forbereda sina
elever for komplexa tal redan i A-kursen genom att arbeta med ekvationer som leder till
negativa tal under rottecknet. Han 6nskar att han hade lite mer kunskap om matematikens
historiska utveckling sa han kunde ge eleverna en béttre helhetsbild.

Larare D har, precis som ldrare C, inte sa mycket med boken att gora eftersom han framst
undervisar utan den. Han tycker att bokens introduktion om komplexa tal dr ”sadar” men har
inga konkreta forbattringsforslag. Larare D brukar férsoka visa nyttan med de komplexa talen
i kapitlet efter, som handlar om derivator och integraler. Han har liten kunskap om den
historiska utvecklingen men tror att det skulle kunna vara en bra ingang. (Sundelin, kap 6)

5.3 Diskussion
Sundelin &r kritisk till de olika introduktionerna av de komplexa talen i larobockerna. Hon
menar att det framstélls som att komplexa tal har inforts for att kunna 16sa ekvationer av typen
x’=—1 och att det ger eleverna en falsk bild. Vidare skriver hon att hon inte tycker att
bockerna motiverar de komplexa talen tillrdckligt — den praktiska nyttan borde framhédvas
mer. Sundelin tror heller inte att eleverna uppnar Skolverkets mal att eleven bland annat ska
“kunna forklara hur och motivera varfor talsystemet utvidgas till komplexa tal” eftersom
flertalet av de laromedel som anvands idag inte ndmner nagot annat dn andragradsekvationer.
Hon menar att en ingang skulle kunna vara via tredjegradsekvationerna, att visa att de
irreducibla tredjegradsekvationerna kan fa reella rétter via de komplexa l6sningarna.

Angaende lararintervjuerna ar hon bekymrad 6ver att de inte verkar ha sa god inblick i
matematikens historia. Hon tror ndmligen att det kan vara ett av flera bra sétt att introducera
de komplexa talen. Andra forslag pa alternativa introduktioner hon ger ar den via talsystemet
(utvidgningens fordelar och nackdelar) samt den via de negativa talen (historian och nyttan
med dem). (Sundelin, kap 7)

36



Litteraturforteckning

Crowe, Michael J. (1994[1967]). A history of vector analysis: the evolution of the idea of a
vectorial system. New York: Dover

Descartes, René (translated from the French and Latin by David Eugene Smith and Marcia L.
Latham, 1954[1925]). The geometry of René Descartes: with a facsimile of the first edition,
1637. New York: Dover

Jacobsson, Sven; Wallin, Hans & Wiklund, Staffan. (1996) Matematik program N, kurs E.
Malmo: Llber

McClenon, R. B. (1923) Contribution of Leibniz to the History of Complex Numbers; The
American Mathematical Monthly; Vol 30, No 7, s. 369-374

Nahin, Paul J. (2010) An imaginary tale: the story of [the square root of minus one].
Princeton, N.J.: Princeton University Press

Pycior, Helena M. (1997) Symbols, impossible numbers and geometric entanglements i,
Cambridge University Press

Stillwell, John. (1989) Mathematics and its history. New York: Springer-Vlg

Sundelin, Anna. (2005) Introduktionen av komplexa tal i Matematik E, examensarbete
Stockholms universitet

Wallis, John. (1685) A treatise of algebra, both historical and practical [Elektronisk resurs]
shewing the original, progress, and advancement thereof, from time to time, and by what steps
it hath attained to the heighth at which it now is : with some additional treatises .... London:
Printed by John Playford, for Richard Davis

Wessel, Caspar. (1797) (Edited by Branner, Bodil & Liitzen, Jesper.; Translated by Flemming
1999). On the analytical representation of direction: an attempt applied chiefly to solving
plane and spherical polygons, 1797. Copenhagen

37



	Inledning
	2 Historia – De första snubblande stegen mot att förstå
	2.1 Italienarna visar framfötterna
	2.2 Tysken fyller på

	4 Historia - Den geometriska tolkningen av
	4.2 Wallis
	4.3 Wessel
	4.4 Argand
	4.5 Hamilton
	4.6 Gauss
	4.7 Vad hände sen?

	5 Hur presenteras komplexa tal på gymnasiet?
	5.1 Olika upplägg
	5.2 Vad tycker lärarna?
	5.3 Diskussion


