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Matematik 2

Sammanfattning: Patvingad oscillationer av en cylinder beskrivs med linjdra
andra ordnings differentialekvationer. Teorin hur man kan 16sa sddana differentialekvationer
analytiskt eller numeriskt (t.ex med Runge-Kuttas metod) dr vél kidnda i nufortiden och vi
betraktar olika mojliga fall. I arbetet presenteras en halv-analytisk metod for att 16sa linjéra
andra ordnings differentialekvationer, som beskriver patvingad elastiska vibrationer av ett
mekaniskt system. Metoden byggs pa vind drivkrafts approximation av polynom av grad en,
tva, tre eller fyra. Detta ger mojligheten att erhdlla en analytisk 16sning av
differentialekvationer vid varje tidsintervall. Dessa losningar jimfors med numeriska
l6sningar.
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Matematik 5

1 Inledning.

Mest av naturvetenskapliga problemen beskrivs ofta med nagot antal av storheter som &r
rums- och tidsberoende. Det motsvarar till ett matematiskt problem som bestar av en relation
mellan den undersokta storheten och dess derivator. En ekvation som innehaller en funktion
och dess forsta- och andra derivata kallas differentialekvation. Fysikaliska system som
vibrerar eller oscilleras beskrivs med andra ordningens differentialekvationer. Teorin hur man
kan 16sa sddana typer av differentialekvationer analytiskt eller numeriskt &r vil kénda i
nufortiden och vi betraktar olika mojliga fall.

Vilken metod dr dé béttre att anvdnda i1 praktiken: numerisk eller analytisk? Om vi anvinder
Matlab eller vanliga numeriska programvaror som ANSYS behover vi anvianda analytiska
l16sningar till differentialekvationer eller &r det béttre att 16sa allt numeriskt? Behover vi
anvédnda analytiska 16sningar for att minska réakningstiden med moderna datorer eller dr det
lattare att utnyttja bara numeriska 16sning? P4 70-80 talet fanns det en synpunkt att en del
forskare foredrar analytiska metoder och andra numeriska. Vad #r det som giller idag? Ar det
bara numeriska metoder som anvinds och utvecklas nu? Ar det bara lirare som har nyttja av
analytisk matematik? For ett modernt, komplicerat problem ar det mycket viktigt att anvénda
bada tvd approacher och behérska bada tva samtidigt.

Betrakta som ett exempel den aeroelastika oscillationen av en cylinder i ett flode. Problemet
beskrivs med Navier-Stokes ekvationer och ekvationer som beskriver oscillationens dynamik,
sa kallad kopplad problemet av aerodynamik. Bada tvd systemen har samma koordinatsystem
och samma tidsteg, men olika numeriska metoder brukar anvéndas for att hitta l16sningen till
varje system. Det dr lattare for varje tidsteg att hitta en 16sning separat for varje system. For
varje tidsintervall antas forst nagot av virdena for driftkraften och sen hittas de riktiga
viardena som satisfierar bade tva systemet frdn iterativ cykel. Det stéller hogre krav pa
noggrannhet av tillimpnings metod och kréver mindre tidssteg. Problemet beskrivs i tredje
avsnitt av detta arbete.

Det huvudsakliga sdrdraget av problemet med aeroelastiska vibrationer dr att drivkraften ar
kénd for ett visst antal punkter och endast pd de nuvarande eller tidigare intervallen. For
denna typ av problem brukar anvidndas bara numeriska metoder: Eulers, Runge-Kuttas osv.
Noggrannhet av Runge-Kuttas metod var inte tillrackligt att undersoka konvergensen for hela
problemet. Dérfor utvecklas den halv-analytiska metoden for att 16sa differentialekvationer av
andra ordningen, som beskriver patvingade elastiska vibrationer av ett mekaniskt system. Den
metoden har en analytisk 16sning for varje tid steg och ge extremt noggranna resultat, ger
mojlighet att 6ka tidsteg for ett problem om aeroelastiska cylinderns vibrationer.

I kapitel tvd av arbetet behandlas andra ordningens differentialekvationer som senare anvénds
for att 16sa ekvationer av den patvingade oscillationen av en cylinder. I det tredje avsnittet
betraktas Runge-Kuttas metod som kan anvindas att 16sa samma problem. Den halv-
analytiska metoden beskrivs i det fjarde avsnittet av arbetet. 1 sista avsnittet gjordes
jamforelser mellan halv-analytisk metoden och Runge-Kuttas metod.
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Matematik 6

2 Andra ordningens differentialekvationer.

Patvingade oscillationer av en cylinder beskrivs med linjdra andra ordnings
differentialekvationer. I det hédr avsnittet betraktas kort grundliggande begrepp inom
differentialekvationer, sdrskilt avseende é&gnas at losning av linjdra andra ordnings
differentialekvation med konstanta koefficienter. Vi hédnvisar ldsaren till [1], dédr dessa fragor
behandlas mer ingdende.

2.1 Grundlidggande begreppen.

Relationen mellan en undersokt storhet och dess derivator kallas en differentialekvation. Med
andra ord en differentialekvation dr en ekvation med okédnda funktioner, oberoende variabler
och derivator av den okénda funktionen. Vi ska betrakta bara andra ordningens
differentialekvationen (differentialekvationen innehéller bara forsta- och andraderivator) som
beror pé en variabel (tiden) och kan skrivas som

F(t,y,y,y")=0 (2.1)

Funktionen y = ¢(t) dr den okinda funktionen och vi behdver bestimma y = ¢(t) eller
definiera funktionen implicit for att 16sa differentialekvation (2.1). En funktion dr 16sning av
(2.1) om den definieras pa nigot intervall t; < t < t, och F(t,p(t),p(t), @(t)") ir lika
med 0. Funktionen ¢(t) masta vara deriverbar tva ganger pa intervallet t; < t < t, och
16sning maste tillhora for definitionmingden F i (2.1). Vi antar att y'' kan I8sas ut och
differentialekvationen (2.1) &r ekvivalent till ekvationen

y'=f(tyy). (2.2)

For att 16sa den ekvationen (2.2) forsoker vi att integrera biagge leden i ekvationen. Om vi kan
integrera ekvationen (2.2) tva ginger sa forekommer tva godtyckliga konstanter i 16sningen.
Under vissa forutsdttningar om f kan man bevisa att losningen for (2.2) beror pa tva
godtyckliga konstanter C; och C, och y = ¢(t, Cy, C,) kallas da allmén 16sning. For varje C;
och C, har vi partikular 16sning av differentialekvationen. I ett begynnelsevérdesproblem for
andra ordningens differentialekvation behdver man hitta en partikular 16sning som uppfyller
dven tva begynnelsevillkor

y(to) = Yo (2.3)
y'(t) =y (2.4)
dér y,, y, dr reella tal. De tva godtyckliga konstanterna C; och C, bestdms enligt (2.3)-(2.4).
En korrekt formulering av begynnelsevirdesproblemet kréver bevis att 10sningen exsisterar.

Aven om det finns naturvetenskapliga problem som beskrivs med hjilp av
differentialekvationen, betyder det inte att det finns en 16sning.

Sats 1. Om funktion f(t,y,y") och dess partiella derivator Yyyd oy M med

avseende pa de argumenten y och y' dr kontinuerliga i en domin som innehéller (ty, Vo, V1),
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sé finns det y = y(t), som dr en unik 16sning av ekvationen y" = f(t,y,y") med begynnels
virdena (2.3) och (2.4).

of Ly y1) och &L &y.yn)

ayr
for en linjar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter som
beskriver den pétvingada oscillationen. Picards sats [1] brukar anvédndes for en allmédn
differentialekvation av forsta ordningen som har formen

En forutsittning, att partiella derivator ar kontinuerliga, brukar anvéndas

dy
a—F(x,y).

(2.5)

Picards sats Lat F vara en kontinuerligt differentierbar funktion pa definitionsmingden
(a,b) x (c,d). Vi antar att funktionen F &r begrinsad,

|[F(x,y)| =M, (2.6)
och dessutom att F uppfyller Lipschitzvillkoret:

|F(x,s) — F(x,t)| <C-|s—t|. 2.7)
Léat x, € (a,b) och y, € (c,d). Da finns det ett h > 0 sadant att (x, — h,x, + h) < (a, b)

och en kontinuerligt differentierbar funktion y pa (x, — h, xo, + h) (med virden i (c,d)) som
l6ser begynnelsevérdesproblemet

dy
a: F(x:J’);Y(xo) =Yo

(2.8)
Losningen &r unik i den meningen att om ¥ &r en annan kontinuerligt differentierbar funktion
pa nagot intervall (xo — h,xy + fl) som loser begynnelsevdrdesproblemet 1 ekvation (2.8), sa
ar (y = y) pé (xO — h,xO + h) N (xo — Fl,xo + fl) [1]

I mitt arbete kommer forekomma bara en viss typ av andra differentialekvationer, nimligen
linjdara med konstanta koefficienter som beskriver den péatvingada oscillationen:

y'+ Ay + Ay =Q(t) (2.9)

dar Q(t) dr en kind kontinnerlig funktion och A, =const, A, = const . ”Attributet “linjir”

harror fran det faktum att det vénstra ledet innehaller en differentialoperator som verkar linjart
pd rummet av differentierbara funktioner” [1]. Satsen om existens och entydighet av 16sningar
giller for dessa ekvationer, dé (2.9) 4r ett speciellt fal av ekvationer (2.2).

Man kan l6sa sadana ekvationer analytiskt. Om Q(t) = 0, da kallas ekvationen homogen.
Den inhomogena ekvationen dr ekvationen med Q(t) # 0. Den allménna 16sningen kan delas

upp 1 tva delar, den homogena och den partikuléra.

Sats 2. Om funktionen y, &r 10sning till den homogena ekvationen och funktion y,, &r en
partikuldr 16sning till den inhomogena ekvationen dd summan &r

Y=Yt (2.10)
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en 16sning till den inhomogena ekvationen (2.9), dar Q(t) # 0.

Losningsformeln for ekvationen (2.9) hérleds i1 nésta avsnitt.

2.2 Homogen ekvation.

Den andra ordningen homogena linjéra ekvationen med konstanta koefficienter &r
y'+Ay'+ Ay =0. (2.11)

Lat att y = Ce? # 0 vara en 16sning av ekvationen (2.11). Om vi substituera det i (2.11)
erhaller vi

CeM(Q% + A1+ 4,) = 0. (2.12)
Eftersom y = Ce?t # 0 far vi da karakteristiska ekvationen
A2+ A1+ A, =0. (2.13)

Den karakteriska ekvationen (2.13) har rétterna

—A; £ ,/Alz — 44, (2.14)

Om A;% —4A4, >0 4r rotterna i ekvationen (2.13) reella och olika. Losningen av den
homogena ekvationen (2.11) &r

y = CeMt + Cyetat, (2.15)

Om A, — 44, = 0 ir roten i ekvationen (2.13) reell och har storleksordning tva. Det betyder

_AL _AL . . .
att y=Ce 2" och y=Cte 2" ir l6sningar av ekvationen. Losningen av den homogena
ekvationen (2.11) dr

A
y = (C1 + Czt)e_Tlt (216)

Om A;* — 44, < 0 blir rotterna i ekvationen (2.13) komplexa och 18sning av homogena
ekvationen (2.11) dr

A
y = e_Tlt(C1 cos kt + C, sin kt) (2.17)

dir k = 0.5 /4A2 — A,%. Konstanterna C; och C, bestimas frén begynnelsevilkoren (2.3) och
(2.4).
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2.3 Inhomogen ekvation med polynom av grad n i héga led.

Betrakta ekvationen (2.9) med begynnelsevirdesproblemet (2.3)-(2.4). Vi antar att Q(t) &r ett
polynom av grad n

o (2.18)
Q (t) = By + Byt + Byt? + -+ Bt = ZBit‘.

=0

Enligt (2.10) behover vi hitta 16sningen till motsvarande homogena ekvation (se Homogen
ekvation.) och en partikularlosning till den inhomogena ekvationen. Som partikularlosning
gissar vi pa ett polynom av grad n. Om rétterna i ekvationen (2.13) och en polynomet (2.18)
ar olika dr denna gissningen rimlig

It _ (2.19)
yp(t) = bo + blt + bztz + - bntn = z bitl .
i=0
Om vi sitter in detta 1 (2.9) och grupperar likartade termer har vi
A,b, = B, (2.20)
TlAlbn + Azbn_l = Bn—l
n(n - 1)b1’l + (n - 1)A1bn_1 + Aan—Z == Bn_z
3 ) 2b3 + 2A1b2 + AZbl = Bl
sz + A1b1 + Azbo = Bo.
Koefficienterna b; bestimms enligt nedan
1 (2.21)
bn - A_Z Bn

1
bp—y = A_ (Bn—l - nAlbn)
2

1
by_, = A_ (Bn—z - n(n - 1)bn - (n - 1)A1bn—1)
2

1
b1 = _(Bl - 3 . 2b3 - 2A1b2)
A,
1
by = A_(Bo —2b, — A1b1)
2

Vi har polynomet av grad n och det betyder att B, # 0. Fran forsta ekvationen (2.20) har vi
att A, # 0.

2.4 Inhomogen ekvation med trigonometriska funktioner i hoga led.

Betrakta ekvationen (2.9) med begynnelsevirdesproblemet (2.3)-(2.4) och A; # 0. Lat oss
anta att Q(t) &r
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Q (t) = D sinwt + B cos wt. (2.22)
Enligt (2.10) behover vi hitta 16sningen till den motsvarande homogena ekvationen (se
Homogen ekvation.) och en partikularlésning till den inhomogena ekvationen. Om w # k
gissar vi som partikulédr 16sning pa

¥p(t) = dsinwt + b cos wt. (2.23)

Vi sitter in gissningen i (2.9), vilket efter ndgra deriveringar och lite algebra ger

(A, —w?) d — Aw b=D (2.24)
Al(l) d +(A2_(1)2) b:B

Koefficienterna d och b bestdms enligt nedan, efter 16sning av systemet for tva ekvationen
med tva okénda koefficienterna

g BA;w — D(A, — w?) (2.25)
T (A - 0%+ (Aw)?
b _ _DAl(U + B(Az - 0)2)

(A — 0?)? + (4 0)*

Om A; = 0 och w =k, da kan vi inte anvédnda (2.25), pa grund av att vi delar med ett tall

som dr 0. Observera exempelvis att om A; dr mycket liten och om w nistan &r lika med \/A_z
s &r rorelsen svagt dimpad och den externa (pdtvingade) frekvensen nistan lika med den
naturliga frekvensen. I detta fall 4r amplituden mycket stor. Detta fenomen kallas resonans.
Om w = k och A; = 0 gissar vi som partikulér 16sning pa

¥p(t) = dtsinwt + b t cos wt. (2.26)
Vi sitter in gissningen i (2.9), vilket efter nagra deriveringar och lite algebra ger

—2wb =D (2.27)
2w d =B.

Koefficienterna d och b bestims enligt nedan, efter 16sning av systemet for tva ekvationen
med tva okénda koefficienterna

B

i= 2 (2.28)
2w
b= D
T 2w
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3 Numeriska metoder.

Numeriska 16sningen av differentialekvationer &r ett vil utvecklat &mne som brukar anvinds
for att 16sa svara tekniska problem. I detta avsnitt betraktas kort de grundldggande begreppen
inom numeriska metoder. Sérskilt avseende dgnas at losning av linjdra andra ordnings
differentialekvationer med Runge-Kuttas metod. Vi hédnvisar ldsaren till [1, 3], dédr dessa
fragor behandlas mer ingéende.

3.1 Grundldggande begreppen.

Snabba datorer har gjort det bada enkelt och mojligt att hitta néstan alla 16sningar till
differentialekvationer. Nar vi ska losa ekvationer numeriskt ska vi ersétta derivatorna i
ekvationen med differenser och kontinuerliga variabler med diskreta variabler. Efter den
ersdttningen har vi ett system av algebraiska ekvationer som approximerar
differentialekvationer. Efter varje approximation har vi nadgon forlust. Vi ersitter den exakta
l6sningen av nagot approximativa svar, for vilket det alltid kommer finnas en felterm. Det kan
ge upphov till instabilitetsfenomen. Om man anvénder numeriska metoden for att 16sa
differentialekvationer ska man alltid granska l6sningen pd nagot enkelt problem. Man ska
ocksa bedoma om losningen &dr begrénsad, periodisk eller stabil och kontrollera konvergensen
[1,3].

Den numeriska metoden forklaras med ett enkelt exempel for differenser. Betrakta
differentialekvation

y'(t)—Ay() =0 (3.1

med begynnelsevillkoren

y(0) = 1. (3.2)

Lat oss anta att h > 0 &r steglingden och vi ersitter funktion y(t) med tabellen av diskreta
virden

7(0),y(h), ¥(2h), ..., y(nh), ... (3.3)

Ersitta derivatorna med differenser, som &r approximation av derivatorna

yt+h) -y (3.4)
. :

Steglingden h maste bli tillriackligt liten. Om vi substituerar (3.4) i (3.1) d& far vi den nya
ekvationen med differenser som approximerar differentialekvationer.

FEAD =3O 452 (3.5)

eller efter en enkel omskrivning har vi den rekursiva formeln

y(t+h)=(1-Ah) y(t). (3.6)
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Antaattt = 0, h, 2h, ..., da far vi en tabell

y(0) =1
y(h) = (1 - Ah)
y(2h) = (1 — Ah)?

y(Nh) = (1 = AR)N
eller vi kan definiera att
yi(kh) = (1 — Ah)*

dirk=0,1, 2,..,N.Omh=1/N,da

(D) =1 -4/N)" (3.7)

Vi far som approximativ 16sning i stéllet for den exakta 16sningen
(1) = ¢4 (3.8)

Emellertid, dr det vdl ként inom matematisk analys att for tillrdckligt sma h eller for
tillrickligt stort N skiljer sig virdet (1 — A/N)N mycket lite frin e™. Detta visar att den
approximativa losningen som erhélls genom denna differens schema och som &4r beroende av
steget h for sma h konvergerar till denna exakta 16sning av differentialekvationen.

3.2 Feltermen.

Fel begreppet dr centralt for alla numeriska metoder. De ger bara approximativa svar. For
enkla problemet, som kan losas analytiskt, finns det en exakt 16sning. Vi kan bestimma
feltermen, men i praktiken, dir det inte finns ndgon exakt 16sning av ett komplicerat problem
ar det ett intrikat fraga [1].

Vid en numerisk 16sning anvdnder man dven nédgon avrundningsmetod. ”Avrundningsfel &r
annu ett viktigt fenomen som vi méste undersoka” [1]. Ett sitt att undersoka detta problem ar
att anvidnda forst vanliga precision. Forst avrunda till dtta decimaler och efterdt anvénda
dubbel precision, som ger noggrannhet till 16 decimaler. Om svaret dndras for mycket,
betyder det att berdkningar kommer ha nagot avrundningsfel. Om vi har ndstan samma
16sning for bida tva fallen, da avrundningsfel dr forsumbara.

I teorin &r det viktigaste diskretniseringsfel i det k:te steget, som definieras av differensen
mellan exakta 16sningen och approximativa 16sning y(t;) — y,. Man kan anvinda Taylors
formel for att uppskatta diskretningsfel. I praktiken anvdnder man manga olika numeriska
metoder och maste ta hdnsyn till det totala diskretiseringsfelet, som summera alla fel som
infors 1 alla steg under approximerings. En grov uppskattning av det totala felet kan man ha
under undersokningen av konvergens. Man gor berdkningen for forsta gaing med sma steg h,
sedan for h/2, sedan for h/4, och sé vidare. Far man 1dsningar som avviker for forsumbara
sma storheter, som minskar, da ar det sannolikt att bagge berdkningarna befinner sig inom den
efterstrdvande totala diskretningsfelet fran den exakta 16sningen.
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3.3 Runge-Kuttas metod for forsta ordningens differentialekvationer.

Runge-Kuttas metod dr ett viktigt hjdlpmedel for att approximera losningar till ordinédra
differentialekvationer. Betrakta den enkla differentialekvationen med
begynnelsevirdesproblemet

y'@®)-fty)=0 3.9)
y(0) =, (3.10)
Vi antar att t, = 0 <t <t,;. Vi kan vilja N punkter for det intervallet, sa att h = tg/N,

0=ty <t <ty < <ty_q <ty=tgt; =1ih. Vikan ersitta derivatorna med differenser
enligt (3.4) och har enkelt forsta ordning schema eller Eulers schema

W—f(ti,yiho, i=01.,N-1 (3.1D)

¥(0) = yp. (3.12)
Om vi berdknar y;, da kan vi berdkna

Yier = Yi + b f (L, yi). (3.13)

Vi har inte utrymme att visa alla detaljer 1 hiarledningen av Runge-Kuttas metod. Vi resonerar
1 stéllet intuitivt. Vi approximerar derivatorna i formel (3.13) med en rit linjes. Om vi
approximerar derivatorna med funktion ger det béttre noggrannhet. Vi kan skapa bittre
approximation om vi har mer punkter for tidsintervalen [t;, t;;,]. Lat oss sdga att vi hittar en
approximativ 16sning y; 1 punkten t; och vi behover rdkna ut y;,; 1 punkten t;,; = ¢t; + h. Vi
kan skriva uttrycken for ett forvagbestamt heltal (.

my = f(t,yi) (3.14)
m, = f(t; +ah,y; +ahm,)

mz = f(t; + fh,y; + fhmy)

m; = f(t; +yhy; +yhm;_q).

Och sen kan vi beridkna

w—(plm1+m+plml)=0, i=01,.,N-1 (3.15)

y(0) = yo. (3.16)
Koefficienter «, B, ..., ¥, P1,P2, -, p; sammanstidlles med syftet att ha hogre
approximation for angivna [. Om [ = 1, da har vi Eulers schema (3.13).
Om!l=2,da

my = f(t,y:) (3.17)

m, = f(t; + ah,y; + ahm,)
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och
Yiv1 =Y (2a—1 1 . (3.18)
‘*h l—( — m1+£m2> =0,i=0,1..,N—1
y(0) = yo. (3.19)
Om vi berdknar y;, da kan vi berdkna
a—1 1 (3.20)
Vit1 = yl+h( 2a m1+£m2>-

Runge-Kuttas metod har totala trunkeringsfelet med storleksordningen h? for godtycklig a.
Vi bevisar det med Taylors formel. Om y(t) &r 16sning av ekvation (3.9), da

dy _ (3.21)
E = f(t'y(t))
d’y d of(t,y(t)) Oafl(t, y(t) (3.22)
02 = 2 (o) = L2 IO,
Enligt Taylors formel
y(t;+h) —y(t)  dy(t)  hd’y(t) (3.23)
h = ~a T2 aw 00D
for 16sning y(t) har vi
y(tiv) —y(t) (3.24)
. =
h{of(t,y(t)) @ tl, t;
= f(toy(t)) +5 it af( ), o y( ))f(tuy(t ) | + 0
Fran (3.18) kan vi fa
i+1 — Vi 2 —1 1 3.25
ylhy=aza my 4 oom, (3.25)
eller om vi sétter (3.17) 1 (3.25)
it1 — Vi 20 -1 1 3.26
Y 1h A a2a f(tuyi) +§f(ti + ah,y; + ahm,). (3.26)
Enligt Taylors formel
f(t; + ah,y; + ahm,) = (3.27)
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= f(ti'yi (ti)) + Mah + W“hf(ti'yi(ti)) + 0(h?).

Vi far, om vi sitter (3.27) 1 (3.26)
Yirr 7 Vi _ (3.28)
h

of (t;, y(ty) N af (ti,y(t))
ot ady

h
= f(toy(€)) +5 f(tuy (&) |+ 0h?).

Enligt (3.28), (3.24) och y(0) =y, é#r kidnda, da lokala trunkeringsfelet har sélunda
storleksordningen h3 (vi multiplicerar (3.28) och (3.24) med h). Det totala trunkeringsfelet 4r
0(h?).

Om!l =4,da
my = h-f(t,y) (3.29)
h my
my; = h'f(ti+§;)’i+7)
h m,
ms = h.f(ti+§1yi+7>
my = hf(tl+h,yl+m3)

Om vi berdknar y;, sa kan vi berdkna

1 3.30
Yit1 = Yi + 5 (my + 2m; + 2m3 + my). (3-30)

”Denna nya analytiska teknik, Runge-Kuttas metod, kan ge extremt noggranna resultat utan
att man behover anvidnda mycket sma vidrden pa h (vilket skulle gora jobbet
y ) (@)-nS
~ 180
punkt mellan t; och t;,. Det totala trunkeringsfelet har salunda storleksordningen h*” [1].

berdkningstekniskt kostsamt). Det lokala trunkeringsfelet ar &; = , dar ¢ dr en

3.4 Runge-Kuttas metod for andra ordningens differentialekvationer.

Varje ordinér differentialekvation av andra eller hogre ordning motsvarar ett system av forsta
ordningens ekvationer. Om systemet skrivet i matrisform, dr det mojligt att numeriskt
integrera hela systemet. Ekvation (2.9) kan betraktas som foljande system av ekvationer

y' = z (3.31)
z' = Q) —Az—Azy

med ett begynnelsevirdesproblem
y(to) = ¥o (3.32)
Z(to) == Zo.
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Systemet av ekvationen (3.31) med begynnelseviardesproblemet (3.32) kan 16sas med hjélp av
Runge-Kuttas metod enligt formeln nedan

1 3.33
Yis1r = Vi + 3 (my + 2m;, + 2m3 + my) (3.33)
1
Zi+1 = Zi + g (kl +2k2+ 2k3 + k4)
dér
m, = h-z (3.34)
ki = h-(Q(t)— Az — Ayy;)

ky
m, = h-(zi+7)

. h.(Q(ti+g)_A1(Zi+g)_Az(yi+%))

ks
ms; = h-(zi+7>

h k
ky = h-(Q(ti+§>—A1<zi+72)—Az(yi+%)>
my = h-(z; +k3)
ky = h- (Q(ti +h) —A(z + k3) — A, (y; + m3)).
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4 Halv-analytisk metod for att l10sa inhomogena
differentialekvationer for svingningar.

Halv-analytisk metoden &r utvecklad for att 16sa differentialekvationer av andra ordningen,
som beskriver patvingad elastiska vibrationer av ett mekaniskt system. Metoden byggs pa
vind drivkrafts approximation med polynom av grad en, tva, tre eller fyra. Detta ger mojlighet
att erhélla en analytisk 16sning av differentialekvationer fér varje tidsintervall. Denna nya
halv-analytiska metod 1 stéllet for Runge-Kuttas metod kan ge extremt noggranna resultat, 6ka
tids steg och minska berikningstiden tiden for problem om aeroelastiska vibrationer av
cylindern.

4.1 Aeroelastik oscillation av cylinder i flodet.

Fig.4.1. Aeroelastisk oscillation av cylinder i flodet

Flode runt cirkuldr cylinder &r ett "klassiskt" problem for fluidmekaniken. Nir aeroelastik
oscillation betraktas, beskrivs problemet med Navier-Stokes ekvationer for inkompressibla
fluidflode och ekvationer av dynamik f6r cylinder som vibrerar [5,2]. I bada tva systemen av
ekvationer ingar driftkraften eller acrodynamisk kraft Q(t) och y — forskjutning fran sina
jamviktsldgen.

%
Q itl

Aty

@
tis t2  tg o tig
Fig.4.2. Schablon for interpolering av drivkraften for fortlopande i + 1 tidssteg.
Varje system har samma koordinat system och samma tid steget. Skillnader ar att man
anvinder olika numeriska metoder for hitta I6sningen for systemet. Det &r ldttare for varje tid

steget att hitta 16sning for det tva systemet oberoende. Kopplad problemet av aeroelastik kan
16sas med hjdlp av nésta algoritm. Vi antar att kunna virdena for driftkraften och forskjutning
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i tidpunkterna t;_s, t;_,, t;_1, t; (Fig. 4.2). For berdkningar i de nya tidpunkter kommer vi
anvénda bara 4 virdena fréan sista tidpunkter.
1. Driftkraft Q;,, for tidpunkt t;,; berdknas med hjilp av extrapolering polynom grad 3.
2. Dynamiks karakteristiks av cylinder y;,1, (Vis1), (i41) for tidpunkt t;,, beriknas
fran ekvationer av dynamik for driftkraften virdena Q7 , Q;, Qi—1, Qi—2, Qi_3-
3. Driftkraft Q;,, berdknas fran Navier-Stokes ekvationer for tidpunkt t;,; med kénda
virdena i1, Vi41) s Wir1) -
4. Om |Q;1; — Q;41| < &, dir & &r nagot litet vdrde, s& kommer vi att ta nésta steg.
Annars Q;,; = Q;;1 och vi &r tillbaka till punkt 2.

Enligt den algoritmen anvindas driftkraftens kdnda viardena bara i 5 tidpunkter: t;_5, t;_,,
tl'—la tia ti+1'

4.2 Pdtvingade elastiska vibrationer av cylindern.

Ordinéra differentialekvationen (2.9) beskriver fysikaliskt system som vibrerar eller oscillerar.
Vi hinvisar ldsaren till [1], ddr dessa fragor behandlas mer ingdende. For olika typer av
oscillation skiljas differentialekvationen (2.9) med konstanta koefficienter. Betrakta
Lagranges ekvation, som beskriver den pdtvingade elastiska vibrationen av cylindern

y" +2yKy' + K?y = Q(t) 4.1)

dar dr y — forskjutning fran sina jimviktsldgen, y — elastiska ddmpningskoefficient, K —
fjaderkonstanten, Q(t) — drivkraften. Begynnelsevillkoren for (4.1) ar y(0) = y0 och
y'(0) = y1.

Differentialekvationen (2.9) dr den viktigaste ekvation, ndr oscillation av ett dynamiskt
system beskrivs. Om drivkraften &r en kénd funktion, d& kan ekvation 16sas analytiskt eller
numeriskt. Om drivkraften dr periodisk funktion med kénda vdrden i1 enstaka punkten, da
Fourierserier kan anvéndas for att representera driftkraften. Losningsteori dr ocksd vélkénd
for olika typer av oscillation.

For aeroelastisk oscillations kan vi anvinda bara fem eller mindre kidnda virdena for
driftkraften for varje tidssteg. Da behover vi forst interpolera driftkraften med polynom och
sen l6sa ekvation med hjdlp av ndgon numerisk eller analytisk metod. I ndsta avsnitt betraktas
problemet av driftkraften interpolerings med hjilp av polynom.

4.3 Interpolering av driftkraften.

Lat oss sig att vi vet virdena av driftkraften i tidpunkterna t;_3, t;_,, t;_1, t;. Tidsteget kan
varieras med tiden (Fig. 4.2). I allménna fall bestdms driftkraften i tidpunkten ¢;,, med hjélp
av extrapolering och sen l6sas kopplad aeroelastiks problem. I resultatens berdkning fick vi
virden av driftkraften i tidpunkten t;,; med foreskrivna noggrannhet. For att testa bara en del
med berdkningar av patvingad oscillations antar vi att driftkraften dr en kdnd funktion, men i
berdkningar kan vi anvinda max fem vérden i tidpunkterna t;_s, t;_,, t;_1, t; och t;,4 (Fig.
4.2).
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Driftkraften Q(t) interpoleras av fjirde graden polynom for tidsintervalen [t;_3, t;41]
Q(t) = ab+al(t—t;) +as(t —t)?* +ai(t — t;)% + ak(t — t)* (4.2)

Koefficienten for interpolerings polynom bestdmmas med hjdlp av Lagranges polynom.
Funktion Q(t) skrivas som

(t—t)(t—ti)(t —ti)(t —ti_3) + (4.3)

(%’+1 - ti))((ti+1 - ti;é)(tHl —)(ti—z)(ti+)1 — ti_3)

t—tiy ) — 4 ) — )L — L3

R Oy Teoy ey T o oy S
(t —tip) (= t)(t — t;p)(t — ti_3)

(ti1 — tiv) (timq — t) (timg — ti_2) (i — ti3)
(t—tip)(E — )t —ti_)(t — t;—3)

(tieg — tig1)(timp — ) (timp — ti—q) (timz — ti—3)
(t —tip)(E —t)(t — ti— )t — ti—p)

(timz — tip)(timz — t) (ti—3 — ti—1)(ti—3 — t;_3)

Q(t) = Qis1

+ Qi-1

+ Qi

+ Qi3

dar Q;41, Qi, Qi—1, Q;—2, Q;_3 &r kiinda vérdet for drift kraften for i +1,i,i —1,i—2,i— 3
tidspunkten. Lat Ati—z = ti—Z - ti—3a Ati—l = ti—l - ti—Za Atl’ = tl' - ti—la Ati+1 = ti+1 - ti'
Formel (4.3) kan skrivas ocksa

Q) = (4.4)
B (t—t)(t—t; +At)(t —t; + At; + At;_)(t — t; + At; + At;_ + At;_,)

= Qin At 1(Atipq + At (Atyyq + At + At;_1) (At + Aty + At + At;_)

(t—t; — Aty )t —t; + At)(t — t; + At; + At;_1)(t — t; + At; + At;_q + At 2)

—At; 1At (At; + At;_1) (At + At;_q + At;_5)
(t—t; — At )t —t)(t —t; + At; + At;_)(t — t; + At; + At;_ + At 2)

At;(At; + At )At_1 (At;_q + At;_,)
(t —t; — At )t —t)(t — t; + At)(t — t; + At; + At;_q + At;_,)

—At;_4 (Ati_q + Aty + Aty 1) (Ati_q + AL)AL;,
(t—t; — Aty ) (& — ) (& — t; + At (t — t; + At + Aty _q)

At;_,(Ati_p + At + At; + Aty ) (Ati—y + Atj_q + At) (Atj_, + Atj_1)

+ 0Q;

+ Qi1

+ Qi

+ Qi3

Om tidssteg dr konstant, da t;,; = t; + At, t;_1 = t; — At, t;_, = t; — 2At, t;_3 = t; — 3At.
Det ger oss att driftkraften Q(t) ar

(t—t)t—t; +A)(t—t; +200)(t —t; + 3At) 4.5)
Q(t) = Qi+1 24(At)4
(t—t; —A)(t—t; +A)(t —t; + 2At)(t — t; + 3At)
+ —6(At)*
(t—t)(Et—t; —At)(t —t; + 2At)(t — ¢; +3At)
+ Qi 4(A0)*
(t—t)(t—t; —At)(t—t; + At)(t — ¢; +3At)
Qi —6(8D)"
(t—t)t—t; —A)(t—t; +A)(t—¢; +2At)
+ Qi 24(At)*
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Om vi grupperar termer med (t — t;), far vi

30Q;41 +10Q; — 18Q;_; + 6Q;,_, — Q;_ 4.6
Qo = g +2an 1ZQAlt1 DT ()
11Q;41 — 20Q;+6Q;—1 +4Q;—2 — Qi3 2
' 30,4, — 100 122%“2 12Q;_, +Q e
i+1 it12Q;—1 — i-2 T Qi3 3
+ o — 20160 12At32Q 0 (-
i+1 — 4Q;+60Q;—1 — 2Q;—2 T Qi3 4
t—t;)".
+ 24At" &~ )
Koefficienterna for ekvation (4.2) bestimmas enligt ekvation nedan
a = 0 4.7)
4 = 3Qi+1 +10Q; —18Q;_1 + 60Q;— — Q;—3
! 12At
4= 11Q;41 — 20Q;+6Q;—1 +40Q;—2 — Qi3
2 24At?
g = 3Qi41 — 10Q;+12Q;_1 —12Q;_, + Q;_3
3 2At3
g = Qiy1 —4Q;+60Q;_1 —2Q;—2 + Qi3
Po= .

24At*

Om driftkraften Q(t) interpoleras av tredje graden Lagranges polynom for tidsintervalen
[t;—2, ti+1] d& kan vi géra samma forvandlingar och koefficients av polynom bestimms som

a(i) s (4.8)
4o Qi+1 +1.50; —30Q;—1 +0.5Q;_,
1 3At
g = 0.5Q;41 — Q;+0.5Q;_4
2 AtZ
4 = Qi+1 —3Qi+30Qi—1 — Qi
3 6At3
a, = 0.

Om driftkraften Q(t) interpoleras av andra graden Lagranges polynom for tidsintervalen
[ti—1,ti+1] da koefficients av polynom &r

i = o 4.9)
i _ 0.5Qi41 —0.50Q;4

G = At
i 0.5Qi41 — Q;+0.5Q;4

a2 - AtZ

ag = 0.

Om driftkraften Q(t) &r linjdr funktion for tidsintervalen [t;, t;,,] dé koefficients av
interpolation blir
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a = 0 (4.10)
i Qi1 — Qi

h= At

aé = 0.

Driftkraften i ekvationen (4.1) bestdmmas enligt (4.2) och (4.7) om interpolering av polynom
grad fyra anvdnds. Om interpolering av mindre grad anvénds, da (4.8), (4.9), eller (4.10)
nyttjas isstéllet av (4.7).

4.4 Halv-analytisk metod.

Losning av ekvationen (4.1), dér driftkraften dr polynom med kinda koefficienter som
berdknas enligt (4.2), bestimmas enligt (2.10), (2.14)-(2.17), (2.19), (2.21). Omy > 1, da
l6sningen av ekvation (4.1) ges av

y = Cl'e—l((.yh/)/Z_l)(t—ti.) _|_Cze—1<(y— -y2_1)(t—tl~) + 4.11)
+b§ + bi(t —t;) + bi(t — t)? + bi(t — ;)% + bi(t — t;)*
dar
Ci = y0;—C;— by (4.12)
oo y0; — b} +(y0£—bi)(y+«/yz—1)1(
i 2K\y* -1 2K Jy?2 —1
i af, Zybi 2b§
i a; 4yb, 6b;
A
. a, 6ybl 12bi
27 K2 K K?
bi _ al3 8yblll-
3 7 K2 K
. af}

Om y < 1, d& 16sningen av ekvation (4.1) ges av

y = e VK-t (61 cos (K\/yz - 1(t — tl-)> + C, sin (1’0/]/2 —1(t - ti))) + (4.13)

+b5 4+ bi(t —t;) + bi(t — t;)? + bi(t — t;)% + bi(t — t)*

dar
C, = y0;— b} (4.14)
¢, = YO0 -b)  y0i-bi
V=7 k{1=7?
. ay, 2yb; 2b;
) = —————

K? K K?
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Om |y| = 1, da l6sningen av ekvation (4.1) ges

y = (C+Cy(t—t))e KEt) 4

dér

22
at  4yb. 6bL
Kz K = K*
a, 6yby 12b;
K2 K K2
as 8yb,
K2 K
a,
K?
(4.15)
+ b5 + bi(t —t;) + bi(t — t;)% + bi(t — t;)° + bi(t — t;)*
y0; — bg (4.16)
y0; — bi — K (y0; — b
ab 2ybt 2bi
Kz K K?
a; 4ybs 6b;
Kz K = K*
a, 6yby 12b;
K2 K K2
a; 8yb,
K2 K
a;
K2

Vi anvinder analytiskt metod for att 16sa ekvationen (4.1). Det lokala trunkeringsfelet for
varje tid steg dr felet som kopplad med interpolering och extrapolering. Den beror pa
noggrannhet med vilken vi bestimmer driftkraften 1 tidpunkten ¢t;,; for kopplad
aeroaelastiska oscillationen, som inte kan goras nu.
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5 Jamforelse halv-analytisk metod med Runge-Kuttas metod.

Utvecklad halv-analytisk metoden och Runge-Kuttas metoden testas i detta avsnitt. Vi antar
att drivkraften dr en kdnd funktion. For berdkningen anvidndas bara fem kénda virdena for
varje tidsteget. Tidsintervallen och steget 4r samma for bdda tva metoder. Totalfelet for halv-
analytisk metoden dr felet vid interpolering. Totalfelet for Runge-Kuttas metod utgors av
interpolerings fel och trunkeringsfelet. Patvingade vibrationer med och utan dé@mpning,
sviangning och resonans betraktas. Sammanfattning gors.

5.1 Numeriska berdkningar av patvingad oscillation.

Lat oss nu anvénda den halv-analytiska metoden och Runge-Kuttas metod till véar ekvation
(4.1) med begynnelsevillkoren y(0) = y0 och y'(0) = y1 och jaimfora resultaten. Vi antar att
Q(¢t) dr en kiind funktion for att beriikna test ekvation, dir

Q(t) = gsinwt. (5.1)

q é&r oscillationsamplitud av drivkraften, w &r oscillationsfrekvens av drivkraften.
Forskjutning berdknas med hjélp av badda metoder i samma tidspunkt med hjélp av samma
tidsinterval.

Da ar det latt att fA en analytisk 16sning av ekvation (4.1) enligt formell och (2.10), (2.14)-
(2.17), (2.23) och (2.25), om w # k. Om w # k och y = 0 anvinder vi (2.26) och (2.28)
istillet (2.23) och (2.25). For att ridkna ut Q(t) i varje iterationssteg nér vi loser ekvation (4.1)
med hjdlp av halv-analytiska metoden eller Runge-Kuttas metod anvinder vi (4.7)-(4.16).
Berédkningens resultat for detta problemet med hjdlp av semi-analytisk metoden och dess
exakta 16sning fory =5, K = 4, g = 10, w = 2 for intervallingden 3 for 50 punkter visas i
Fig.5.1. Begynnelsevillkoren dr y(0) = 0 och y’(0) = 1 i detta och andra problemen som
anses.

0.20
016
naz
0.08
0.04
0.00+
-0.04

-0.08

-012

0.0 1.0 20 30 40 50 60 7.0 80 90 ¢ 2.0 15 1.0 05 00 Ig(Af)
Fig.5.1. Losning av ekvationen (4.1) for Fig.5.2. Medelvirdes fel for 16sning av ekvationen
intervallangden 3. (4.1) for intervallangden 3.
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Jamforelse av medelvirds fel 1 16sningen for detta problemet med hjdlp av Runge-Kuttas
metod och semi-analytisk metod visas 1 Fig.5.2. For det och alla andra bilder ar A=

%Zﬁvﬂlm’ﬁ — medelvirdas fel for 16sning fér norm C, dir N dr antalet av tids steg, SA_ij,

RK_ij ar halv-analytiska metoden, Runge-Kuttas metod, i &r ordning av extrapolerings
polynom, j dr ordning av interpolerings polynom for driftkraften. Vi anvédnder inte nu
extrapolerings. Vi anvidnder bara interpolerings polynom, da i = j. Om antalet punkter ar
mindre &n 200 for intervallingden 3w, dd medelvirdas fel dr mycket stor, nir vi anvinder
Runge-Kuttas metod (Fig.5.2). Med hjdlp av semi-analytisk metoden hittas 16sningen &ven for
50 punkten pa samma interval och medelvirdas fel verstigar inte 0.01 (Fig.5.2). Medelvirdes
fel for 1osningen av ekvation (4.1), ndr antalet punkter overstiger 200, &r néstan identisk for
bada metoderna nér approximations och interpolations polynom for drivande kraften har
forsta graden. Om drivkraften approximeras genom att interpolations polynom av andra eller
tredje graden, da den semi-analytisk metod ger en mer exakt 16sning (Fig.5.2).

03} gyt
0E
-EI.EI-I
0.3

6

03

0o 10 20 30 40 50 BO FO 80 30 t 2.0 1.5 -1.0 0.5 na lg(At)
Fig.5.3. Losning av ekvationen (4.1) for Fig.5.4. Medelvirdes fel for 16sning av ekvationen
intervallangden 30m. (4.1) for intervallangden 30m.

lg(A)

-2I.D -1..5 -'I..D -D..E D..D 1g(At) -2I.D -'II.E -'I..D -D..5 EII.D ]g(At)
a) b)
Fig5.5. Medelvirdes fel for 16sning av ekvationen (4.1) for intervalldngden: a) 3x, b) 307.

Losningen av ekvation (4.1) i test 2 erhéllas for y = 0.01, K =4, q =10, w =2 for
intervallingden 30m. Antalet av punkter varieras frdn 250 till 8000 punkter. En del av
16sningen visas 1 Fig. 5.3. Jamforelse av medelvirdas fel i 16sningen for detta problemet med
hjalp av Runge-Kuttas metod och semi-analytisk metod visas 1 Fig.5.4. Numeriska 16sningar
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avviker inte, medelvirdes fel for bada metoderna dr néstan identiska for extrapolering och
interpolering av polynom grad en eller tva. Noggrannhet dr mycket hogre for halv-analytisk
metoden vid anviandning av tredje ordnings polynom.

a) b)
Fig.5.6. Losning av ekvationen (4.1) fory = 0, K = 4, q = 1: a) w = 3.8 (svingning), b) w = 3.999 (resonans).

Losningen av ekvation (4.1) i test 3 erhéllas for y = 0 (oscillations utan ddmpning) K = 4,
q =1, nidr driftkraften frekvens dr w = 3.5 och skiljer sig betydligt frén
oscillationsegenfrekvens wg, = 4. Medelvirdas fel 1 16sningen for detta problem visas i
Fig.5.5 for intervallaingden 3 och 30m. Det 4r tydligen att medelvérdas fel for berdkningar
med hjélp av Runge-Kuttas metod &r store dn for den foreslagna metoden. Medelvirdas fel
skiljer sig for en order nédr approximations och interpolations polynom for drivande kraften
har tredje graden (Fig. 5.5b). Om antalet punkter minskar pé ett samma intervalsldngd finns
gransvérde for tidssteg, nir 16sningen som hittas med hjidlp av Runge-Kuttas metod avvikas.
Den foreslagna metoden ger en stabil 16sning. En ackumulering av felen intrdffas under
16sning av problemet, vilket dr viktig for stora tidsperioder. Darfor finns stora skillnaden
mellan medelvirdas fel (Fig. 5.5a och Fig. 5.5b).

-2I.EI -1I.5 -‘II.D -DI.S EII.EI lg( At) -2I.EI -1I.5 -‘II.EI -DI.S EII.EI 1g( At)
a) b)

Fig.5.7. Medelvérdes fel for 16sning av ekvationen (4.1) med hjélp av halv-analytisk och Runge-Kuttas metod

for svangning for intervalldngden: a) 3z, b) 307
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30 15 10 Nt oo 1g(At) 30 15 10 o5 oo 1g(At)
a) b)

Fig.5.8. Medelvirdes fel for 16sning av ekvationen (4.1) med hjélp av halv-analytisk och Runge-Kuttas metod

for resonans for intervalldngden: a) 3w, b) 30m.

Om drivkraftens frekvens ligger ndra oscillationsegenfrekvens, forst observerade
sviangningsmod (Fig. 5.6a) w = 3.8 och sen resonans (Fig. 4.6b) w = 3.999. Medelvirdas fel
1 losningen for detta problem visas i Fig.5.7 och Fig.5.8 for intervallingden 3w och 30m. Det
ar inte sa stor skillnaden mellan halv-analytiskt och Runge-Kuttas metoden, men noggrannhet
for bada tva metoder dr mindre nér i vanliga fall. For berdkningar av resonans och svingning
behdver man mindre tidsteget dn vanligt.

20 15 1.0 05 00 1g(At) 20 15 10 05 00 1g(At)
a) b)

Fig.5.9. Medelvirdes fel for 16sning av ekvationen (4.1) fér y = 1 med hjélp av halv-analytisk och Runge-Kuttas

metod for intervalldngden: a) 3m, b) 30m.

Jamforelse av medelvirdas fel i 16sningen for ekvationen (4.1) med hjilp av Runge-Kuttas

metod och semi-analytisk metod visas 1 Fig.5.9 for y=1, K =4, q =10, w =2 for
intervalldngden 3w och 30m. Bidda tvd metoder ger samma noggrannhet.

2014-09-04 Valentina Kudinova



Matematik 27

5.2 Sammanfattning.

Olika feltermer forekommer under berdkningar av komplicerad problemet av aeroelastic
oscillationen. Det dr svart att gissa vilken term ska bidra mest till den totala
diskretiseringsfelet. I forsta berdkningars anvdnds Runge-Kuttas metod. Nér konvergens av
problemet undersokas, da visades svarigheter i slutet av resonans perioden, nir frekvenserna
av oscillation blir instabilt. En halv-analytisk metod utvecklas for att l6sa linjira andra
ordnings differentialekvationer, som beskriver patvingad elastiska vibrationer av ett
mekaniskt system. Metoden byggs pa vind drivkrafts approximation av polynom av grad en,
tva, tre eller fyra. Detta ger mojligheten att erhdlla en analytisk 16sning av
differentialekvationer vid varje tidsintervall.

Den foreslagna metoden testas. Totala diskretiseringsfelet ar felet i interpolering for halv-
analytisk metoden. Runge-Kuttas metoden har felet i interpolering och lokala trunkeringsfelet.
Vi kan inte kollad extrapoleringsfel alls eftersom vi studerade ekvationen (4.1) med kinda
driftkraften Q(t) istdllet for det aeroelastickt problemet. Man betraktas fyra fallen som
beskriver alla mojliga fallet oscillations: patvingad vibrationer med och utan ddmpning,
sviangning och resonans.

For samtliga undersokta fall, ger halv-analytiska metoden en stabil 16sning med ett storre
tidssteg jamfort med Runge-Kuttas metod. Dessutom har vi mindre fel 6ver stora
tidsintervaller med den foreslagna halv-analytiska metoden, vilket dr mycket viktigt for
aeroelastickt problem.

Anvindning av linjar interpolering for driftkraften Q(t) ger ett betydande fel for alla
undersokta fall, eftersom de problem som behandlas har non linjira l6sningar. De mest exakta
resultat erholls med hjélp av interpolering och extrapolering med polynom av grad tre och den
foreslagna halv-analytiska metoden.

2014-09-04 Valentina Kudinova



Matematik 28

6 Litteraturforteckning.

1. Simmons, G.F., Krantz S.G., Differentialekvationer med historik, Liber, 2011.

Kudinova V. and Kudinov P., Vortex-induced Oscillations and Heat Transfer on a

Cylinder in Accelerated Flow, 2006 59th Annual Meeting of the American Physical

Society Division of Fluid Dynamics, Tampa Bay, Florida USA. (APS-DFD-06).

Godunov S.K., Rjabenkij V.S., Differensmetoden, Nauka, 1977 (pé ryska).

4. Yericheva V.A., The semi-analytic method for simulation the equations of dynamics
of aeroelastic oscillations, Mechanics Bulletin, Dnepropetrovsk university, Vol.l,
Issue 8 (2004), P.18-26. (in Russian).

5. Kudinov P.I., Yericheva V.A., Numerical investigation of resonant regimes of
aeroelastic oscillations of circular cylinder, Mechanics Bulletin, Dnepropetrovsk
university. Vol.1, Issue 8 (2004). (in Russian).

(98]

2014-09-04 Valentina Kudinova



