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ROBERT JENSEN

SAMMANFATTNING. Denna uppsats studerar hur primtal fordelay
sig bland de naturliga talen, bland virden till linjira funktioner
for att avslutningsvis studera primtal bland virden av kvadratis-
ka funktioner. Vi bevisar Dirichlets Sats for aritmetisk progression
med Dirichlet karaktirer och L-serier, I den avslutande delen drar
vi paralleller mellan Bunyakowskihypotesen, Bateman-Horn hypo-
tesen och Hardy-Littlewood hypotesen och illustrerar med en del
enklare exempel.
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1. INLEDNING

Denna uppsats kommer i stora drag att studera hur serier av prim-
tal fordelar sig dver olika méngder och funktioner. Vi bérjar med att
definiera vad ett primtal &r.

Definition 1. Ett heltal n > 1 sigs vara ett primtal om de enda
positiva delarna till 7 &r 1 och n. Annars kallas n ett sammansatt tal.
Vi kommer anvinda notationen p eller ¢ fér primtal.

Ofta brukar primtalen kallas talens byggstenar d& varje heltal som
har en faktor kan brytas ner som en produkt av primtal som t.ex.
60 = 22. 3.5 som kan delas med 2 (tva génger), 3 och 5. Aritmetikens
fundamentalsats siiger att varje sdidan produkt dr unik foérutom ord-
ningen pé primtalen. Ett av de storsta problemen med primtal &r att
de ar inhomogent distribuerade 6ver de naturliga talen vilket gor att
de &r svara att hitta. Detta innebér 1 praktiken att:

i) Det finns ingen generell formel for att erhalla primtal.
ii) Det #r svart att fullstindigt faktorisera ett stort sammansatt
tal.
iii) Det &r oftast enkelt att heuristiskt forsta pastédenden om primtal
men det dr extremt svirt att bevisa dem.

Aven fast i) géller (och kommer antagligen halla viildigt linge) sa finns
det sétt att erhalla stora mangder primtal. Eratosthenas var en grekisk
matematiker som levde pa 200-talet fkr. som kom pd en enkel princip
for detta. Tanken dr att mangden av alla naturliga tal bestar dels av
rena primtal samt andra tal som #r sammansitta med flera faktorer,
Séaledes #r en enkel metod att eliminera alla tal som har mer &n en
faktor for att endast fa primtalen kvar. Detta kan d& goras systematiskt
genom att utgh frin alla n € N och forst eliminera alla termer med
faktorn 2 (forutom 2), sedan alla med faktorn 3,4, 5, ... osv. tills endast
de talen som &r delbara med 1 och sig sjélva finns kvar. Detta kan lata
som en omstindig process, men &r i sjélva verket smidig sa lange N inte
ir stor eftersom néastan alla tal elimineras for de smé faktorerna, Om vi
t.ex. eliminerar faktorn 2 har vi automatiskt redan tagit bort faktorer
4,6,8,... och om vi eliminerar faktorn 3 stryks fakiorerna 6,9, 12, ..
osv. Om vi nu vill anvinda denna metod for att fa fram alla primtal
upp till N = 120 skulle det réicka med att dra bort faktorerna: 2, 3,5, 7.
Eftersom den relativt prima faktor som kommer dérefter &r 11 kommer
niista tal som elimineras vara ett n > 11% = 121. Om vi genomfér detta
blir resultatet alla primtal p € N dér p < 120. De &r

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 Tl
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113

Vi ser att primtalen avtar i antal f6r storre N eftersom vi stryker tal for
fler och fler faktorer ju stérre N blir. Om N < p? blir endast de n som ér
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relativt prima 2-3-. . .-p primtal. Detta innebér att sannolikheten for att
ett tal ska vara primtal minskar for stérre N. Néir man studerar stora
méngder primtal tittar man ofta pa dess asymptotiska uppforanden,
dvs. vad som hénder nir N blir stort och gor en grov uppskattning
p& hur primtalen uppf6r sig. Vi kan nu studera primtal fér stora N
och understka om vi kan hitta en villdefinierad funktion som beskriver
antalet primtal. Vi anviinder oss av funktionen (N) som for ett heltal
N returnerar antalet primtal upp till N.!

N |«x(N)
10° {168
105 | 78,498

10° | 50,847,534

102 | 37,607,912,018

10'% | 29,844,570,422,669
108 | 24,739,954,287,740,860

Denna tabell ger oss inte speciellt mycket information som vi inte
redan vet. Vi ser att antalet primtal tunnas ut for storre N dvs. att de
patriffas mer sillan for stora tal, men vi kan fortfarande inte urskilja
med hur mycket. Darfor delar vi den forsta kolumnen med den andra
for att se om det finns ndgot monster. Det vi far fram d4 #r antalet
heltal per primtal upp till ett visst virde V.

N | s
T0° | 5.0524
100 | 12,7392
10° | 19.6665

1012 § 96.5001
105 | 33.6247
10°8 | 40.4204

Om vi nu tittar pd tabellen ser vi att denna kvot 6kar mellan 6.8 - 7.0
nar vi gar fran ett visst N till 103N. Denna typ av funktion kénner vi
igen fran elementir analys. Om y = ef® &r f(z) = ny. Vi jimfér nu
dessa tva funktioner i en tabell med respektive procentuella fel (o).

N ﬁ InN | (%)
10° | 5.9524 | 6.9077 | 16.0490
10% {12.7392 | 13.8155 { 8.4487
109 119.6665 | 20.7232 | 5.3731
10%7 | 26.5901 | 27.6310 | 3.9146
1075 | 33.6247 { 34.5378 | 2.7156
108 | 40.4204 | 41.4465 | 2.5386

1vi anviinder tabeller och resonemang fran Prime Obsession: Bernhard Riemann
and the Greatest Unsolved Problem in Mathematics 8.38-39
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For stora N ser vi att -ﬂ—("—vﬁ—) och In N nérmar sig varandra cftersom

g — 0. Detta innebér att

~InN = 7(N)~ ﬂ%“’

N
#(N)

for stora virden pd N. Resultatet vi empiriskt har kommit fram till kal-
las Primtalssatsen. Vi kan dra direkta slutsatser fran detta preliminéra
resultat.

Vi observerar att w(NN)/N berdttar om férhallandet mellan antalet

ra primtal vilket kallas primialsdensitet. Primtalssatsen ger oss dé en
approximativ funktion till denna sannolikhet som blir mer exakt for
storre NV:

1
TF(N)/NN ﬁ.

Detta &r ett viktigt resultat. Om vi nu ténker oss att vi multiplicerar
varje tal ¢ dir 2 <t < N med respektive sannolikhet att ¢ ska vara ett
primtal och sedan summerar alla dessa borde detta logiskt ge antalet
primtal upp till N. Detta var vad Carl Friedrich Gauss gissade nar han
ansdg att en béttre approximation pd w(N) kunde géras med detta
resonemang. I praktiken gjordes detta med en logaritmisk integral for
alla virden mellan 2 och N, vilket dven innebér att singulariteten vid
t = 1 undviks.

Li(N) = [2 15(1)'

Detta innebéir att vi har tv& olika uppskattningar Li{N) ~ N/In N ~
7(N) p& hur primtalen #r distribuerade dver N f6r stora V. For att illu-
strera sambandet mellan antalet primtal och dessa tvi uppskattningar
ser vi fran Fig.1 att n N < N/z(N) < Li(N) for N = 10000 dvs. att
proportionen mellan antalet tal och primtal &r inspArrade mellan dessa
tvA funktioner. Alla grafer dr ritade i Matlab.
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FIGUR 1. Jdmforelse mellan 7(N)(réd kurva), Li(N)
(gul kurva) och N/In N(bla kurva) upp till N = 10000.
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primtal (r6d kurva) jimfort med 1/In N (bla kurva).
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Enligt Fig.1 ser vi, shsom vi tidigare har noterat, att sannolikheten
for att ett tal ska vara primtal minskar med stérre tal, dvs. att primtalen
tunnas ut fér stérre tal. Frigan &r om primtalen for tillrickligt stora
viirden kommer att ta slut och ett storsta primtal kan hittas var fram
till 300 f.kr. ett dppet problem da den grekiske matematikern Euklides
lyckades bevisa detta. Detta ér ett av de mest vilkinda bevisen inom
matematiken som bygger pa att det i en lista med primtal finns det
alltid ett storre primtal att hitta,

Sats 1. Det finns odndligt antal primial.

Bevis. Anta att py =2 <py; =8 < ... < p, ir en dndlig lista éver alla
primtal. Lat P = pypa - ... pp + 1. Det ar antingen ett primtal eller
sammansatt av primtal, Om P #r ett primtal har vi hittat ett primtal
som inte hor till vér lista. Om P inte dr ett primtal finns det ett primtal
p som delar P. Observera att p inte kan vara nigon av py,pa,...,Pn
eftersom da skulle p dela 1 vilket dr omdjligt. Alltsd maste p vara ett
primtal som inte finns i listan. (]

Vi har visat att det finns ofindligt manga primtal for de naturliga
talen N. Vi kommer nu studera vad som héinder om vi t.ex. delar in
N i fyra delar dvs. N = {4N, (4N + 1), (4N + 2), (4N + 3)}. Detta kan
representeras med fyra aritmetiska foljder dar n € N

dn: 0,4,8,12,16,20,24, .. .
dn+1:1,5,9,13,17,21,25, ...
dn+2:2,6,10,14, 18,22, 26, . ..

dn+3:3,7,11,15,19,23,27,... .
Vi observerar uppenbart att inga primtal finns med i sekvensen 4n da
for n > 1 varje term #r delbar med 22, I 4n + 2 finns endast ett primtal,
nimligen 2 di n = 0, annars ar varje term delbar med 2. Detta innebér
att de o#indligt antal primtal som finns i N borde siledes ligga i de
aritmetiska foljderna 4n + 1 och 4n +3 = 4n — 1 for n € N, Vi bevisar
nu att dven dessa féljder har ofindligt antal primtal.?

Sats 2. Det finns eft odndligt antal primtal i foljden dn—~1 dir n € N.

Bevis. Detta kan bevisas genom motsigelse. Antag att det finns ett
andligt antal primtal i foljden 4n—1 dér n € N och att p #r det storsta
primtalet. Om vi tittar p& produkten

N=2%2.3.5....p—1,

2Apostot, Tom M., Introduction to analytic number theory, Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer-Verlag, {(1976) s. 147



54 dr NV pd formen 4n—1 men kan inte vara ett primtal eftersom N > p.
Inget primtal som ar mindre &n p delar N s alla primfaktorer maste
dverstiga p. Dock kan inte aila primtalsfaktorer vara pa formen 4n + 1
eftersom produkten av tva shdana tal ocksd &r pa formen 4n + 1. Detta
medfor att ndgra av primtalsfaktorerna méste vara pa formen 4n — 1.
Detta #r en motségelse. O

Vi visar att foljden 4n - 1 har ofindligt antal primtal med ett annat
argument dér vi anvinder oss av Fuler-Fermats theorem.

Sats 3. Det finns ett odndligt antal primtal ¢ féljden A4n-+1 dirn € N.

Bevis. Vi visar att for ett godtyckligt tal N > 1 finns det alltid ett
storre primtal p att hitta med p =1 (mod 4). Om vi later

m = (N1)? +1

ser vi att m > 1 &r ett udda tal eftersom N! alltid &r jimn. Lt p vara
den minsta primfaktorn av m. Vi ser att inget av talen 2,3,..., N delar
m vilket innebér att p > N. Vi har d&

(N'))=~1 (mod p).
Genom att hoja upp bada sidorna med (p — 1)/2 far vi
(N)™! = (=1)P/2  (mod p),
Enligt Euler-Fermats sats giller att (N!)?~! =1 (mod p)
(-1 Y2 =1 (mod p).

Detta intriiffar dd (p — 1)/2 dr ett jimt tal n dvs. d& (p — 1)/2 = 2n.
Om vi 16ser ut p ser vi att p = 4n + 1 vilket &r detsamma som p =1
(mod 4). Alltsa finns det ett alltid primtal p storre &n N for vilket
p=1 (mod 4). O

Nu har vi saledes visat att det finns ett ofindligt antal primtal i de
aritmetiska foljderna 4n+1 och 4n+3 medan for de andra tva foljderna
4n och 4n+ 2 fanns det noll respektive ett primtal. Om vi analogt delar
in heltalen i fem delar N = {5N, (5N+1), (5N+2}, (5N+3), (5N+4)},s4
har féljden bn,n € N endast primtalet 5 medan de andra aritmetiska
foljderna verkar ha stora méngder primtal. Fragan &r hur primtalen
fordelar sig ver dessa féljder, vilket vi undersdker med grafer for #{p :
primtal,p = @ (mod 5),p < N} upp till N = 10000 och a = 0,1, 2, 3, 4.
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FIGUR 3. Grafen visar #{p = « (mod 5),p < N} for

a=0,1,2,3,4 upp till N = 10000.

Vi observerar att primtalen verkar distribuera sig jimt for stora
N mellan de aritmetiska féljderna med relativt prima koefficenter for
(a,5) = 1 dvs. @ = 1,2,3,4. Hér kan konstateras att totala antalet
primtal som finns med i detta fallet blir 306+309-+310+4303+1 = 1229
vilket stimmer 6verens med den andra grafen for de naturliga talen upp
till N = 10000. Utifran Figur 5 kan vi gissa att primtalsdensiteten for
respektive aritmetisk foljd ges av

. ##primtal =a (mod b)
lim —3

1
N—oo F#primtal 4

fora =1,2,3,4.
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FIGUR 4. Grafen visar #{p = a (mod 5),p < N}/N for
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Storre delen av denna uppsats kommer fokusera pa att generalisera
och visa detta resonemang strikt. Den tyske matematikern Dirichlet
lyckades 1837 med detta m.h.a. analytiska metoder och visade speci-
ellt att varje aritmetisk foljd med relativt prima koefficenter har ett
odndligt antal primtal. Detta &r alltsd en utvidgning av BEuklides be-
vis som endast visar att de naturliga talen har oéndligt antal primtal.
Nista sektion kommer g igenom grundteori som behovs for att bevisa
Dirichlets sats for aritmetisk progression.

2. GRUNDTEORI

2.1. Riemanns zetafunktions koppling till primtalen. *Riemann
zetafunktion definieras som

1
Zn‘s——1+ St (1)

n=1

Denna funktion konvergerar for s > 1 och konvergerar tiil och med
likformigt for s > 1448 > 1, for ett litet tillskott § > 0. Saledes &r (1) en
analytisk funktion pé halvplanet for alla s > 1. Riemanns zetafunktion
kan pa ett naturligt séitt linkas till en ofindlig produkt Gver primtal
genom Eulers upptécké.

Proposition 1. Om s > 1 sé gdller att
=1Ja-p)"" (2)
P

diir produkten tas éver alla primtal.

Nir Euler kom fram till (2) anvinde han sig av Eratosthenes princip,
som vi har talat om tidigare. Inledningsvis illustreras detta pa ett mer
Overgripligt sitt med denna metod.

() =20 =
27%((s) = 270 D Tt = 2, ()7

Vi borjar med att eliminera alla termer med en faktor 2 frAn Riemann-
zeta funktionen genom att subtrahera den andra ekvationen fran den
forsta.

((s) = 27¢(s) = A —27)¢(s) = D (" = (2) ") = > 7"

n=1 2in

Fortsitt analogt processen genom att dra bort alla faktorer med en
faktor 3.

(1—27°)(1 = 37%)¢(s) = (1 = 27)¢(s) = 37°(1 = 27°)((s) =

3Detta avsnitt foljer Kenneth Ireland, Michael Rosen, A Classical Introduction to
Modern Number Theory, Graduate Texts in Mathematics, 2nd ed. (1990) s.249-261
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Zn‘s -3° Zn"s = Z(n“s —{(3n)%) = Z n=".
2n 2in 2in 2,3t
Genom att analogt upprepa processen far vi till slut
(1-2701-391-5)...(0—p*)...{s)= > n’=L
2,3,5,7,..in

Genom att omordna termerna kommer vi fram till (2).
Fér att gora ett mer strikt bevis behover vi anvinda oss av oéndliga
geometriska serier fér summor.

Lemma 1. Geometrisk serie for summor Om |z} < 1 gdller att
(3)
a)

(1t —a)! Z.L

n=0

In{1 -z}~ Z'L"’ L

n=1

Bevwis. a) Sitt sy = Eﬁ;o 2*. Vi kan multiplicera med 1 — = for att
sedan flytta om termerna

(1— )SN = (1 T z Z(l ‘L)SL — Z(,l k+1) — 1_$N+1
k=0

Vi ser att alla termer tar ut varandra férutom den forsta och
den sista. Los ut sy och 1at N — oo

lim sy = Alrim (A-2"Ma-2) ) =@1-a2)!

Ne—oo

da |z| < 1. Saledes konvergerar sy for alla |z} < 1 med gréansvérdet
sy = (1 —a)~". Observera att a) kan analogt visas gilla for alla kom-
plexa tal |z[ < 1,2 € C.

b} visas genom att integrera bada leden i @) med avseende pé en
parameter 0 < ¢ < @,

X T OO
f(1~t)‘1dt:mf > atat.
0 Y k=0

Integralen i vénster led berdknas som

/:(1 )71t = [-In(1 — O)]§ = In(1 — ).
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Hoger led ger sedan

/Eimkdtzi/z:v
0

t
k=0 =gv0 k=0

00
Z'L"“(:L +1)7! Z‘L !
dér den forsta Iikheten ar sann pga. den hkfomuga konvergensen vilket
visar b)4. 0
Med dessa resultat dr vi redo att bevisa (2).

Bevis. {2) Om s > 184 p™® < 1.
Saledes ger (3a) med x = p~* att

o0

[+ 1) ]

>y = (=)

Produkten over alla primtal p < N ger

H(Zp—sm) - H(l — )"

Varje tal har en unik primtalsfaktorisering enligt aritmetikens funda-
mentalsats vilket medfor

[[a-p)"=> n""+Rn(s)
PN n<N
Det som &aterstar dr visa att ndr N — oo s& géller att Ry(s) — 0.
Detta gor vi genom att hitta en dvre begrinsning till Ry (s). Uppenbart
galler att Ry(s) < 2031 n°. Eftersom ((s) konvergerar s& foljer att
Ru(s) — 0. Ry(s) dr en begrinsad funktion och d& N — oo sa géller
att Ry(s) — 0. 0

Dirichlet studerade hur Riemanns zetafunktion uppfor sig néir den
nérmar sig s = 17. Nedan visar vi att Riemanns zetafunktion har en
enkel pol i s = 1 med residyn 1.

Proposition 2. Anta att s > 1. Dd gdller
]in}(s — 1)}¢(s) = 1. (4)
8§+

Beuvis. For fixerat s 4r f(f) = ¢t en monotont avtagande funktion for
alla positiva n = pa intervallet [n, n -+ 1} r max(f([n, n + 1))) = f(n)
och min(f({n, n+ 1])) = f(n+ 1) vilket innebér att arean under grafen
till f() &r instéingd mellan de tvi rektanglarna f(n+1}({(n+1)—n) =
f(n+41) och f(n)((n+ 1) —n) = f(n). Detta medfor att

1E.B. Saff, A.D. Snider, Fundamentals of Complex Analysis, 3rd ed., Pearsson
Education(2003), 5.239
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fin+1)< " fdt< fR)=>n+1)7< fnﬂ t7%dt < n”%

n n

Summation dver alla n € Z, ger

oo o0
Zn-{—l Zn‘3—1</ t‘sdt-(Zn_s.
n=1 n=1

Integralen berdknas genom

foo t70dt = hm [(A-s)" 1t1”3] = hm (1 s)yHNIE 1) = (s—1)7.

Kombinerat med virdet pa integralen har vi d&

C)—1<(s=1T<((s) = 1< (s=-1)(s) <s
Avslutningsvis stinger vi in virdet genom att lata s niirma sig 1, vilket
fullbordar beviset och ger att

lim(s — 1)((s) = 1.

[
Niista proposition ar ett viktigt gréinsvérde.
Proposition 3. Dd s — 1 gdller att
In¢(s)
— 2 — ] 5
In(s — 1)1 - (5)

Beuis. Definiera hjdlpfunktionen p(s} = (s — 1)((s} dér p(s) — 1 d&
s — 1 enligt tidigare proposition. Logaritmering ger att

In¢(s) In p{s)
In(s — 1) + m{(s) = Inp(s) = (s — 171 1 (s = 1)
dér In p(s) — 0 samt In(s—1)"! = —In(s—1) = co da s — 1. Alltsh
ar
np(s) _
kS v R
Beviset fullbordas vid grinstdvergéng
In¢(s)
.lsl—}} In(s — 1)~!
il
Om vi logaritmerar Eulers produkt éver primtal (2), skriver om den

som en summa plus en begrinsad funktion med férsumbara termer far
vi foljande resultat.
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Proposition 4. Det gdiller att

In¢(s) =Y p*+ R(s) (6)

dér Rfs) dr en begrinsad funktion dé s — 1.

Bevis. Logaritmering av (1) kombinerat med (3) ger att

In¢(s)=1In (Z n's) =In (H(I - p_s)"l) = Zln ((1-p5)1).

n=1

Om vi anvéinder (3b) med x = p™° < 1 kan vi skriva detta som

In¢(s) = Z Zp“’"sm“1 = Zp‘%—Z i p Tt = 233_34-]?.(3).
P »

p m=1 p me=2

Det riicker med att visa att R(s) har en dvre begrinsning. Detta gor vi
genom att anviinda (2) och hitta ldmpliga 6vre grinser.

R(S) — z Zp—ms,’,n—l < Z]J_Qs(l‘“ﬁ_s)_l s Zp—% Z(l_p—s)—l

p m=2 P

dér vi har anvnt att 1/m < L och att 3 _,p™ = p~2(1 — p~5)~!
samt delat upp summan. Vidare &r 37 (1—p~*)~" < (1-27°)7" vilket
innebir att

S EY (1 -p )< (-2 Y p ™ < (1 -27)7¢(2).
p p p

Saledes dr R(s) < (1-27%)7!¢(2s) begriinsad och beviset &r fullbor-
dat. O

Med dessa resultat kan vi nu definiera Dirichletdensitet.
2.2. Dirichletdensitet.

Definition 2. En méngd & = {p € £%;p > 0} siigs ha Dirichletden-
sitet om 3d(F) s.a.

8

. ZpEPp—
A7) = Mg - 1y

d(2?) siigs da vara Dirichletdensiteten av 2.

(7)

Dirichletdensitetens virde foljer ett enkelt samband beroende pé vil-
ka egenskaper & har. Detta illustreras av nésta proposition.

Proposition 5. Lét 22 vara en méngd av primlal, Dd giller att

a) Om & dr en dndlig méngd @r Dirichlet densiteten d(2?) = Q.
b) Om &2 dr en alla primtal bortsett frin ett dndligt antal gdller
att A(P) = 1.
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¢) Om &P = U Py, dir P, och &, dr disjunkta mingder med
Dirichlet-densitet, s& gdller att d(Z) = d(P1) + d(Ps).

3. DIRICHLETS SATS

Nu dr vi i stdnd att kunna formulera denna uppsats huvudsats.

Sats 4. Antag att a,m € Z med (a,m) = 1. Lit & (a, m) vare mdngden
av alla positive primtal p s.a p = a (mod m). D géaller att

1

AP(@m) = g, Q
3.1. Vad s#iger Dirichlets sats? Om vi har ett primtal i en av kon-
gruensklasserna modulo m, dvs. av formen p = a+mn, n € Z si méaste
(a,m) = 1. Antalet 0 < a < m si att (a,m) = 1 r ¢(mn) dér ¢ &
Bulers ¢-funktion. Alltsd maste p ligga i en av ¢(m) kongruensklasser.
Dirichlets sats siger nu att primtalen ligger jimnt, alltsd ungefar lika
manga (mitt med Dirichletdensitet) i var och en av dessa kongruens-
klasser. T.ex. om m = 4 ar 1,3 de enda mdjliga 0 < a < 4 sidana att
(a,m) = 1 och ¢(4) = 2. Satsen siiger att ungefér hilften av alla prim-
tal &r av formen 4n + 1, n € Z och hélften dr av formen 4n — 1 vilket
dverensstimmer med tidigare exprimentella resultat. Avslutningsvis sé-
ger Dirichlets sats att mdngden primtal i varje aritmetisk progression,
Z(a,m), miste vara odndlig eftersom annars skulle Dirichletdensite-
ten vara noll enligt proposition 5b) dvs. alla aritmetiska foljder med
relativt prima koefficenter har oéndligt antal primtal.

3.2. Specialfall. Vi birjar med att bevisa (8) for m = 4 for att fa en
bild av hur beviset kan goras fér att sedan kunna generalisera detta i
nista sektion till ett fullvirdigt bevis. Forsta steget dr lampligtvis att
dela upp termerna i Riemanns zetafunktion pa ett sddant sétt att vi kan
tillaimpa grundteorin fran sektion 2. Denna indelning varierar beroende
pa virdet pA m men kan till en borjan forenklas for specialfallet m = 4
genom att definiera en funktion x(n) : Z — {0, £1} for alla n € Z med
foljande tre indelningan:

i) x{n) = 0 om n &r ett jimt tal.
ii) x(n) =1 omn=1 (mod 4).
iti) x(n) = —1 om n = 3 (mod 4).

Proposition 6. Funktionen x(n) : Z — {0,%1} dr en homomorfism
eftersom det galler att x(ab) = x{(a)x(b) for allo a,b € Z.

Bevis. Om a eller b #r jamt ér enligt i) x(ab) = x(e)x(b) = 0 annars
giller att

x(ab) = [abla = [a}a[b]s = x(a)}x(b)
for alla a,b € Z dér (¢, m) = 1 and (b,m) = 1. )
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Denna funktion &r en Dirichletkaraktar som vi kommer studera mer
i néista sektion. Genom att anvinda dessa homomorfier kan vi pd ett
naturligt sitt modifiera Riemanns zetafunktion for att kunna dela upp
termerna. Det vi vill uppné dr att dela upp dem i n = 1 (mod 4)
och n = 3 (mod 4) pa ett smidigt sétt. Detta illustreras i ett enkelt
exempel for m = 4.

Exempel 1. Titta pd funktionerna
n)+ I{n
oy~ X+ 1)

2
Omn=1 (mod 4) sd ¥(n) =
Omn =3 (mod 4) s ﬂ()m
Omn = 0,2 (mod 4) sd ¥(n)

Alltsé ar

1.
O

hin)=1en=1 (mod4)

och
Phin) =0 n#£1 (mod 4).

Pé samma sdtt ar for

i = L=,
Pan) =1 n=3 (modd)

och
Pe(n)=0&n#3 (mod 4).

Vi ser atl i, by dr precis skilda fran O och antar vdrdet 1 pd warsin
kongruensklass av de tvd som kan innehdlla primtal.

Nu ska vi utvidga exempel 1 med teori fran sektion 2.
Vi bérjar med att modifiera Riemanns zetafunkion med y.

Lix,8) = }jx(n)vzs~1~m+iwm+ (©)

Denna funktion kallas Dirichlets L-funktion. Att L{x, s) 4r en konver-
gerande funktion for s > 1 kan inses genom att den #r begriinsad av Ri-
emanns zetafunktion. Definitionen av x{(n) ger att |x(n)n=%[ < n~* for
n € Z* eftersom antingen ir de lika eller da n &r jimm, &r x(n) = 0. En-
ligt Cauchys kriterium for serier konvergerar L{x, s) eftersom Riemann-
Zeta funktionen konvergerar for s > 1. Det ar ldmpligt att endast ta
de udda termerna av Riecmanns zetafunktion och definiera

\ \ 11
¢*(s) = Zn —1+ +53+73+
n udda
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Vi observerade tidigare att de aritmetiska f6ljderna inte endast genere-
rar primtal. Detta problem kan elimineras genom att anvinda (2). Ef-
tersom x(n) fir en multiplikativ funktion ger detta tillsammans med (2)
att

o
Li,n) =Y x(mn= [] (1 =x@p) ™"
=1 pudde
For ¢* galler ndgot liknande, som ses genom sambandet

o0 o]
E 1% = E n— E 08 E nt—27°
n=1 =1

1 uwdda njmn

oQ
n% =
1

n=

(1-27)) ™" = (1-27°)¢(s).

n=1

Detta tillsammans med (2) innebér da att

Z n*=(1-27°% H(l —-p) = H (1—p~)yL
n udda P p udde
Nu har vi uttryckt de bada funktionerna L(yx, s) och ¢* som en produkt
over udda primtal dvs. alla primtal férutom 2. Dock vill vi ha dessa
funktioner uttryckt i summor fér att kunna lagga ihop deras termerna
som i Exempel 1. Detta gor vi genom att anviinda oss av (6) och ga till
viiga p& samma siitt som i proposition 4. Detta ger oss att
i)
InL{x,s) = > x@p~° + Ruls)
pudda
it}
In¢*(s)= > p™* + Ra(s)
p udda

dar Ry(s) och Ry(s) &r begrinsade funktioner da s — 1. Nu dr termerna
uppdelade pi ett sddant siitt att vi kan lagga ihop respektive dra ifran
i) och ii). Detta ger vidare

ii)

In¢*(s) + In L(x(p),s) =2 Z P+ Rs(s)
p=1(4)
iv)
In¢*(s) — In L(x{p), s) =2 z P+ Ra(s)
p=3(4)

dir Ra(s) och Ry(s) &r begrinsade funktioner da s — 1. Fér att visa
att In Ly, 8) &r begrdnsad da s — 1 arrangerar vi om dess termer pi
foljande sitt
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1 1 1 1

Lix,s)=1 (3 5) (7 g)-i-... .
Fran den férsta likheten kan vi konstatera att L(x,s) > (1 —1/3) =
2/83 eftersom varje parentes vi ldgger till &r positiv for s > 1. Med
omviint resonemang ser vi fran den andra likheten att L(x,s) < 1
d& varje parentes vi drar ifrdn ar positiv. Tillsammans ger detta att
2/3 < L{x,8) < 1= In(2/3) < InL{x,8) <Inl=0f6rs > 1. Si
L(x, s) &r begriinsad da s — 1.

Nu dr det 1ampligt att undersdka hur termerna In ¢*(s) och In L{x(p), s)
i iii) och iv) uppfor sig dd s — 1. Eftersom vi har visat att ¢*(s) =
(1 —27%)((s) ghller att

In*(s) = In((1 — 27°)((s)) = In(1 — 27°) + In({s).
Vi dividerar med In(s — 1)~ vilket ger
In¢*(s)  In(1-2"%) In{(s)
In(s —1)"t  In{s—1)"1  In(s—1)-1

Detta tillsammans med (5) ger att In¢*(s)/In(s —1) ' - 1da s — 1
Om vi nu dividerar iii) och iv) med In{s — 1)~! och later s — 1 for
att kunna tillimpa dirichletdensiteten fran (7) far vi

v)
o ngt(s) o 2pm P .
Ll—rf} In(s— 1)t 2}913% In(s —1)"1 2d(2(1;4))
vi)
LY = 1IN
lim u ¢*(s) == 2 1im 2= (0] = 2d(2(3;4))

s—11n{s — 1)1 s—1 In{s — 1)1
dir R(s) och In L{x(s), s) ir begrinsade funktioner vilket gor att deras
bidrag till gransviirdet forsvinner.

Vi sag nyss att lim,_,; In¢*(s)/Inf{s ~ 1)7! = 1 vilket ger oss
vii)
1
AP(1:4)) = 5
iix)
1
AP (34) = 5.
Det &r tva tal som &r relativt prima till m = 4, ndmligen 1 och 3, vilket
ger att ¢(4) = 2 = 1/¢(4) = 1/2 och alltsa ar
1
d(P(n;4)) = ——
dir (n,4) = 1 och n € Z och #(n;4) ges som tidigare av alla primtal
ps.a. p=n (mod 4). Detta fullbordar beviset di m = 4,



PRIMTALSFORDELNINGAR T LINJARA OCH ICKELINJARA MANGDER 21

For att kunna generalisera detta resonemang maéste vi underséka hur
vi kan utvidga x{n) och L{x, s) s& att beviset giller for alla m € Z.

3.3. Dirichletkaraktérer. Viborjar med att understka vilka problem
vi stoter pd nér vi tittar pd fallen m = 6 och m = 5 med tidigare
definition av x(n). Detta gir vi genom att titta pd ett exempel.

Exempel 2. Fér m = 6 dr ¢(6) = 2, eftersom 1,5 dr de enda rela-
tivt prima talen mellan O och 6. Alltsd vill vi skapa de tvé aritmetiske
féliderna 1 4+ 6n och 5+ 6n forn € N.
x{n) dirn € N ges i detta foll av:
i) x(n) =0 omn=0,2,3,4 (mnod 6).
ii) x(n) =1 om n=1 (mod 6).
iii) x(n) = —~1 om n =25 (mod 6).

Denna funktion genererar en sekvens x(n)n bestdende av
1,-5,7,—11,13,-17,...

for alle n € N. Vi ser alt de aritmetiska foljderna 1 + 6N och 5 +
6N finns som termerne med udda respektive jimt ordningstal ¢ foljden
x{(n)n. For att kunna géra indelningen mdste vi hitta en funktion som
dr symmetrisk motsatt x{(n} for n pé jimn plats och like for n pé udda
plats. Dirfir dr det hdr limpligt att anvindae ytterligare en funktion
x1(n) = [x{n}| och anvinda samma metod som i BEvempel 1 vilket ger

2n omn=1 f{mod6
nxa(n) -+ nx(n) = { 0 omn#l Emod 6%

a(n) — nx(n) = 2n omn=5 (mod6)
R Y omn#5 (mod 6)

fir alla n € N. n(x1(n) £ x(n))/2 returnerar n precis nirn = 1
(mod 6) respektive dé n =5 (mod 6) vilket dr analogt med Exempel 1.

I fallet d& m = p #r ett primtal &r ¢(p) = p — 1 eftersom 1,...,p — 1
ar relativt prima p férutom 1 och p. Exempelvis for m = 5 &r ¢(5) = 4.
De relativt prima talen &r n = 1,2,3,4 och vi har alltsd indelningen
1+ 5N, 2+ 5N, 3 + 5N och 4 + 5N. Hér ar det darfor lampligt att ha
fyra funktioner y;(n) dér ¢ = 1,2, 3, 4. Tanken &r hir att som tidigare
kombinera dessa for att f& ut de s6kta aritetiska féljderna. Problemet
ar har att det inte ricker med att endast addera och subtrahera om vi
vill lyckas generera dessa f6ljder. Hér dr det dérfér lampligt att utvidga
funktionerna med komplexa vérden. Observera dock att tanken #r att
dela in i serier av tal vilket gbr det ldmpligt att x{n) &r periodisk
och |x(n)| = 1 samt att antalet funktioner x;{n) ¢ = ¢(m). Vi maste
definiera detta innan vi kan losa fallet m = 5.

Vi vill att f6r vara funktioner x(n) : Z — C* géller att om

i} (n,m) > 1 & x(n) = 0.
it) Om (n,m) = Vir x(n) = x(n +mk), for alla k € Z,
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och att x : (Z/mZ)* — C* dr en homomorfism. Funktionen x som
definieras p& detta sétt kallas Dirichletkaraktdr modulo m. (Z/mZ)* &
modulusgruppen av alla restklasser som dr relativt prima m. Féljande
tre pastdenden géller som ett resultat av definitionen
a) X 1) = x(n)
b) x(kn) = x(k)x{n) dér k,n e Z
¢) x{n) # 0 omm (n,m) = 1.
a) och ¢) féljer direkt frin definitionen av Dirichletkarakirer.
Bevis. b) Om (k,m) > 1eller (n,m) > 1 drenligt 1) x(kn) = x(k)x(n) =
0 annars géller att
x(kn) = [knly, = [Klmlnlm = x(F)x(n)
for alla k,n € Z dir (k,m) =1 and {(n,m} = 1. W
Observera att varje karaktir eller homomorfi x : (Z/mZ)* — C ger
en Dirichletkaraktdr ¥ : Z — C* genom

$(n) = { 0 om (n,m) # 1

x(n) om(n,m)=1

Om x , ¥ & tvi karaktirer A — C* giller att (x¥)(a) = x(a)¥(a)
ddr @ € A ocksa ar en karaktdr (mod m). Méngden av Dirichletka-
raktérer & sdledes sluten under multiplikation och vi kallar den A. Vi
definierar enhetselementet yo(a) = 1 for alla a € A och inversen x!
ges di av xy"I(a) = x{a)~!. Det #r alltsi en grupp. Om e € A har en

ordning n giller att o™ == e, sd {6r en karaktar y € A géller
x(@)" = x(a") = x{e) = 1.
Saledes blir viirdena av en Dirichletkaraktdr komplexa enhetsrétter,

dvs. lésningar till ekvationen 2" = 1,2 € C* och inversen ar alltsi det
komplexa konjugatet x~! = x{a) = %(a).

Sats 5. Om A dr cyklisk och genereras av ett element g med ordningen
n dr A= A.

Bevis. Om x € A har vi tidigare konstaterat att = = x(g) & en 18sning
till ekvationen
2 =1 & x= ()"

dir 0 < e < n och ¢, = ¥/ & en n:te enhetsrot. Men eftersom
att x(¢%) = x(g)* giller att x &r unikt bestdmd av sitt virde pa g.
Omvint utgdyr vi ifrdn ett e s.a. 0 < e < n och definierar en karaktir
Xe 5-8. Xe(g) = (¢, Da g genererar hela gruppen for varje element g*
for k=0,1,2,...,n — 1 har vi att

Xe (g)r = (Cn)r.e

och detta ger oss en Dirichletkaraktér. Alltsd dr méngden av Dirichlet-
karaktédrer A precis y., e = 0,1,...,n — 1. Om vi listar dem far vi



PRIMTALSFORDELNINGAR I LINJARA OCH ICKELINJARA MANGDER 23

Xo(!lr) = xo(g") =1
X1 (gr) = (Cn)r
x2(g") = (Cu)zr

Xn-1(g") = (Cﬂ)(n—l)r-
Utifran listan ser vi tydligt att det finns n st Divichletkaraktérer. Vidare
ar y; en generator vilket innebér att

O)e7) = G = xeld")

for r = 1,2,...,n — 1. Vi har hittat en generator vilket gor att A=
n—1 u

1, X1, X3, -, X371 &ir cyklisk. Alla cykliska grupper med samma ordning
ar isomorfa. £

Exempel 3. Nu ndr vi har definierat Dirichletkaraktdrer kan vi gé-
re indelningen fér m = 5 med alla x : (Z/5Z)Y — C dir (Z/5Z)* =
{1,2,3,4} dir antalet Dirichletkaraktirer dr $(5) = 4. Gruppen (Z/5Z)*
dr cyklisk med ordningen ¢(m). Séledes galler att for ett element g €
(Z/52)* Gr x(g)®™ = x(g)* = 1 och allts dr x(g) en lésning till ek-
vationen z* = 1 dir z € C. En generator av (Z/5Z)* dr ¢ detta fallet
latt att hitta eftersom 21 = 1 (mod 5). Vi samlar vdra losningar i en
tabell nedan dir den andra kolumnen sdledes definieras av

XJ(Z) — e??rij/4 — en'ij/‘Z

féri=0,1,2,3 pé den j+1:te raden. For att fylla i den tredje kolumnen
kan vi anvinda att x™' = ¥

xi(2) - x;(8) =1 = x;(2) - x5(2) - x5(3) = x5(2) =

Xi(8) = @) = ¢,
Sé& vi ser att den tredje kolumnen dr det komplexa konjugatet av den

andra dvs. spegling 1 reella azeln. Den fidrde kolumnen fas litt genom
att inse

2

G(8) = x5(2%) = 52 = (7972)" = &7 = (1.
nl1 2 8 4 5
xoln) {1 1 1 1 0
xifn) |1 & -i -1 0
xo{n}l1 -1 -1 1 0
xs(n){1 -t @ -1 0

Observera att vi hiir har utnyttjat att A = (Z/mZ)* #r cyklisk vilket
inte alltid &r fallet. Beroende pa hur m viljs kommer strukturen pa
gruppen att variera. Hir kommer vi inte gora stringenta bevis di detta
skulle bli for omfattande utan titta pa nigra exempel och resonera oss
fram.
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Exempel 4. Ddé m=8 har vi ¢(8) = 4 relativt prima element dd A ==
(Z/8Z)* = {1,3,5,7}. Observera att kvadraten pd varje element ger
resten 1 {mod 8) dus.

FP=5=7=1
Alltsé Bg s.a. g* =1 (mod 8) och A dr ej cyklisk.

Exemplet visar att {61 m = 8 ir A = (Z/mZ)* inte cyklisk vilket gor
att var teori inte haller for generella virden pad m. Végen runt detta
problem #r att visa att det alltid gir att hitta en isomorfism mellan A
och en direkt produkt av cykliska grupper.

Exempel 5. Om m = p-q dr ett sammansatt tal, dir p,q dr primtal
sa gdller

ZimZ = Z[pZL x Z/¢7..
I vart foll dr vi endast intresserad av kongruenssklasser relativt prima
m vilket ger den multiplikativa gruppen

(Z/mZ)" = (Z[pZ)* % (Z/4L)".
Antalet element ges av

$(m) = d()d(a) = (r—1){g—1) = m(i—i)(l-é) - p(l—%)q(l—g).

Vi kan utvidga detta och siga att (Z/nZ)* kan i likhet med alla
findliga abelska grupper skrivas som en produkt av cykliska grupper.’

Sats 6. Antag att A = C; x Cy X ... X Cy med ordning n Gr en dz’i:ekt
produkt av cykliska grupper C; med ordning n;. D@ géller att A= A.

Bevis. Om C; &r cykliska finns element g1, g2, ..., ¢ € A déir < g; >=
och da giller att

i} varje element a € A kan uttryckas unikt som @ = g;" - g5* - ...~ g
didr 0 < 7r; < n,; for alla i
ii) ordningen av g; &r n;.

Om ordningen av Adrnsidrn=mn-ny-... 0. Om x € Adren
karaktir giller som tidigare att x(g;) = ¢ &r unikt bestéimd komplex
n;:te enhetslsning for 0 < e; < n;.

Omviint antar vi att 0 < e; < n; i en t-tupel (e, es, ..., ;) da kan vi
definiera en karaktir y genom

x(a) = x(g1* - g5 - oo ) = x{n ) xlg2)™ - o x(g)™ =
= (G ()t e (G

Det finns n = ny +no ... -0y funktioner som kan definieras pa detta sitt.
Definiera nu y; som karaktiiren x;(a) = ((,,)™ fora = g7*, ..., ;' DA &r
x; en generator till C; med analogt resonemang som tidigare. Detta ger

5Kenneth Ireland, Michael Rosen, A Classical Introduction to Modern Number
Theory, Graduate Texts in Mathematics, 2nd ed. (1990) s. 254
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att A ir direktprodukten av cykliska delgrupper C; = < x; >. Alltsd
ar A A,
Il

Exempel 6. Hitta alla Dirichletkaraktérer (mod 15). Eftersom m =
15 =5-3 finns en isomorfism

(Z/15Z) = (Z/3Z)* x (Z/5L)".

Vi ska hitta vire tvé generatorer v € (Z/5Z), g € (Z/3Z)* dir
o(g1) = ¢(5) = 4 och 0o{gs) = ¢(3) = 2 sd vi kan uttrycka varje element
a = gi'gs?. Den firsta generatorn g1 = 2 hittade vi redan i lidigare
exempel och vi kan ta g2 = 11 eftersom 112 = (—4)* = 1 (mod 15).
Observera att generatorerna inte dr unika dé tez. 142 = (~1)? =

ocksd dr en generator till (Z/37)*. Dirichlet karaktirerna ges av
Xerea(@) = Xerea (97 957) = Xrura (27 - 117%) =
(€Y (Ey™ = () (~1)=y = i (= 1)

dir0 <ry,e1 <3 och0<rg ey <1. Om 2-tuppeln (ey, e2) genomliper
olla viirden for eq = 0,1,2,3 och e3 = 0,1 sd kommer dessa motsvare
olla Dirichletkaraktérer. T.ex. da 22111 =4 (—4) = 14 (mod 15), sd
ges sedan dirichletkaraktirerna av

X81,82(14) =i (_—1)62'

Vi har samlat alla dessa lésningar i tabellen nedan.

alt 11 2 T 4 U 8 13

ene) 1 (0,00 (0,1) (L0 (L,1) (50) (21) (50) (5,1)
Xo = Xoo 1 1 1 1 1 1 1 1
X1 = X0 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
X2 = X0 1 1 i g -1 -1 - -1
X3 = X11 1 -1 i -1 -1 1 - i
X4 = Xz20 | 1 1 S 1 1 -1
X5 = X211 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
X6 = X3,0 1 1 -1 -f -1 -1 i i
Xr = X3,1 1 -1 -% i -1 1 i -1

Tittar man pd tabellen ovan kan man se att de olika karaktirerna
ar ortogonala. Detta ir den viktigaste egenskapen for karaktirerna fér
beviset av Dirichlets sats och dessa relationer bevisas nedan.

Proposition 7. (Ortogonalitets relationerna fér karaktérer) Lit A va-
re en abelsk grupp med elemenent a,b € Z. x,%¥ € A dr dirichletkarak-
tarer.

)
—_— T Y=
Sx@i@={ g mh X

acA
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i)
n oma=>"
ZA(G)Y b)= { oma #£b.
xeA
Bewis. i) Antag 1 = x. D3 far vi

ZX(“)X o) = 2 ZXU(G) Zl = 7.

acA acA acA acA

Antag ¥ # x =

Y x(@pla) = (x-v~"

agA a€A
Vi ser att det récker med att visa att } . . x¥(e) = 0 for en godtycklig
karaktdr y s 1, for d& géller det &ven for karaktiren x - 1)~! eftersom
da maste hela summan bli noll. Det finns ett b € A s.a. x(b) # 1. Vi
har d&

T x(@) = S x(@b) = x(0) 3 x(@) = (1—x(®) Y x(a) =
A A acA acA
Men eftersom vi antog
X A1 = () -1 #0 = 3 x(a)=0.
acA

it) Antaga = b

ZX(L Zx(a a 1)--ij(l)“Z:l:n

xeA YEA WEA TXEA
Antag a #£ b
> xa)x(®) =Y x(ab™)
xEA xcA

mj mg me

och det réicker med att visa att 3 . 5 x(e) =0.Oma = g; Ry
dir m; # 0 fér nagot @ ar x;{a) # 1 eftersom

xila) = xi(g)™ = G # 1.
Om vi siitter Y(e) = xi{a) dér m; # 0 far vi

Y xe) = wx(e) = (@) Y x(0) = Wa)-1)) x(a)=

xEA xeA yed xed
Vi visste dock att

Pla)#1 = @@ -1)#0 = > xa) =

xed
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Proposition 8. Lit x, ¥ vara Dirichletkaraktirer {mod m) och a,b €
Z.

m—1

) Y x(a)yh{e) = ¢(m)d(x, ), (10)
i) > x(@x{0) = ¢(m)d(a,b)
X

dér summan i b} dr dver alla Dirichletkaraktdrer (mod m} samit (e, b) =
loma=b (modm) och §(a,b) =0 oma#b (mod m).

3.4. Dirichlets L-funktion. Om vi nu later y vara en Dirichlet ka-
raktdr kan vi definiera Dirichlets L-funktion analogt med specialfallet

i (9) .

Lis,x) = i;x(n)n_“" = @ + % +oee (11)

P& samma siitt som tidigare konvergerar denna funktion eftersom alla
termer Ar dominerade av termerna fran ((s),
Ix(m)n | < |nf| =n".

Eftersom L(s, x) dr fullstindigt multiplikativ kan vi anviinda samma
grundteori som i specialfallet och vi har

L{s,x) = [[(* = x@)p™)7". (12)
P

Observera dock att denna produkt innefattar endast de p som inte
delar m eftersom x(p) = 0 om p|m. Detta gor att det &r litt att se ett
samband mellan L(s, xo) och ((s) dér xo #r enhetskaraktéren,

L(s,x0) = [J—-p=)" = [Ja-p) [[a—p)" = [T(1-27*)¢().
ptm plm P plm

Observera att L(s, xo) #r reell for alla s > 1 och In L{s, xo) &r alltsa
valdefinierad. Om vi logaritmerar bada sidorna far vi

In Lis, xo) = 3 (1 = p~) + In(s).
plm
Om vi nu dividerar med In{s — 1) och tar gréinséverging s — 1
kommer vi fram till att

1 e p—3
g LG X0) o (D7) Ing(s) )
s—=tln(s — 1)71  s—1 In(s — 1)-t In(s — 1)1

Enligt (7a) och (5) &r

lim In L{s, xo)

s—>1in(s — 1)1 =1L (13)
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3.5. Ett forstk att bevisa Dirichlets Theorem. For att nu gene-
rellt ge ett bevis av Dirichlets sats s &r det precis som i specialfallet
laimpligt att studera In L(s, x). Problemet i detta fall ar att L(s, x)} &r
en funktion som antar komplexa virden vilket ger flertydiga virden p&
logaritmen vilket illustreras i ett exempel.

Exempel 7. Lit z = re? vara ett komplezt tal s.a. z € C*. Logaritmen

Inz borde ges av
Inz = In(re'?) = nr + i6.
Vi jémfor virdet av ln(z) for tvd punkter med en period 2n och fial r.
For ett komplext tal giller
i2m

Logaritmering ger

vitket dr omdjligt eftersom vi far olike virden pd In(z) fér samma kom-
plexa tal z. Sdledes dr In{z) inte en vildefinierad funktion.

I praktiken visar detta exempel oss att In L(s, x) inte blir en vildefi-
nierad funktion om vi anvinder samma metod som innan. Ett séitt att
komma runt detta dr att uttrycka ln L(s,x) som en oéindlig serie. Vi
gor detta genom att anvinda resultat fran (3b} men denna ging med
komplexa vérden istillet for reella. Vi har tidigare kommit fram till att

o0
Zk’lzk =In{l - 2)™!
k=1

for alla |2| < 1. En omskrivning ger

(1—2)"' =exp (i k“z"") :
k=1

Genom att substituera z = x(p)p™* ser vi att vi har uttryckt termerna
i (12) som en oéndlig serie,

o
(1—x(Pp™) " = exp (Z k‘x(p’“’)p”“) ,
k=1
dir |x(p)p~*| < 1 vilket &r giltigt {6r s > 1. Nu &r vi i stand att definiera

en funktion
Gls,x) =D >k x@Mp™ (14)
Jex]

3
dédr expG(s,x) = L(s,x) och x &r en Dirichletkaraktéir. Denna serie
konvergerar eftersom dess termer [k x(p*)p~**| < p7* 0ch T30 phe
konvergerar for s > 1. Da Riemanns zetafunktion #r kontinuerlig for
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s > 1 giller detsamma for G(s, x). Nu anvinder vi (14) och anvinder
samma resonemang som i (8) och far

X) =Y Xx(p)p~* + Ry(s)

ddr R, (s) &r en begrénsad funktion nér s — 1. For att kunna anvinda
oss av ortogonalitets relationerna multiplicerar vi med x{a) diir a €
Z ar relativt prima m och summerar dver alla Dirichletkaraktérer

(mod m) vilket ger

> x(@)G(s,x) = Zp Zx X(p +Zx

Enligt (14b) géiller att
—~ . \_ 0 om p # a (m)
SXO0 = { iy omp

om p = a (m).

Om vi anvander detta resultat far vi

Zx(a G(s,x) = ¢(m) > P_S+ZK(G)R {3).

p=a(m)

Vi siltter Ry, q(s) = 3, x(a)Ry(s) som #r en begréinsad funktion ef-

tersom 3, x(a) &r begriinsad. For att tillimpa Dirichletdensitet divi-
derar vi bada leden med In(s — 1)77,

— G(S, X) . Epza () pws Rx, a(s)
2 Mg = R e D

Om vi nu later s — 1 s4 far vi enligt (7)

hmzx(a)ln 1)) - = ¢m)d(Z(a;m)).

Den férsta termen i summan av alla Dirichletkaraktérer i vinster led

Ar

lim ——————————G(s Xo)

s—1In{s — 1)1
enligt (13). Om vi anvinder detta resultat och ldser ut d(2?(a;m)) far
vi

=]

d(PP(a;m)) = (14 e(s, )

qﬁ()

B(m)
G(s, x
(s, x) = hm Z xr(a i-H—g—————li))_—I

Vi konstaterar att om vi lyckas visa att e = 0 har vi visat (8) och &ar
firdiga med beviset for Dirichlets sats, Vi ser att € = 0 om G(s,x,) ar

dir
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begrinsad for varje x,, 1 = 2,3,...,¢(m) dd s — 1. For att visa detta
dr det lampligt att gbra en analytisk utvidgning till s > 0.

3.6. Analytisk utvidgning till s > 0. Vérat mal med denna sektion
r att visa att G(s, x) ir begrinsad for varje icketrivial Dirichletkarak-
tar dd s — 1. Vi kommer visa att det finns en analytisk fortsiattning pa
Riemanns zetafunktion och Dirichlets L-funktion for s > 0. Det viktiga
i denna sektion dr dock att visa att dessa funktioner r nollstéllesfria i
en liten omgivning till polen s = 1 och i slutet av denna sektion visar
vi att L(1,x) #0.

Vi definierar s som en komplex variabel med s = o + it for 0, € R.
For att Riemanns zetafunktion och L-funktionen ska fortsitta att vara
vildefinierade maste restriktionen Re(s) > 1 gbras s& att summorna
konvergerar. Inledningsvis vill vi utvidga Riemann-Zeta funktionen till
en analytisk funktion fér komplexa s. For att gira detta behover vi
anvinda oss av Abels lenma fér partiell summation.

Lemma 2. (Partiell Summation) Antag att {a,} och {b,} for n =
1,2,3,... dr sekvenser av kompleza tal s.a. Z‘,’;l anby, dr en konvergent
summa. Lat A, = 3, _, ar och antag att A,b, — 0 dén — oo dd géller

Zanbn = ZA (bn - n-H (15)

n=1

Bevis. Satt sy = Zn 1 by, (18) kan visas gilla genom att ligga till
och dra ifran termer av a, for att sedan omfordela dem pa lampligt
sitt. Vi har att

n—1

Ap — A I*Zak‘“‘zak"‘an

dir alla termer tar ut varandra forutom den sista, Darfor kan vi skriva
om Sy som

N N
SN = Zanbn S Z(An - An-—l)bu-
n=l =1

Nu kan vi skriva om det hogra ledet till tvA summor och &ndra index-
eringen.

SN = ZAnbn ZATI 1bn == aNbN + Z Anbn EAH lbn

n=1 n=1 n=1 n=1
Den andra summan ovan kan vi slanga ut den forsta termen och dndra
indexeringen En 1 Anaiby = Agb1+zn i ! Aubugs. Om visiitter 49 = 0
kan vi bryta ut A,
N-1
sy = anby + Z An(bn - bn+l)-

n=1
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Genom att lata N — oo far vi

0
]\I'Ego SN = Z A—n(bn - bn+1)

n=1

di ayby — 0. Siledes &r (15) bevisad. a

Nu dr vi i stand till att utvidga Riemanns zetafunktion f6r komplexa
véirden pd s med restriktionen Re(s) > 1.
Proposition 9. {{s) — (s — 1) har en vildefinierad analytisk fort-
sdttning pd omrddet {s € Clo > 0}
Bevis. Genom att anviinda (15) dér med a, = 1 och b, = n~° kan vi
skriva om Riemann-Zeta funktionen som

()= 1n =3 (3 Dn*~(n+1)*) =) naln *—(n+1) *).
n=1 n=1 k=1 n=l

Om vi integrerar en funktion f(z) = sx™° pé ett litet intervall de dér
vi later n <z < n -1 ser vi att

n+l 1
/ se™* e = [~2 ™" =Tt — (n 4 1)
n

n

Saledes kan vi skriva om Riemann-zeta funktionen som
n+1

CEDN I "
S Sénl T T

diarn < o < n+1. Om a &r ett reellt tal kan vi skriva [z] som det storsta
heltal mindre eller lika med @ och <x >= x — [2] &r den resterande
delen. 1 varat fallér [aj=ndan <z <n+L

((s) =s i V[PH [x)a* " dx = s flm[a:]a:‘s‘ldm =

ezl

e 9] o0
sf x %y — 3/ <x> a5z
1 1

dér vi har adderat ihop alla integreringsintervall i den andra likheten
och anvint att [¢] = x— <@ > i den tredje. Vi har tidigare visat (i
beviset av {4)) att viirdet av forsta integralen i hégerled dr

o «3
f g %dr = (s — 1)L
!
Saledes kan vi skriva
o.4]
¢(s) = s(s —1)7" ~ sf <x>a " Vda
1

dir <z >< 1 gor att integralen konvergerar for alla komplexa s med
Re(s) > 0. Avslutningsvis konstaterar vi att hogerledet i likheten

[e9]
((s) — (s — 1)‘1 = ] — 3/ <x> x5,
1
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dr en analytisk funktion for Re(s+1) > 1 och alltsi #r en analytisk ut-
vidgning definierad i omradet {s € C|o > 0}. Propositionen #r saledes
visad. O

Innan vi kan fortsitta att visa att dven Dirichlets L-funktion kan ut-
vidgas for Re(s) > 0 med analogt resonemang formulerar vi ett lemma
som visar att beloppet av summan av ett dndligt antal virden av en
Dirichletkaraktdr ar begrinsad.

Lemma 3. Lit x vare en icketrivial Dirichlet karaktdr mod m. Fér
alla N > 0 har vi atf N
> x(n)

n=0

< ¢(m). (16)

Bewvis. Vi kan skriva N = gm +r dir 0 < r < ¢. Eftersom x{n) ir
komplexa m-te enhetslosningar kan vi istéllet fér att summera &ver
N, summera &ver ¢ hela cykler och ldgga till de resterande r termerna.
Fran ortogonalitetsrelationerna vet vi att summan av en hel cykel alltid

ar noll, dvs.
m—1

> x(m) =0

n=0
vilket gor att det ricker med att begrénsa resttermen niir vi studerar
beloppet |x{n)].

N m-—1 r r
Y x(n)=q (Z x(n)) + Y _xn) =3 x(n).
n=0 n=0

n=0 n=0
Detta ger oss att beloppet av summan blir

N r m—1
doxm =D xm)] < x(m)| = ¢(m)
n=0 n=0 n=0

dér olikheten beror pa triangelolikheten fér komplexa tal samt att 5 <
m— 1. 0

Med detta lemma kan vi nu visa att dven L{s, x) kan utvidgas ana-
lytiskt for s > 0.

Proposition 10. Lit x vare en icketrivial Dirichletkaraktir mod m.
L{s, x} kan dé utvidgas till en analytisk funktion ¢ omrddet {s € C|Re(s)
0}.

Bevis. Detta bevis girs pd samma sétt som utvidgningen p& Riemanns
zetafunktion till Re(s) > 0. Satt S(z) = 3, ., x(n) som &r summan
av alla Dirichletkaraktérer upp till ett tal € R. Fran (11) ser vi att

vi kan anvéinda (16) med a, = x(n) och b, = n~? vilket ger

L{s,x) = Zx(n)n“‘* = Z Sn)n~ —{n+ 1))

n=1 n=}
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dir n < & < n+ 1. Som tidigare kan vi for varje n uttrycka n=° — (n+
1)~* som en integral,

n+1

Z S(n)(n (n+1) ) =s Z S(n f a3,

n

Eftersom n<a<n+1 giller att

7-+1 nt+1 o0
ZS n)f “ldy = 82] S(x)a~ " dx = sf S(x)z~5 .
n=1 1
Enhgt (16) vet vi att S(z) < ¢(m) vilket ger att
Lis,x) = s/ S(x)z~* " dx
1

konvergerar for alla s med Re(s) > 0 vilket fullbordar beviset. O

Proposition 11. Lit F'(s) = [[, L(s,x) dir produkten tas dver alla
Dirichletkaraktdrer modulo m. Dd gdller att om s dr reellt och s > 1
dr F(s) > 1

Bevis. Enligt (14) géller att G(s, x(s)} ges av de ofindliga serierna

G, x(s)) = ZZ X(@hp

P A—l
Om vi summerar G(s,x) Over alla Dirichletkaraktérer s& vet vi fran
ortogonalitetsrelationerna (8a) att alla termer forsvinner forutom de
som uppfyller att p* = 1 (m) dér 2 pb=1(m) x(p*) = ¢(m). Detta ger

¥ e = S5 (zx;m) oom) 3 L

p k=1 pr= 1(m)

dar den sista summan #r éver allatalp € #,k € Ns.a. pF = 1(m). Vi
ser att denna summa dr uppenbart positiv och alltsd dr Zx G{s,x) > 0.
Om tar exponentialen av bada sidorna kommer vi fram till resultatet

exp(D_G(s,x)) = [ [ exp(Gs, x)) = [ Ls. x) = 1,

dir férsta likheten ges av riknelagen for exponentialer och den andra,
av definitionen exp(G(s, x)) == L(s, x). Saledes &r (s} > 1 och beviset
fullbordat. L

For att underlitta delas beviset av L(1, x) # 0 upp 1 tva delar: nér x
antar komplexa virden samt nér x &r reell dvs. d& y = 0, &1. Vi borjar
nedan med att visa detta da y ar en icketrivial komplex karaktir mod
m.

Proposition 12. Om y dr en icketrival komplex karaktdr mod m giller

L(1,x) #0.
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Bevis. Antag motsatsen: att L{1, x) = 0 om x & komplex och s reell,
s > 1, DA x dr komplex foljer det att det komplexa konjugatet L{s, x) =
L(s, X) & ocksh noll dd s = 1. Om vi nu studerar F(s) = [], L(s,x)
vet vi att L(s, xo) = ((s) har en simpel pol i s = 1 enligt (4) och de
andra faktorerna ir analytiska. Saledes méaste F(1) = 0. Detta dr en
motségelse mot proposition 11 vilket innebdir att L(1, x) # 0. O

Nu har vi fallet kvar att visa L(1, x) # 0 dir x &r reell, dvs. antar
vérdena 0, 1, —1. For att visa detta behdver vi ytterligare ett lemma,

Lemma 4. Lit f vara en ickenegativ funktion som uppfyller f(nm) =
fm)f(m) for (n,m) = 1,n,m € Z*. Antag att varje primtalspotens
pF < ¢ ér begrinsad for en konstant c. Dé giller att for reella s > 1
konvergerar 3 oo, f(n)n™* dér

> fm =] (1 +> f (p’“)p""s) : (17)
n=1 P k=1

Bevis. Antag s > 1 och sitt a(p) = Y i, f(P*)p~*. For att visa att
> et J(n)n~* konvergerar réicker det med att visa att [, n(1 4 a(p))
&r begrénsad for N — oo. Detta eftersom 377, f(n)n° < [ n(1 +
a{p)) pga. de multiplikativa egenskaperna f har samt att f > 0 vilket
ghr att denna summa &r inspérrad och konvergerar siledes. Fér a(p)
giller det att

o0 oo
ap) =Y _ fMp* <) pM=opTty phe
k=1 k=0

k=1

déir vi har forst anviint p* < ¢ och sedan dndrat indexeringen i summan.
Eftersom s > 1 kan vi anvénda (3a)

e o)
cp® Zp”"s =cp*(1—p )t <2p
k=0

diir olikheten férklaras med (1 —p~*)"' =~ 2 da p; = 2 och s = 1 i den
storsta (forsta) termen. Saledes har vi a(p) < 2¢p™* for alla primtal p.
Om vi multiplicerar éver alla p < N fir vi

i)
ITew) <2e[[p* =M

pEN P

vilket innebér att vi har hittat en begrinsning for a(p). Vidare géller
for x > 0 att

1+ <expx

eftersom exponentialfunktioner véixer snabbare dn linjira funktioner
for viirden stérre &n 1. Om vi anvinder @ = a(p) och multiplicerar Gver
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alla p < N far vi
H (1+ea(p) < H {expa(p)) = exp Z a(p) <expM
psN pPSN psN

diir likheten ges av rikneregler for potenser och den sista likheten ifran
i). Saledes har vi att dven )y < exp M for alla N. Eftersom f frin
antagande ar ickenegativ foljer att

3 fmn~e
1

Ti==
konvergerar. Att uttrycket i (17) ghller visas sedan pd samma séitt som
i beviset av (2). O

Nu ér vi i stAnd att visa L(s, x) # 0 for reella karaktirer x.

Proposition 13. Ldt x vara en icketrivial Dirichletkaraktdr mod m.
Dé giiller L(1, x) # 0.

Beuvis. Vi visar detta med hjilp av motsigelse. Antag att L(1,x) =0
och studera funktionen
- L(S, X)L(Sl XO)

¥(s) (25, xo)

Vi vet fran tidigare att L(s, xo) har en simpel pol i s == 1 men eftersom
L(s,x) = 0 hiivs denna pol och siledes &r téljaren i ¥/(s) analytisk pd
hela Re(s) > 0. Nimnaren har en poli2s = 1 = s = 1/2 vilket innebiir
att ¥(s) — 0da s — 1/2. Namnaren ir alltsd analytisk for Re(s) > 1/2
vilket siledes innebér att ¥(s) dr analytisk for alla Re(s) > 1/2. Om
vi nu antar tillfalligt att s &r reell for s > 1 kan vi med (12) skriva om

(s) som
p(s) = [ J(1 = x()p~*) 7" (1 = xo(P)p*) (1 — xo(P)p™ ).
P

Vi har tidigare konstaterat att denna produkt endast géller fér alla
primtal som inte delar m eftersom dessa termer blir noll. Insatt xg == 1
och &ver alla p [m vilket ger

_ (1-p7%)
) = g (1—p=s}1—x{p)p~)’

Eftersom p [m s& vet vi att x(p) = £1. Om x(p) = —~1 ser vi att

_ A-p™) _
o= 11 g=marm

Néar x(p) =1 far vi

w(s):___ H (1_13_8)(1_1'19_8)__ H 1+p—s

1 — s — sy 1 —ps’
e A=) =p) - B2 T-p
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Om vi studerar denna faktorkvot kan vi skriva om den som

;+p 3 (1+p )meks Zp Ls+zp—(k+1)e____
=1+ZP"“+Z]J_“$1+QZP_&5
k=1 k=1 k=1

dér (3a) ger den forsta likheten. Nu kan vi skriva (s) som

wis) = ]] (1+2ip”’”)

x{p}=1

dér s > 1 och s &r reell. Anledningen till denna omskrivning ar ats
nu kan vi anviinda (17) fran tidigare lemma. Detta vill siiga att vi kan
skriva ¥(s) = > | @,n* som #r konvergent for s > 1 och dir a, > 0.
Observera att a; = 1. Om vi nu later s anta komplexa virden kan vi
gora en potensutveckling kring s = 2 med hjilp av Taylorutveckling.
Detta ger oss

w(’n) (2) {13
v = 3 L) gy
m=0

dar ¥("}(2) sr m:te derivatan av . Derivatan beriknas enkelt genom
omskrivningen )(s) = 377 a,n7 = Y00 auel~innls,

o0

P(2) =Y ap(~1)"(In )™ = (=1)"ep,

n=1

déir ¢, > 0. Om vi nu kombinerar dessa far vi

c
We) =3 g g
m““(]
dér co = @(2) = Y 7 a,n? > q; = 1. Eftersom 1/(s) viixer for avta-
gande virden pi s kommer ¢(s) > 1 d& s € (1/2,2). Detta ir en mot-
sigelse eftersom (s} — 0 d& s — 1/2. Alltsd maste L(1,x) £1. O

Vi kan nu bevisa att G{s, x,) dr begrinsad for varje icketrivial di-
richletkaraktér x,, r = 2,3,...,¢(m) dd s — 1 for reella s > 1. Eftersom

L(1,xr) # O existerar det en disk D runt L(1,x,) s.a. 0 ¢ D. Lat Inz
vara glen av logaritmen pd D som #r kontinuerlig och ger entydiga
virden®. Det finns ett 6 > 0 s& att L(s,x,) € D for s € (1,1 + d). Ex-
ponentialen av bade G(s, x,) och In L{s, x,) &r L{s, x,) vilket innebér
att det finns ett tal NV s& att

G(s, xr) = 2miN + In L(s, x;)

SE.B. Saff, A.D. Snider, Fundamentals of Complex Analysis, 3rd ed., Pearsson
Education(2003}, s. 122
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for s € (1, 1+d). Detta medfér att i, G(s, x;) = 2riN +1In L{s, x;)
existerar. Eftersom G(s, x,) har ett grinsvirde da s —» 1 ir den be-
grinsad. Vi har alltsd visat att G(s, x} &r begrinsade for alla dirichlet-
karaktiirer och alltsa visat (8) som #r Dirichlets theorem f6r aritmetisk
progression.

4, BUNYAKOWSKIS HYPOTES OCH PRIMTAL I KVADRATISKA
POLYNOM

I denna avslutande sektion kommer vi att visa att Dirichlets sats
for aritmetiska foljder dr endast ett specialfall av en storre hypotes.
Hir kommer vi att studera hur primtal fordelar sig over ickelinjéra
polynom. Viktor Bunyakowsky var en rysk matematiker som 1857 gav
en hypotes om att polynom genererar odndligt antal primtal fér positiva
heltal under vissa omstindigheter.

Hypotes 1. (Bunyakowsky) Lét f(x) vara polynom av en variabel med
grad(f(z)) =k > 0 pd formen
k
f(z)= Zak_imk_i = a2 + ap 12T+ L b e+
i=0
for koefficenter a; € Z for alla i. Dé géller att f(n) antar odndligt antal
primialsvirden for n € Z* om fijande tre pdstdenden giller:
1) ay > 0.
i) f(z) dr irreducibelt over Z.
iii) sgd{f(n):Vn > 1,neZ*} =1.

i) &r det svagaste antagandet eftersom det endast reglerar ett tec-
kenproblem. Om a; < 0 kommer f(z) < 0 f6r stora & vilket gbr att
f(n) har inte har primtalsvirden for stora heltal n. Men om vi tillater
primtal p& formen ~p s kan 1) férsummas.

it) Anta att f(z) dr reducibelt ver Z och kan da faktoriseras enligt
faktorsatsen som

£(&) = g(2)h(a),
Men for heltalskoefficenter har vi divfor att h{n) | f(n) och g(n) |
f{n) = f(n) ger endast primtalsviirde om g(n), h(n) = +1. Detta
kommer endast att intréiffa ett &indligt antal ginger si for stora n ér
f(n) sammansatt och genererar sammantaget endast ett dndligt antal
primtal.

iii} Detta dr detsamma som att séiga att for alla heltalsviirden p& n
har f(1), f(2), f(8), ... inte ndgra gemensamma delare. Om vi antar att
sgd{f(n) : n > 1} = o > 1 si giiller for varje heltal n att a | f(n).
Detta innebér att f{n) genererar max ett primtal. Observera att iii)
inte #r detsamma som att alla koefficenter a; ir relativt prima vilket
vi illustrerar i ett exempel.
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Exempel 8. Polynomet f(zx) = 2? — x + 2 har relativt prima koeffi-
center. Men vi ser att f(2m) = 2(2m? — m + 1) samt f2m + 1) =
2(2m? + m + 1) alltsd dr sgd(f(n)) = 2 fir alla n > 1. Detta innebir
att f(n),n € N har endust ett primtal dé f(1) = 2 men dé n > 1 dr
polynomet alltid delbart med 2.

Om vi nu tittar p4 Bunyakowskis hypotes for k = 1 s& reduceras
problemet till att for ett polynom f(x) = mz + a antar f(n) oéndligt
antal primtalsvirden for positiva n om (i, @) = 1. Detia &r Dirichlets
sats vilket innebir att vi har bevisat fallet £ = 1 av hypotesen eftersom
vi har visat (8). Fér & > 2 finns numeriska berdkningar for manga spe-
cialfall som tyder pa att hypotesen dr sann men nigot allmént bevis
finns inte. Med storsta sannolikhet kommer hypotesen inte bevisas in-
om en snar framtid, d& ingen ens har lyckats bevisa den for k = 2.
Anledningen till att det &r betydligt 1attare att bevisa det linjéra fallet
beror pa att primtalen ligger jimt distribuerade &ver de relativt pri-
ma aritmetiska foljderna. Som vi tidigare har sett gar det siledes att
ph ett forh&llandevis enkelt sidtt dela in och extrahera termer. For att
fa storre forsthelse av nér kvadratiska funktioner ger primtalslosningar
och hur de distribueras kan vi titta pa ett exempel.

Exempel 9. Om vi ldter den ledande 2*-termen vara 1 sd har vi ett
polynom med tvd varierande parametrar f(z) = z* + ax + b dir vi dr
intresserade av f(n), n € Z*, som ger primtalslésningar. Vi plottar
detta ¢ en graf dir vi léter 1 < a,b < 100 fér n upp tll N = 100 dar
vi utgdr fran polynom med Bunyakowskiegenskaper dus. dr irreducibla
och har inga gemensamma delare. Vi observerar fran Figur 6 atl visso
polynom genererar ovanligt stora mdngder primtal sésom t.ezx. 2* 42+
41 som ger hela 86 primialsidsningar pd de 100 forstal Detta polynom
dr valkint och studerades av Euler. Tabellen nedan visar de polynomen
som ger flest primtalsvirden for koefficenterna 0 < a,b < 100 for n <
100

a b # primtal
T |41 86
g |49 86
5 |47 85
7 53 85
g |61 84
11 |71 84
18 |88 84
15 197 84
Kuvadratkomplettering ger
5 \ _ a 2ma2—4b M—u:i:\/z
:L+a.a,+bm0:>(rb+—2—) =0 T =

diir A = a?—4b dr diskriminanten. Om A kan uttryckas som en kvadrat
kan f(n) foktoriseras dver heltalen och dr ddrfor veducibelt. T.ex. om
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b

FIGUR 6. Grafen visar antalet primtal i de kvadratiska
polynomen f(x) = 2% + ax + b for alla heltal n < 100
diar 1 < a,b < 100 &r heltal. Primtalsdensitet i firger:
rod(hégst),orange,gul, ljusbla, morkbla(minst).

vi antar att a = 2m + 1 och b = 2m

A= (2m+1)?—4(2m) = (2m — 1) = A2,

Det finns 50 udda och 50 jimna koefficenter for a,b < 100 vilket innebdr
att polynom med dessa 50° = 1500 koefficenter kommer ej ge ndgra
primtalsldsningar (se figur 6). Totalt finns det finns det 1626 reducibla
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polynom av 10000 vilket gér atl det finns 10000 — 1626 = 8484 polynom
som dr irreducibla. Dessa polynom dr alltsd de som uppfyller att A har
en kvadratisk residy vilket vi kommer fordjupa oss i i nista avsnitt.

Vi borjar med att studera en &nnu starkare hypotes av Bateman-
Horn som ger ett matt pa antalet positiva tal n < N s.a. en méngd
polynom med Bunyakowskiegenskaper fi(n}, fa(n), ..., fin{n) alla sam-
tidigt antar primtalslésningar.”

Hypotes 2. (Bateman-Horn) Lét fi, f2, ..., fin vara polynom av en ve-

riabel med grad ky, ko, ..., ky, som uppfyller Bunyakowskiegenskaper dvs.

i)-iii) ¢ Hypotes 1. P(x) dr antalet positiva taln < N s.a. fi(n), fa(n), ..., fn(n)
alla dr prime. Da gdller att

CoFoodt
Pl)~ f2 i (18)

dir D = k7Y L kD och

™

Cfu, for o f) = [ | (1 - M) (1 - 1) - (19)

; P P
dir w(p) ar antalet lisningar till ekvationen
fHl@) fo(2) - - fu(@} =0 (mod p) (20)

med z € {0,1,2,..,p—1}.

Vi ska diskutera vad denna formel innebér utifran ett heuristiskt
resonemang och visa nagra enklare specialfall. Vi har tidigare visat att
sannolikheten att ¢ &v primtal f6r ett stort tal &r ¢ ~ 1/logg. Om vi
skulle behandla f;(n) som en slumpvis variabel skulle sannolikheten
att ~ 1/log fi(n). Men om grad(fi(n)) = k; ir log fi(n) ~ lognti =
h; log nvilket skulle innebéira att

1

kilogn

ge sannolikheten for att f;(n) antar primtalsvirde. Om vi utvidgar
resonemanget och behandlar polynomen fi, fo, ..., fr, Som sjélvsténdiga
slumpvisa variabler borde sannolikheten for polynomen samtidigt &r
prima vid n vara

m 1
Ty = ki ke kg (logm) T
E ki{logn)i

Antalet viirden av n med 0 < n < N som ger primtal borde med detta
resonemang vara
N
kst kY (logn)™™.

"
1

p. T. Bateman and R. A. Horn, A heuristic asymptotic formula concerning the
distribution of prime numbers, Math. Comp. 16 (1962), 363-367
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Dock &r det osannolikt att fi(n}, fa(n), ..., fin{n) & slumpmiissiga tal
vilket korrigeras med en faktor C(fy, fa, ..., fu). For varje primtal p
multiplicerar vi med forhallandet r,/s, dér r, #r sannolikheten att
ingen av fi(n), fo(n), ..., fm(n} &r delbart med p och s, #r sannolikheten
att p inte delar en av m slumpvalda tal dvs. vi korrigerar genom até
multiplicera med ett matt p& hur langt i fran slumpartade virdena &r,
Men da borde r, = 1 — w(p)/p och s, = (1 — 1/p)™ vilket da skulle ge

N
C(frs fas oo FdRT 5o k1D " (logm) ™,
n
med korrigeringsfaktorn

1 —w(p)/p
G(flaf%---ffm) = ""p/'gp: T e
Lo =111

vilket for stora N #r 1 stort sett samma formel vi bérjade med. Vi
illustrerar Bateman-Horn hypotesen med négra enkla exempel.

Exempel 10. Om f(n) = n finns endast en lisning déd n = 0 (mod p)
vilket gor att w(p) =1 for alla p. Detta ger C =1 och vi fér primtals-
satsen

N dn

5 logn’
Exempel 11. Om fi(n) = n och fo(n) = (n+ 2) kan vi hitte kon-

stanten Cy, for alla primtalstvillingar p(p + 2). Antalet ldsningar till
ekvationen

w(N} ~

zlz+1)=0 (mod p)
forx e {0,1,...,p— 1} ges av
1 omp=2
w(p)—-{g om p > 3.
Fran (19) far vi séledes uttrycket

wp)fp _ (1-1/2) 1-2/p _
QCz‘v H (1 . l/p)?' (1 — 1/2)2 H (l - 1/1))2 N

(p—2)/p plp—2)
2 - ~ 2. 0.66 = 1.32.
1o =57 =21y

Hypotes 3. (Firsta Hardy-Littlewood om tvillingprimtal) Lat m,(N)
vara antelet primtal p < N s.a. p+2 ocksd ar primtal. Konstanten Cy,
dr da

T ’)I(J?’M 32 ~ 0.6601618158
p23
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och hypotesen sdiger dé aft

[

"odt
el ~ 2 g ™ 2 " —_—
Tiwl(n) o~ 2Ck (lnn)? Ce /2: (Inn)? (21)

Exempel 12. Om vi nu studerar f(n) = n® + 1 observerar vi att for
ett jimt och udda tal

f@em) =4(m®) + 1, f2m+1) =2(2m? + 2m + 1)

ligger alla primtal distribuerade pd formen dn+-1 fér jdmna tal eftersom
alla f(n) for udda tal dr delbara med 2 och genererar inga primial.
Antalet ldsningar w(p) for kongruensen

n?4+1=0 (modp) = n?=—1 (modp)
ger, forutom w(2) = 1, endast [dsningar pd formen p =4dn + 1.

Innan vi gir vidare fr det Hmpligt att introducera ett verktvg for
att 16sa kongruenser av typen 2? = a (mod p) och vi méste inféra mer
teori for att kunna 16sa problemet,

4.1. Kvadratisk residy. Att ldsa en polynomekvation av typen

f(2)=0 (mod p)
dér f(x) &r ett kvadratiskt polynom kan reduceras till att losa

22 =a (mod p). (22)

Observera att om x &r en 10sning s& &r &ven —x en 16sning till (22).

Definition 3. Om (22) har en 16sning sé séger vi att a ir en kvadratisk
residy mod p. Om (22) inte har ndgon lésning séiger vi att a ir en
ickekvadratisk residy.

Definition 4. Med ett reducerat residysystem modulo p menar vi nagon
méngd av ¢(p) tal som inkongruent med varandra modulo p och varje
tal dr relativt prima p.

Exempel 13. Hitta alla kvadratiska residyer (mod 13). Vi ska hitta
alla losningar x till
2 =qa (mod 13)

dir « € (Z/13ZY* med antelet element dr ¢(p — 1) = 12 men det
endast nodvindigt att kvadrera hilften av elementen eftersom vi kan
skriva (ZJ13Z)* = {1 £2+3+4+5+6).

1°=1,2=4,3"=9,4"=3,5°=12,62=10

vilket gér att elementen 1 (Z/132)* har 12/2 = 6 kvadratisk residyer
{1,3,4,9,10,12} 0ch 12/2 = 6 ickekvadratiska residyer {2,5,6,7,8,11}.
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Sats 7. Lt p vare ett udde primtal. Varje reducerat residysystem mod
p bestir av (p —1)/2 kvadratiska residyer och (p - 1)/2 ickekvadratiska
restdyer. De kvadratiska residyerna tillhér residyklasserna som ges av

talen .
12,92 32 (23,%__) . (23)

Bevis. Forst visar vi att varje tal som fas av (23) #r unikt (mod p).
Om 2,y &r tvA kvadratiska residyer s.a. 2? = ¢* (mod p) dir 1 < o <
(p—1}/20ch 1 <y < (p—1)/2 giller att
—y={(z—y}z+y)=0 (mod p).
Menl<az+y<psia—y=0 (mod p) alltsd 4r 2 = y. Eftersom det
géller att
(p— kP =4k* (mod p),

ir varje kvadratisk residy (mod p) till exakt en av talen i (23) vilket
fullbordar beviset. £

Definition 5. Lit p vara ett udda primtal. D& definieras Legendre-
symbolen som

1 om a ér en kvadratisk residy (mod p)

(afpy =< —1 om a ir en ickekvadratisk residy (mod p) (24)

0 om pla.
Sats 8. (Eulers kriterium) Lt p vara ett udda primtal. D& har vi ait
(alp) = a®" D2 (mod p). (25)

Bevis. Vi delar in i tre fall utifrdn Legendresymbolens definition. Anta
forst att pla. D& & bada sidorna ir kongruenta med 0 {(mod p). Anta
att {a|p) = 1. Detta innebiir att a &r en kvadratisk residy och att 22 = a
(mod p). Detta ger att

aP~ D2 = (2)-D/2 = 31 = 1 (mod p)

vilket visar satsen {6r (ajp) = 1. Anta att (a|p) = —1 och att a &
ickekvadratisk residy, Om vi betraktar polynomet
fla) = 2P~ 0/2 1,
har det maximalt (p — 1)/2 lésningar till kongruensen
flz)=0 (mod p).
Men eftersom (p—1)/2 16sningar ges av de element som har kvadratisk

residy dr a®="2 £ 1, Men a® /2 = 41 vilket innebér att aP~V/2 =
—1 vilket fardigstéller beviset. (1

(25) gor att vi kan dra vissa slutsatser om Legendresymbolens egen-
skaper.

Sats 9. Legendresymbolen (alp) har egenskaperna:
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1) (ejp)dr en fullstindigt multiplikativ funktion av a.
i) (alp)dr periodisk av a med perioden p.
it1) (alp) = x(p) dr en kvadratisk Dirichetkaraktir mod p.

Bevis. 1) Visa att (ablp) = (a|p}(blp). Vi borjar med att anta a | p eller
b|p=>ab|psi (ablp). Alltsd miste antingen (a|p) = 0 eller (b|p) =0
s& (ablp) = (a|p)(blp). Anta nu att a{p och b{p sk ab{p vilket ger

(ablp) = (ab)P=D7% = a@=D2YE=D2 == (alp)(blp) ~ (mod p).
Eftersom (ab|p) = (a}p) = (b]p) = 1 ir differansen i

(ablp} — (alp)(blp) (mod 2)

antingen 0, £2 men eftersom den dr delbar med p méste den vara noll.

ii) Det ar uppenbart att nér {alp) = (b}p) &r a = b {mod p) si {a|p)
dr en periodisk funktion med perioden p.

iii) Enligt i) och ii) &r (alp) dr periodisk av a med period p, full-
standigt multiplikativ och eliminerar termer nér a | p och det foljer
att (a|p) = x{a) dir x &r en primitiv karaktir som endast antar reella
virden dvs. £1. O

Sats 10. For varje udda primtal gdller att

1 o =1 {(mod4
(=1lp) = { -1 oziz 3 gmod 43. (26)

Bevis. Genom (25) har vi att (—1{p) = (=1)®~1/Z (mod p). O

Sats 11.
_ 1 omp=+£1 (mod8)
(2IP) - { -1 om pP= +3 (II]Od 8).

Beuvis. Vi bérjar med att undersdka foljande (p — 1)/2 kongruenser:
p—1=1(-1)! (mod p)
2 = 2(-1)% (mod p)
p—3=3(-1)® (mod p)
4 = 4(-1)* (mod p)

(27)

r = E1(-1)@=1/2 (mod p).
Observera att dven p— k& ar jimt tal om k &1 udda. Om vi multiplicerar
ihop alla kongruenser far vi

p-1 (p—1)/2

H(?n)& H n(-1)" =
n=1 n=1

(p—1)/2 (p-1)/2

on-1)/2 H 71,5(—1)29"1)/2" H 7.

n=1 n=1
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Om vi berdknar fo’:"ll)/ 2n = (p* — 1)/8 med aritmetisk summa, samt

stryker produkterna far vi
o-1/2 = (_)P* -8 o (9)p) = (—1)@*-0/8
diir vi har anvéint (25) vilket fullbordar beviset. 0

Dessa tva resultat dr de forsta tva specialfalien av Kvadratiska reci-
procitetslagen. Bade Euler och Legendre forsokte bevisa detta men det
var Gauss som &r 1796 var den forsta som lyckades. Han var mycket
stolt éver detta resultat och kallade det Theorema Aureum, det gyllene
theoremet®. Denna lag beskriver en generell metod for att bestdmma
(glp) dar p, ¢ &r primtal.

Sats 12. (Kvadratiska reciprocitetslagen) Om p,q dr distinkta udda
primtal gdller o
(plg) (glp) = (—1)@=D/AG-172), (28)

Vi ger inget bevis for (28) da detta ér for omfattande. Om a = ¢1q243
...~ gn #r ett sammansatt tal kan vi utnyttja att (ap) 4 multiplikativ

(alp) = (a1lp)(@IP) * - - (gulp)
och sedan anvinda (28).

4.2. Polynom p4& formen f(z)=2*+a. ®

Hypotes 4. {Hardy-Littlewood) Lt f(n) = n? + a for alla a # 0 dir
n#—m? och 1 <n < N dd ges antalet primtal av

1 N dn
Pi(N) ~ 5 G, f = (29)

déir C,, ér en konstant som ges av den odndliga produkten

c=T] (L_(i@) (30)

p udde 1- b
och (—alp) dr Legendre symbolen

(e ={ [ ompZe bedh)

Vi visar att detta dr ett specialfall av Bateman-Horn hypotesen (18)
med endast en funktion f(z) = 2% +a med grad(f(z)) = 2= D =1/2.
D4 géller att

plflz) = fl@)=0 (modp) = 2°+a=0 (modp) =
2% = —a (mod p).

8Kenneth Ireland, Michael Rosen, A Classical Introduction to Modern Numnber
Theory, Graduate Texts in Mathematics, 2nd ed. (1990) 5.50

9D. Shanks, On the conjecture of hardy & littlewood concerning the number of
primes of the form n? 4 ¢, Math. Comp. (1962), p.321-332.
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Enligt definitionen av kvadratisk residy samt Legendresymbolens defi-
nition (24) géller att antalet 16sningar i (20) ges av

_ oy 2 omp=—a (modp)
w(p) =1+ (-alp) = { 0 omp# —a (mod p).

Vi kan skriva om {19) som

R IRUCEY
(=) 1 (-52) -

genom att forst multiplicera tdljare och nimnare med p, sitta in w(p) =
1+ (alp) och sedan gora brakuppdelning. Alltsa dr (29) ett specialfall
av (19).

4.3. Polynom pa formen 22+1 och 22—2. Om fi(z) = 2%+ 1 samt
fo(z) = 2* — 2 kan vi skriva om (30) med (26) och (27) vilket for p # 2

ger oss
1 1
e T (1-523) I (145%3) -

)
(Hg) (H;) (1_§) (H%) (1_11_2)

Vi observerar att C, konvergerar laingsamt eftersom den alternerar tec-
ken. Fér alla p < N = 10000 har vi att

C_y = 1.2710
C, = 1.8495.

Fran (29) far vi sedan

P_j(N) = 1C_yw(N) = 0.63557(N)
Pa(N) = 1Com(N) = 0.9247x(N).
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