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Sammanfattning

Kedjebraken har en flera tusen ar gammal historia och har ddrmed utvecklats under lang tid.
Det skulle dock dréja fram till slutet av 1500-talet innan de fick sitt riktiga genombrott. Manga av
historiens stora matematiker har varit inblandade i utvecklingen, namn som Fuklides, Euler och
Lagrange kiinner de flesta &mneskunniga till. Arbetet kommer att bevisa nagra satser for kedjebrak
géallande rationella och irrationella tal och kulminerar i en metod att 16sa Pells ekvation.



Abstract

Continued fractions has a several thousand year history and has been developing for a long
time. The breakthrough in the subject would not come until late 16th century. Many of history’s
great mathematicians has been involved in the development of continued fractions. Euclid, Euler
and Lagrange are names that most mathematicians have heard. This paper will prove some of the
theorems of continued fractions regarding real and irrational numbers. The final part will show a
method to solve Pell’s equation.
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1 INLEDNING

1 Inledning

1.1 Varfor kedjebrak?

Euler [3, § 356, s. 303] trodde att kedjebraken skulle komma till anvindning inom flera omraden av
matematiken. Framforallt namner han aritmetik och algebra dar han tror att &mnet kommer vara till
stor hjilp. Han visade sjalv exempelvis pa hur kedjebrék kan anvindas for att rdkna ut hur ofta ett
skottar verkligen behovs for att kompensera vart kalenderars 365 dagar. |2, § 17, s. 306-307| Vi kommer
nedan att fa se hur kedjebrak kan anvindas for att till exempel uppskatta virdet av ett irrationellt tal,
eller ge en approximation av en kvadratrot. Det kommer &ven visa sig att kedjebrak har kopplingar till
Euklides algoritm for att hitta storsta gemensamma delare och pa sa satt till diofantiska ekvationer.
Idag anvands kedjebrak exempelvis inom numerisk analys, datalogi och elektronik men de dyker dven
upp pa manga andra stéllen, vintade som ovintade. Ett exempel &r i samband med trassel eller knutar.!

1.2 Vad ar kedjebrak?

Leonard Euler [3, § 356] beskriver kedjebrak som upprepade brak dir ndmnarna &r summan av ett
heltal och ett brak i vilket nimnaren ocksa bestar av ett heltal och ett brak av samma ty och sa vidare.
Euler beskriver tva typer av kedjebrak:

x = agp+ ! . (1.2.1)
ay + 1
as + 1
as + 1
a4 +
as + -
y = ag + n 5 . (1.2.2)
ai + by
as + by
as + b
a4y + ——
as+ -

I den forsta typen, som ibland kallas enkla kedjebrik(se ekvation 1.2.1), &r téljaren i braken alltid en
l:a, agp € Z och aj,as,... € Z*. I den andra (ekvation 1.2.2) typen tillats téljaren vara vilket heltal
som helst. En &nnu mer generell typ av kedjebrék fas om vi i ekvation 1.2.1 och 1.2.2 later ag, a1, ao, . . .
samt by, bg, bs, .. ., vara vilka reella eller komplexa tal som helst och kallas d& generaliserade kedjebrak.

Uppsatsen kommer fokusera pa de mindre generella enkla kedjebriken. Termen kedjebrak kommer
dérmed hénvisa till kedjebraken av den typ som ses i ekvationerna 1.2.1 ovan. Termerna ag, a1, ao, ...,
kallas pa engelska for partial quotients [8, kap. 1.2] och kommer hér att Gversittas till partiella kvoter,
ar heltal och ap,as, ... ar dessutom positiva. Eftersom kedjebraken tar stor plats och &r omstéandliga
att skriva ut kommer &dven en forenklad form att forekomma. Den forenklade formen av ekvation 1.2.1
ser ut som foljer:

x = [ap; a1, a2, as, a4, as, . . .|.

Kedjebrak kan ocksa delas in i tva andra grupper, ndmligen de som fortsdtter i odndlighet och de

1Fér mer ingdende kunskaper kring knutar och trassel se exempelvis Classifying and Applying Rational Knots and
Rational Tangles [4].
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som #r andliga. Andliga kedjebrak beskriver rationella tal?

1
z=a9+ (1.2.3)

ay +

. 1
a
2 1

‘.'a/’n,fl—'l_i
n

som i ekvation (1.2.3) dir ag € Z, ay,...,a, € Z* och n € N. Ekvation 1.2.3:s férenkling far den hér
formen:
z = lap;a1,a2,as,...,an_1,0y].

Virdet av varje oindligt kedjebrak dr ett irrationellt tal® som ekvation 1.2.1 ovan. En slutsats, som
kommer bevisas senare, ar att varje kedjebrak beskriver ett reellt tal och omvint kommer det ocksa
att bevisas att varje reellt tal kan skrivas som ett kedjebrak.

1.3 Kort om kedjebrakens historia

I stora drag &r den historiska delen hdmtad fran History of Continued Fractions and Padé Approzimants
[1], som jag starkt kan rekommendera for den intresserade.

Kedjebrak liksom de flesta andra omraden inom matematiken har vuxit fram och utvecklats genom
arhundradena. Exempelvis anvinde den indiska matematikern Aryabhata kedjebrak runt 550 fore var
tiderdkning. Det finns ocksa spar av kedjebrak fran exempelvis det antika Grekland men &ven fran
arabiska matematiker. Som vi ska se senare sa finns starka kopplingar mellan Euklides algoritm och
kedjebrak; dock finns inga bevis for att Euklides sjilv rdknade med dem. Under andra halften av
1500-talet borjade europeiska matematiker intressera sig for kedjebrak. Tva italienare vid namn Rafael
Bombelli respektive Pietro Antonio Cataldi utvecklade da tekniker for att hitta approximationer till
kvadratrotter genom kedjebrak.

Utvecklingen fortsatte sa forst med engelsmannen John Wallis som visade flertalet grundldggande
egenskaper hos kedjebréaken och som dessutom var forst med att anvinda termen continued fraction.
[8, § 1.7, s. 30| Det gar att argumentera for att nésta steg i den processen togs av framforallt Leonard
Euler men ocksé av Joseph Louis Lagrange vilka tog fram bevis for rationella och irrationella tals
kopplingar till kedjebraken.

Det gyllene arhundradet for kedjebraken far &nda anses vara 1800-talet. Varje matematiker visste
da vad kedjebrak var och manga av dem bidrog ddrmed till &mnets utveckling. En hel del fokus lades nu
ocksa pa kedjebrakens anviandningsomraden. Nagra exempel ar transcendenta tal, ortogonala polynom
och Padé-approximationer. [1, kap. 5, s.141]

1.4 Uppsatsens uppliagg

Uppsatsen kommer alltsd behandla kedjebrak. Fokus ligger pa en del grundliggande definitioner och
satser som kommer att bevisas. Exempel for att gora metoder eller rdkningar tydligare kommer att
finnas i varje kapitel.

Utgangspunkten blir en sats som géller de rationella talen och hur dessa kan skrivas som dndliga och,
néstan, unika kedjebrak. Foljande avsnitt behandlar konvergens och att ett kedjebrak kan definieras
som ett gransviarde vilket leder in pa approximationer av irrationella tal. I nésta kapitel bevisas att
varje irrationellt tal kan skrivas som ett odndligt kedjebrak, men ocksa att det omvanda giller, det
vill sédga, varje oéndligt kedjebrak representerar ett irrationellt tal. Har kommer vi bland annat att
overskadligt behandla talet m och nagra approximationer av det.

Den avslutande delen kommer behandlar vi de lite mer intrikata satserna om kedjebrak och vi
kommer nu att ga in pa de kvadratiska irrationella talen, pa engelska ofta kallade quadratic surds. Det
kommer bevisas att dessa tal har periodiska kedjebrék vilket mynnar ut i en metod for att approximera

2Rationella tal Q = {%;p,q € Z och q # 0}. [9, s. 4]

3Trrationella tal &r de reella tal som inte kan skrivas som en kvot av heltal. [9, s. 5].
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kvadratrotter. Slutligen kommer &n mer specifika irrationella tal, de reducerade kvadratiska irrationella
talen, undersockas och vi kommer da kunna anvinda dessa bevis for att 16sa Pells ekvation.
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2 Kedjebrak och rationella tal

Vi borjar med att visa pa dndliga kedjebraks koppling till rationella tal. Det finns flera olika vigar
att visa kopplingen men satserna och bevisen &r hér i stort byggda pa C.D. Olds [8, kap. 1.4] variant
eftersom jag tycker att de ar lattoverskadliga. Leonard Euler [3, § 362-363, s. 306-308] bevisade dock
att varje rationellt tal kan skrivas som ett dndligt kedjebrak men anvinder da inte 1:or i téljarna.

Nedan géller om inget annat uppges att ag € Z och ay,as,... € Z*.

Sats 2.1. Varje rationellt tal kan skrivas som ett dndligt kedjebrdak och omudnt representerar varje

andligt kedjebrik ett rationellt tal. Bortriknat undantaget [ag;aq,...,an] = [ao;a1,...,an — 1,1] dr
dessutom kedjebriket unikt. De partiella kvoterna ag, a1, a9, ..., a, dr de successiva kvoterna i Fuklides
algoritm.

Bevis. For att bevisa detta utgar vi fran ett rationellt tal, x = % dér p,q € Z och ¢ > 0. Vi far da
r
w:gzao—i-*l, 0<r <gq
q q

dir ag € Z ar valt sa att ¢ > r; > 0, det vill siga ag dr det minsta heltal som ar mindre &n %’. Om

r1 = 0 ar vi klara, annars fortsétter vi processen och skriver ekvationen enligt

p T1 1
- =ay+—=ap+ —, 0<r <gq.
q q g
1
Vi fortsitter for % och far
r
2:a1+£7 0<ra<ry, a3 >0.
T1 1

Om 79 = 0 &r vi klara, annars kan vi pa samma sétt som ovan skriva

q 1
—=a; 4+ —, 0<ry <.
1 1

T2

Vi kan da alltsa skriva in % i det ursprungliga uttrycket g och far

D 1
—=ag+ ——, O<rg<r <gq
q 1
a; + —
™

T2

Samma utridkningar iterativt leder slutligen, eftersom r; > ro > ... > r, = 0, till att kedjebraket &ar
avslutat. Vi far alltsa

T =ag+

Lo
an

Vi har ovan visat att rationella tal kan skrivas som kedjebrak pa formen [ag; a1, ..., a,]| dir ag € Z och

ai,...,a, € Z". Eftersom vi hiir utgar fran att ag, a1, ...,a, i ett kedjebrak ér heltal (och aq,...,a,

dessutom positiva) bestar kedjebraket endast av rationella tal. Da de operationer som utfors ar division



2 KEDJEBRAK OCH RATIONELLA TAL

och addition sa& kommer inga irrationella tal kunna uppsté och alltsa maste x vara rationellt. Detta
gar ocksa att visa induktivt genom att anvinda formeln
1

l[ag; a1,...,ap) =ag + ——.
[a1,a2,...,a)

Vi visar nu att kedjebraket for det rationella talet x &r unikt, med undantaget som visas nedan.
Lat

SO
an,

dér ag enligt var definition av kedjebrak &r det storsta heltalet mindre &n eller lika med talet sjalvt.
Eftersom

1 1
a1—|—71>1, och 0<—1<1
4 — a] + ——

an, . 1
.'_‘_7
an
och
1 1 1
T =ap+ < =a1 +
1 r — ag 1
a1 + + —
. 1 (79)
.._*_7
an

1
Alltsa ar ap = |z]. Lat Ry = a1 + — vi vet da att Ry ocksa ar ett rationellt tal enligt beviset
- —
n
ovan och vi kan d& anvinda samma resonemang som for z. Det vill sdga a1 ar ett heltalsdelen av Ry
och vi vet att 0 < — < 1. Den hir processen gors iterativt och vi ser att ag,...,an_1,a, € ZT.
L —
n
Nér vi sedan kommer fram till a,, vilket &r det sista heltalet i kedjebraket, har vi nu inget brak att
lagga till. Eftersom varje rationellt tal kan skrivas som en summa av ett heltal och en kvot sa leder
detta a, oss till undantaget i unikheten.

Ett kedjebrak pa formen [ag; a1, ..., ay] dér a, # 1 kan ocksa skrivas [ag; a1, ..., a, — 1, 1] eftersom
1 1
an 1
" (an — 1)+ -
Ett kedjebrak pa formen [ag; ay, ..., ay, 1] kan & sin sida skrivas [ag; a1, . .., a, + 1] av samma anledning
som ovan. 0

Exempel 2.1.1. Vi har exempelvis for talet %

29 25 4 4 1

Dt e 25 — 54— —[51.4

== =5tz =5+ +1 n [5;1,4]
1

= ot]
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men vi kan ocksé skriva

T =t =Bi131
14+ ——

3+1
1

Eftersom vi soker heltalsdelen av ett rationellt tal for att bilda a; sa ses en tydlig koppling till
Euklides algoritm?® och hir bevisas darfér samma sak igen pa ett nytt sétt:

Bevis med FEuklides algoritm. Vi later x = % dér p,q € Z och q > 0. Sétt rg = p och r;1 = q. Det ger
oss med hjilp av Euklides algoritm foljande

g = Tr100 + T2
71 =1T20a1 + 73

2 =T3a2 + T4

Thn—1 = TnGn—1 + Tn+t1
Tn = Tntl Qn, O<r, <rp_1<...<rg<ry,
ag € Z, al,ag,...,an€Z+.
Vi ser att a; ar det heltal som multiplicerat med r;41 ger det storsta heltalet mindre &n r; och ;12 ar

da resttermen. Dessa kan vi sedan skriva i form av kedjebrak genom att forst skriva om ekvationerna
ovan péa formen

To T9 1
ro=rap+1r2 << — =ap+ — =a0+ 5
1 T To
1 T3 1
7’1:7’20,1"‘7"3 =4 —:al—|——:al_|_E
T2 T2 T
T2 T4 1
ro =Tr3a2 +r4 & — =a2+ — =ax+ 5
T3 T3 T
Tn—1 Tn+1 1
Tp—1 = Tnln—1+Tny1 < =ap-1+ =an-1+ ™
n Tn Trt1
Tn
Tn = Tpn+1 An = = Qp.
Tn+1

Om vi satter in dessa 1 ekvationen for z ovan dar x = % = :—‘IJ s far vi

q

ay +

Exempel 2.1.2. Exempelvis for det rationella talet x = % far vi

1071 = 2 - 462 4 147

4Fuklides algoritm &r en algoritm for att hitta stérsta gemensamma delare for tva heltal p och gq.
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462 = 3-147 4 21

147=7-2140
Om vi istéllet skriver x som ett kedjebrak far vi enligt beviset med Euklides algoritm

1071__24_147__2+_ 1 o 1 o 1 o 1
462 462 462 ; 21 ; 1 ; 1
147 7 Y t7

21

och alltsa har vi

1071 1
T 462 7= %3.7]

34+
+7

Genom att anvinda Euklides algoritm ser vi snabbt vilka de partiella kvoterna i ett &ndligt kedjebrak
ar, i det hir exemplet alltsa 2, 3 och 7.

Vi ska nu i nésta avsnitt ga in lite djupare i en kedjebrakens bestandsdelar.
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3 Konvergenter

Lat k, = [ap; a1, a2,...,ay,]. Vikan da dela upp kedjebréaket i exempelvis k1 = [ag, a1], k2 = [ao; a1, a2]
eller ks = [ap; a1, as,as] och sa vidare. Dessa kallas pa engelska convergents och kommer héar kallas
konvergenter. Varje konvergent ger en uppskattning av det tal som kedjebraket representerar. Upp-
skattningen blir dessutom béttre och béttre ju hogre viarde pa n = 0,1,2,... i konvergenten. Om vi
undersoker talet x s& kommer, intressant nog, vartannat virde pa k ligga under x och vartannat ligga
over x men alltsd ndrma sig x for varje steg pa n. Héarifran kommer ocksd namnet convergent, da
kedjebrakets for talet z:s konvergenter alltsd konvergerar mot z. [3, § 362]

Ovan ndmnda egenskap hos kedjebraken visar sig ha en viktig roll ndr det kommer till exempelvis
uppskattning av irrationella tal som 7 eller e. Det finns flera olika sédtt att rdkna ut dessa och jag
kommer hér visa ett par. Det forsta sittet hamtar jag fran C.D. Olds [8, kap. 1.5]. Jag vill dock
reservera mig for vem som tog fram denna metod forst da till exempel Euler |3, § 6-8, s. 299-300] visar
hur formeln kan tas fram men utan sjilv ge nagon referens eller killa.

Vi bérjar med att definiera nagra virden och en formel som senare anvinds i satsen.

Definition 3.1.
p-1=1 p2=0, ¢g1=0, go2=1 (3.0.1)
Pn = GpPn—1 + Pn—2
n = GnQn—1 + gn—2.

Notera att eftersom gy = 1 och a,, > 0 for n > 1 sa far vi q1 = a1q9 > qo och g2 = asq1 + qo > q1
och sa vidare sa q, > 1 och alltsa har vi:

l=g<a<@p<g<..<gqgp<... (3.0.3)
Vi ska nu visa att
b
kn:[ao;al,...,an]:—n .
dn

Hér dr nagra motiverande ekvationer for att visa tankesédttet och for att formeln haller for nagra givna
varden pa n dar vi hamtar virdena for p_1,p_2,q—1 och g_s fran definition 3.0.1

_ _ -1+4+0
ko = 0P 1+p—2_a-14+0_ a0 _po (3.0.4)
apg-1+q-2 ap-0+1 1 qo
1 aopa 1 apal + 1 a + p_
Fi=ap+— =y — T _ahTha A (3.0.5)
ay ai ap a1-1+0 ai@o+q-1 @

1 1 as apaiaz + ag + as
ko = ag + =qy+—=ap+ = = 3.0.6
2 0 1 0 aras +1 0 ayaz +1 araz +1 ( )
a + — —
ag az
p1 Do
— N
ag(apar +1) + (Cao”) _aspr+po _ p2
as( a1 ) +( 1) aqi+q0 ¢
q 90
ks = ag -+ 1 _ G0@102a3 + a1 + Goa3 + G203 + 1 _ (3.0.7)
1 ajasaz + aj + as
a1 +
1
as + —
as
D2 pP1
——
_ag(agaraz + ap +az) + (apa1 +1)  agpo+p1 _ p3
az(araz +1)+ (a Casp @
s(arag + 1)+ (a1 ) 32 +q1 g3
g2 a

och sa vidare.
Vi anvinder oss nu av ovanstaende rakningar samt definition 3.0.1 till féljande lemma.
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Tabell 1: Konvergenter

n -2 =110 1 ... 7

(7% apy ap ... a;
Pn 0 1 \po pr ... i
Gn 1 0 g @1 ... g

L — Pn Po PO Di
" gn Qo q " g

Pn = pPp—1+Pn—2 qn = 0nQn-1+qgn-2 N = 07 17 v 7i

Lemma 3.2. Fér varje x € R" hdller

TPp—1 + P
[ag; a1, ..., an—1,2] = TPl T Pn=2 ) (3.0.8)
Tn—1 + dn—2

Beuvis. Vi visar likheten for n = 0 och n = 1 genom att stoppa in dessa véirden i ekvationen (3.0.8)
rp_1+p2 x-1+0
rq_1+qa x-0+1

Tpo + p—1 rag+ 1 1
= = ap + — = [ao; z].
rqo+q-1 z-1+0 T

X

Om vi nu gor antagandet att ekvation 3.0.8 haller for varje x sa kan vi se att

1
[ap; a1, ..., an, ] = |aog;a1,...,an—1,0n + 2=
(an + %)pn—l + Pn—2 . GnPn—1 + %pn—l + Pn—2 .
(an + %)Qn—l + gn—2 Gngn-1+ %Qn—l + gn—2
- x<anpn—1 +pn—2) + Pn—1 _ TPn + Pn—1

N x(anQn—l + Qn—2) + gn—1 Tqn + qn-1 ’

Induktivt kan vi da dra slutsatsen att formeln d& haller for alla reella tal. O
Sats 3.3. Om [ag;a1,a2,...| ar ett kedjebrak och ky, ar den n:te konvergenten sa galler
lag; a1, ..., an] :kn:@, n = 0. (3.0.9)
qn

Bewvis. Vi anvander nu lemma 3.2 men byter ut det reella talet = till heltalet a, och sétter sedan in
detta i ekvationen s far vi

ApPn—1 + Pn—2 _ Pn

kn, = ap; a1y ...,0n| = .
" [ ’ n] AnQGn—1 + Gn—2 qn

O

Anvéndningen av denna formel blir smidig och éverskadlig om vi sétter in viardena i en tabell (se
tabell 1). Att sdtta in vérdena som i tabell 1 ovan gor ocksé de faktiska rakningarna mycket lattare
vilket vi ser i foljande exempel.

Exempel 3.3.1. Lat talet x ges av kedjebraket [1;2, 3,4, 5, 6]. Nu anvénder vi formeln och sétter sedan
upp resultaten i en tabell.

Pn = AnPn—1 +pn—2
po=aop-1+p—2 = 1-1+0=1
pr=aipo+p-1 = 2-1+1=3

10



3 KONVERGENTER

Tabell 2: Exempel 3.3.1

n -2 —-1/0 1 2 3 4 5)
an 1 2 3 4 5 6
Dn 0 1 |1 3 10 43 225 1393
n 1 1 2 30 157 972
Pn 1 3 10 43 225 1393
S 12 7 3 157 o2
p2=agp1+p0 = 3:-3+1=10
ps=agpz+p1 = 4-10+3=43
Py =a4p3+p2 = 5-43+10=225
ps =asps+p3 = 6-225443 = 1393.

Motsvarande réakningar for g; ger

Gpo=1-0+1=1
G1=2-1+0=2
G2=3-24+1=7
g3=4-7T+2=30
qa=5-30+7=157
gs =6-157 430 = 972.

Sedan sétter vi in vara virden for a;, p; och ¢; som vi fick fram ovan i tabell 2. Tabellen visar att
1393

972"
Konvergenterna gar naturligtvis ocksa att finna genom att stilla upp kedjebraket i sin uppstéllda

form och darifran helt enkelt rdkna ut dem. Nedan visas hur det gar till, notera dock att detta blir
mer och mer omstéandligt ju langre kedjebraket ar.

Exempel 3.3.2. Samma exempel som ovan skulle ge

1
ko=[1]=~
1 2 1 3
=1:2l=14+-==-+-=°=
=2 =1+5=5+5=7
1 1 3 7 3 10
ko =[1:23]=14+——=1 12ty 2_
2 [7a] + +g+% +7 7+7 7
24—
3
1 1 1 1 13 43
ks =1[1;2,34 =1+ ——=1 -1 T
0= e I B WU S (R T Rl
2+—1 2+¥
3 _
+4
1 1 1
k4:[1;2,3,4,5]:1+—1:1+71:1+ 1+ 35 =
2+71 2+ 2+ o 68
21
3+—1 3+ o1
4 - 5
+5

157 68 225

=157 T 157 T 157

11
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1 1 1
24— 24— 2+
1 1 1
S T 3+ 1
44+ — A+ 47 31
L 6
5 —
G
ety L o2 421 1393
a 1 %2972 972 972
2+ o1
130

Sats 3.4. Tulen py, och q, dr relativt prima det vill sidga storsta gemensamma delare for p, och qy dr

1.

Bevis. Satsen kommer att bevisas genom att anvéinda vara viarden fran definition 3.1 och visa att denna
formel haller:

Prdn-1— Pn—1n = (-1)""", n>1 (3.0.10)
Kom ihag véardena
b2 = 07 pP-1= 17 q-2 = 17 qd-1 = 0.

Vi borjar nu med att visa att formeln haller for nagra virden pa n och anviander att vi i ekvation 3.0.4

definierat
a _ @

1 <]07
samt definitionen 3.0.1
Dn = GnPn—1 + Pn—2. Gn = GnQn—1 + qn—2.

D4 far vi:

n=1: P1go — poq1 = (apa1 + 1)1 — apa; =1

n=2: p2q1 — p1q2 = (apaias + ag + ag)ay — (apar + 1)(arag + 1) = (3.0.11)

= aoa%ag + apa1 + ajas — aoa%ag —apa; —ajaz — 1 = —1.

Vi ser alltsd i1 ekvationerna ovan att formeln fran ekvation 3.0.10 haller for n = 1 och n = 2 och vill

darfor visa att den haller for alla n. Vi goér induktionsantagandet att formeln faktiskt haller fér n = i
och vill visa att om den gor det s& haller den &ven fér n = ¢ 4+ 1. Fran definition 3.0.1 vet vi att

Di+1 = Qit1 Pi +Pi—1, Qi+l = Gi41 Gi + Gi—1-
Om vi satter in detta i var formel far vi
Pit+1 G — Pigi+1 = (@it1 Pi + Pi—1)¢ — Pi(@it1 ¢ + gi—1) =
= Gi+1 Piqi + Pi—1 ¢ — PiQi+1 G — Pi¢i—1 =
=pi—1 ¢ —pigi—1 = (1) pigi-1 —pi-1 ¢ )-
S

=(—1)i—1, enligt antagande
Eftersom vi antagit att formeln haller f6r n = ¢ sa ser vi att
Pit1 4i = Pigiv1 = (—1)(=1)'"" = (=1)’

och alltsa drar vi slutsatsen att om formeln haller for n = ¢ s haller den aven for n = ¢+ 1. Vi har i
ekvation 3.0.11 visat att formeln haller for n = 2 och vi kan da dra slutsatsen att den héaller for n = 3
och sa vidare. O
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3 KONVERGENTER

Fran den hér egenskapen kan vi ocksa fa fram nagra andra formler. Genom att helt enkelt dividera
formel 3.0.10 med ¢, q,—1 far vi forst

-1 n—1 - _ B B B
(D" Pnlnot “PnoiGn _ Prdnol  PnoiGn _ o Pnol g (3.0.12)
Inqn—1 dnqn-1 dndn—1 dnqn-1 dn  Q4n-1

Vi vet sedan ekvation 3.0.3 att ¢, > 0 ndr n > 0. Om vi da sétter in nagra virden for n i ekvation
3.0.12 far vi

—1)° 1
n:12k1—k‘0:( ) =—>0
4190 q1490
-t -1
n:2:k2—k1:( ) =—<0
9291 q291
—1)2 1
n:3:k3—k2:( ) =—>0
4342 q3q2
-1 -1
n:4:k‘4—k‘3:( ) =—<0.
4443 q443

Fran dessa ekvationer kan vi ldsa ut att kg < ki1, ko < k1, ko < k3 och k4 < k3. Vi kan ocksa se att ett

n—1
jamnt virde pa n ger en udda exponent i (—1)"! vilket ger oss ett negativt virde pa kvoten %.

Motsatt forhallande foljer ocksa naturligt for udda viarden pa n déar kvoten blir positiv. Darfér kan vi
generellt sdga att ko; < kojy1.
Vi kan ocksa anvinda att
Pog—2 —p-290 =ap-1—0-1=aop
och da generellt
Pndn—2 — Pn—2 n = (anpn—l +pn—2) gn—2 — pn—2(anQn—1 + Qn—2> = (3013)
= GnPn—1 qn—2 + Pn—2 Gn—2 — ApPn—2 Gn—1 — Pn—2 Gn—2

= an(pnfl dn—2 — Pn—2 Qn,fl) = (_1)71&”_

Ekvation 3.0.13 kan sedan delas p& samma sitt som ekvation 3.0.12 och vi far da

dndn—2 dndn—2 4n gn—2

_1nn ndn—2 — Pn— n n n—
CD%n _ puln=2 “Pn2n _Pn_ P2 _p g (3.0.14)

Hér kan vi liksom i ekvation 3.0.12 anvéinda egenskapen hos ¢, och sétta in nagra virden pa n sa far

V1

—1)2

P SRS SR Gt - S B (3.0.15)
4241 4240
—~1)3 —

S S S Gt L Rl R
4341 4341
—1)4

SR TS S Gt I N N
q4q2 4442

Ur dessa ekvationer kan vi da lasa ut att kg < kg9, k3 < k1 och ko < k4. Om vi nu sétter ihop dessa
samband med kg < ki, ko < k1, ko < kg och k4 < k3 s& far vi

k‘o<k‘2<k‘4<k‘3<k‘1.
Generellt kan vi da for jamna virden pé n visa att

ka; > kai—2, 1 2=0.

13



3 KONVERGENTER

Vi visar det genom att anvinda ekvation 3.0.14. Hur ser det da ut for ky(;11) > ka(i11)—27 Vi anvinder
formeln fran ekvation 3.0.14

(=1)"ay,
dn qn—2

kn - kn—? =

(_ 1)2i+2 a9i42

> 0. (3.0.16)
q2i+2 42i

kagir1) — ka@iv1)—2 = kaito — koi =

Eftersom exponenten 2(i + 1) ar jamn och alla a,,n > 1 ar positiva sa far vi en positiv term i téljaren.
Vi har ovan i ekvation 3.0.3 visat att g, > 1,n > 0 vilket ger en positiv ndmnare och alltsa &r kvoten
positiv. Samma resonemang for udda virden pa n ger

koit1 < koi—1, 120,
ty

(=13 a9, 3

42i+3 42i+1

k2i+3 — k‘QZ'_H = < 0. (3.0.17)
Eftersom exponenten 2i 4+ 3 denna gang ar udda, vilket ger en negativ etta, och resten av termerna &r
positiva sa far vi en kvot som &r negativ.

Sa fran ekvation 3.0.12 far vi ut att varje konvergent med jamnt vérde pa n ar mindre &n konver-
genten med det udda vérdet n + 1 men ocksd mindre &n konvergenten med det udda véirdet n — 1.
Samtidigt far vi enligt ovan att konvergenter med jamna viarden pa n bildar en monotont vixande foljd
ko < ko < kg < ..., till skillnad fran konvergenterna med udda virde pa n som bildar en monotont
avtagande foljd ky > ks > ks > ... .

Vi ser hér ovan att vi har tva stycken foljder, den forsta bestaende av konvergenterna med jamnt
virde pa n € Z™', det vill siga kg,. Och den andra dir konvergenterna med udda viirde pa n € Z™
aterfinns, ko,41. Vi ser ocksa att foljden koy, har en 6vre gréans i £y vilket innebér att ks, dr en monotont
viaxande foljd med en 6vre grians. Det innebér att ko, vixer mot ett griansvirde. P4 motsvarande sétt
kan vi konstatera att ko1 avtar mot ett gransvérde.

Sats 3.5. Konvergenterna med jimnt respektive udda index av ett kedjebrik bildar tvd foljder, den ena
vdzer monotont och den andra avtar monotont. Ndr dessa foljder dr odndliga har de gransvdrden och
gransvardena dr lika.

Bevis. Att foljderna dr monotont vixande respektive avtagande bevisades ovan i ekvationerna 3.0.16
respektive 3.0.17. Eftersom a, &r positiva for n > 1 och ¢, &r positiva for n > 0 sa kan vi fran
ekvationerna 3.0.12 och 3.0.14 konstatera att ko, < kont2, kon—1 > kopt1 och kop < kop—1. Vi kan
alltsa stélla upp konvergenterna enligt

ko <ko <ksg<...<kop<...<kop_1<...<ks<ks<Kk.

Vi kan direkt ldsa ut att kg dr en undre grans nér ¢ > 0 for ko1 och pa samma sétt ar k; en 6vre grans
_1\yn—1
for kop. Vi vet fran tidigare att k, — k1 = (Qqu)nfl (ekv. 3.0.12), och ser ocksa att k, — k,—1 gar mot
noll nar ¢ gar mot odndligheten eftersom ¢, vixer med n enligt ekvation 3.0.3. Alltsa ar gréansvirdena

samma varde, vi kan kalla det x, och vi far

ko <ko<...<ky<..L<x<...<kop1<...<ky<k.

Beviset ovan ger oss foljande definition.

Definition 3.6. Vdrdet av ett kedjebrik definieras som:

r= lim k, =

lim [ag; a1, ..., ap).
n—0o0 n—0o0o
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3 KONVERGENTER

Tabell 3: Exempel 3.6.1

n -2 —=-1]0 1 2 4
an 4 1 1 1 2
Pn 0 114 5 9 14 37
Gn 1 1 1 2 3 8
Dn 4 5 9 14 37
n 11 2 3 8
k,, numeriskt 4 5 4,5 4,667 4,625

Néar det géller rationella tal blir gransvirdet det samma som den sista konvergenten alltsa k,, for
maximalt varde pa n, vilket kanske ldttast visas med ett exemplel.

Exempel 3.6.1. For det rationella talet %7 far vi

37 1 1
iR R S ek B -
: L+ L ——
3 3
3

1
1

1+ ——

e

2

= |

4;1,1,1,2

7777]'

Och vi ser i tabell 3 att kg =4 < ko = 4,5 < kg = 4,625 < k3 =~ 4,667 < k1 = 5.

Konvergenter och gransvarden blir ocksé viktiga i nésta avsnitt som ror de irrationella talens

relation till kedjebrak.
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4 KEDJEBRAK OCH IRRATIONELLA TAL

4 Kedjebrak och irrationella tal

Ovan i avsnitt 2 har kopplingen mellan rationella tal och kedjebrak visats. Har kommer vi ga in
pa kopplingen mellan irrationella tal och kedjebrak vilket gors genom att anvdnda konvergenter som
beskrivs i avsnitt 3.

Lemma 4.1. Om = = |ag; a1, a2, ...] s dr ag = |x| och om vi ldter x1 beteckna [a1;ag,...] sd kan vi
skriva r = ag + i

Bevis. Enligt sats 3.5 sd vet vi att kg < & < k1. Vi vet ocksd fran avsnittet om konvergenter (3) att
formeln k,, = % haller och enligt den #r kg = ag och k1 = ag + % Darfor kan vi skriva
ag < x < ag—+ i Vi vet ocksa sedan tidigare att a; > 1 och kan da hérleda olikheten

w<zr<at+tlesld<zr—ay<l (4.0.18)
vilket ger oss

|z] = ap.

Sats 4.2. Varje irrationellt tal kan skrivas som ett unikt oindligt kedjebrik.

Beuvis. For att specificera sats 4.2 till att gélla irrationella tal sa visar vi att kedjebraket aldrig slutar
vilket innebér att resten i den partiella kvoten aldrig blir 0. Lat nu xg vara ett givet irrationellt tal
och skriver det i form av ett kedjebrak

1
xoz[ao;xl]:ao+;, ag €7, x1€R
1
1

=0 =—
xo — agp

Fran detta kan vi dra slutsatserna att 0 < é < 1 enligt ekvation 4.0.18 och x; &r irrationellt eftersom
att subtrahera ett rationellt tal fran ett irrationellt tal ger ett irrationellt tal.> Eftersom x; #r ett
irrationellt tal sa kan det uttryckas i form av ett kedjebrak precis pa samma sétt som xg. Vi far

1
xlz[al;xg]:al—i—x—, a1 €7, x92€R
2

1

= r9=—-.
r1 — aj

Precis samma slutsatser kan dras fran xo som vi gjorde ovan for x1 det vill sdga xo ar irrationellt och
0< é < 1< x9 > 1. Till detta lagger vi att a; > 1 eftersom a; enligt var definition &r det storsta
positiva heltal som dr mindre &n z1. Dessa utrakningar kan vi fortsétta med sa ldnge resttermen inte
blir 0, vilket alltsé aldrig intréiffar da - # 0:

1
Trg = ag+ —, x> 1, (4.0.19)
€1
1
1 =a + —, zo>1, a1 =1,
€2
1
To =az + —, l‘3>1, (12>1,
x3

5Vi anvéinder oss av regeln att anvindning av de fyra riknesitten pa med rationella tal alltid ger ett rationellt resultat.
Exempelvis maste ¢ vara rationellt om « och § ar rationella i: o + 8 = (. I vart fall har vi att ¢ &ar irrationellt och
« rationellt vilket ger ( —a = 8 < ( = 4+ « om d& [ ocksa vore rationellt s& maste ¢ vara rationellt vilket ar en
motségelse, alltsa ar 3 irrationellt. [7, kap. 4.1]
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4 KEDJEBRAK OCH IRRATIONELLA TAL

1

)
Tn41

Tp = an + Tpy1>1, ap =1

Har ar alltsa x,, irrationella tal och a, heltal. Det enda sdttet som processen kan ta slut &r om nagot
x; = a; vilket ju alltsd &r en omdjlighet. Substituerar vi da in de partiella kvoterna av x1,xa,... 1
ekvation 4.0.19 sa far vi darfor ett odndligt kedjebrak

1 1 1
Xo=ay)+ —=aqp+——"=aqp+ —"—=... .
1 1 1
a; + — ay + ———
X9 1
as + —
x3
Vidare kan vi visa entydigheten genom att forst lata © = [ag;a1,as9,...] = [bo;b1,be,...]. Da vet
vi enligt lemma 4.1 att |z] = ap = by och eftersom = = ag + m = by + m sd ar ju
aven [ai;ag,...] = [b1;ba,...]. Iterativt kan vi d& fortsdtta med samma utrdkning och induktivt dra
slutsatsen att a,, = b,, for alla n. O

Vi har nu ovan visat att varje irrationellt tal kan skrivas som ett unikt oéndligt kedjebrak. Néasta
steg blir att visa att dven det omvénda géller. Detta gor Niven [6, Avsnitt 7.3| pa ett smidigt sitt och
beviset nedan ar darfor baserat pé det.

Sats 4.3. Det tal som ett odndligt kedjebrik representerar dr irrationellt.

Bevis. Varje tal x = [ag;a1,a2,...], ligger enligt sats 3.5 mellan sina jdmna och udda konvergenter,
det vill sédga

kon <@ < kopi1.

Vi kan skriva om denna olikhet till

0< |.%' — k2n| < ‘k‘gn_;_l — k2n|. (4.0.20)
Nu anvander vi oss av ekvationen k; — k;_1 = (qflq)v:l (ekv. 3.0.12) och far
—1)% 1
|kont1 — kon| = (=1) = )
92n+1 92n q2n+1 42n

Om vi nu lagger in detta i olikheten fran ekvation 4.0.20, multiplicerar med g2, och kommer ihég att
ki = % s& far vi

(3

q2
0< |:E qon — ]{72n q2n| < . L
q2n+1 q2n
<0< |z gon — pon| < .
q2n+1

Om da z vore rationellt sa skulle vi kunna skriva = § dér a,b € Z och b > 0:

a 1
0<|g an—p2n|< )
q2n+1
vilket om vi multiplicerar med b ger
b
0 <la gan — b panl| < .
q2n+1

Vi vet fran tidigare (ekv. 3.0.3) att gop+1 vixer med n vilket ger oss mojligheten att vilja ett n
tillrackligt stort sa att gon41 > b. Nu har vi dock hamnat i ett problem: a och b &r heltal, g2, och poy,
ar ocksa heltal. Om vi subtraherar ett heltal fran ett heltal sa far vi ett heltal men for tillrackligt stora

qu’H < 1 och olikheten blir d& en motségelse. Alltsd maste x vara irrationellt.

n sa ar alltsa

O
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4 KEDJEBRAK OCH IRRATIONELLA TAL

Ett intressant exempel pa ett irrationellt tal® &r 7. Har exemplifieras nagra utrikningar av dess
kedjebraksform genom att anvinda konvergenter.

Exempel 4.3.1. Det irrationella talet m kan, som ovan beskrivits i sats 4.2, skrivas som ett oéndligt
kedjebrak. Att fa fram kedjebraket i sin helhet ar lika omdjligt som det &r att numeriskt skriva ut 7
med alla sina alla decimaler. Jag ska har darfor visa och i tabeller askadliggora forst hur ett kedjebrak
gjort fran en vanlig approximation av .

T~ 3,14159 (4.0.21)

kan hittas. Sedan jamfora den med en approximation som bildas genom att anvinda de partiella kvoter
som Euler [3, s. 326| skriver ut i kedjebraksutvecklingen for talet 7, nedan kallad "Eulers 7”

[3;7,15,1,292,1,1] (4.0.22)
som ger en béttre approximation av 7.
314159 14159 1 1
3 3

100000 — > " 100000 — ° " Toooo0 ~ " o, 887
14159 * 14159

T~ 3,14159 = = (4.0.23)

14159 854
887 * 387 887
854

15+ ——— 15 +
I+ —— 1+
25 + — 25 +

1 —
29 39
=3+ =[3;7,15,1,25,1,7,4].

15 +

25 +
1
1+——

. 1
+ —

4

Fuler [3, s. 101] skriver att om man later radien till en cirkel vara 1 sa gar det inte att exakt bestimma omkretsen men
att en approximation till halva cirkelns omkrets &r 3.1415926535897 . . ., men for korthets skull s kommer han att anvinda
m. Detta dr formodligen forsta gangen som Euler anvinder bokstaven 7 for &ndamalet. Enligt David Eugene Smith [11,
S. 346-347] ska den grekiska bokstaven 7 forst ha anvints av William Jones (1675-1749), en sjdlvlard matematiker, som
i ett samlingsverk skrivet 1706 anvénder 7. Verket sigs vara skrivet till intresserade vinner som inte férvéntas orka lasa
alla bécker om matematik.
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4 KEDJEBRAK OCH IRRATIONELLA TAL

Tabell 4: Approximation av pi

n -2 —-1]0 1 2 3 4 5 6 7
an 3 7 15 1 25 1 7 4
Pn 1 |3 22 333 355 9208 9563 76149 314159
n 1 1 7 106 113 2931 3044 24239 100000

L _Pn 3 22 333 355 9208 9563 76149 314159

" g 1 106 113 2931 3044 24239 100000

Tabell 5: "Eulers 7"

n -2 —-1]0 1 2 3 4 5 6

an 3 7 15 1 292 1 1

P 1 |3 22 333 355 103993 104348 208341

n 1 1 7 106 113 33102 33215 66317
P 3 22 333 355 103993 104348 208341

" e 1 7 106 113 33102 33215 66317

Vi anvinder mu formeln fran ekvation 3.0.9 | &, = Pn _ S och sétter in respektive virde

qn anGn—1 + qn—2
i tabell 4. Har har vi alltsa i utrdkningen avrundat 7 till 3, 14159 och utifran dessa decimaler rdknat ut
kedjebraket och dess konvergenter. Konvergenterna ger oss i sin tur béttre och béattre uppskattningar
av talet som vi utgar fran och vi ser att den sista konvergenten helt 6verensstimmer med talet. Tabell
5 visar motsvarande virden for "Eulers 77, en béttre approximation av 7 & [3; 7,15, 1,292, 1, 1]. Vi ser
i tabellerna att konvergenterna 6verensstammer till och med ¢ = 3 och vid jamférelse av de numeriska
viardena som fas fran konvergenterna sa gar det att avgéra fran vilken decimal som talen skiljer sig at.
Detta askadliggors i tabell 6.

Talet m = 3,1415926535897 ... = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...] kan jamforas med nagra av kon-
vergenterna fran 3,14159: % = 3,0 har ratt heltal men fel fran forsta decimalen, % = 3,14286 ratt
heltal och tva rédtta decimaler och % = 3,1415929. ... Redan vid 7 = 3 far vi alltsi ett virde som &r
ratt till sjunde decimalen. Det bor dock noteras att efter ¢ = 3 sa skiljer sig kedjebraken och konver-
genterna av 3, 14159 fran 7’s. I tabell 6 ser vi att 3,14159’s konvergenter just konvergerar mot 3, 14159
och efter ¢ = 4 ser vi att konvergenterna och de numeriska vardet for "Eulers n”, istéllet konvergerar
mot ett tal ndrmre 7 &n 3, 14159.

En intressant detalj kring just 7 &r att dess partiella kvoter inte heller senare verkar visa upp nagon
regelbundenhet till skillnad mot en annan kénd utveckling ndmligen den som ges av e

1

e=[21,2,1,1,4,1,1,6,.. ] =2+
1+

2+

1+

1+
4+
14+ ——
1
1+

6+

Om vi manipulerar kedjebraket for e genom att subtrahera 1 sa ser vi att regelbundenheten blir &n
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4 KEDJEBRAK OCH IRRATIONELLA TAL

Tabell 6: Konvergenter och numeriska véarden

Konvergenten till | Konvergenten till | Numeriskt virde | Numeriskt virde
314159, 2% | "Eulers 77, 2% | 3,14159 "Bulers 7
dn qn
n
0 5 5 3,0 3,0
1 1 ) 9
22 22
1 - - 3,14285. .. 3,14285. ..
2 533 533 3,14150 3,14150
m m 9 ... ) ...
3 59 59 3,1415929 3,1415929
E m 9 ... 9 ...
4 —9208 103993 3,141589 3,1415926530
2931 33102 ’ - ’ -
5 9903 104345 3,14159001 3,1415926539
3044 33215 ’ - ’ -
6 S1459 208341 3,14159 3,141592653467
100000 66317 ’ ’ '”
mer tydlig

e—1=1[1;1,2,1,1,4,1,1,6,.. ].

Det gar dven att manipulera kedjebraket av w for att fa regelbundenhet men d& maste vi franga den
enkla form som héar har anvénts. Euler [3, § 368, s. 310-312] visar exempelvis att

1

i
4 12
1+

32
52
24—
24

2+

24+ "

Vi ska nu ga in pa mer specifika typer av irrationella tal.
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5 Periodiska kedjebrak

I det héar avsnittet ska bland annat visas att periodiska kedjebrak representerar det som pa engelska
heter quadratic surd och har 6versatts till kvadratiskt irrationellt tal.

Definition 5.1. Ftt kvadratiskt irrationellt tal ar ett tal som kan skrivas pa formen

+bvd
ai’ a,b,c € Z, ¢ > 0 och dir d inte dr en perfekt kvadrat.
c

Ett ekvivalent villkor till definitionen &r foljande lemma.

Sats 5.2. Ett tal dr kvadratiskt irrationellt om och endast om det dr en losning pa en kvadratisk
ekvation

ar’+pr+~v=0, «,B,y€Z, dird=p>—4ay inte ir en perfekt kvadrat. (5.0.24)

Beuis. Ett kvadratiskt irrationellt tal, , kan enligt definition 5.1 skrivas som x = M dér a,b och
c ar heltal ¢ # 0 och d &r inte en perfekt kvadrat.

CH_Z)\/CT s cr—a=b/d

s(cx—a)?=b0d < A2®—2cra+a®—-0*d=0

& (*)x? — (2ca)r + (a® — b*d) =0, dir a,b, ¢ och d #r konstanter.

Sa vi ser att = ges av en kvadratisk ekvation. Men om vi anvinder oss av ekvation 5.0.24 sa ser vi att

vi kan skriva varje 16sning for ekvationen pé formen % VD
T
az2+ﬂx+'y:0<:>$2+ﬂ—:—l
@ @

AN AN B _ By
‘:*(“za) ‘<2a) —‘a‘:’(“m) T2 o

_ g2 v B [BP—day B E£\/PP—day - f
Sr=44/— L — = =44/ =—" = — _
40?2 a 2« 402 2a 2a

Nu ser vi att ekvationen dr pa ritt form om P = —3, D = 8% — 4oy och Q = 2«. Nu kan vi skriva det
kvadratiska irrationella talet x = % dér P,Q och D ar heltal Q # 0 och D > 0 &r inte en perfekt
kvadrat.

O

Dessutom kan vi se att @ delar D — P?

B2 —doy — (=B)° _ —doy _

2a 20

Det finns egentligen tva olika typer av periodiska kedjebréak som, for den hér uppsatsen, ar av

intresse. Den forsta typen ar de kedjebrak som &r fullstdndigt periodiska, pa engelska purely periodic

continued fractions, det vill sdga att samma partiella kvoter upprepas om och om igen ett oédndligt antal

ganger. Den andra typen ar de kedjebrak som efter en viss punkt blir periodiska, det vill sdga efter en

viss partiell kvot blir periodiskt och de resterande partiella kvoterna darmed upprepas oéandligt, i en
bestdmd ordning. I bevisen och exemplen nedan kommer vi anvinda R,, som resten av kedjebraket.

2. (5.0.25)

Definition 5.3. Om x = [ag; a1, as,...] sd kallar vi Ry resten eller den kompletta kvoten frin a,,. Vi
definierar sa R, enligt:

Ro = [ao;al,ag,ag, .. ] =T
Ry = [ay;a2,a3,.. ]

R2 = [az; as, . . ]

R, = [an, Gpt1,- -]
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5 PERIODISKA KEDJEBRAK

Det innebar ocksa att vi kan skriva

N 1 R 1
r=a)+ — <& = .
0 Ry ! T — ag

(5.0.26)

Ett exempel pa den forsta typen av kedjebrak som ndmnts ovan, alltsa ett fullstdndigt periodiskt,
ar kedjebraket som ges av det gyllene snittet

1+V5 1
- —1:1,1.1,....
5 + N [1;1,1,1,.. ]
1+

1+

1

1+

Vi ser har da att om x ges av kedjebraket [1;1,1,...] s& géller x = Ry = Ry = Ry = ..., enligt
definition 5.3. Om vi d& anviander ekvation 5.0.26 s& far vi
1

1
=14+ —=14+ -
T +R1 +x

Alltsd far viz =1+ % och vi far da den kvadratiska ekvationen

2 ].

—z—-1=0&@—-2)?-1--=0
¢ -z (x 2) 1
1 5 1 5
Sr=-44/2 =42
TT9FV1 T2
1++5 1—+5
=T = 5 , X9 = 5 <0

Vi ser att det gyllene snittet ar en av 16sningarna pa ekvationen medan den andra 16sningen ar negativ
och faller saledes bort eftersom kedjebraket uppenbarligen &ar positivt.

Ett par exempel pa den andra typen, de som blir periodiska efter en viss partiell kvot, dr v/2' och
V3. Dessa forklaras ocksé nedan i fortydligande exempel. P4 sidan 24 visas hur vi gar fran kedjebraket
till talet v/3 och det omvénda, hur vi gar fran v/2 till dess kedjebrak, visas senare pa sidan 27.

1
V?=1+————T——=uﬂﬂ@,q
2+
1
2+
2+
1
V3 =1+ 1 =[1;1,2,1,2,..].
1+
2+ !
1
1+
24+ .

Periodiska kedjebrék brukar i sin férkortade form skrivas med ett streck 6ver de partiella kvoter som
upprepas fallen ovan blir det da alltsa

[1;1,1,1,...] = [I]
[1;2,2,2,...] = [1;2]
[1;1,2,1,2,...] = [1;1,2]

Exemplen ovan ger oss de generella fallen nedan dér vi i bada fallen forutsatter att det inte finns nagon
kortare upprepande form av partiella kvoter. Nedan &r talet « ett fullstdndigt periodiskt kedjebrak och
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talet 5 ett kedjebrak som blir periodiskt efter en viss partiell kvot. I fall tva, 8, forutséitter vi dessutom
att den icke upprepande delen av partiella kvoter inte innehaller en kopia av de partiella kvoter som
sedan upprepas

a = |ag;a, az, - -, an)

B=1b0;b1,. - bnybptty ... bm], m=n+1.

I avsnittet 4 bevisades sats 4.3 som séger att varje oéndligt kedjebrak representerar ett irrationellt tal
och darfor kan slutsatsen dras att de periodiska kedjebraken representerar irrationella tal. Det gar dock
att specificera denna slutsats till en ny sats som bevisas av Euler |2, § 20, s. 309-311]. Beviset nedan
ar dock i stora delar baserat pa Rockett och Sziisz |10, kap. 3, Theorem 1, s. 40-41] som anvénder
konvergenter och annan liknande terminologi fran tidigare avsnitt.

Sats 5.1. Om talet © har ett periodiskt kedjebrik sa dr x ett kvadratiskt irrationellt tal.

Bevis. Lat x = [ag; a1, ..., ay). Vi kan da skriva x = [ag; a1, ..., an,z] och enligt lemma 3.2 s& kan vi
da skriva
x = [ag;a1,...,ap, x| = IPn + P
Tqn + qn—1
g IL’(an + Qn—l) —xpp — Pn—1 =0
& @ + (g1 — Pn)x — pu_1 = 0. (5.0.27)

Eftersom kedjebraket &r odndligt vet vi att x &r irrationellt. Vi vet ocksa sedan tidigare att qn, ¢n—1
och p,_1 ar heltal och dessutom att ¢, > 0. Det betyder att det bara finns irrationella 16sningar till
ekvationen 5.0.27 och allts& ar x ett kvadratiskt irrationellt tal.

Lat nu x = [ap;a1,...,0n, Gnil, Gni2, -+, Gnyi). Vi kan da sdtta m = n + i och later R4 =
[@n+1; Gnt2, - -+, Gm) och vi ser nu att R,y ar ett periodiskt kedjebrak av lingd i. Sedan anvénder vi
beviset ovan for att fa R,411 = [an+1;@nt2, - - -, Gm, Rnt1]. Vi har nu alltsa tva ekvivalenta ekvationer
for x

Ry1 prn+ D1

T =lag;ai,...,an, R = 5.0.28
[ 0n T n+1] Rn+1 Qn + Qn-1 ( )
och
RTL—H Pm—1+ Pm—2
T =(ag;G1,.-.,0n,Ant1,0 e O, R = . 5.0.29
[ 0, %1, ny Un+1, Un42, y Um n+1] Rn+1 Gt i G2 ( )
Vi kan da l6sa ut R, 1 ur ekvationerna enligt
Ryy1 pn+pna
T = S 4+ qn—1) —Pn-1 =R
Rot1 qn + gno1 (an qn ) Pn n+1 Pn
& Tqu-1 — Pn-1 = Ryy1 Pn — TRyy1 qn
Tdn—1 — Pn—1
& Ryyy = dnz1 7 Pnt
Pn — Xqn
och pa samma séatt fas
Ryi1 pr—1 + Pm—2 Tqm—2 — Pm—2
g— ot Pmot TPm=2 o Hmo2 T P2 (5.0.30)
Rn—i—l Qm—1 + gm—2 Pm—1 — Tqdm—1

Dessa ekvationer stalls sedan mot varandra och vi far en kvadratisk ekvation i x:
Tdpn—1 — Pn—1 . Tdm—2 — Pm—2

DPn — Tqn Pm—1 — Tqdm—1
S (2Gn—1 — Pn—1) Pm-1 — Tqm-1) = (ZGm—2 — Pm—2)(Pn — Tqn)

23
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Tabell 7: Exempel 5.1.1

n|-2|-1]0]1]2
an 1[1]2
pn| O | 1 |1]2]5
an | 1 1]1]3.

< (Qm—Q gn — Qgn—1 C]m—l)m2 + (Qn—l Pm—1+DPn—1 Gm—-1 — Gm—2 Pn — anm—Q)x +
+ (pm—Q Pn — Pn—-1 pm—l) =0.

Vi kan dra slutsatsen direkt fran ett odndligt kedjebrak att x &r irrationellt och eftersom det
ar en losning pa en kvadratisk ekvation sa ar det kvadratiskt irrationellt. Men det foljer dven av
resonemanget att enligt ovan ar x ett kvadratiskt irrationellt tal savida inte ¢n—2 ¢n = @n-1 Gm—1,
vilket skulle innebéra att ¢,,—1 delar ¢;,,—2 g,. Men vi ser fran ekvation 3.0.10 att ¢,,—1 och g2 &r

relativt prima vilket innebér att ¢,,—1 maste dela ¢, vilket ju dr omdjligt eftersom ¢,—1 > ¢,. Vilket
innebar att z ar ett kvadratiskt irrationellt tal.

Ett fortydligande exempel:

O

Exempel 5.1.1. Vi kan utgd frén exempelvis det periodiska kedjebraket z = [1;1,2] och rikna ut
vilket tal detta representerar. Vi har alltsa

om vi sitter Ry = [1;2] sa kan vi enligt 5.1 skriva

Vi kan da skapa en tabell utifran konvergenterna (se kap. 3) till z: Vi kan sedan anvénda ekvatio-
nerna 5.0.28 och 5.0.29 for att fa fram tva ekvationer for x i Ry

xr =

R1'1+1_R1+1
Ri-1 R

Ry-5 S5R1 +2

YT R 341 3R +1°

I nasta steg loser vi ut R; i bada ekvationerna

xr =

_5R1—|—2
x_3R1+1

<:>(3$—5)R1:2—3?<:>R1:

Vi kan nu fortsatta med

_R1+1

r—1 3z-5

2—x
3r -5

&3r—-5=2—-z)(r—-1)

1
<:>$R1:R1+1<:>R1($*1):1<:>R1:7

r—1

& (BRi+ 1)z =5R +2< 3zR —5R =2 —1x
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5 PERIODISKA KEDJEBRAK

&3r—5=2r—2>-2+zx 22 =3

=2z=13 , eftersom x uppenbarligen ar positivt.

Sats 5.2. Om x ar ett kvadratiskt irrationellt tal sa dr x ett periodiskt kedjebrak.

Beviset ar baserat pa Rockett och Sziisz [10, Second proof, Theorem 2, Chapter III| och &r en
version av Lagranges [5, § 34-35, ss. 606-609] bevis vilket anses vara det forsta beviset for satsen.

Bevis. Vi vet sedan tidigare att om x = [ag; a1, a2, ...] sd &r [z] = ap och om Ry = [a1;ag,...] s& ar
T =ag+ R% vilket ger Ry = x_lao. Vi vet att x ar ett kvadratiskt irrationellt tal, alltsd pa formen
x = PtYD v yill visa att Ry &r ett kvadratiskt irrationellt tal som kan skrivas péa formen M.
Vi soker en formel for Ry och vill siledes ha ett allmént uttryck for P; samt Q1. Vi samlar ihop detta
och far

B Po—i-\/D

Qo

Ry — r 1 _ Qo
! T — ap POE\/D —ap Py—agQo+ VD
0

r = Ry

(f(’jrlanger med konjugatet av (Py — apQo) + VD' )
Qo (Po—aoQo—\/ﬁ) B Qo (Po—aoQo—\/ﬁ)
(P~ Qo+ VD) (B~ aoQo — VD) B = 2Poao@o +(aoQo)’ =D

-1
<multiplicerar taljare och namnare med ())

Qo
_aQo— P+ VD
[ D+2PyaoQo—(a0Qo)>—P2Y
Qo

Hér kan vi nu plocka ut P; och @)1, ndmligen

Py =apQo — Py
D +2PyagQo — (aoQo)? — P
Q1= 0 -

Notera att P; &r ett heltal da ag, Qo och Py alla &ar heltal och ()1 &r ett heltal, ty

_ D + 2PyapQo — (aoQo)* — P} D (- aoQo)* _

Qo Qo
_b-m

= € Z, enligt ekvation 5.0.25.
Qo

Har ser vi ocksé att Q1 ar skilt fran 0 eftersom D inte ar en perfekt kvadrat. Vi kan fortsitta pa samma
satt for att fa

1

P,=a1Q1 - P
0 D +2Pia1Q1 — (a1@Q1)? — P D— P}
2= = :

Q1 Q1

Nu har vi sett att &ven Ry kan skrivas pa formen 131571‘/5 och pa samma sétt kan vi bestdmma Rs, Rg, ...
och alltsa allmént

Pt = an Qn — P, (5.0.31)
D + 2PnanQn - (anQn)2 - Pr% _ D - P7%+1

o o (5.0.32)

Qn—l—l =
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vilket ger
P VD
Ryyy = i P VP (5.0.33)
QnJrl
Detta kan vi anvanda tillsammans med sats 5.1 och far d&
Rnpn—l + Pn—2
xr=Ry=lag;a1,a9,..., Ry = ———.
0 [ 0> €2 n] RnQn—l + gn—2

Vi har ovan ocksa visat att R,, = P"Zr?i‘/ﬁ. Vi kan da inféra den konjugerade formen av R,,, R, = c»
som

_ P,—VD
Qe

Observera att R,, alltsa inte dr det komplexa konjugatet.Vi far da

Cn

CnPn—1 + Pn—2
o= """ & co(Caln-1+ Gn-2) = CnPn-1+ P2
CnQn—1 + qn—2
- CoCnQn—1 + COQn—2 — CnPn—1 = Pn—2

~ Cn(coqn—l - pn—l) = Pn—2 — CoQ4n—2

co — Pn—2
PN _ Pn—2 — CoQn—2 _ _COQn—2 — Pn—2 _ _Qn—2 . 0 qn—2
C0Gn-1—Pn-1  €0Qn—1—Pn-1  Gn-1 C0— "=y
Nu anvander vi att ¢, > qn_1 > gn_2 > ... och ser att kvoten
=2 . (5.0.34)
Gn—1

Vi kan ocksa anvénda att Z—” — = nér n — oo (definition 3.6) vilket gor att vi kan skriva

Pn—2

co — Bn=2
c% =1+e¢,, dare,— 0,nir n — oco. (5.0.35)

R

dn—1

Tillsammans ger da ekvationerna 5.0.34 och 5.0.35 att —1 < ¢, < 0 for stora virden pa n. Detta
resultat tillsammans med att vi redan vet att R, > 1 medfor att vi for stora virden pa n kan dra flera
slutsatser:

2D’
Qn

1. R,—c, >0 =

>0 = @Q,>0

_Pt+VD P,—VD P+ VD (P, ~VD)

ty O<R,—c,= =

Qn Qn Qn
2v/D
= Qn > 0.
Qn
2P,
2. R,+c, >0 :>Q—>O = P,>0
P,++vD P,— D P,++vD P,—+vD
ty O<R,+c,= + + = i all ):
Qn Qn Qn
2P,
=— = P,>0.
Qn

3., <0 == P,—vD <0 = P,<vVvD.
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P,—+vD
_— >

4. ¢, > —1 0 -1 = VD —-PF,<Q,.
P,++vD
5 R, >1 T>1 = P,+vD >Q,.

Nu har vi alltsi att P,,Q, € ZT,0 < P, < /D och 0 < VD — P, < Q, < VD' + P, vilket innebér
att det finns ett dndligt antal mojliga varden pa pa P, och @,, och eftersom kedjebraket &r odndligt sa
maéaste de upprepas. Vi ser ocksa i ekvationerna 5.0.31, 5.0.32 och 5.0.33 att R,,+1 bara &r beroende av
termerna fran I,,. Det innebér att nér en partiell kvot a; upprepas, det vill sdga nér a; = a; for i < j
och nar samtidigt P; = P;j och Q; = (); sa kommer sekvensen av partiella kvoter efter a; och fram till
a; att upprepas i samma ordning.

[CL(); Alye ey Ay Qj41y - - - ,aj, aj+1, .. ] = [ao; Alye e oy iy Q415 - - - ,aj,l], a; = aj.
Alltsa ar kedjebraket periodiskt efter en viss partiell kvot. O
Ett exempel for att fortydliga hur rdkningarna gar till i praktiken:

Exempel 5.2.1. For att hitta kedjebréaket till V2" anviinder vi alltsd formlerna

Poi1+vD
Rpp1=—F—+—7—
Qn—H
PnJrl :Qnan_Pn
D — P2
Qn-i—l = an+1 .
Vi har sedan tidigare ocksa att
x = [Ro] = Ro
1
= . R = —_—
x = [ag; R1] = ap + i
1
x = [ap; a1, Ra] = ap + .
ay + E

och sa vidare. Vi bérjar nu med att ta fram ag, Py och Qo till v/2". For att finna ag utnyttjar vi att
ap = |xz] och eftersom 1 < V2 < 253 ar ag = 1. Nasta steg blir att pa ett enkelt vis skriva om V2 si

att vi far talet pa formen 130570‘/5:

ﬁ:0+ﬁ

1

och vi ser att D =2, Py =0 och Q¢ = 1. Nu anvénder vi formlerna fran ovan:

PleoaQ*P():l'l*O:l
D-pP 2-1%

:>Q1: Qo 1 1
P, ++vD 1 2
= R, = 12 = +1f=1+ﬁ
1

1
1+v2
Precis som ovan anvénder vi att a; = [R1] och eftersom 2 < 1+ V2" < 3 4 far vi att a; = 2 och vi

kan nu anvinda formeln igen:

och vi kan nu skriva v2' = ag + R% =1+ vilket leder till nésta steg i processen, att hitta a.

szQlal—P1:1~2—1:1
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D—-pP; 2-1%

= = = 1
Q2 o .
Py ++D 1 2
S Ry= 2TV +*F=1+\F=R1.
Q2 1
Vi ser redan nu att processen kommer upprepas i all odndlighet och alltsé far vi
1 _
VE =g = 17
24

2+ .

Ett exempel med lite mer rakning ar /29 .

Exempel 5.2.2. Vi anvinder som tidigare formlerna

D - P} Pyi1+vD
Prit = Qnan = Po Quir = = &5, Ragy = =5
n Qn+1
Nista steg ar att skriva om /29 pa formen P+VD’ o} sedan ta fram Qo, ag och Py:
Q

0+ /29
V29 =Ro=%

Py=0, Qu=1 5<+v29 <6= [V29]|=aq=5.

Vi fortsdatter med Ry, Ro, .. .:

29 — 52
P=1-5-0=5 Q= - —4
5 2
:>R1:£
4
f— 1 1
29 :a0+R71:5+5+>4/E
29 -9
(Ll:LRlJ:Q, _P2:42_5:37 Q2: 1 =5
3 2
:>R2:ﬂ
5
1
V29 = [5;2, Ry =5+ 1
2+3+\/E
5
29 — 4
CL2:LR2J:1, P5:51—3:2, ng 5 =5
2 29
:>R3:i
5
1
V29 = [5:2.1 Ry =5+ ——————
24+ ———
1 1
+2+¢ﬁ
5
29 -9
Q/BZLR3J:17 P4:51—2:3, Q4: 5 :4

3+v29
=Ry =
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— 1
2 :[572a1717R4]:5+ 1
2+
1
1+
1 1
T e
4
29 — 25
as=|Ri| =2, Pi=4-2-3=5 Qs=""T"=1
V2
:>R5:y:5+\/29
S 1
2 :[5727171727R5]:5+ 1
2+
1+ !
1+ !
2+ !
5429
29 — 25
a5:LR5J:10, Ps=1-10—5=5, Qg= ; =4

5429
===

Nu ser vi att Rg = Ry eftersom Py = P, Q¢ = Q1 och D ar alltid 29. Det innebér att fran och med
Rg s& kommer kedjebraket att upprepa de partiella kvoterna 2,1, 1,2 och 10 vilket alltsa innebér att
kedjebraket ges av

= Rg

V29 = [5;2,1, 1,2, 10].

I de bada exemplen ovan s kan vi notera ett intressant ménster. Vi har v/2' = [ag; a7] dér ag = 1
och a; = 2. Vi har ocksa /29 = [ag; @1, G2, a3, a4, a5) dir ag =5, a1 =2, ag =1, a3 = 1, ag = 2 och
as = 10. Vi ser da monstret att den sista partiella kvoten i perioden &r 2 - ag i bada fallen och det ska
visa sig att detta inte &r nagon slump.

5.1 Reducerade kvadratiskt irrationella tal

Vi har ovan visat att om x &r ett kvadratiskt irrationellt tal sa ges x av ett periodiskt kedjebrak. Vi ska
nu visa att alla reducerade kvadratiska irrationella tal, fran engelskans reduced quadratic irrational [10,
stycke 4.4, s. 100], ges av fullstandigt periodiska kedjebrak. Dessutom ska vi visa att de irrationella tal
som ar kvadratrotter av icke-kvadratiska tal ges av kedjebrék péa formen [ag;aq, ..., 2ap]. Definitionen
av ett kvadratiskt irrationellt tal aterfinns pa sidan 21. Vi kan nu lagga till vad som géller for att ett
kvadratiskt irrationellt tal ocksa ska vara reducerat.

Vi definierar ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal som ett specialfall av kvadratiskt irrationella
tal enligt foljande:

Definition 5.1.1. Om =1 = % > 1 och —1 < 29 = # < 0 ar tva rétter till en kvadratisk
ekvation ax® + Bx +~v =0, dir P = —f3, Q =2a > 0 och D = 82 — 4oy > 0 och D r inte en jimn

kvadrat, sd sdges x1 vara ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal.

Lagg mérke till att x5 ges av det konjugerade virdet av x1. Utéver att P, QQ och D &r heltal kan
vi fran definitionen dra flera slutsatser:

1. P>0
ty
— >0

Q Q Q

P++vD P—+D 2P
1tz >0 & + + =
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2. vD > P

ty
T P_\/ﬁ<0
T Q
3.VD' —P<Q
ty
—4<P1;ﬁ & —Q<P-vVD
4. Q<VD +P
ty

<P+\/17
Q

Sa viharalltsta 0 < P < VD, VD — P < Q < VD' + P < 2/D och 1 < D. Dessa olikheter gor
att vi for varje fixt varde pa D endast kan ha ett dndligt antal P:n och @Q:n, vilket i sin tur innebar att
det finns ett dndligt antal kvadratiska irrationella tal for varje fixt viirde pa D. Observera ocksa att det
alltid finns minst ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal for varje varde pa D. Lat x1 = b+ VD' dar
b= |V/D'|. Da far vi trivialt att 1 > 1. Lat ocksa x5 = b— /D’ sa far vi lika trivialt att —1 < x5 < 0.
Nu ser vi att x; och x4 &r rotter till den kvadratiska ekvationen 2 — 2bx + b2 — D = 0.

Vi har ovan i sats 5.2 visat att om

1 Q< P+VD

_P+yVD

T = Ry
Q
sa kan vi skriva )
Ry = —
0= ao+ I

dér R, = 2D

o Vi anvinder oss fortsdttningsvis precis som tidigare att:

- P—-vD
L&t x vara ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal. Nu ska vi visa att R; ocksa &r ett reducerat
kvadratiskt irrationellt tal genom att visa att Ry > 0 och det konjugerade viirdet, Ry = ¢, ligger
mellan —1 och 0. Vi har tidigare visat att R; = a; + 1% > 1 och kan séaledes fokusera pa att visa att
—1 < ¢1 < 0. Vi har att

1 1
Ry=ay+—=— & R =—"—
0 0 i 1 Ro — aq
och om vi da tar det konjugerade viardet av R; sa far vi
1 1
Ccl = = — = Cgp — Q.
Co — Qg C1

Vi vet enligt forutsdttningarna att ¢y < 0 och 1 < ag vilket ger oss ¢y — ag < —1 och alltsa
—1<c <O.

Iterativt kan vi nu visa R, &r ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal, for varje n, och saledes &r
—1<e, <O.

Sats 5.1.2. Lat x vara ett kvadratiskt irrationellt tal. Kedjebraksutvecklingen for x dr da fullstindigt
periodisk om och endast om x dr reducerat.
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Bevis. Om vi har ett fullstdndigt periodiskt kedjebrak [ag;at, .-, an_1] s& innebéar det att ag = ay,. Vi
vet att ag > 1 eftersom a,, > 1 och alltsa ar x > 1. Vi kan pa samma sétt som i sats 5.1 anvinda att
T = m & ur” 4 (qn-1—Pn)T — pp-1 = 0.

Lat

F@) = @ny® + (Gn-1 = Pn)y — Pn-1.
Eftersom att for positiva ag har vi ag =pg < p1 < p2 < ...pn < ...sd vet vi att

flx)=0

f(0) = —pn-1<0

f(=1) = (g0 — @n—1) + (Pn — Pn—1) >0,

vilket innebér att vi maste ha ett till nollstélle for f(z) mellan —1 och 0. Vi vet enligt forutsiattningar-
na for kvadratiskt irrationella tal att denna rot ar det konjugerade virdet av x och alltsa &dr x reducerat.

Om vi nu forutsétter att x ar ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal sa vet vi enligt definition
5.1.1 att x = Ry, R, > 1 och —1 < ¢, < 0. Anta nu att = inte ar fullstdndigt periodiskt utan istéllet

har formen [ag;a,...,an, Gpi1,-- -, am). Vi har da att
1
Rn+1 = Qp+1 +
Rn+2
1
Rpmi1 = amyr + .
Rm+2

Da vet vi ocksa att a,, # an, eftersom det skulle innebéra att periodiciteten skulle borja med a,, istéallet.
Men eftersom vi har R, 11 = Ry,11 sé far vi

1 1
— | am + =Qn—am =AF#0, MNEZ.
Rn+1> < Rm+1> 7

Precis pa samma sétt har vi att ¢, — ¢, ar ett nollskilt heltal men samtidigt vet vi att —1 < ¢, —c¢, < 1
vilket ger en motsagelse. Alltsd maste a,, = a,, och det innebar att x ges av ett fullstdndigt periodiskt
kedjebrak. O

R, — R,, = <an+

Nu kan vi bevisa foljande sats:

Sats 5.1.3. Om D > 0 dr ett heltal som inte dr en perfekt kvadrat sa skrivs kedjebriket av v D pa
formen

VD' = [ag; a1, 2a0).
Bevis. Lat x = v/D'. Vi ser direkt att vi kan skriva \/17 pé formen % genom att sitta P = 0 och
Q=1
VLR
Alltsa &r x ett kvadratiskt irrationellt tal. Vi har ocksa att /D' > 1 men déremot ligger inte —/D'

mellan —1 och 0 och alltsa &r = inte reducerat enligt definition 5.1.1. Vi vet sedan tidigare att vi kan
skriva

T =[ap;a1,...,0n, Gnil, -, Gm| = ao +
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5.1 Reducerade kvadratiskt irrationella tal 5 PERIODISKA KEDJEBRAK

Nér x = VD sa éar da ap = [V D |. Det innebér att vi kan skriva o = 2 +ap = v'D + [V D | och detta

tal 4r reducerat eftersom de tva kraven som stélls pa rotterna dr uppfyllda. Vi har

a=vD+|VD] >0
-1l<a=-VD +|VD| <0

Vi kan da skriva det nya talet « enligt:

1
a=zx+ap = [2a0;a1,...,an,2a9,0a1,...] = 2ap + N ,
a1 +
1 ' 1
. an _|_
2a0 +
ap +
det vill séga, vi har ett fullstindigt periodiskt kedjebrak. Men d& &r
1
a—ay=z+ap—ay = 2a0 + N —ap =
ay +
1 . 1
. an +
2a0 +
a; + -
1
=aqg+ ; = lag;a1,...,an,2ap,a1,...,an,2a9,a1,...].
ai +
1 ' 1
ay +
2a9 +
ap + -
Vi ser nu att x ar fullstdndigt periodiskt efter ag:
x = lag; ay, ..., 2ap).

Vi har alltsa kommit fram till den eftersdkta formen av kedjebrak.

O

I nésta del kommer vi fa anvdndning av den hér typen av rdkningar nér vi visar en metod att l6sa

diofantiska ekvationer av grad 2.
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6 PELLS EKVATION

6 Pells ekvation

Den ekvation som vanligtvis kallas Pells ekvation ser som bekant ut som foljer, om D och N &r givna
heltal och D > 0 inte ar en perfekt kvadrat

z? — Dy* = N.

Det gar att med hjalp av kedjebrak och dess konvergenter 16sa denna typ av ekvationer. Men vi
ska hédr gora det lite enkelt for oss genom att begrédnsa Pells ekvation till att innefatta N = &£1.
Metoden framgar nimligen med onskad tydlighet dven da.” Vi kommer ocksa se att metoden alltid
hittar 16sningar till ekvationer av typen z? — Dy? = 1 medan ekvationer som 2> — Dy? = —1 ibland
saknar en l6sning med metoden. Det kan ocksa visas att alla 16sningar faktiskt hittas med metoden,
men beviset visas inte har. De verktyg vi behover for att 16sa en ekvation av den hér typen aterfinns i
avsnitten om konvergenter sidan 9 och periodiska kedjebrak sidan 21.
Vi har i avsnitt 5.1 visat att om

v = VD' = [ag; a1, -~ Gn; Gnil) (6.0.1)
s& &r apy1 = 2ag. Vi har ocksa visat att
VD' +ag = [2ag; a1, -, )
och vi kan darfor skriva VD + ag = Ry +1. Nu kan vi kombinera dessa och ser att
VD = [ag; a1y ..., an, Ryt1].
I nésta steg anvander vi lemma 3.2 och kan da skriva om ekvation 6.0.1 som

VD = Ryt1 pn + Pn—1
Rpt1 qn + gn—1

Vi vet ju att R,41 = VD + ag och vi kan d& skriva om ekvationen igen enligt
( D + aO) Pn + Pn—1
VD= ¥
(\/D + ao) In + Gn—1
< VD (vD n + aOQn) + VD gn—1 = aopn + pn—1 + VD pn
& Dgn+ (aogn + gn-1)VD = (aopn + pn-1) + paVD.

Nu ser vi att Dgy, (aoqn + gn—1), (aopn + pn—1) och p, alla &r heltal vilket innebér att ekvationen
kan skrivas pa formen a + bv D = ¢+ dv D . Den enda méjliga 16sningen &r da a = ¢ och b = d vilket
innebéar

DQn = apPn + Pn—1 o Pn—1 = DQn — appPn
aoqn + gn—1 = Pn n—1 = Pn — G04n
For att komma vidare anvinder vi sats 3.4 dar vi visat att for n > 0 géller

Pndn—1— qnpn—1 = (—1)""".
Vi sétter da in de vérden vi har foér ¢,_1 och p,_1 och far

pn(pn - aOQn) - Qn(DQH - aﬁpn) = (_l)n_1
g pi — Pn@04n — in + gnaopn = (_l)n_l

"For 16sning av den mer generella typen se exempelvis Rockett och Sziisz Continued Fractions [10, kap. 4, § 1, ss.
64-69].
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6 PELLS EKVATION

& pp—Dg = (-1)"".
En snabb jamforelse med Pells ekvation ger att

L =DPn, Y={(qn

ar en 16sning.

Eftersom k,, = Z—Z s& kan vi genom att rikna ut de partiella kvoterna for /D' och sedan stélla upp
en tabell med konvergenterna snabbt ldsa av x och y fran respektive p, och ¢,. Vi ser ocksa att de
ekvationer dir indexet n &r jamnt ger oss —1 och de ekvationer déar n ar udda ger 1. Den konvergent vi
soker ar alltsa alltid den nést sista i perioden. Vardet pa den partiella kvoten kommer da alltid att vara
samma men vardet pa den konvergenten kommer att forandras. For varje period véxer virdena pa det
sOkta p- och ¢-viardet. Detta dr anledningen till att vi alltid kan finna heltalslésning till ekvationer av
typen 22 — Dy? = 1. Eftersom att om ekvationen, med virdena pa p, respektive g, i forsta perioden
ger viardet —1 och det sokta virdet &r 1 s& innebér det att vi har ett jimnt viarde pa indexet n. Vi kan
da helt enkelt ga till nésta period dér indexet da kommer vara udda. Ty

[a(J; ag,... >a2n—1] - [ao; aly...,02n—1,02n, - ., 0‘2(271—1)]1

a1 = Q2n, A2 = A2n+1; -+, A2n—1 = A2(2p—1)

Och vi ser da att 2(2n — 1) naturligtvis maste vara jamnt vilket innebér att indexet fore, alltsa det
nést sista i perioden och sokta, ér udda.

Déremot gar det inte alltid att hitta en heltidslosning till ekvationen 2> — Dy? = —1; vilket foljer
direkt fran ekvationen p? — Dg2 = (—1)"~!. Detta eftersom att om vi liigger ett jimnt antal partiella
kvoter till ett udda a kommer det totala antalet fortfarande vara udda.

VDi = [ag; a1, @an1)s  asn—1 = 2ag
/Dy = [bo; b1, banl,  ban = 2by.

Hér foljer tva fortydligande exempel.

Exempel 6.1. Vi borjar med att rikna ut = och y fran ekvationen 22 — 14y? = 1. For att hitta de
partiella kvoterna till v/14 anvénder vi metoden fran sats 5.2. Kom ihag att a,, = | R, | samt formlerna:

PnJrl:anQn_Pn

D — P,
QnHZTH
Pn+1+\/D
Rppn=—F7"77—7-—7.
QnJrl

Vi skriver d& om /14 pé formen % och sedan anvéande vi formlerna.

0+ +v14
Vl :R0:;7 a0:3, P(]:O, Q():l.

1
PL=3-1-0=3, Q1=14I32=5
= Rlz?ﬁg/ﬂ, a; = 1.
P,=1-5—-3=2, QQZM;QQ:Q
= R2:2+2\/ﬂ, as = 2.
Py=2.2-2=2, Q3:14;22:5
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6 PELLS EKVATION

Tabell 8: Exempel 6.1

n|-2 —-1/0 1 2 3 4
an 3 1 2 1 6
Pn | O 1 |3 4 11 15 101
qn | 1 1 1 3 4 27
24+ 4/14
= R3:+T, CL3:1.
14 — 32
P,=1-5-2=3, Q4= 53 =1
3+V14
= R4:+T, ay = 6.
14 — 32
Ps=6-1-3=3, Q¢= 1 =5
3++V14

5

Nu ser vi att vi ér klara eftersom Rs = Ry och vi far v/14 = [3; 1,2, 1, 6]. Nista steg blir att anviinda
metoden for konvergenter och med vara virden pa de partiella kvoterna och skapa en tabell (tabell 8)
efter samma monster som tabell 1 pa sidan 10. Enligt metoden fran avsnitt 6 ovan sa letar vi efter
de vérden pa p, respektive g, som ges av den partiella kvoten som aterfinns péa positionen innan 2aqg.
I detta exempel alltsd n = 3, vilket ger oss vérdena p, = p3 = 15 och ¢, = g3 = 4 och eftersom n
ar udda sa far vi att p2 — Dg? = 1 direkt. Vi kan ocksa enkelt kontrollera detta genom att sitta in
viardena i ekvationen:

pi—14¢3 =15 —14-4> =225 — 224 = 1

Vi kan vidare se att &ven om vi lagger till en period och tar den nést sista partiella kvoten och
motsvarande virde pa konvergenten sa kommer &ven dess index vara udda.
V14 = [ap; a1, az, a3, as, Gz, as, az, as),
a0:3, a1:1, a2:2, a3:1, a4:6, a5:1, a6:2, a7:1, a8:2a0:6.

Vi kommer da fa en annan l6sning pa ekvationen. Detta exemplifieras inte i en tabell har men visas
nedan da det blir mer intressant i nésta exempel.

Exempel 6.2. I det hir exemplet ser vi hur 16ser ekvationen z? — 13y? = 1. Vi kommer ocksa att fa
se att vi pa viigen far en l6sning till ekvationen x? — 13y = —1. P4 samma siitt som ovan far vi:

V1
\/1 ZRozy, a0:3, P():O, Q():l.

P=3-1-0=3, Q1:13I32:4
= Rlz?ﬁi/ﬁ, a; = 1.
Pp=1-4-3=1, Q2:13;12:3
= R2:1+§/ﬁ, ag = 1.
P3=1-3-1=2, Q3:13;22:3
= Rgzﬂ, ag = 1.

3
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6 PELLS EKVATION

Tabell 9: Exempel 6.2

n|-2 -1/0 1 2 3 4 5
an 31 1 1 1 6
| O 113 4 7 11 18 119
an | 1 1 1 2 3 5 33

Tabell 10: Exempel 6.2

n|—2 —-1/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
an 3 1 1 1 1 6 1 1 1 1 6
Pn | O 1 |3 4 7 11 18 119 137 256 393 649 4287
qn | 1 112 3 5 33 38 71 109 180 1189
13 —12
Pi=1-3-2=1 Q4= 33 =4
14+ +v13
= R4:+T, CL4:1.
92
Ps=1-4—1=3, Q5:1343 =1
3++V13
= R5:%, as = 6.
13 — 32
Po=6-1-3=3 Q¢=-"1—=4
34+ V13
= RGZ%ZRl

Hér ser vi att vi dr klara eftersom Rg = Rj. Vi gar vidare till att skapa en tabell (tabell 9) med hjilp
av de partiella kvoterna. Har ar det sokta virdet pa n = 4 och alltsa jamn, vilket innebér att 16sningen
som nu aterfinns #r den till ekvationen 22 — 13y? = —1. Vi kontrollerar igen:

pi— 13¢5 =18% —13-5% =324 — 325 = —1.

For att hitta 16sningen till den sokta ekvationen maéaste vi alltsd g till nésta period och vi far alltsa
gora en till tabell (tabell 10). Vi ser fran tabell 10 att det eftersokta konvergenten, alltsa den nést sista
i perioden, aterfinns vid index 9 och alltsa ett udda tal. Vi ska nu enligt metoden fa att med x = pog
och y = qg fa en 16sning péa den eftersokta ekvationen. Vi far vid kontrollrdkningen:

p3 — 14¢3 = 649 — 13 - 1802 = 421201 — 421200 = 1

och vi ar darmed klara.
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