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Sammanfattning

Alla heltal kan entydigt faktoriseras i primtal enligt aritmetikens
fundamentalsats. Men géar det att faktorisera primtal pa nagot satt? I
den har uppsatsen undersoks hur vi, genom att utvidga méangden till
de gaussiska heltalen, kan faktorisera en del av vara vanliga primtal.
Vi undersoker vilka olika typer av gaussiska primtal det finns och hur
vi kéinner igen dem. I uppsatsens sista del ser vi ett exempel pa att det
dven gar att faktorisera i andra ringar.
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1 Inledning

Den hér uppsatsen handlar om heltal och hur dessa kan faktoriseras i primtal.
Alla heltal kan entydigt faktoriseras i primtal enligt aritmetikens fundamen-
talsats. Entydigheten innebér dock inte att faktoriseringen bara kan se ut
pa ett sétt, utan att vissa uttryck anses vara lika eller tillrackligt lika enligt
definitionen. Rékneoperationer med heltal ar i vissa fall, som med addition
och multiplikation, okomplicerade, men vi kommer att titta ndrmare pa hur
divison med heltal utférs. Med hjélp av divisionsalgoritmen och Euklides al-
goritm kommer vi att rdkna ut storsta gemensamma delare av tva tal.

En del primtal i Z kan anméarkningsvéart nog faktoriseras om vi utvidgar
méngden till de gaussiska heltalen 7Z[i]. Gaussiska heltal &r tal pa formen
a + bi, dar a och b ar heltal i Z. De gaussiska heltalen ar alltsa en delméngd
av de komplexa talen. Vi gar igenom vilka kriterier som géller for att ett
primtal i Z ska kunna faktoriseras i Z[i| och vilka som forblir primtal i Z|].
Har har vi bland annat Fermats tvakvadratsats till var hjilp som séger att
ett udda primtal p kan skrivas som en summa av tva heltalskvadrater om
och endast om p=1 mod 4.

Den sista delen handlar om faktoriseringar i Z|w|, ddr w definieras som en
rot till 22 = 1 och w # 1. Vi tittar pa egenskaper hos dessa tal och hur
primtal i Z ska vara beskaffade for att kunna faktoriseras i Z|w|.

I mitt arbete med uppsatsen har jag framst anvint mig av tva bocker i
talteori, A Classical Introduction to Modern Number Theory av Ireland &
Rosen [4] och An Introduction to the Theory of Numbers av Hardy & Wright
[3] samt en artikel av Conrad, The Gaussian Integers [1]. For att sitta mig
in i &mnet har jag ocksé haft hjilp av Algebra for Computer Science av Gar-
ding & Tambour [2| och skaffat mig en oversiktlig bild av Gauss, mannen
som fatt namnge de gaussiska primtalen, genom boken A Concise History of
Mathematics av Struik [5].



2 Heltalen

2.1 Primtal och enheter

Primtal definieras ofta i grundldggande kurser som tal storre &n 1 som har
de enda positiva delarna sig sjéalv och 1. Det gar dven att tala om negativa
primtal och hér utvidgas definitionen till att primtal ar tal som bara kan
delas med sig sjélva och enheter.

Ett tal u &r en enhet om och endast om det finns ett tal v s& att w-v = 1.
Vi kan dven kalla v multiplikativ invers till 4 och skriver da v = u~!. De
enda enheterna i Z &r 1 och —1, eftersom u -v = 1 ger att u = 1/v och
eftersom vi befinner oss i Z maéste savil 1/v som v vara heltal och da ar enda
mojligheten att v = +1, vilket ger att w = +1. Enheter i Z ar alltsa £1.

Om p &r ett primtal &r dédrmed &ven —p ett primtal. Om tva tal endast
skiljer sig 4t med en faktor av en enhet kallas talen associerade, vilket inne-
bar att p och —p &ar associerade.

2.2 Divisionsalgoritmen

Divisionsalgoritmen vid divsion med heltal ar helt enkelt vanlig division med
rest.

Sats 1 Till varje heltal a och b, dir b # 0 finns ett unikt heltal q (kvot), och
ett unikt heltal v (rest), si att a = gb+1r dir 0 < r <|b|.

Exempel

Vi delar 23 med 7. D4 far vi kvoten 3 och resten 2.
23 2
~_342
7 + 7

Med divisionsalgoritmen skriver vi saledes:
23=3-7+2

Ett siatt att tdnka pa uttrycket a = ¢b 4+ r ar att sdtta ut talet a och alla
multipler av b pa en tallinje. Da ser vi att det finns precis ett heltal g sadant
att ¢|b] < a < (g4 1)|b|. Det finns alltsa precis en heltalskvot, ¢ och en rest,
r, dar r = a — qlb|.



2.3 Euklides algoritm

Det storsta heltal som delar de bada heltalen a och b kallas stérsta gemen-
samma delare, SGD(a,b).

Lemma 1 Om ett tal d delar tvd tal, a och b, sd delar d ocksd varje linjdr-
kombination av a och b.

Beuvis

Om d|a och d|b kan vi skriva a = a;d och b = bid. Da &r ka+1b = (kai+1b1)d,
vilket innebar att det finns ett tal ¢ s& att ka + b = cd. Alltsad ser vi att
d|(ka + Ib). O.

Med hjalp av Euklides algoritm kan vi rdkna ut SGD(a,b), vilket i prin-
cip innebér att vi anvander oss av divisonsalgoritmen upprepade ganger. Vi
utgar fran talen a och b och borjar med att dividera a med b och skriver med
hjalp av divisionsalgoritmen

a=kb+r
. Sedan gér vi samma sak med b och r och skriver
b= /{317" + 7

Vi fortsatter pa samma sétt och far pa sa sétt hela tiden nya rester. Resterna
blir hela tiden mindre och mindre, r > r1 > r5... > 7, och darfér kommer vi
s& smaningom att komma fram till en rest som &ar lika med O.

a=kb+r
b:k1T+T’1
r = kor1 + 12

m—2 = knrn—l + 7T

Tm—1 = (kn—&-l)rn

Beuvis for Fuklides algoritm

Vi dividerar a med b och skriver med hjalp av divisionsalgoritmen uttrycket
som a = bg + r Med hjalp av lemma 1 kan vi se att alla tal som delar a och
b delar r och omvént att de tal som delar b och r delar a. Alltsad har a och
b samma gemensamma delare som b och r. Speciellt har de samma storsta
gemensamma delare, SGD(a,b) = SGD(b,r). Om vi upprepar detta s& far



vi SGD(a,b) = SGD(b,r) = SGD(r,r1) = SGD(rp_1,m) =T O

Exempel
Berékna SGD(221,1976) Vi delar det storre talet med det mindre:

1976 = 8 - 221 4 208
Vi skriver nu om 221 med hjéilp av resten:

221 =208 + 13
208 =16-13
Vi ser att har ar var sista nollskilda rest &r 13 och enligt satsen ar den sista
nollskilda resten var storsta gemensamma delare. Alltsa ar SGD(232,1797) =
13. Om vi 16ser ut resterna far vi
208 = 1976 — 8- 221
13 =221 — 208

Nar vi sedan skriver om var sista nollskilda rest med hjalp av de andra
resterna far vi fram ett uttryck pa formen d = za + yb, dar d = SGD(a,b).
I vart exempel blir det:

13 = 221 — 208
13 =221 — (1976 — 8 - 221)
13 =9-221 - 1976

Tva tal vars storsta gemensamma delare ar 1 kallas relativt prima.

Lemma 2 Lat d vara den storsta gemensamma delaren till a och b. Da finns
heltal x och y sidana att d = xa+yb. Speciellt gdller att om a och b dr relativt
prima, sd finns heltal x och y sdadana att xa + yb = 1.

Att vi kan skriva xa + yb = d foljer fran beviset for Euklides algoritm. Om
a och b ar relativt prima &r deras storsta gemensamma delare 1 och dérav
foljer att vi kan skriva xa + yb = 1.

2.4 Entydig faktorisering

Alla heltal, forutom 0 och +1, kan faktoriseras i primtal pé precis ett sétt,
sandr som pa ordning och associering. Alla dessa heltal ar saledes produkter
av primtal, eftersom vi tillater produkter att besta av endast en faktor.



Ezxempel
363=11-11-3

Att ordningen inte spelar nagon roll innebér att primtalsfaktoriseringen
66 =11-3-2

och
66 =3-11-2

anses vara samma faktorisering.

Associering innebédr multiplikation med enheter. I Z har vi enheterna 1 och
—1. Ett exempel pa associerade tal &r saledes —3 och 3. Faktoriseringar far
skilja sig 4t med avseende pa associering, det vill sdga vi kan multiplicera
med enheter och fa samma produkt. Exempel:

66=11-3-2=11-(=3)-(-2)

Vi noterar att nér vi gor forandringar och multiplicerar med enheter fore-
kommer de alltid i par. Har har vi multiplicerat tva faktorer med enheten
—1.

Lemma 3 Om plab delas minst en av faktorerna av p.

Beuvis

Lat p vara ett primtal som delar ab, det vill siga p|ab. Vi antar att p inte de-
lar a och vill visa att p da delar b. Eftersom p inte delar a &r SGD(p,a) =1
och enligt Euklides algoritm kan vi skriva p +ya = 1. Vi multiplicerar med
b och far bxp 4+ bya = b. Givetvis delar p talet p och vi har fatt givet att p
delar ab. Darmed vet vi att vi kan dela vansterledet med p och saledes maste
aven hogerledet delas av p. Alltsa p|b.[4] O

Nu har vi allt som behovs for att genomfora beviset for aritmetikens funda-
mentalsats.

Sats 2 (Aritmetikens fundamentalsats) Varje heltal a>1 kan skrivas
som en produkt av primtal pa ett och endast ett sdtt.

Beuvis
Vi borjar med att visa att ett tal a > 1, det vill siga ett positivt a som



inte dr en enhet, alltid kan faktoriseras i primtal. Vi har tva olika fall. An-
tingen ar a = p; och primtalsfaktoriseringen ar redan klar. (Vi tillater alltsa
att faktoriseringen bestar av ett enda tal.) I det andra fallet &r a inte ett
primtal. Da later vi p; vara ett primtal som delar a och skriver a = piq;.
Om ¢; &r ett primtal &r faktoriseringen klar, annars ar ¢ = pago. Om ¢o
inte dr nagot primtal far vi a = pipags och fortsitter pa samma sétt sa att
a = pip2...qn. Eftersom a > ¢; > ... > ¢, maste till slut nagot g, bli 1 och
vi har faktoriserat a.

Vi behover ocksd bevisa att faktoriseringen &ar entydig. Vi borjar med ta-
let n = 2. Eftersom 2 &r ett primtal, vet vi att faktoriseringen &r trivialt
unik. Vi tittar nu pa ett tal n som &r storre d&n 2. Vi antar att det finns tal
som kan faktoriseras pa olika sétt och att vart tal n ar det minsta talet med
olika faktoriseringar: n = py...p, = qi1...qs dar alla faktorer &r primtal. Vi
vill nu visa att dessa faktoriseringar inte kan vara olika. Vi delar med p; och
enligt lemma 3 vet vi att p; delar minst en av faktorerna i hégerledet,

n q1.--qs
— =po..pr =

b1 b1
Eftersom alla faktorer &r primtal méaste p; vara lika med en av faktorerna i
hogerledet. Vilken faktor det &r spelar ingen roll, vi numrerar om dem sé att
p1 = q1. Vi betraktar nu talet

n

— =DP2...-Pr = q2.-.Gs
b1

n
Har skrivs talet —, som uppenbarligen dr mindre &n n, som ett tal med

olika primtalsfaktoriseringar, men n skulle ju vara det minsta tal som skulle
ga att faktorisera pa olika sétt. Alltsa kan det inte finnas nagra tal som gar
att faktorisera pa olika satt. O

3 De gaussiska heltalen

Nu har vi kommit fram till de gaussiska heltalen, som ar tal pa formen a+ bi,
dér a och b ér heltal i Z och dér i = v/—1. Talen #r uppkallade efter Carl
Friedrich Gauss, som levde 1777-1855 och anses vara en av historiens storsta
matematiker. Han visade att manga omraden i talteorin blev enklare genom
att anvinda berdkningar med komplexa tal och utformade en ny primtalste-
ori dér en del primtal kunde faktoriseras i komplexa tal, sa kallade gaussiska



primtal. [5]

Maéngden av gaussiska heltal betecknas 7Z[i|. Summor och produkter av gaussis-
ka heltal ar gaussiska heltal, det vill sdga mangden Z|i| &r sluten under ad-
dition och multiplikation, vilket f6ljer omedelbart av regler fér addition och
multiplikation av komplexa tal:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

3.1 Norm och enheter

Normen av ett gaussiskt heltal, z (ddr z = a + bi) skrivs N(z) och definieras
som a? + b2, det vill siiga N(z) = 2Z = (a + bi)(a — bi). Vi kan ocksa tiinka
pa normen som kvadraten pa absolutbeloppet

N(z) = |a +bi]* = (Va2 +b2)? = a® + v*

Normen &r multiplikativ, det vill siga N(u)N(v) = N (uv).

Beuwis
Om u = a + bi och v = ¢+ di, s& ar uv = (ac — bd) + (ad + bc)i

)2 — 2abed + (bd)? + (ad)? 4 2abed + (be)? =
ac)® + (bd)? + (ad)* + (be)* =

0

Som vi tidigare sagt i 7, kallas ett tal som har en multiplikativ invers for en
enhet. Detta kan generaliseras till Z[i] och ett gaussiskt heltal, u = a+ bi, &r
alltsa en enhet om det finns ett gaussiskt heltal v sa att u-v = 1. Saledes ar
v den multiplikativa inversen till w och vi kan skriva v = v~'. 1 och —1 &r
alltsa sina egna inverser och ¢ och —i &r varandras inverser. Vi kontrollerar
om +1 och +i &r de enda enheterna i Z[i]. Vi riknar med normen péa bada
sidor:
N(uu™t) =12

Nw)N(u™ ') =1

7



Normen ér ett icke-negativt heltal, s& N(u) = 1. Normen av u kan vi ocksa
skriva som
N(u) =a? +b?

och vi far ekvationen a? + b? = 1, vilken har 16sningarna

a==+1lochb=0
a=0o0chb==1

De enda enheterna i Z[i| ar alltsa: 1, —1,4 och —i.

3.2 Delbarhet

Delbarhet i Z[i| definieras likadant som i Z, enda skillnaden &r att vi nu
raknar med komplexa tal.

Ett tal w delar z, om z = wu for nagot u € Z[i].

Ezxempel:
Eftersom (5 +1)(3 + 2i) = 13 + 131, ser vi att 3 + 2¢ delar 13 + 13i.

Sats 3 For w,z € Z[i] gdller att om w|z sd N(w)|N(z).

Bewvis
Vi skriver z = wu dér z,w,u € Z[i]. Nar vi tar normen pa bada sidor, far vi
N(z) = N(w)N(u) och vi ser ddrmed att N(w)|N(z) i Z.

Detta &ar anvéndbart for att undersoka nér ett gaussiskt heltal inte delar
ett annat. Delas inte normen vet vi att inte heller det gaussiska heltalet de-
las och vi har besparat oss rdkningar med komplexa tal. Diremot &r det
motsatta fallet oftast falskt. Normerna av talen kan mycket vil vara delbara
med varandra utan att de gaussiska heltalen delar varandra.



3.3 Divisionsalgoritmen

For att utfora division i Z[i] borjar vi med att multiplicera med nédmnarens
konjugat for att fa ett heltal i ndimnaren och ser sedan om téljaren kan delas
med detta heltal och utfor i sa fall divisionen .

8+12i  (8+12i)(5—14) 52+ 52
54+i  (5+i)(5—i) 26

=2+

I det héar fallet blev resultatet ett gaussiskt heltal, men oftast kommer tél-
jaren inte att vara delbar med ndmnaren och resultatet blir da saledes inte
ett gaussiskt heltal.

I divionsalgoritmen i Z anvénde vi oss av icke-negativa rester, 0 < r < w dér
r &r resten och w ar divisorn. I 7Z[i] kommer vi istéllet att anvinda absolut
mansta rester, det vill sdga vi har valt resten sa att den ligger s& néra 0 som
mojligt. Vi skulle forstas kunna rékna med absolut minsta rester i Z ocksa
och da tillata negativa rester, si att |r| < w/2. For att avgora storleken pa
ett tal i Z[i] rdknar vi med normen. Att resten ligger sd nara 0 som mojligt
kan vi uttrycka som att N(r) < (1/2)N(w).

Sats 4 (Divisionsalgoritmen fér de gaussiska heltalen) Forz,w € Z][i]
dirw # 0, finns det u,v € Z[i], sd att z = uww+v och dir N(v) < (1/2)N(w).

Har ar var kvot u och resten kallar vi v.

Bevis

Vi har z,w € Z[i] dir w # 0 och vi vill konstruera u,w € Z[i] s& att
z =wu+ v dir N(v) < (1/2)N(w).

Vi skriver

Vi delar a och bi med N(w) och later
a= N(w)q +r

b= N(w)gz + 12
q1,q2 € 7 och 0 < |rq], |re] < (1/2)N(w)



Da blir
N(w)q1 +r1 + (N(w)qa + r2)i 71+ 19t

z .
w N(w) R Uy o

Satt nu u = g1 + got, vilken blir var eftersokta kvot. D& far vi:

z 1+ 1o
—=u+——
w WW
T+ 7o
Z=uw + ——
w
r1+ T2
Z—Uuw = ——
w

Vi vill visa att N(z —wu) < (1/2)N(w), s& vi anvander v = z — wu. Vi tar
normen av bada sidorna och anvénder oss av att N(w) = N(w) och far

(r1)? + (r2)?
N - — T ;7 ~
(z —wu) (w)
Vi anvénder nu att 0 < |ry|, |re| < (1/2)N(w) och far

o W @)+ () (w))?
Nz — ) < N(w)

1
= §N(w).

Ezempel

Lat z = 25 4 18i och w = 3 —i. Da ar N(w) = 10. Vi vill dela z med w.
Det vill sdga skriva z = qw + r, dar ¢ ar kvoten och r &r resten och dér
N(r) < N(w)

2w (254 18i)(3+4) 57+ 79

z
w wWwWw 10 10

Av detta tal vill nu hitta den kvot som ger oss den absolut minsta resten.

Observera att vi inte kommer att rdkna med denna absolut minsta rest, vi

anvinder bara resonemanget om den for att hitta rétt kvot. I realdelen har

vi % vilket ger kvoten 6 (och resten —3, vilken vi alltsa inte anvénder oss av)
79i

och i imagindrdelen har vi {5, vilket ger kvoten 8i (och resten —i) Vi sétter

10



ihop dessa och far vart ¢ = 6 + 8i. Vi vill nu fa fram vart r. Vi anvinder
formeln z = wq + r och léser ut r = z — wq och far:

25+ 18i — (3 —i)(6+8i) = —1 =1

Vi kontrollerar sa att N(r) < N(w). Eftersom N(r) =1 och N(w) = 10, sa
ser vi att olikheten ar uppfylld.

3.4 Euklides algoritm

Vi definierar en storsta gemensam delare till tva tal z och w (dér z och w
ar skilda fran 0) i Z[i], som en delare som har maximal norm. Det innebéar
att det kan finnas flera storsta gemensamma delare i Z[i]. Associerade tal
har samma norm, sd om SGD(z,w) = u, sd ar &ven —u, iu och —iu storsta
gemensamma delare till z och w.

Euklides algoritm fungerar pa samma sétt som i Z och beviset utférs ana-
logt. Lat z och w vara tal i Z[i] som &r skilda fran 0.

z=wq +7r1,N(r;) < N(w)
w = r1q2 + 12, N(ra) < N(ry)
r1 = 12q3 + 13, N(r3) < N(rz)

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, N(rn) < N(rp_1)

I Z var resten alltid mindre &n kvoten, men nér vi raknar med komplexa tal
ar det inte meningsfullt att tala om vilket tal som &r minst. Darfor raknar
vi istéllet med normerna av resterna sa att N(rp4+1) < N(ry) < ... < N(r1).
Eftersom normerna av resterna kommer att minska successivt kommer vi
alltid sa smaningom fram till en rest som ar 0. Liksom i Z ser vi att alla
delare till z och w &r delare dven till r,,. Alla delare har darfér normer som
&r mindre #én eller lika med N(ry,). A andra sidan ser vi ocksé att 7, &r en
delare till z och w, och da maste 7, vara en storsta gemensam delare.

Sats 5 Om SGD(z,w) = d, dir z,w € Z[i] dr dvriga gemensamma delare
d multiplicerat med enheter.

Beuws
Vi ség ovan att r, i Euklides algoritm &r en storsta gemensam delare till
z och w. Lat d vara en annan. D& &r d, ocksa enligt vad vi sag ovan, en

11



delare till 7,. Skriv r,, = de. Tar vi normerna s far vi N(r,) = N(d)N(e).
Men 7, och d har samma norm eftersom de ar storsta gemensamma delare,
s N(e) = 1 och e &r saledes en enhet. Alltsa &r alla storsta gemensamma
delare associerade till r,, och darmed till varandra. O

Exempel
Vi utfor Euklides algoritm for att hitta SGD(z,w), dar z = 32 + 9i och
w =4+ 111.

32+ 9i

For att utfora divisionen forlanger vi forst med konjugatet och far

32+9¢)(4 — 114 128 — 352i + 36i — 99i> 227 — 316
( _ _

(4 + 114)(4 — 114) 16 — 12142 137

Den kvot som ger den minsta resten blir i det hér fallet 2 — 2¢. Vi skriver om
324 9i = (44 117)(2 — 24) 4+ r1 och réknar ut att r; maste vara 2 — 5i. l:a
raden i Euklides algoritm blir alltsa:

32490 =(4+119)(2 — 2i) + 2 — 53
Rékningarna sker sedan pa samma sétt och vi far vidare:

A4+ 11i= (2—5i)(—24i) +3—i
2—5i=(3—i)(1—1i)—i
3—i=(—i)(1+3i)+0

Var sista nollskilda rest ar alltsd —i, vilket innebér att z och w ar relativt
prima, vilket dr fallet nér var rest &r en enhet. Vi kan jdmfora med nér vi
kommer fram till SGD(a,b) =11 Z. [1]

Sats 6 (Bezouts sats) Lt ¢ vara en storsta gemensam delare av tvd gaussis-
ka heltal o, # 0. Dd dr 6 = ax + By for nigra x,y € Z[i]. Speciellt gdiller
att de gaussiska heltalen o och B dr relativt prima om och endast om vi kan
skriva 1 = ax + By fér nagra x,y € 7.

Beuvis

Att vi kan skriva xa + y8 = § foljer fran beviset for Euklides algoritm. Om
«a och (8 &r relativt prima innebédr det att 1 &r en storsta gemensam delare
till & och B och vi kan skriva 1 = ax + By for x,y € Z. Omvéint géller att
om ax + By = 1 sa maste alla delare till a och § vara delare till 1, vilket
endast enheter kan vara och déarmed &r o och § relativt prima. U

12



3.5 Gaussiska primtal

Ett gaussiskt primtal &r ett gaussiskt heltal som inte kan delas upp i faktorer,
saledes motsvarigheten i Z[i] till primtal i Z. En faktor maste vara en dkta
delare och inte bara en enhet. Vi ska nedan se samband mellan primtal i Z
och i Z[i].

Sats 7 FEtt gaussiskt heltal vars norm dr ett primtal @+ Z, dr ett primtal ¢
Zi).

Beuvis

Antag att N(w) = p och att w = uz. Da dr p = N(w) = N(u)N(z). Ddrmed
ar antingen N(u) = 1 eller & N(z) = 1 och antingen u eller z &r en enhet,
vilket innebér att w &r ett primtal. U

Ezempel

Vihar N(3+2i) = (3+2i)(3—2i) = 13, dér 13 &r ett primtal i Z och 3+ 2i
ar ett primtal i Z[i]. Vi ser ocksa att N(1+14) = (1+¢)(1—4) = 2 och 1+i ar
ett gaussiskt primtal, vilket foljer av sats 7. Detta ar ett sédtt att med relativt
enkla berdkningar kontrollera om ett gaussiskt heltal ar ett primtal.

Daremot fungerar satsen inte i andra riktningen, dvs om N(u) inte ar ett
primtal kan &nda w vara ett primtal. Till exempel ar N(3) = 9. Antag att
3 = (a+bi)(c+di). Da iir 9 = (a® +b?)(c® + d?). Eftersom 9 kan faktoriseras
som 9 = 3 -3 sa maste a® 4 b? vara lika med ¢ 4+ d?, men det dr omojligt
eftersom 3 inte dr summan av tva kvadrater. [3]

Vilka delare finns det till ett gaussiskt primtal, z7 Talet z delas av sig sjélv,
sina enheter, eller sig sjalv multiplicerat med enheter, det vill sdga associe-
ringar av z. Darmed finns det 8 delare: 1, —1,¢, —1, 2, —z, iz, —iz.

Att kénna till ett gaussiskt heltal upp till multiplikation med en enhet, ar
jamforbart med att kinna till ett heltal i Z upp till dess tecken (enheterna i
7 ar ju 1 och —1).

3.6 Entydig faktorisering

Ett gaussiskt heltal, z, &r ssmmansatt om det kan faktoriseras i icke-triviala
faktorer, annars ar det ett gaussiskt primtal. Trivial faktorisering &r nér en
faktor dr en enhet, det vill sdga en faktor som har normen 1. Ett exempel pa
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trivial faktorisering &r 7417 = i(1 — 77). Exempel pa icke-trivial faktorisering:
7414 = (1—2i)(1+ 3¢). Ett sammansatt gaussiskt heltal kan skrivas som
z = wu, dir N(w) > 1 och N(u) > 1.

For att kunna bevisa aritmetikens fundamentalsats i 7Z[i] behover vi en sats
till, vi vill underscka om det dr mojligt att faktorisera. For att kunna ge-
nomfora beviset behover vi foljande sats:

Sats 8 Ldit m vara ett primtal i Z[i] och lat o, ..., o, vara gaussiska heltal.
Om 7|aq, ..., a, delar T nagon av faktorerna.

Beuis

Vi later 7|agag. Antag att 7 inte delar a, vilket implicerar att 7 och oy &r
relativt prima, annars skulle de ha en storsta gemensam delare som skulle
vara en multipel av 7. Eftersom «; och 7 dr relativt prima, sa kan vi enligt
Bezouts sats skriva xm+ya; = 1. Vi forlanger med g och far aszm+asya; =
ag. Vi har fatt givet att m|ajag och 7 delar forstas m. Darmed ser vi att
vansterledet delas av m, vilket innebar att dven hogerledet maste delas av
. [l

Sats 9 (Aritmetikens fundamentalsats) Varje tal z € Z[i| med N(z) >
1 kan faktoriseras i mims. ... m, ddr varje w ar ett primtal. Denna representa-
tion dr unik med undantag for ordningen av primtalen och variationer mellan
associerade primtal.

Beuwis

Vi borjar med att visa att ett tal z kan alltid faktoriseras i primtal om
N(z) > 1, det vill sdga nér z inte &r en enhet. Vi har liksom i Z tva oli-
ka fall. Antingen &r z = 71 och primtalsfaktoriseringen ar redan klar. I det
andra fallet &r z inte ett primtal. D& later vi m; vara ett primtal som de-
lar a och skriver z = m1q;. Om ¢ &r ett primtal, det vill siga ¢ = w9,
ar faktoriseringen klar annars fortsatter vi sa att z = myms...q,. Eftersom
N(z) > N(q1) > N(g2) > ... > N(gn) kommer vi s& smaningom fram till
gn = 1 och primfaktoriseringen &r klar.

Att faktoriseringen ar unik kan visas pa samma sitt som i Z. Om N(z) = 2,
s ar z ett primtal och faktoriseringen trivialt unik. Antag att det finns
gaussiska heltal som inte har unik primfaktorisering och lat z vara ett sa-
dant tal med minimal norm. Vi har tva faktoriseringar z = my...7m = ¢1...qs,
dér alla faktorer &r gaussiska primtal. Primtalet m; delar ¢;...qs och enligt
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sats 8 delar det da nagon av faktorerna. Efter omnumrering kan vi anta att
m1]q1. Men bada talen hér &r primtal, sd de méaste vara associerade. Sag att
q1 = umy, dér u &r en enhet. Da far viw = = = mp..m = uq2...qs = ¢5G3.-.s,
dér ¢, = uge ockséd &r ett primtal. Talet w har mindre norm &n z och har
déarfor unik primfaktorisering. Alltsd &r r = s och efter en eventuell om-
numrering ar m; och ¢; associerade for ¢ = 2,...,r. Tydligen har dven z en

unik primfaktorisering och det finns inga tal med olika primfaktoriseringar. [J

Trots att faktoriseringen &r entydig ar det inte alltid uppenbart vid en forsta
anblick att primfaktoriseringarna &r lika.

Exempel
—4+ 7= (24 3i)(1+ 29)

44 Ti=(3—2i)(=2+1)
(24 30)(1 + 2) = (2+ 30)(—i) (1 + 20)i = (3 — 20)(—2 +1)

Vi kan jamfora med faktoriseringen i Z dir 140 = 7-5-2-2 anses vara samma
faktorisering som 140 = 7 - (—5) - 2 - (—2), dér det enda som skiljer &r att vi
har multiplicerat tva faktorer med enheten —1.

3.7 Tvakvadratsatsen

Vilka primtal i Z &r &ven gaussiska primtal? For att besvara denna fraga
kommer vi att anvinda Fermats tvakvadratsats.

Sats 10 (Fermats tvakvadratsats) Ett positivt udda primtal p kan skri-
vas som en summa av tvd heltalskvadrater om och endast om p =1 mod 4.

Vi vintar med beviset och borjar med att titta pa ett par exempel. Vi vet
att 5 =1 mod 4, och mycket riktigt ar 5 en summa av tva heltalskvadrater:
5 =224 12 Likasd ar 13 =1 mod 4, och 13 = 32 4 22,

Om p = 1 mod 4, sa har vi enligt tvakvadratsatsen att p = a? + b? for
nagra heltal a och b. I Z[i] kan hogerledet faktoriseras som a® + b* =
(a + bi)(a — bi) varav foljer att p inte ar ett gaussiskt primtal. Eftersom
N(a+ib) = N(a —ib) = p, sa &r talen a £ ib gaussiska primtal, vilket foljer
av sats 7.

15



Vi tittar ocksé pa de fall nir primtal i Z inte kan faktoriseras i Zli|, vil-
ket ar de primtal dar p = 3 mod 4. Ty antag att p = zw, dar varken z
eller w #r en enhet. DA &r p? = N(p) = N(z)N(w) och eftersom bade N(z)
och N(w) ar > 1, sd maste N(z) = p. Om z = a + ib, sd betyder detta att
p=a?+b% dir z = a + bi. Men da ger tvakvadratsatsen att p = 1 mod 4.
Primtal i Z som &r kongurenta med 3 mod 4 ar tydligen gaussiska primtal.

Nu har vi bara ett primtal i Z kvar att studera, nédmligen det enda jam-
na primtalet, 2. Som vi redan sett gar det att faktorisera

2=(1414)(1—19)
De tre olika typerna av gaussiska primtal som vi har hittat ar alltsa:

e o+ bi, dir a,b € Z och a? + b> = p, dir p ér ett primtal i Z som &r
kongruent med 1 modulo 4

e tal som &r associerade med p, diar p = 3 (mod 4)

e tal som ar associerade med 1-+i

Kan det finnas fler &n dessa tre typer? Vi antar att z = a + bi 4r av en
annan typ. Talet z kan omdjligen vara reellt for da skulle det vara av den
andra typen, alltsa ett vanligt primtal kongruent med 3 modulo 4. Vi later
p vara ett primtal i Z som delar N(z) = zz. Da kan vi skriva mp = 2z for
nagot m och p ar da associerat med z,Z eller zZ. Om p &ar associerat med
z eller Z, s& har vi det andra fallet ovan dar p = 3 mod 4. Annars maste
p= N(z) = a®+b? och z ir alltsd av den forsta typen ovan. Det finns alltsi
inga ytterligare typer av primtal i Z[i].

Beviset for tvakvadratssatsen utfors i flera steg och vi borjar med foljan-
de sats:

Sats 11 Om p dr ett udda primtal dr kongruensen x>

om och endast om p=1 mod 4.

= —1 mod p losbar

Bewvis

Forst antar vi att p = 1 mod 4. Fermats lilla sats siger att a?~' —1 =0
mod p, om a och p ar relativt prima. Med hjilp av konjugatregeln skriver
vi:

2Pt =1 = (P72 1) (2P~ D/2 )
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Ett polynom har alltid hogst s& manga nollstéllen modulo ett primtal p, som
sin grad. Alltsa har 2(P=1)/2 — 1 hégst (p — 1)/2 nollstiillen modulo p, varav
det foljer att 2(P~1)/2 41 har minst 1 nollstélle. Vi later a vara ett nollstélle

till faktorn
2P=1)/2 41

sa att
a? D241 1=0 mod p,

vilket vi skriver om som
(aP= D/ (@P=D/% = _1 mod p.

Eftersom % € 7 har kongruensen 22> = —1 mod p en losning, nimligen

2= a-D/4

Vi gar vidare med att bevisa att detta géller just niar p =1 mod 4. Vi antar
att b2 = —1 mod p. (z = b 4r hir en 16sning till var kongruens). Vi later m
vara det minsta positiva heltalet sadant att 6™ = 1 mod p. Exponenten 4
fungerar uppenbarligen, men vi maste utesluta m = 3. Om b> vore kongruent
med 1 mod p skulle vi fa:

1=¥=0>-b=-1-b=—b

vilket skulle ge b = —1 och da skulle b* = (—1)? = 1, men det innebiir en
motsigelse, s& m maste vara lika med 4.

Enligt Fermats lilla sats &r %=1 = 1 mod p. Vi delar p — 1 med 4.
p—1=4q+r, dar 0 <r <4
1=b"t =% = (1" ="

Eftersom 1 = b", maste r = 0 och vi ser att 4 verkligen delar p — 1. Nu har
vi forutsdttningarna klara for att kunna genomfora beviset for tvakvadrat-
satsen, som alltsa sa att ett udda primtal p kan skrivas som en summa av
tva heltalskvadrater om och endast om p =1 mod 4.

Bewis tvakvadratsatsen

Vi antar att p =1 mod 4. Ovan kom vi fram till att det finns ett heltal «
sadant att p|a? + 1. Om vi faktoriserar i Z[i] innebér det att p|(a+14)(a —i).

17



Om p vore ett gaussiskt primtal sa skulle p dela a + ¢ eller a — 4. Vi an-
tar att pla + @ och skriver aw + i = pw, dar w &r ett gaussiskt primtal. Vi
konjugerar bada sidor och far o — i = pw. Eftersom p € 7 &ar p = p far vi
a — i = pw. D& méaste p dven dela differensen: p|(a + i) — (o — i), alltsa
p|2i. Detta innebédr att p maste dela 2. Vi skriver 2 = pg dér ¢ = = + yi.
Vi tar normen och far 4 = p?(22 + y?), vilket ir omdjligt. Primtalet p kan
alltsd inte vara ett gaussiskt primtal, utan maste kunna faktoriseras i 7]i]
som p = (a + bi)(c + di), dér ingen av faktorerna &r en enhet.

Vi tittar pa normen av p: N(p) = p? = (a® + b?)(c? + d?). Eftersom ingen av
faktorerna ar en enhet har ingen av faktorerna normen 1, vilket innebér att
p=a’>+b>=c?+d°

Fér omvindningen, antag att p = a? + b?>. Da maste a vara jaimnt och b
udda, eller tvartom. Kvadraten pa ett jamnt tal &r = 0 mod 4 och kvadra-
ten pa ett udda tal &r =1 mod 4, vilket innebéar att p =1 mod 4. O

4 Tal i Zw]

I forra avsnittet betraktade vi vilka primtal 1 Z som gar att faktorisera i Z]i
och vilka som forblir primtal. Nu infér vi en ny méngd och byter ut ¢ mot
w. I Z[i] hade vi de gaussiska heltalen a + bi. I Z[w] ingéar talen a + bw, dér
a,b € Z och dir w #r en rot till ekvationen 23 = 1 och w # 1. Om vi utfor
polynomdivision med roten w = 1 far vi en andragradsekvation ur vilken vi
kan hitta de resterande rotterna.

23 —1

=22+z+1
z—1

De resterande rotterna blir alltsa

1. V3
— - 44¥2
W T T

Vi kan anvénda vilken som helst av dem eftersom de &r varandras konjugat.

2

Vi ser ocksé att w har egenskapen att w = w* = -1 — w.

V3

1
Vi viljer w = 5 + 27 Da ar

1 V3., 1 V3 1 iv/3 iv3 %3 _
o Vo (A — 5
2

1
2 _(_— = _ - _ Y= _ _
wi=(gt )t ) =1 2 1 2

3
2



och /3
1 V3 1 /3
“ (3t 5 )= =@
Nér vi nu kdnner till ovanstaende egenskaper, kommer vi i fortsdttningen att

rakna med w direkt.

Méngden Z[w] ar precis som Z[i| sluten under addition, subtraktion och
multiplikation. Delbarhet, enheter, associerade tal och primtal definieras ock-
s& som for de gaussiska heltalen. Aven normen definieras precis som forut:

N(z) = 2Z och det géller att N(zw) = N(z)N(w). Vi anvander oss av att

w? =@ = —1 — w och riaknar ut normen.

N(z) = (a + wb)(a + ©b) = a® + ab(w + @) + b*ww
=a’ 4 (w+ w?)ab + w?wb® = a® — ab + b*
Vi séger att u = a + bw &r en enhet om det finns ett v s att u-v = 1. Vi

kan dven kalla v for multiplikativ invers till u och skriver da v = u~!. Vi tar
normen pa bada sidor och far

N(uu™t) = N(1)
N(u)N(u™t) =12

och ser att normen av en enhet alltid &r 1. Vi kan ocksa skriva N(u) = vz,
som vi sett tidigare &r N(u) = a? — ab + b*> Med hjilp av detta kan vi ta
reda pa vilka enheterna i Z[w] ar.

Vi antar att z = a + wb &r en enhet, si a®> — ab + b*> = 1. Vi kvadratkom-
pletterar, men maste tdnka pé att vi arbetar med heltal och forlanger med 4.

(2a — b)? + 30> = 4

Eftersom a och b ar heltal dr de enda mdjligheterna:

a=1lochb=0
a=—-1ochb=0
a=0o0chb=1
a=0ochb=-1
a=b=1
a=b=-1
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Alltsa finns det sex stycken enheter, ndmligen +1, +w, +(1+w). Vi kan ocksa
observera att (1 4+ w) = +w?.

4.1 Division

Divisionsalgoritmen ser likadan ut som i Z[i], det enda som skiljer dr hur
talen vi rdknar med ser ut. Liksom i Z[i| multiplicerar vi med ndmnarens
konjugat for att fa tal i Z i ndmnaren.

Sats 12 (Divisionsalgoritmen) Ldt z,u € Z[w], z # 0. Da finns q,r €
Z|w] sdadana att uw = qz +r och N(r)<N(z).

Beuvis
Antag att z = a + bw,u = ¢+ dw. Division ger

u c+dw (c+dw)(a+bw) ac+bd—bec+ (ad— bc)w

z a+bw (a+bw)(a+bw) a’? — ab+ b?

Vi ser att det finns rationella tal x,y sadana att Yoy + yw. Vi viljer nu
heltal «, § sddana att |x — | < 1/2 och |y — 8] < i/? och skriver:
u=z(r+yw) = z(a+ fw) + 2((z —a) + (y = flw) =gz + 7
Da ar
N(r) = N(z((z —a) + (y = f)w))
N(z)((z —a)? = (z = a)(y = B) + (y — B)*)
< N(2)(1/4+1/4+1/4) < N(z).

g

I Z[i] sag vi att om normen av ett gaussiskt heltal var ett primtal, var det
gaussiska heltalet ett gaussiskt primtal. Detta kan generaliseras i Z[w|. For
talet z € Z[w] géller att om N (z) dr ett primtal maste &ven z vara ett primtal.

Ezempel
Med z =1 — w, s& &r N(z) = 3 eftersom

Nl-w=01-w)(l-w)=1—(w+w)+ww=
=1-(wH+w)+|wl=1-(-1)+1=3

och saledes ar z = 1 — w ett primtal.

Euklides algoritm fungerar som i 7Z och Z[i]. Vi far fram storsta gemen-
samma delare och Bezouts sats géller.
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4.2 Primtal och entydig faktorisering

Vi ska nu reda ut vilka vanliga primtal, p, som gér att faktorisera i Z[w]. Vi
har redan undersokt talet 3 s& nu tittar vi pa primtal # 3. D& maste p vara
kongurent med 1 eller 2 modulo 3.

Vi vill visa att p kan skrivas pa formen p = a? — ab + b> om och endast
om p =1 mod 3. Endast om ar enkelt:

a® —ab+b* = a® — ab + b* + 3ab = a® + 2ab + b* = (a + b)?
Vi vet att en kvadrat = 0 eller 1 mod 3, s& p kan inte vara kongurent med 2.

For att bevisa Fermats tvakvadratsats skulle kongurensen 22 = —1 mod p
visas vara losbar. Hir dr motsvarigheten att visa att kongurensen z? = —3
mod p ar lésbar, om och endast om p = 1 mod 3. Forst visar vi att om
p >3 och 22 = —3 mod p ér 16sbar, sa ar p = a® — ab + b?.

Antag att a®> = —3 mod p, vilket innebér att pla? + 3 (p delar alltsa ett
tal i 7). Som vi sett tidigare #r 3 = (1 — w)(1 — w?) vilket &r lika med
—w?(1 — w)? och eftersom w? = 1 och w? +w + 1 = 0 blir

wr(1-w)? = w1 -2w+w?) = w? —2wd+w! = w?—24w = WPHw+1-3 = -3
Nu ska vi kontrollera om p &r ett primtal i Z[w]. Vi skriver
2 _ 2 2 2 _
a“+3=a"-w(l-w)f=+wl-w))la—w(l—-w)).

Om p vore ett primtal i Z[w] skulle det dela en av faktorerna, till exempel
pl(a+w(l—w)), eftersom w(l — w) = w — w? = w? —w = —w(1 —w.) Dirfor
ger konjugering att p|(a — w(l — w)). Om vi nu adderar a + w(1l — w) och
a—w(1—w) far vi att p|2a och tar vi sedan normen far vi p?|4a?. Det innebér
att p antingen delar 2 eller delar p talet a. Eftersom vi i bérjan antog att
p > 3, kan p inte dela 2. Inte heller kan p dela a eftersom p ocksa maste dela
a® + 3 enligt vart antagande och da maste p dven dela 3. Dirfor kan inte p
vara ett primtal i Z[w], s& vi skriver att p = (a + bw)(c + dw) dér ingen av
faktorerna #r en enhet. Om vi nu tar normen far vi p? = N(a+bw)N (c+dw).
Eftersom vi har en likhet i 7Z méaste p = N(a + bw), vilken vi tidigare sett
ar lika med a® — ab + b%. Det #r alltsd de primtal som #r kongurenta med
1 modulo 3 som kan faktoriseras i Z[w], alltsa de tal som gar att skriva pa
formen p = a? — ab + b?. [4]
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Sats 13 (Aritmetikens fundamentalsats) Varje tal z € Z[w] med N(z) >
1 kan faktoriseras i mims. ..., ddr varje m ar ett primtal. Denna representa-
tion dr unik med undantag for ordningen av primtalen och variationer mellan
associerade primtal.

Beuwis

Liksom i Z och i Z[i] vill vi visa att det gar att faktorisera varje z € Z[w]
vars norm &ar storre &n 1 i primtal. Antingen &r z=my, dér m; ar ett prim-
tal och faktoriseringen &r redan klar. Om a inte &ar ett primtal delar vi a
med primtalet 1 och skriver z = m1d1. Om §7 ar ett primtal ar vi klara an-
nars fortsitter vi sa att z = myma...0,. Eftersom N(z) > N(61) > ... > N(6,)
kommer vi s& smaningom fram till ett d,, = 1 och primfaktoriseringen &r klar.

Entydighet visas genom induktion pa N(z). Vi vet att vi kan faktorisera
ett tal z med norm 3 entydigt, eftersom 3 ar ett primtal i Z och da vet vi
att z &r ett primtal i Z[w] och z har en trivialt unik faktorisering. Antag
nu att det finns heltal i Z[w] som inte har unik primfaktorisering och 1at z
vara ett sadant tal med minmal norm. Vi har i sa fall tva faktoriseringar
Z = M..Ty = q1...¢s, dar alla faktorer &r primtal i Z[w]. Primtalet m delar
q1..-qs och vi visade i Z och Z[i] att w1 da méaste d& dela nagon av faktorerna,
vilket genraliseras hér. Vi numrerar om faktorerna och antar att m1|g;. Men
bada talen ar primtal, sa de méaste vara associerade, sig att g = umy, dar u
ar en enhet. Da far vi w = = = 1.1, = Uq2...qs = ¢5q3...qs, dir g5 = ugo
ocksa ar ett primtal. Talet w har mindre norm &n z och har darfor unik prim-
faktorisering. Alltsa &r r = s och efter en eventuell omnumrering &ar m; och

q; associerade for ¢ = 2, ..., r. Saledes har &ven z en unik primfaktorisering.[]

4.3 Kvadratiska rester

Ett primtal p # 3 &r kongruent med antingen 1 eller 2 modulo 3. Nu ska
vi visa att om p = 1 mod 3, si dr kongruensen 22 = —3 mod p 16sbar. Vi
boérjar med att betrakta kongruensen 22 = ¢ mod p fér a som inte ér delbart
med p. Ett tal a som innebar att kongruensen &r losbar kallas kvadratisk rest
modulo p. Om ett tal a innebér att kongruensen inte ar losbar kallas a en
kvadratisk icke-rest. Om @ #r en kvadratisk rest sa har 22 = ¢ mod p tva
16sningar:
1T =1U

To=—-u=p—u modp

Dessa tva losningar maste vara olika modulo p eftersom annars skulle
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u = p—wu och ddrmed 2u = 0 mod p. Detta ger att p|u, ddrmed delar &ven p
talet u? och eftersom u? = a mod p skulle p dven dela a, vilket dr omdjligt
eftersom det strider mot de givna forutsdttningarna.

Vi betraktar alla tal 1,2, ...,p — 1 och ser att hélften, det vill sdga (p —1)/2
stycken ér kvadratiska rester och lika manga ar icke-kvadratiska rester.

Ezxempel
For att fa en kvadratisk rest skulle 22 = @ mod p vara l6sbar och vi ser att
for p = 11 &r

12=10°=1
22=92=4
32_ 2 _

42=72=5
52=62=3

Vi ser att for ett primtal poch 1 <n <p—1 é&r

n?=(p—n)> modp

Om vi nu tittar pa alla tal mellan 1 och p —1 = 10 ser vi att de tal som kan
skrivas som kvadrater modulo 11 &ar 1, 3,4, 5, 9. De tal som ar icke-kvadratiska
rester #r saledes: 2,6,7,8 och 10. Eftersom n? = (p — 1)? ser vi att endast

hélften av alla n ger olika kvadratiska rester modulo p.

Enligt Fermats lilla sats ar alla tal 1,2,...,p — 1 nollstéllen modulo p till
polynomet 2P~ — 1. Vi faktoriserar det som

P — 1= (P2 1) (P2 2 )

2

Nu later vi a vara en kvadratisk rest modulo p, vi sdger att a = v mod p.

Da ar
aP=1/2 _1 = (u?)(p*l)/2 —1=u®Y_-1=0 mod p.

Alla kvadratiska rester ar saledes nollstéllen till z(P=1)/2 —1. Eftersom deras
antal dr lika med graden (p —1)/2 utgor de samtliga nollstallen. Till faktorn
((P=1)/2 1 1) &r det saledes de kvadratiska icke-resterna som utgér samtliga
nollstéllen.
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e a #r en kvadratisk rest modulo p om och endast om a(P~1)/2 = 1
mod p

e a ir en kvadratisk icke-rest modulo p om och endast om a(P~1/2 = —1
mod p.

Vi tittar nu pa talen a-1,a-2, ..., a-(p—1) /2. Vi dividerar dem med p och véljer
de absolut minsta resterna, alltsa de rester som ligger ndrmast 0 pa tallinjen,
vilket ger att resterna &r tal mellan —p/2 och p/2. Vi séger att ry,...r,, ar
de positiva resterna och att —si, ..., —s, ar de negativa resterna. (Observera
att s; ar positiv.) Antalet rester &r (p—1)/2, det vill siga u+v = (p—1)/2.
Alla r ar olika, liksom alla s. Om tva r vore lika skulle ai = aj mod p for
nagra ¢ # j, sa pla(i — j). Eftersom p inte delar a, sa p|i — j och eftersom
i och j ligger mellan 1 och (p — 1)/2, s& maste i — 7 = 0. P4 samma sétt
ser vi att alla s ér olika. Skulle r; kunna vara lika med s;? I sa fall skulle
ak = —al mod p for nagra k och [. Men i sé fall skulle p|a(k+1) och p|(k+1).
Eftersom 0 < k+1 < p+v = (p—1)/2 s& ser vi att detta ar omojligt. Alltsa
ar alla talen 7, s; olika. Eftersom antalet rester ar (p — 1)/2 stycken maste
ri, s; utgora alla talen 1,2..., (p — 1)/2. Dérmed kan vi siga att 75, s; &r en
permutation av 1,2, ..., (p — 1)/2. Vi multiplicerar ihop alla r;, s;. Da &r

Tl Ty St Sy =1-2-.-(p—1)/2=((p—1)/2)!

Detta kan vi skriva eftersom vi vet att alla r;, s; ar olika och att antalet ar

(p—1)/2.

Vi kan ocksa skriva

V7“1 (—81) TR (—S,,)

“(a- a-(p—1)/2))

va(P—1) /2(( —1)/2)! modp
Dérmed kan vi skriva (—1)”a®=1/2((p —1)/2)! = ((p — 1)/2)! mod p

Vi dividerar med (p — 1)/2)! (vilket vi kan goéra eftersom (p — 1)/2 inte &r
delbart med p) och far

TLt e Ty ST = (-1

(=1)*a?»" /2 =1 mod p
vilket vi inser ar samma sak som
aP~1/2 = (1) mod p.

Denna kongruens brukar kallas Gauss lemma och anviands nér kvadratiska
rester studeras. Vi vet sedan tidigare att
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e a ir en kvadratisk rest modulo p < a(?~1/2 =1 mod p

e a ir en kvadratisk icke-rest modulo p < a(P~1)/2 = —1 mod p
Déarmed kan vi sla fast att

e ¢ dr en kvadratisk rest modulo p om v ar jamnt

e ¢ ir en kvadratisk icke-rest modulo p om v &r udda.

For att avgora om ett tal a ar en kvadratisk rest eller ej, behover vi allt-
sa undersoka hur manga av de absolut minsta resterna som ar negativa. Vi
borjar med att undersoka a = —1, vilket ar ett exempel pa Gauss lemma
och &r en uppvarmning infor fallet (-3) som &r det vi egentligen behover. For
a = —1 har vi talen —1-1,—-1-2,...,—1((p — 1)/2), vilka alla redan ligger i
omradet mellan —(p/2) och p/2 och alltsé redan dr sina egna absolut minsta
rester. Ddrmed ser vi att antalet negativa rester dr (p—1)/2 och vi far att —1
ar en kvadratisk rest om (p—1)/2 &ar jamnt, vilket intréaffar ndr p =1 mod 4.

Lite mer omsténdligt &r det att underscka fallet a = —3. Vi undersoker
nu talen —3-1,-3-2,-3-...,—3- ((p —1)/2). Vi skriver detta istéllet som
—3-kdéarl <k < (p—1)/2. De tal som &r storre &n —p/2 dr redan sina egna
absolut minsta rester. De talen far vi nar k < p/6. Det finns [p/6] sadana
tal. Vi gar vidare och tittar pa olikheten —p < —3k < —p/2. Vi adderar
p och far den ekvivalenta olikheten 0 < —3k 4+ p < p/2. Vi ser alltsa att
den absolut minsta resten kommer att bli positiv. For att f4 den absolut
minsta resten maste vi dividera med p. Med hjélp av divisionsalgoritmen
skriver vi: =3k = (—1)p + (—3k + p), ddr —1 &r var kvot och (—3k + p) &r
var rest. Att denna rest méste vara positiv har vi redan konstaterat. Vi gar

-3
vidare med vart sista intervall som maste undersokas, Tp < =3k < —p.
-3
Vi adderar p och far olikheten Tp +p < =3k +p <0, vilket ar ekvivalent

med —L < =3k + p < 0, foljaktligen kommer vara absolut minsta rester att
vara negativa. Vilka k ar det som uppfyller det har? Vi delar med —3 och
far den ekvivalenta olikheten g <k< g Héar ar resterna redan sina egna
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absolut minsta rester. Antalet méaste vara [g] - [2] Talet [g] kan vi skriva

3
-1
om som narmsta mindre heltal som p? Det totala antalet negativa rester
blir alltsd sammanlagt:
p,,p—1 p
B+ =)

3

Nu maéste vi ocksa kontrollera de olika fallen ndr p =1 mod 3 och nir p = 2
mod 3. Vi tittar forst pa fallet ndr p =1 mod 3. Eftersom p &r udda, sa ar
p—1 jamnt. Vi vet att p — 1 &r delbart med 3 och eftersom det &r jamnt ar
det dven delbart med 2. Alltsa ar det delbart med 6. Vi skriver p = 6m + 1.
Nér vi sétter in detta i vart uttryck for v ovan far vi:

1 1
u:[m+6]+3m—[2m+g]

vilket i heltal motsvarar
v=m+3m—2m = 2m
v ar alltsa jamnt och a har visat sig vara en kvadratisk rest.

I fallet ndr p = 2 mod 3, kan vi lika vil skriva p = —1 mod 3. D& &ar
p -+ 1 jamnt och delbart med 6. Om vi skriver p = 6m — 1, sa far vi

m— ]+ 3m—1— 2m — 1]
v=|m-— - m—1—[2m— =
6 3

och omskrivet till heltal far vi
v=m-1)4+3m—-1—02m—-1)=2m—1

vilket ger oss en kvadratisk icke-rest. Saledes har vi rett ut nér ett tal a &r
en kvadratisk rest eller inte. [4]

4.4 Vilka ar primtalen?

Nu ska vi undersoka vilka primtalen i Z[w] &r. Om ¢ &r ett primtal i Z sa-
dant att ¢ = 2 mod 3, sa dr ¢ ett primtal i Z[w]. Vi tar ett primtal ¢ = 2
mod 3 och antar att ¢ = (a + bw)(c + dw), dér ingen av faktorerna ar en
enhet. Sedan tar vi normen: ¢> = N(a + bw)N(c + dw). Eftersom ingen av
faktorerna i hogerledet #r 1, s3 maste ¢ = N(a + bw) = a® — ab + b?, vilket
vi tidgare sett r omdjligt och ¢ maste alltsé vara ett primtal i Z[w].
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Nu later vi p vara ett primtal > 3 som dr = 1 mod 3 och vi skriver
p = a’—ab+b? = (a+bw)(a+bw?). DA dr a+bw och a+bw? primtal i Z[w]. Fér
om vi skulle kunna skriva a + bw = zu, sa vore p = N(a + bw) = N(2)N(u),
vilket innebéar att antingen z eller v ar en enhet.

Vi undersoker nu talet 3, som kan faktoriseras som 3 = —w?(1 — w)?, vilket
innebér att 3 dr en enhet multiplicerat med en kvadrat. Vi kan jaimfora med
2 som i Z[i] kan faktoriseras som (1 —4)(1 4 1) = i(1 —4)2.

Alla tal som &r associerade med de primtal vi hittat ar forstas ocksa primtal.
Kan det finnas fler? Vi later z = a + bw vara ett godtyckligt primtal i Z[w].
Om b = 0, sa ar a ett primtal i Z. Om a =1 (mod 3), sa dr a inte ett primtal
i1 Z]w]. Alltsd dr a = 2 (mod 3), vilket &r en av de typer av primtal som vi
redan har hittat. Antag alltsd att b £ 0 och 1at p vara ett primtal i Z som
delar N(a + bw), det vill sidga p|(a+ bw)(a + bw?). Om p =2 (mod 3), si r
p ett primtal i Z[w] och skulle déarfér vara associerat till nadgon av faktorerna
exempelvis till a 4+ bw, sidg p = u(a + bw), vilket dr en av de typer vi hittat
tidigare.

Vi tittar slutligen pa fallet dd p = 1 mod 3 och p|(a + Bw)(a + Bw?). Vi
faktoriserar p = (a + bw)(a + bw?) och ser att a + Bw eller a + fw? dr asso-
cierat med a + bw, vilket ocksa &r en av de typer vi har hittat tidigare. Vi
har alltsa hittat alla primtal i Z[w].
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