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Sammanfattning

Konjugatregeln siger att (z + y)(z — y) = x? — 3. Vi tittar pad om
denna kan generaliseras till flera variabler. I detta fall innebér det att for-
meln dr symmetrisk, det vill siga att den inte paverkas av permutation
utav variablerna, samt att den &r invariant, det vill sdga att formeln inte
paverkas av vissa bestdmda avbildningar. Men &ven att koefficienterna
framfér monomen i uttrycket foljer att visst monster. I arbetet presen-
teras bakomliggande teorier inom omradet och sedan testar vi om var
definition av generalisering géller. Vi har arbetat med mindre exempel i
Mathematica.



1 Inledning

Konjugatregeln ér en polynomidentitet, ndmligen att produkten (z+y)(z —y)
ir lika med 22 —y2. Om vi skriver om detta som (x + (1)y)(z + (—1)y) ser vi att
koefficienterna framfér y dr 1 samt —1, vilka #r 16sningen till ekvationen a? = 1.
Det blir da naturligt att fraga sig om det finns en motsvarande identitet nir man
istéllet tittar pa koefficienter (€%,...,¢%"1) som #r l6sningarna till ekvationen
a® =1, d.v.s. produkten blir:

d—1

(o + x1)(x0 + €x1) -+ (w0 + €7 " 1).

Nér vi till exempel har tva variabler och d = 3 far vi (zo + (1)x1)(zo +
(€2™/3)21) (2o+(e*™/3) 1) som blir z3+x3, dér 1,e?™/3 och e2™/3 #r 16sningarna
till ekvationen a® = 1. Om vi istllet tar tre variabler och l6sningarna till a? = 1
framfor x1 och xo far vi:

(o + 1 + x2) (20 + 21 — 22)(T0 — 1 + 22)(T0 — 1 — T2) =
mé + o] + x5 — 2x(2)xf — 2x(2)x§ — 2222,

Uttrycket &r inte lika enkelt som for tva variabler eller som nér vi anvédnde
l6sningarna till ¢ = 1. Vi kan dock se att uttrycket #r invariant vid permuta-
tion av variablerna g, x1 samt xo och dr déarfor symmetriskt.

I sats 3.2 bevisar vi polynomidentiteten (zg + z1)(zo + €x1) - - - (o + €? Lzy) =
xd — (—=1)?2¢ och man kan d& siiga att konjugatregeln #r specialfallet d = 2 av

denna identitet. Nasta steg dr att forsoka generalisera detta till flera variabler.

Produkten kan skrivas som:

fan(xo, . xn) = [[(wo + e1w1 + -+ + €nzn)

diir €; varierar 6ver alla losningar till ekvationen a® = 1 och déir antal variabler
ar n + 1. Den generalisering som vi har tittat pa ar att symmetri géller for
fan(Zo,-..,xy), det vill séiga att formeln inte paverkas av permutation utav
index pa variablerna och att uttrycket &ven &r invariant under avbildningen
x; — ex;, dir € dr en primitiv enhetsrot. Vi tittar &ven pa att koeflicienterna
framfér monomen i formeln foljer ett visst monster.

Vi tittar pa vilka egenskaper produkten fg,(xo,...,z,) har. Forst tar vi upp
tidigare teorier for att sedan visa att uttrycket fqn(zo,...,x,) dr invariant un-
der avbildningen z; — ex;. Vi arbetar i kroppen C, de komplexa talen, samt i
de &ndliga kropparna Z,, dér d | p— 1. Med hjélp av invarians samt faktorsatsen
visar vi vilka egenskaper koefficienterna framfér variablerna xiin, . ,x;’lln samt
monomen zg°® - 7t - - xd™ har, ddr 0 < o; < d".



Vi gor berdkningarna pa mindre n och d i Mathematica [4] for att testa de olika
pastaendena och teorierna om egenskaperna (se Apendix A).

Vi har inte lyckats hitta en liknande polynomidentitet som den for konjugatre-
geln, men vi visar i sats 3.5 att i fqn(zo,..., %), nir n > 2, dr koefficienterna
framfér monomen zg°® - z{* - - 2% noll da d inte delar «;. Vi tittar dven pa
tidigare forskning inom omradet for att se om nagot samband finns mellan den

produkt vi kommer fram till och resultatet fran den tidigare forskningen [2].

2 Bakomliggande teori

Definition 2.1 (Enhetsrotter). En d:te enhetsrot dr en 16sning till ekvationen
xz% =1, dér d &r ett positivt heltal. I polir form skrivs enhetsrétterna som:

2kmi
e d :COS%T”Jrisin%T’T, k=0,...,d—1.

En d:te enhetsrot kallas primitiv om den inte &r en k:te enhetsrot for nagot
k <d, d.v.s.

41 (k=1,2,3,...,d—1)

Definition 2.2 (Invariant, se [3]). G &r en dndlig grupp av automorfismer som
verkar pa k[zo,...,%,]. Ett polynom f(x) € k[x1,...,z,] dr invariant under
verkan av G' om:

f(z) = f(az)
for alla o € G.

Sats 2.1 (Faktorsatsen, se [1]). Lat k vara en kropp och anta att f(z) dr ett
polynom i k[z]. Da dr x —« en delare till f(xz) i k[x] om och endast om f(a) =0
i k.

Bevis. Anta att z — « dr en delare till f(z) sa att
f(@) = (x —a)g(x) 1klz].
Satt x = « 1 bédgge led och vi far f6ljande:
fla) = (a—a)g(@) =0-g(a) = 0.

a dr darfor ett nollstille. Anta nu att f(«) =01 k. D4 finns det polynom g(x)
samt r(z) 1 k[x] sa att

f(@) = (& —a)q(z) +r(x
dér antingen degr(x) < deg(x — «) eller r(x) = 0.
f(a) = 0) far vi foljande:

);
Om vi nu sétter x = « (dér



Om degr(z) < deg(x — a) si maste degr(x) vara noll och r(x) dr dirfér en
konstant C'. Vi har att r(a) = C = 0. Déarfor maste r(z) = 0, vilket ger oss att
x — « dr en delare till f(z).

0

Sats 2.2 (se [1]). Om k dr en kropp och f(x) dr ett polynom av gradn > 1 4
k[x] sd har ekvationen f(x) =0 som mest n rotter i k.

Bevis. Anta att ekvationen har m distinkta rotter aq,as,...,a,, 1 k. Enligt
faktorsatsen sa delar x — ay,z — ag,...,& — @y, f(z) och &r alla irreducibla.
Faktoriseringen av f(x) i k[z] blir d& fsljande:

f(@) = (2 —a)(z —a2) - (z — am)g(x)

for nagot polynom g(x) i k[z]. Da koefficienterna finns i kroppen k sa &r graden
av en produkt summan av graderna pa faktorerna, dérav dr graden av f(z) som
minst m. Detta innebér att antal rotter av f(x) = 0 &r som flest n.

O

Sats 2.3 (Lagranges sats, se [3]). Om G dr en dndlig grupp av ordning n och
H dr en delgrupp av ordning m, sa delar m n.

Bevis. Vi vet fran egenskaper hos delgrupper att vénstersidoklassen aH har
samma antal element som H, det vill séiga |aH| = |H|. Vi vet dven att vénstersidoklasser
antingen #r lika eller disjunkta vilket innebér att varje element i G tillhor exakt

en vinstersidoklass.

Vi later k vara antal vintersidoklasser, a1 H, ..., apH, av G vi har da att |G| =
larH| + -+ + |ap H| vilket ger |G| = k|H| och m delar dérfor n.
O

Sats 2.4 (se [1]). Ford,p > 1 sa innehaller den multiplikativa gruppen i Z, en
primitiv d:te enhetsrot om och endast om d delar p — 1.

Bevis. Om « ér en primitiv d:te enhetsrot i Z, sa &r méngden
A={lLa,...,a%1}

en cyklisk delgrupp, se [1], H av den multiplikativa gruppen G,_1 av Z,. Enligt
Lagranges sats s& delar ordningen av H ordningen av G,_;. Eftersom G,_; har
p — 1 element delar d, p — 1. Gp—1 &r en cyklisk grupp, se [1]. Lat § vara en
generator till denna grupp sa att:

prl = {1757B27 e 7617_2}
dar BP~! = 1. Lat d > 1 vara ett tal som delar p — 1 och definiera

a = ge-1/d



da har vi att a? = 1. For alla 0 < k < d har vi att k% <p-—-1
Oék _ ﬁk(p—l)/d ;é 1

vilket visar att o r en primitiv d:te enhetsrot.
O

Exempel 1. Om vi har den multiplikativa gruppen Zsz; sa har vi att p — 1 =
31 —1=30.1Z delar foljande tal 30 : 1,2, 3,5,6,10,15,30. Om vi viljer ett tal
som delar 30, lat sdga 6 sa har vi att d = 6. Vi har da foljande 16sningar for
a® =1:

16=1,
50 =1,
6° =1,
256 =1,
265 =1,
30 =1

Det vill séiga niir d = 6 har vi sex losningar till ekvationen a? = 1. Enhetsroten 6
ir den enda primitiva enhetsroten, detta da for alla k < d sa &r 6% # 1. Eftersom
31 ar ett primtal sa dr Zgz; en kropp. Enligt sats 2.2 sa har darfér polynomet
28 — 1 = 01 Zs3; maximalt 6 stycken rétter, nér alla rotter dr distinkta. Om vi
tar rétterna och skapar en produkt av de linjira faktorerna far vi féljande:

(a—1)(a—5)(a—6)(a—25)(a—26)(a—30) = a®—31a® + 31a* — 31a® — 31a+30
vilket i Z3; ger a® — 1 eller att a® =1

Om vi istéllet viljer d = 7 dér 7 inte delar 30 har vi endast en lsning till
ekvationen a? = 1 vilken &r

1"=1.
3 Resultat
3.1 Beteckningar
Vi befinner oss i ringen k[x, . . ., 2,] dir k dr de komplexa talen C eller en &ndlig

ring Z,,, dir d | p — 1. Vi definierar:

fd,n(l'(),...,l'n): H ($0+6i11’1+...+€inmn)’
0<i;<d—1
Jj=1,...,n

dar e ar en d:te enhetsrot.



3.2 Invarians

Lemma 1 (Invarians). Polynomet fqn(zo,...,2,) @r invariant under avbild-
ningen x; — ex; dir 0 <1 < n.

Bevis. Efter avbildningen zq — exq far vi produkten:

H (€xo + €' xy + "'+€l"xn)~
0<i; <d—1
=1 mm

Eftersom 1 = € kan vi ligga till € dir i;j = 0 for alla 1 < j < n och sedan
bryta ut € ur varje parentes och vi far:

e H (g + €z + -+ € xy).
0<i;<d—1
Jj=1,...,n
Vi vet att e = 1 vilket ger att " = 1. Vi har alltsa visat att fan(zo, ... ,zn) =
fd,n(ean e 7xn)

Vi ska nu visa att produkten &r invariant under avbildningen z; — ex; dar
1 <4 <n.Om vi viljer i = 1 sa far vi foljande uttryck for avbildningen:

T (o+e(exa) + -+ €nan),
0<i;<d-1
j=1,....n

som vi kan skriva som:
II (w0 + €+ (wy) + - €nay). (1)

0<i; <d—1,1<i1+1<d
Jj=2,....,n

Eftersom €?~!(e) = ¢ =1 = ¥ s4 #r (1) lika med

H (o + €@+ +eray,).
0<i;<d—1
Jj=1,....,n

Samma princip kan tillimpas pa alla x; dir 1 < i < n.



Exempel 2. Vi har nir n = 1 och d = 3, dér enhetsrétterna dr €® = 1, €' och
2
€
(zo + 1) (20 + €'z1) (20 + €211),

vilket efter avbildningen xy — exq ger
(exo + x1)(exo + €'x1)(exo + €2x1).
vi ldgger till €3, ddr vi har 1 som koefficient och far:

(exo 4 321)(exo + €' 21) (exo 4 221) =
63(170 + 62I1)($0 + x1)(xo + elxl) =
(wo + 21) (20 + €'a1) (w0 + €211)

Sats 3.1. Koefficienten framfor alla monom x¢xt i fq1(xo,x1) dr lika med 0
nirl <a,b<d-1.

Bevis med hjilp av invariantteori: Vi har att

d—1

fa1(zo, 1) = Cofﬂo + 1z d

xr1+ -+ Ccqg— 1wox1 —|—cdx1

och om vi avbildar xg — €xg, dér € ir en primitiv d:te enhetsrot, far vi foljande:

fai(exo, 1) = colero)? + ci(exo) ™ wy 4 - 4 ca—i(exo) !t + cqad

d,.d d—1,.d—1 d— d
= Co€ x( + C1€ Ty X1+ + C4-1€T0X —|—cdx1.

Vi har att € = 1 och far:

dldl d

d
= coxy + C1€ 1+ -+ cg— 163:03:1 4 CqTy .-

Fran Lemma 2 vet vi att fq1(x0,21) = fa1(exo, 1) och far att

d d—1 d
coTg +c1xy X1+t Ca— 1x0x1 + cdxl =
d d—1 d 1 d
CcoTqy + c1€ 1+ -+ cqg- 1€£0$1 4 CqTy-
Vi far dessa likheter mellan koefficienterna framfor monomen xga?;
d—1
C1€ =C1,-.-,C4—1€ = Cq—1-

Vihar att ¥ #1 V 1<k < d, eftersom € dr en primitiv d:te enhetsrot.
Om vi antar att ¢; #0 V 1<4i<d—1sa far vi da att

ciek =q = = 1,

men eftersom vi vet att ¥ # 1 da 1 < k < d har vi en motsigelse. Déarfor maste
¢; vara 0 och alla koefficienter framfor alla monom xga? i f41 (7o, z1) méaste vara
0. O



Bevis med hjilp av faktorsatsen: Vihar att fg1(xo, 1) = (zo+x1)(xo+€x1) - - - (To+
ed_lxl), om vi bryter ut x; far vi féljande:

d %o Lo Zo d—1
4,4+]> — e (— .
(AN e (et

Vi gor variabelbytet —a = xq/xz1 och far:
zi(—a+1)(—a+e€) - (—a+ el
om vi multiplicerar med (—1)¢ far vi:

2d(a—1)(a—¢€)--(a—elh).

Vi vet att 1,€,€2,..., e &r 16sningar till ekvationen a? = 1 eller a® — 1 = 0,
vi kan d& anviinda faktorsatsen som ger att (a —1)(a—¢€)---(a—e?" 1) =a%—1
vi far déarfor att:

zd(a? —1).

Vi byter tillbaka till @ = —(x¢/x1) och far:

2{((=(wo/21))? = 1).

Vi kan da multiplicera med (—1)¢ och far:

z{(=g = (=1)1) = (2§ — (~1)a{).

Vi kan se att beviset med hjilp av faktorsatsen bevisar sats 3.1 pa ett enklare
sétt d4n med hjélp av invarians.
O

Exempel 3. Om vi har n = 1 och d = 3 far vi f6ljande:

f3.1(w0, 1) = (w0 + 71) (w0 + €x1) (20 + 271) =
3,20 i) Zo 2

204y (2o 20
A 4@ 492 e

23(—a+1)(—a+e€)(—a+ e

)
)
)
)
)
)

3a® —1) =
3/, %o 3 3/, %o 3
rH =2 - 1) = ()2 - (1)
3
x
(-1 =a5—a}
L1



Sats 3.2. Polynomet fq,(xo,...,x,) dr ett element i delringen klxd, z¢, ..., xd].

Bevis med hjilp av invariantteori: Vi har produkten:

fan(xo,.. . ,xp) = H (20 + €121 4 - + €nay).
0<i;<d—1
j=1,...n

Om vi avbildar alla zg — ex( far vi féljande produkt:

fd,n(€x07~-~7fpn) = H (Ex0+€i11’1+"'+fin‘rn)-
0<i;<d—1
j=1,...n

Samma avbildning, x; — ex; ddr 1 < ¢ < n, kan goras for varje q.

For alla monom zg°z{*!--- 28" dér 0 < a; < d" och a; # 0 har vi en koef-
ficient C. Efter avbildningen far vi koefficienten Ce®:. Vi har enligt lemma 1
att fan(zo,...,2n) = fan(exo,...,x,) och far likheten mellan koefficienterna
C = Ce*. Da har vi att C = Ce* om C = 0 eller om d|o;.

O

Exempel 4. Niar n = 3, d = 2 har vi:

f273 = ($0—|—.731 +$2+Z‘3) . (.230—|—$1 + 29 —Z‘g) . (xo—I—a:l —$2+$3) . ($0+$1 — X9 —.233)~
(l‘o—$1 +.’132+.’1?3)'($0—$1 +$2—.’L‘3)'(SIL‘0—J}1 —$2+$3)-($0—J}1—$2—$3)

= af — dada} + 6zga] — dadal + 2f — dxSri+

4xéz%x§ + 4:173:0‘1%% — 4a822 + Gzéx;lJr

dadeiey + 6xlry — dvdal — 4xixl 4+ 25—

4ala? + dxpria? + dxdatad — 4aSai+

dagrias — 402323 v3es + datade; + dadrsri+

4xfz%x§ — 4xSx3 + 6xéx§ + 4x(2)z%x§ + 6x‘11x§+

daleies + Arixias 4 6xsay — dwgal — datal—

2.6 8
4x5x3 + x5

Vi kan se att varje monom &r ett element i delringen Clz3, 22,23, 23] och att
koefficienterna dr 0 framfor alla monom z¢ om for nagot ¢ géller att d inte delar
(678

10



3.3 Symmetriegenskaper

Sats 3.3. Latn > 2 och d > 2. Da gdiller att fq,(zo,...,z,) dr ett element i
delringen k[xg, ..., z%] och k dr C eller Z, dir d | p— 1. Koefficienten framfor

x?" kommer att vara 1 for bdde jimna och udda d.
an an

Bevis. Koefficienten cq framfor variablerna ¢ ,...,z% é&r foljande:

ca =17 el (@7 (@ = (T T < (T =

Vi vet att €* #r lika med 1 da k > 2 och k #r ett jimnt tal eller da k &r en
multipel av d.
Nar d ar udda, lat d = 2k + 1,

cq ar darfor 1 for udda d.
Nér d ar jimn, lat d = 2k och lat

antlgntl_onpn gnjn+l_gn—1pn enkn—1
2 = €

Cqg=¢€ = i

Eftersom 27k"~! och 2"~ 1k™ #r ett jimna tal, nir n < 2sa har viatt 2% =1
n—1pn
och €2 k" =1,

O

Vi har, for n = 1, visat i sats 3.1 att f6r udda d &r koefficienten framfér x; lika
med 1, vi vet da att for udda d ar

far(zo, 1) = xf + 2 = 2 + 2§ = f(21,m0)

Uttrycket fq1(zo, 1) dr dérfor symmetriskt for udda d.
Vi har, for n > 1, uttrycket

fd7’ﬂ($07"-axn) = H <x0+6a1x1+"'+6a"$n)_
0<a;<d—1
j=1,....n

Vi kan multiplicera varje faktor med e/~
II ¢ “@o+ea+-+era,) =

0<a;<d-1
j=1,....n

0<a;<d-1
j=1,....n
(ed a1 4 +6d “1+a1x1+- +6d—a1+anx ) (2)
0<a;<d-1
j=1,....n

11



Vi har att e¢=@1Fa1 — ¢4 och e = 1. Vi vet att 1 < d — a; < d och vi kan skriva
om detta som

1§d—a1§dz>1—d§—a1§0:>0§a1§d—1

och (2) ger:

(€"wg+xy + -+ + Ty,

Lat j = o for 0 < ¢ < n da vet vi att den ordnade méngden (an,,; Gayg, - - - Ga,, )
endast férekommer en gang i produkten fq,(zo,...,2,). Lat (ag,,...,as,) vara
en annan ordnad mangd. Nar vi har a,, + a,, kan vi anta att den ordnade
méngden (Gq,, 0oy + Gas, Gay + Qagy - - - Gay + Gq, ) endast forekommer en gang
i produkten (3.3) vi sétter da:

(a‘al 3 Oy T0ay; Gy T0ags - -+ 5 Qay +a0¢n) = (a’ﬁl 108,108,508, FTagy, ..., A8, +a’5n)

eftersom vi har likheten a,, = ag, foljer resterande likheter, exempelvis aq, +
(o, = ag, +ag, = aa, = ag,. Uttrycket fq,(xo,...,z,) dr dérfor symmetriskt.

4 Tidigare forskning

En Waring decomposition av ett polynom &r ett uttryck av polynomet som en
summa potenser av linjira former, diar antalet potenser ar de lagsta mojliga. 1
tidigare forskning [2] har man bland annat visat vilka koefficienterna framfor
monomen i denna summa av potenser &r.

Sats 4.1. Latd =dog+---+d, dir0<dy <...<d,. Lat €; vara en d; + 1
enhetsrot fori=1,...,n. Da gdller det att:

d, d dn 1 a an d(_ a an
xy’ (= — E (330+611.Z‘1+"'+€n Ty) (611"'€n ),
0<a;<d;

1=1,...,n
ddr
c=(, T V1))
“\do,....d, ) ! n '
och dér d 4. ) @ multinomialkoefficienten d!/(do! - - - dy!).
0y---yUn
Bevis. Se [2] O

12



Vi ska nu bevisa sats 4.1 i specialfallet dar alla d; = 1

Sats 4.2. Latdy=---=d, =1, da drd=n—+ 1. Da gdller det att

(n+1)!2n$0 Xy = Z (x()+(_1)a1x1+. . ._|_(_1)anmn)n+1(_l)a1 . (_1)an

0<a; <1
i=1,...n

Bevis. Om vi betraktar monomet ™ = xg" - - - 2" dér mo +...+m, =n+1
har vi da att koefficienten framfoér ™ i utvecklingen av

D7 (o + (~1) a4 (21 ) (D) (<)

0<a;<1
i=1,...,n
ar lika med

( nH > D ((yntml . (gt =

mo, ..., m
05 PRI 0<a;<1
i=1,...,n
n+1 . § : (—1)ar(mtD) .. E : (—1)en(matl)
mo,...,Mp
0<ar<1 0<an<1

Om m; ar udda sa ar

doo(=patmEy = N n =14 1=

0<a;<1 0<a;<1

Om m; &r jimnt sa ar

SO (=nmimE = N (<)% =14 (~1) =0.

0<a;<1 0<a;<1

Alltsa har xzy™ - - - 2 nollskild koefficient i

n

Do @0t (F) e (<) ) () (1)

0<a;<1li=1,...,n

om och endast om alla m; dr udda. Vi vet att m; dr udda (i = 1,...n) eftersom
mi+---+my, <n+1samaste m; =1fori=1,...n, fran vilket det foljer att
dven mg = 1. Vi har visat att

D7 (@0 + (<L) s 4o (21 ) (DM (1) =
Ogaigl
i=1,...,n

(n+1)!-2" - xozy -y

13



4.1 Samband

Om vi har produkten fq,(zo,...,%,) som vi definierat tidigare kan vi skriva
den som fo6ljande:

Jan(wo, .. an) = H (zo+ € a1+ +€"an) = Yoy1 -+ Yar—1.
0<a;<d—1
j=1,....n

Vi kan nu skriva om faktorerna som summan fran sats 4.1:

yé .yi...y}in_l =
1 n n a aqgn
2D ot (P (DM g )T (1) (1)),
0<a; <1
i=1,...,d"—1

dir C' = d™-2%" 1. Omskrivningen av fg (o, ..., *,) vi gjort med hjilp av 4.1
kan vara ett sitt att bestdmma koefficienterna framfér monomen i uttrycket.

5 Avslutande diskussion

Det vi har visat &r att fg,(xo,...,2,) dr invariant under bade avbildning pa en
primitiv enhetsrot samt under permutation av variablerna. Detta innebér att vi
har ett symmetriskt uttryck. Vi har &ven visat att nér n = 1 da &r koeflicienterna
framfor variabeln z¢ lika med 1 fér udda d och lika med —1 for jimna d, men
att for n > 1 ar koeflicienten framfor :17;-1 dar 1 <7 < n lika med 1 for alla d.
Vi har #iven visat att fa,(zo,...,2,) ir ett element i delringen k[zgd, ..., zd].
Det som aterstar dr att bestdmma koefficienterna framfér monomen xg? - - - x4
dér d delar «;. Nyligen har Christian Gottlieb, Stockholms universitet, visat att
dessa koefficienter dr heltal, men det kvarstar darfor att hitta vilka dessa heltal
ar.
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A Appendix

Berdkningar gjorda i Mathematica. Vi har anvént ” ComplexExpand” for beréikningarna
och i fallen med fler variabler &ven ”Simplify”.

2im 247 4im 4im

(—x0—1)(—x0—e 5 )(—x0—e 5 )(—xg—e 5 )(—xg—e 5 )=—x5—1

21

i 0 _dim dim 5 5
5X1)(xot+e X)) |Xot+es x1)=Xy+Xx]

(x0 + x1) (xo + e_%xl) (xo +e

(xo —x1) (%0 +x1) (XO + e_%rxl) (XO + e%r)q) (XO + 6_%)(1) (Xo + 5 X1> = Xg — X?

xXg—1)(xg+1 Xofe*%ﬂ xofe%w xofefzéw xofe% =x5-1
0

(exo + x1)(exg + exy)(exg + €2X1)(6X0 + e3x1)(ex0 + e4x1)(exo + e5X1)

=Ty —T1

(—x0 + x1 — X2) (X0 + X1 — X2) (—X0 + X1 + X2) (X0 + X1 + X2)

2.2 2.2 4 2.2, 4 4
= —2xpX7] — 2xpX5 + X — 2X7X5 + X] + X5

(Xo—X]_—Xg—X3>(X0 +X1—X2—X3)(X0—X1 +X2—X3) (XQ-‘er +X2—X3)
(x0 —x1 — X2 + X3) (X0 + X1 — X2 +X3) (X0 — X1 + X2 + x3) (X0 + X1 + X2 + X3)

2.2 2 2 4.2 2 2.2 4 2.4 2 4.2 2 2.2 4
= —40xpx7x5X5 + 4xpX7X5 + 4xpXTX5 + 4x5xX5 + 4xgx X3 + 4xpX7X3

2,42 6.2 4.4 2.6 4.2 2 2.2 4 2,42
+4xgxix3 — 4xgx7] + 6xpx] — 4xpx] + 4xpX5X3 + 4xpX5X5 + 4X(X5X5

6.2 4.4 2.6 6.2 4.4 2.6 | 8 2.2 4 2,42
—4xgx5 + 6x5X5 — 4xgXq — 4x0X3 + 6x5X3 — 4XpX3 + X + 4x7X5X5 + 4X]X5X3
+4X%X%X§ — 4x3x5 + 6xTx) — 4xPx3 — 4X%Xg + 6x%x§ - 4X(15X§ +x8 — 4xgxg

4.4 6,2 | 8 .8
+6x5x3 — 4x9X3 + Xg + X3

(X() + Xl) (X() + €X1) (XO + 62X1) (X() + €3X1)

= ag — 7

DD D (DD (1)) (yo + (~1)™y1 + (~1) Mgz + (—1)ys)t =
=0as=0a3=0

o=y — Y2 —y3)  + (Wo—v1 — v+ )t + (o +y1 —y2—y3)?
o+ —za )+ Wo—yi+v2—ys) — (Wo —y1 +y2 +ys)t — (Yo +y1 +y2 —y3)*
Yo+ y1 + y2 +y3)* = 192yoy1y2y3

—(y
—(y
+(
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