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Sammanfattning

Symmetriska polynom &r polynom som inte féréindras om man byter
plats pa variablerna. En viktig huvudsats inom teorin for symmetriska
polynom &r att de alltid gar att skriva om i de sa kallade elementéra
symmetriska polynomen. Vi kommer att presentera metoder for hur
det kan ga till. Vi skall mer ingaende studera symmetriska polynom
som &dr potenssummor och hur dessa kan uttryckas i de elementéra
symmetriska polynomen med Newtons identiteter. Uppsatsen leder
till anvéndbara allménna metoder.
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1 Inledning

Den hér uppsatsen handlar om symmetriska polynom och hur dessa kan ut-
tryckas i de elementdra symmetriska polynomen. Ett symmetriskt polynom
ar ett polynom som inte férdndras om man byter plats pa variablerna. Detta
ar fundamentalt nér vi vidare studerar hur symmetriska potenssummor kan
uttryckas i de elementdra symmetriska polynomen, alias Newtons identiteter.

Uppsatsen kommer att behandla polynom i flera variabler. Forst ett kapitel
om tva variabler foljt av ett kapitel i tre variabler och dérefter i ett avslu-
tande kapitel kommer vi redogora for n variabler. Varje kapitel kommer att
presentera avsnitt om elementéira symmetriska polynom och Newtons identi-
teter. Utover detta kommer vi i kapitel tva och tre dven att berdkna summor
av negativa potenser av variablerna, rubricerat Omvént polynom

Mer ingaende kommer avsnitten om elementéra symmetriska polynom pre-
sentera metoder for hur man givet ett symmetriskt polynom skriver om det i
de elementéra. Avsnitten om Newtons identiteter kommer att presentera hur
summan s,, kan beréknas med rekursionsformler och mer detaljerat, i kapitlet
om tva variabler, utreda utfallens monster. I avsnitten om omvénda polynom
visar vi att rotterna till de omvéanda polynomet &r inverterade vérden av ur-
sprungspolynomet. Vi tillampar det pa summor av potenser med negativa
exponenter.

Utformningen av uppsatsen har till viss del influerats av boken ”Uncom-
mon mathematical excursions: Polynomia and related realms” av Dan Kal-
man (2009). Dérifran &r begreppen och resultaten om Newtons identiteter
hédmtade. I 6vrigt har jag tillsammans med min handledare till stora delar
utformat resonemangen sjéalv i synnerhet avsnitt 3.1 och 4.1 déar vi bevisar
den vilkénda satsen att alla symmetriska polynom kan skrivas som polynom
i de elementéra symmetriska polynomen samt utredningen om summan s, i
tva variabler.

Jag skulle vilja rikta ett stort tack till min handledare Christian Gottlieb,
inte minst for hans expertis utan dven for hans stéd och entusiasm som
sammantaget fatt mig motiverad till denna utmaning.

Trevlig lasning!



2 Kapitel 2

Vi kommer i detta kapitel att presentera symmetriska polynom i tva vari-
abler. Kapitlet kommer att behandla de elementdira symmetriska polynomen,
Newtons identiteter och omudint polynom. Lat oss forst undersoka sambandet
mellan rotter och koefficienter.

Polynomet f(t) = t* — at + b med rétterna z och y kan enligt faktorsatsen
faktoriseras enligt

f@) = (t = 2)(t —vy)

Vid en utveckling av f(t) ser vi att det finns ett samband mellan rétterna
och koefficienterna till polynomet.

fit) =t~ (z +y)t+ay

rT+y =a
xy =0
Koefficienterna ar bestamda av rotterna. Det har sambandet mellan rotter

och koefficienter till ett polynom uttrycks enklast med elementdra symmet-
riska polynom.Vi kommer att anvdnda beteckningarna o, och oy dér

Det vi ser ar att

o1 =T+Yy
09 = Y

Nu kan vi skriva polynomet f(t) uttryckt med o och oy

f(x) =2 — o011 + 0y

Att det hér fungerar beror pa att f(t) dr symmetriskt i x och y. Innan vi
gar vidare med de elementéra symmetriska polynomen behover vi veta vad
vi menar med ett symmetriskt polynom. Vi gor foljande definition.

Definition 2.1

Ett symmetriskt polynom i tva variabler x,y dr ett polynom som inte forandras
om man byter plats pd x och y. Exempelvis dr polynomet x® +y> — xy? — 2%y
symmetriskt men x® — y® inte symmetriskt.



2.1 Elementira symmetriska polynom

Symmetriska polynom med heltalskoefficienter av tva variabler, x och y kan
skrivas om som polynom i de elementira symmetriska polynomen. Vi ska i
nagra exempel visa hur det gar till. Vi borjar med homogena polynom.

Definition 2.1.1
Polynomet p(z,y) dr homogent om alla termer har samma totala grad.

Definition 2.1.2

{0’1 :x+y

ar elementdra symmetriska polynom i x och y.
oy =1xY

Exempel 2.1.1
1. x3y2 + a:2y3 _ (:Uy)2 . (3: + y) — Jg o1

2. vyP+ 3y = xy(y?+2?) = oo (y? +22%) = oo((y+2)*—22y) = 09(02 —20,) =

2 2
0109 — 205

3. M + 2Pyt = (zy)(x +y) =05 - 0y

4. 2 1P = (z +y)® — 327y — 3zy® = 0} — 32°y — 3wy® = 0} — Bwy(z +y) =
33
0'1 0201

Att exemplen ovan stdmmer kan vi kontrollera genom att sétta in o7 =
(x+y) och o9 = zy i hogerledet och utveckla men hur man givet vinsterledet
kommer fram till hogerledet kan forklaras enligt foljande:

(1) om polynomet enbart innehaller ”blandade termer”, alltsa termer in-
nehallandes bade x och y &r forsta steget att bryta ut zy eller sa langt det
ar mojligt en potens av xy. Exempelvis

vy’ + 'y = (2y)(2° +y°) = oa(a® +37)
(2) Polynomet dr nu reducerat till en ldgre grad och det som aterstar ar

potenser av grad k. Vidare kan man jimféra med termen (z + y)*. Det vill
vi gora eftersom o1 =z + .



For att fortséitta med samma exempel jamfor vi de aterstaende potenserna
23 och 3® med (z + y)? vilken vi utvecklar med binomialsatsen.

(x +y)? = 2® +32%y + 329° +9°
Omskrivning ger att

2 +y* = (x +y)* - 327y — 3x9°
(2a) Vi kan alltsa uttryck de aterstaende potenserna av grad k med (z + y)*
om vi subtraherar de blandade termerna.

23+ = (v +9y)? — 32%y — 329 = o} — 32%y — 3a9/°

Nu aterstar det att behandla —3z%y — 3zy? vilket kan goras enligt (1), det
vill sédga att bryta ut xy.

—32%y — 3xy® = —3zy(x +y) = —305 - 0y

For att sluféra exemplet ar alltsa

:Uy4 + :L'4y = 020? — 305 - 07

Genom att anvinda sig av steg (1) och (2) viixelvis kan man skriva om
homogena symmetriska polynom i de elementéira symmetriska polynomen.

Vi har hittills enbart behandlat homogena polynom. Metoden fér inhomogena
polynom skiljer sig i den utstrickning att man far behandla en homogen del
i taget och da enligt steg (1) & (2).

Exempel 2.1.2

o+ 2y’ + P+ 2%yt =
PP+ + Syt =
(z+y)° = 32y — 3ay® + (vy) ' (z +y) =
ozf — 322y — 3xy® + 0301 =
o —3zy(x +y) + o501 =

ai’ — 309071 + 030’1



2.2 Newtons identiteter

Newtons identiteter visar ett samband mellan summan av potenser och de
elementédra symmetriska polynomen vilka vi tidigare visat har ett samband
med rotterna och koefficienterna till ett polynom. For tva variabler utgar vi

ifran att summan

Sn:xn+yn
Da ar
so=a"+9° =2

S1=x+Yy =0

Vi har tidigare i exempel (2.1.1) beriknat 2% + y*. Vi kommer nu att gora
det pa ett annat sitt . Ett sitt som dr anvindbart nér vi ska generalisera.

For att berdikna s, = 22+ behdver vi betrakta polynomet p(t) =
med nollstédllena x och y. Da &r

p(x) =2 -0 +0y=0

ply) =y* — oy +02=0

Om vi adderar (2.1.1) & (2.2.2) far vi

2+ y* —o(r+y) + 20, =0
v’ +y’ = o1z +y) — 20
2’ +y? = oF — 209
Alltsa dr sy = 22 + y? = 02 — 20
For s3 Multiplicerar vi (2.2.1) med z och (2.2.2) med y
23— 012° + o9x =0

Y — oyt + oy =0

5

t2—0'1t+0'2

(2.2.1)
(2.2.2)



Vi adderar ekvationerna
P4yt — o2+ y’) +oa(rt+y) =0

° +y* = 01(2* + y°) — ooz + )

Nu anvinder vi att 22 + y*> = 0} — 209 och x +y = 0y
2>+ y* = 01(07 — 209) — 09(0y)

3+ y3 = Ui’ — 20109 — 0109
3+ y3 = U% — 30109

S3 = a? — 30109

Berékningarna av so och s3 foljer ett visst monster. Utifran det monstret kan
s, generellt beriknas med en rekursionsformel.

Sats 2.2.1
For varje heltal n > 2, kan summan av potenser for tva variabler uttryckas i
de elementdra symmetriska polynomen och det berdknas med rekursionsfor-
meln

Sp = 018p—1 — 025p—2

som kallas Newtons identitet
Bevis

Vi multiplicerar polynomen (2.1.1) och (2.1.2) med 2" och respektive y" 2

-2 2

p(x) = (372 —ox+oy) " =" — o2+ oo™

pW) =W —owy+o) -y P =y" — oy + oy
Dérefter adderar vi och far

p(z) +ply) =2" +y" —o(@™ -y d o™y ) =0

Alltsa ar
:En + yn — Ul(ilfn_l + yn—l) - Ug(l’n_Q + yn—2)
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vi vet att s, = 2™ + ", sp—1 = 2"t + " och att s, = 2" 4y 2
Inséttning ger

Sp = 018p—1 — 025p-2

Nu kan vi med rekursionsformeln enkelt berdkna
S4 = 01853 — 0252 =

3 2 _
o1(0y — 30102) — 03(0] — 209) =
4 2 2 2
0] — 30709 — 0109 + 205 =

4 2 2
o) — 40709 + 205

S5 = 0154 — 0253 =
4 2 2 3
o1(0] — 4oioy + 205) — 03(0] — 30102) =

5 3 2
o] — Hojo9 + 50103

Sg — 0185 — 0254 —
5 3 2 4 2 2
o1(0] — boyoy + bo10y) — 09(0] — dojos + 203) =

6 4 2 2 3

87 = 01586 — 0285 =
6 4 2 2 3 5 3 2
o1(0] — 600y + 90705 — 205) — 09(0) — bojoy + boyo;) =

7 5 3 2 3
o, — 700y + 140705 — To10,

Om vi studerar utfallen ser vi ett monster som gar att bevisa med induktion.



Sats 2.2.2

n n—2 n—4 2 n—6 3
Sp =01 — Qp107 02+ Qp20; 05 — QAp30; Oyt

n—8 4 n—10 5 n—12 _6
Ap a0y 09 — Qps50]  O9 + Gpe0y 09

ddr ayy, dr positiva heltal som beror av n.

Anmairkning

Polynomets allméinna term #r +a, ,o7 2. Senare kommer ett bevis om
att anr = 0 nér 2k > n. Detta bestdmmer polynomets ldngd och visar att
s, inte innehaller nagra negativa exponenter. Detta eftersom vi vill ha ett
polynom och inte en rationell funktion.

Vi har foljande

Basfall
For n =1 far vi att, s; = 0 = 0y

Vi vet fran tidigare exempel att s; = oy alltsa dr pastaendet sant for n = 1.
For n = 2 far vi, so = 07 — 4,109

Om a,; = 2 &r pastaendet sant for n = 2

Da vet vi att pastaendet &dr sant for s, & s9

Vi antar sant for s,,_; och s,,_o

5 n—9 _4

_ n—1 n—3 n—>5 __2 n—7 _3
Sp—1 =01 = — QAp-1,107 02+ Apn_1207] 05 — Gp_130] 05+ Ap_140] 0oy —
n—11 _5 n—13 _6
an71750'1 02 + a/n71760'1 02 A

_ —2 n—4 n—6 _2 n—8 _3 n—10 _4
Sp—g =07 ~—0Qp_92107 02+t Qp_9220] 05— Gnp_230] 05+ QAp_240] 0Oy —



Nu ska vi visa sant for s,

Vi paminner oss om rekursionsformeln
Sp = 018p—1 — 025p—-2
Inséttning av s, & s,_o i rekursionsformlen

Sp —

5 -9

n—1 n—3 n— 2 n—7__3 n 4
01(07 7 = Ap1107 09 + Qp_1 207 05 — Ap_1307 'Oy + Qp_140] " 0y—

n—11 _5 n—13 _6 n—2 n—4 n—6 _2
Un—1507 05+ p_1 607 ~05) -+ —02(0] " — Ap_2107 "Oa+ Qp_2207 "05—

n—8 3 n—10 4 n—12 5
Un-2301 0y + An2401 0y = An_2507 05 *)

utveckling av parenteserna ger

Sp =
n n—2 n—4 2 n—6 3 n—8 4
Oy = Qp-1,101 02+ Qp_120] 0y —Up-1301 Oy + An_140] Oy
n—10 5 n—12 _6 n—2 n—4_2
—Qp_150] O+ Qpn_1607 Og-'+— 0y 02+ Gp_210] 0y

n—6 _3 n—8 _4 n—10 _5 n—12 6
—Qp-2201] 0y +QAp—2307 Oy —Ap-2401 Oy + Qp_250] 09"

Forenkling
Sp —
1 n—2 n—4 2
g1 — (an,m + )0'1 o9 + (an,Lg + CLn,Q,l)O'l 09—

(p—13+ an72,2)0?7603 + (@p—14 + Gn72,3)0?780§—

(an—15+ Gn72,4)0?7100§ + (p-1,6 + anfz,s)o?’”ag a

Som vi kan se ir a,, 1, @y 2, an 3 -+ positiva heltal som beror av n dér

an,1 = Ap—1,1 +1

Qp2 = Ap_12 1+ Gp_21
Gn3 = Ap—13 + Ap_22
Opa = Ap_14 T Ap_23
Gns = Ap_15 T Apn_24

Ane = Ap—16 1+ Gn_25



Induktionssteget klart och satsen &r bevisad. 0

Vi har tidigare ndmnt att a,, = 0 da 2k > n. Det som foljer kommer
att redogora for koefficienternas monster och vi kommer pa sa sitt att fa
pastaendet bevisat. Vi har tidigare berédknat s; — s7 och om vi ordnar koef-
ficienterna for dessa radvis under varandra far vi uppstéallningen.

S1 —
52

— = = = = = =

S3 =
Sq4 =
S5 —
Sg =
S7 =

N O U~ W N
NG BN \V)

2
14 7
Om monstret for koefficienterna inte framtrader direkt kan vi med hjélp av
forenklingen i induktionssteget utldsa hur de héanger ihop. Det foljer av sats
att koefficienten framfor of alltid &r 1, den kallar vi for a, o = 1, dérefter

maste vi titta pa koefficienterna till s,,_1 & s,_o for att bestdmma koeffici-
enterna till s,,. Vilket vi tydligt kan se hos a3

Gp3 = Ap—1,3 + Ap_22

For att bestdmma den k : te koefficienten till s, den efter o7, adderar vi
koefficient k& hos s,,_; med koefficient kK — 1 hos s,_». Diar k ar den plats
koefficienten har i en foljd fran vénster. k — 1 ligger till vanster om k. Vi
paminner oss om att a, o = 1 och generellt kan koefficient a,, ;, berédknas med
rekursionsformeln.

Qn kg = Ap-1k T Qpn—2k—1
dak>1

Sats 2.2.3
Koefficienten a, j kan berdknas med rekursionsformeln a, = ap—1 p+ap—25—1-
Dessutom gdller det att a, =0 om 2k > n

Bevis
Rekursionsformeln &r redan bevisad och det aterstar att bevisa pastaendet
ap = 0 om 2k > n.

10



Vi far foljande basfall

n =2
Hér kan vi konstatera att 2k > n géller for k = 2,3,4. ..
Alltsa ar Q22 = Q23 = A4 = ... = 0

Detta stammer ty, s = 0% — 205 dér enbart koefficient ay; existerar

n=3
Hér kan vi konstatera att 2k > n géller for k = 2,3,4. ..
Alltsa ar a3z = a33 = A3 4 = ... = 0

Detta stimmer ty, s3 = 0 — 30 dér enbart koefficient a3, existerar

Nu till induktionssteget dér vi antar sant for n — 1 och n — 2. Vi viljer k
sadana att

2k>n—1=ay,_1%=0
2(k—1)>n—2:>an_27k_1:0

For 2k > n ser vi att olikheten 2k > n — 1 &r fortsatt sann och samma géller
for 2(k — 1) > n — 2. vilket betyder att a,_;, = 0 och att a,_9x_1 =0

Nu ska vi visa sant for n. Vi vet fran rekursionsformeln att a, , kan berdknas
enligt
Apj = Ap—1 + Ap—2k—1=0+0=0 0

Korollarium
Uttrycket for s, isats 2.2.2 ar ett polynom i o7 och oy.

Nu kan vi utoka uppstéallningen av koefficienter.

11



S

s;= 1 0 0 0 0 0 0
so= 1 2 0 0 0 0 0
s3= 1 3 0 0 0 0 0
sg= 1 4 2 0 0 0 0
ss= 1 5 3 0 0 0 0
se= 1 6 9 2 0 0 0
s,= 1 7 14 7 0 0 0
ss= 1 & 20 16 2 0 0
so= 1 9 27 30 9 0 0
sjo= 1 10 34 50 25 2 0
sip= 1 11 43 77 55 11 0

Skulle det kunna vara sa att koefficient a,, ; kan beréknas med binomialko-
efficienter? Ja, vi ska bevisa med induktion att

o =" ("07)
wa=("37)+ (")

_(n—k n—k—1
we= () (5
Forst maste vi definiera talet binomialkoefficient som utléses "n 6ver k” och
betecknas (") Talet anvénds for att vélja k objekt fran n och definieras van-
ligtvis som EZ) = k,(%k), med forutsédttningen att £ < n. Vi kommer déremot
att anvidnda oss av en allminn algebraisk definition som &r tillskillnad fran
den mer kidnda definitionen dven anvandbar for k > n.

Definition 2.2.1

12



n och k dar heltal > 0 och skall tolkas som 1 da k =0

Anmirkning Det féljer av definition att (}) = 0, fér k£ > n. Detta for att

sista termen (n — k4 1) blir 0 om k£ = n + 1 och for &nnu storre k blir sista
termen negativ vilket betyder att en tidigare term &r lika med 0.

Var sats kréver ocksa ett lemma som férknippas med Pascals triangel.

n\ (n-— 1 n n—1 S 9
)\ k k—1)" =
Bevis Lemma

Vi behover behandla fallet & = 1 separat eftersom definitionen av (k) ar
speciell da k=0. For k = 1 ser vi direkt att (Tf) =n och ("Il) =n — 1 samt
att (711:}) = 1. Hogerledet ser da ut enligt foljande

-1 -1
(7))o

Lemmat stdmmer for £ = 1 och det féljer att a,; = n.

Lemma

Nu antar vi att k£ > 1.

(n—l)(n—2)~-((n—1)—k+1)+(n—1)(n—2)-~-((n—1)—(k—1)+1)
k! (k—1)!

(n—l)(n—Q)---(n—k:)+(n—1)(n—2)---(n—k—|—1)
k! (k—1)!

(n—l)(n—?)---(n—k)+(n—1)(n—2)--~(n—k+1)-k’:
il -1k

m—1)n—-2)---(n—k)+n—1)n—-2)---(n—k+1)(k)
k!

(n—nm—zynm—k+1yﬁigif=

13



(n—1)(n_2)---(n—k+1)-%=

n(n—1><n_22!.-.(n—k+1) _ (Z)

Nu kan vi ga vidare med induktionsbeviset for koefficienten a,,

n—=k n—k—1
— >

Vi anvander induktion over n.

Sats 2.2.4

Basfall

n=2k=1

()G =)+ (0) —2mem

stammer ty so = 0% — 209

2—k 2—-k—1
(o8 (75 ) a0 m0m e
for k > 1

stdmmer ty 2k > n =0

P RGP RONR

Stdmmer ty s3 = 03 — 309

n=2k>1

n=3 k=1

14



n=3k>1

3—k 3—k—1
() (5 ) =or0m0m

Antar sant for n — 1 och n — 2 oberoende av k.

n—1—k n—1—k—1
A U T A G

n—2—(k—1) n—2—(k—1)—1
e

for k > 1

Nu ska vi visa sant {or a,,

Vi har rekursionsformeln

Qp ke = Apn—1k + Ap—2 k-1

Aven hér maste vi specialbehandla k = 1.

Vi far genom rekursionsformeln att a,, 1 = a,_11 + a,—2, och antagandet for
Sp—1 och s, 5 ger oss att

—-1-1 —-1-1-1
an,1=<n 1 )-f—(n 11 )+1=n—2+1—|—1:n

n—1 n—1-—1

( | )—l—( 11 >—n—1+1—n
S n—=k . n—k—1
kT k k—1

Satsen stdmmer da k = 1.

Men

sa att

15



Nu antar vi att k£ > 1 Vi far att a,; =

(n—;—k>+<n—;:f—1>+Cy_ilf_15+(n_iiftj)_1

i B i B Gt B Gy
() ) () ()

med avseende pa lemmat ar

_(n—k n n—k—1
Unk =\ k—1

Induktionssteg klart och satsen ar bevisad.

Korrolarium
Om n ar udda, ar sista koefficienten lika med n, ty
n=2%k+1
S 2k+1—k N 2k+1—-k—-1\ (k+1 n k B
ke k k—1 K k—1)
(k+1)! k!

—k+1+k=2k+1=n

M+ 1-0) k= Dlk—(k=1))

Om n ar jamn, ar sista koefficienten 2, ty
n =2k

(k=R (k=) (R (=1
Ik =\ k-1 ) \k k—1) -

Exempel 2.2.1
Vi kan nu berdkna s15 =

o) ) () (055

16
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1
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2
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(70 (e () ()
(70O e 0 ()
(57 (5o
[0 (e () (e
BROERONEES
)-Ql++10)-0
ERG

Vi beraknar binomialkoefficienterna och far s;5 =

8

1 — 1501309 4+ 900 03 — 275005 + 45007 05 — 3780705 + 1400305 —

17
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2.3 Omvéant polynom

Ar ett polynom dir koefficienterna forekommer i omvéind ordning utifran
ursprungspolynomet p(t) och kommer att betecknas som rev p(t). Hur kon-
struerar man rev p(t)? Vi borjar med att iaktta polynomet p(t). Vi antar att

027&0
p(t) =t* — oyt + 0y

med rotterna x och y.

Dérefter beriknar vi p (%)

multiplicerar med t2

1
tzp(g) :1—0'1t+0'2t2

Nu ser vi att koefficienterna &r i omvind ordning och polynomet 1 —o ¢+ oot?
kallas for rev p(t).

Rotterna till de omvénda polynomet ar inverterade védrden av ursprungspo-
lynomet. rev p(t) har alltsa rotterna L och %

Vilka &ven ar rotter till polynomet

dar

1 1 01
ap==—4-=—=
T Yy 09
1 1
a2:—:—
Ty (o))



Vi tillampar detta pa summor av potenser med negativa exponenter och vi
kan berdkna summan av de inverterade potenserna s_,, med hjélp av Newtons
identiteter

Definition 2.3.1

1 1
S_p=—+—
I»TL yTL
Nu kan vi berdkna nagra exempel
Exempel 2.3.1
01
571:——|——:a1:—
T Yy 09
2
1 1 5 oy 2 o] — 209
S 9=—+—==0a7y 209 =|—| —— =
27 g2 Y2 ! 2 o9 o9 o3
1 1 o1 3 o1 o7 — 30109
S—3 = —3 _3_04?_30410422 (—) _3(_2 = 3

1 1 4 2 1\2 4_ g2 952
5.4= —Ft— = af—4aiay+203 = (ﬂ> —4 <ﬁ> —+2 <—) _ 7% 0103 1 205

4 1
Tty 09

Vi ser att
S_n = = + L Dberdiknas pa liknande sitt som s, fast man anvénder sig av

xn

oy & o for att darefter utveckla i termer av o; & o9.
Det verkar som s_,, kan berdknas med formeln
Sn

S_p = —
oy

Att formeln &r sann for alla n ser vi om vi gor s_,, likndmnig.
1 1 1-y” 1.z
_ Y

S_p=—+—
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3 Kapitel 3

I det hér kapitlet kommer vi att presentera symmetriska polynom i tre va-
riabler. Kapitlet kommer att behandla elementdra symmetriska polynom,
Newtons identiteter och omwvdnt polynom. Forst behover vi veta vad ett sym-
metriskt polynom i tre variabler &r. Vi gor foljande definition.

Definition 3.1

Ett symmetriskt polynom i tre variabler x, y, z dr ett polynom som inte
fordndras vid en permutation av variablerna x, y och z. Exempelvis dr x+y+z
symetriskt men x +y — z dr det inte.

3.1 Elementira symmetriska polynom
For tre variabler z, y och z definierar vi de elementéra symmetriska polyno-
men pa foljande sitt
Definition 3.1.1
oy =T+ Yy + z

Oy =xY+x2+ Yz
O3 = TYz

Detta framgar vid en utveckling av faktorsatsen for polynomet p(t) med
rotterna x, y, 2.

p(t) = (t—a)(t—y)(t—2) =’ — (x+y+2)*+ (zy+z2+yz)t —zyz (3.1.1)

Liksom for tva variabler vill vi i tre variabler uttrycka de symmetriska po-
lynomen i de elementéra symmetriska polynomen. Vi ska med ett exempel
visa hur det gar till.

Exempel 3.1.1
Vi kommer att uttrycka polynomet

f=ay®+ 2%y +22° + 2?2 + y22 + y°2 (3.1.2)
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Lat oss borja med att betrakta variablerna x och y och anvinda oss av de
elementéira symmetriska ploynomen for tva variabler. Vi infor o] och o}

{cri =r+y=o0,—2

/ — — 03
oy =xy=72%

Vi skriver om polynom (3.1.2) pa fojande sétt

f=aylx+y)+ 22>+ ) + 2(x +y)

Vi behandlar till en borjan en term i taget

03

o0
xy(a:+y):c7§01:?-(al—z): =3

_0-3
z

2
(a4 ) = 2007 = 208) = (fo1 = 2 = 22 ) =507 — 20037 4 5 — 2
z

2z +y) = 220, = 2201 — 2) = 220y — 2P

Om vi lagger ihop termerna far vi
0103

— 03+ 200 — 20027 + 20 — 205+ 2P0y — 2° =

f=

0103

—0122 + 022 — 303 + (3.1.3)
vi vet fran ekvation (3.1.1) att
2 — 02 oz —03=0 (3.1.4)
Om vi multiplicerar (3.1.4) med % far vi
012° — 012 + 0109 — 7175 g (3.1.5)
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f = f+ 0 vilket medfor att vi kan addera (3.1.5) med (3.1.3).

010 010
f:—0122+0fz—303+%+01z2—afz+0102— 123 =
—303 + 0109 (316)

Nu har vi ett polynom som &r uttryckt i de elementéra symmetriska polyno-
men. Som kontrollrakning utvecklar vi hogerledet.

Vi utvecklar (3.1.6)
=303+ 0100 = =3(ayz) + (x +y + 2)(vy + 2z + yz) =

—3zyz + 2%y + 222 +ryz + oy’ +ayz + vz ayr + w2 oyt =
xy? + 2%y + 12 + P+ oyt oyt
vilket &r polynom (3.1.2)

Vi kommer nu att uttrycka ett nytt exempel i de elementira symmetriska
polynomen dér vi kommer att anvéinda oss av en mer generell metod.

Exempel 3.1.2
Vi har féljande polynom

f=ay+ 232+ yPe+ 2+ B+ 2y (3.1.7)
Vi skriver om (3.1.7) pa nedanstaende sétt
f=ay(@® +y*) +2(2° +¢°) + 2Pz +y)
Vi kommer aterigen att fokusera pa tva variabler till en borjan. Vi kommer
att arbeta med o; och o9 1 en annan form.

or=x+y+z 0y=c+ysaatt o =0]+ 2
o9 = a2y + xz + Yz, 0h = xy sa att o9 = o) + 012

Saledes ar
o] =01—2
ol =09 — 012+ 2*
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Nu kan vi uttrycka f i o] och o). Vi arbetar med en term i taget.

vy(z? +y?) = aé(a'f —20%) = (03 — 012+ 2%)((01 — 2)? = 2(09 — 12+ 2%) =

(09 — 012 + 22) (0] — 2012 + 2% — 209 + 2012 — 22°) =

09 — 012 + 22) (02 — 2% — 204) =
1

—2t 4 0122 4 220} — 30y) + 2(—0P + 20109) — 202 + 0902

2(2% +yP) = 2(013 —300h) = z((01 — 2)* = 3(01 — 2)(09 — 012 + %)) =

224 — 3012° + 30927 + 2(0? — 30109)

Pr+y) =2 =220 — 2) = 280y — 2*

Om vi ldgger ihop alla termer ar
f =012+ 022% — 01092 + 0907 — 205 (3.1.8)

f ar symmetriskt och forandras inte om z byts mot x eller y. Likasa blir oy
och o9 oférandrade. Vi kan darfor satta

F(t) = —o1t® + 0t? — 0109t + 0907 — 205 (3.1.9)
dir F(z) = F(x) = F(y) = f
Vi infér ett nytt polynom som vi kommer att dela F(t) med.

P(t) =t — o1t> + oot — 03

Da ar P(z) =0

Innan vi utfoér polynomdivision av F'(¢) med p(t) vet vi att resultatet blir pa
formen

F(t) = q(t)p(t) +r(t)
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dér r(t) har grad < 3

Men f = F(z) = q(2)p(z) + r(z) = r(z), ty p(z) =0

r(t) har samma varde for x,y, z sa r(t) saknar alltsa ¢-term.

Nu kan vi utféra polynomdivision med F'(t) och P(t). Vi far att

F(t) = —oy - p(t) + 0907 — 205 — 0103

r(z) = 0907 — 203 — 0103 och vi ér klara.
Polynom f (3.1.7) uttryckt i de elementéra symmetriska polynomen &r

2 2
[ = 09071 — 205 — 0103

Det &r ingen lycklig slump att variabel ¢ forsvinner i polynomdivisionen. I
kapitel 4 som handlar om flera variabler skall detta fa sin forklaring.
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3.2 Newtons identiteter

Vi kommer nu att visa sambandet mellan summan av potenser och de ele-
mentéra symmetriska polynomen for tre variabler. Vi utgar fran att summan

Sp=a" +y" +2"
Vi kan enkelt berdkna
so=a"+y’+20=3
S1=r+y+z=0
so=22+ 1y + 22 = (v +y+2) 2wy + 22 +yz2) =0? — 209
For att berikna s3 = 23 + y3 + 23 anvinder vi

3

p(r) =2° — 2’ + o9x — 03 =0

p(y) =vy* — oy’ + o2y — 03 =0

p(z) =2~ + o9z —03 =0
Vi adderar p(z) med p(y) och p(z).

p(x) +ply) +pz) =2+ P + 22 —o (2® +9° + 22) +oa(z +y +2) — 305 =0

som efter omskrivning ger

2y’ + 2 =0 (@ + P+ 2°) — (@ +y + 2) + 303 (3.2.1)

Vi ser i ekvation (3.2.1) att

S3 = 0189 — 0951 + 03¢ (322)

Vilket ger oss att

2
S3 — 0'1(0'1 — 202) — 09071 + 303 =
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Ji’ — 30109 + 303

Om vi tittar pa (3.2.2) anar vi att s,, kan berédknas med rekursionsformeln

Sp = 018p—1 — 02Sp_2 + 038,_3

Sats 3.2.1
Fér varje heltal n > 3 kan summan av potenser s, berdknas med rekursions-

formeln
Sp = 01Sp—1 — 092Sp—2 + 03553

som kallas Newtons identitet
Bevis

Lat oss multiplicera p(z) med "3, p(y) med y" 3 och p(z) med "3

p(z) - 2"% = (2% — oy2® + o9 — 03) - "3
py) -y =y’ — o’ + ooy —03) -y
p(2) - 2" = (2° — 012% + 09z — 03) - 2P

Da far vi
2" — oV oo — o3 2 =0

Y — oy ooy — o3y =0
2" — 02" 092" — 32" =0
Vi adderar polynomen och far
2y 2 o (2T Ry T 2 T ) o (2T Ry R ) o (2 Ty T2 ) = 0
vilket vi kan skriva om som
Ty 2" = o (2" Y T ) o (2T Ry T2 ) oy (2P Ay R

"+ Yyt + 2" = 018,-1 — 0282 + 035,-3 = Sy,
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Nu kan vi enkelt berdkna
S4 = 0183 — 0989 + 0351 =

01(0% — 30109 + 303) — 09(0] — 20%) + 030) =

o} —40ioy + 40103 + 203
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3.3 Omvéant polynom

Liksom for tva variabler ar ett omvént polynom i tre variabler ett polynom
vars koefficienterna féorkommer i omvéand ordning utifran ursprungspolyno-
met p(t) och kommer att betecknas som rev p(t). Hur konstruerar vi rev p(t)
i tre variabler? Vi antar att o3 # 0 och infor polynomet

p(t) =t* — o1t + o9t — 03

med rotterna x, y och z

1 1 01 +O’2
—_ —_ — _— = — — 0
P\ ) "B 2" 7

Vi beréknar p (1)

Multiplicerar med ¢

1 2 ot? oot?
t3-<¥>:t—3—;—2+27—03t3

Efter en forenkling ser vi att koefficienterna &r i omvand ordning och vi har
polynomet rev p(t)

1 — o1t + oot® — o3t® = rev p(t)

Rotterna till de omvénda polynomet dr inverterade véarden av ursprungspo-
lynomet.

1

rev p(t) har alltsd rétterna £, L 1
)y’ z

Vilka &ven ar rotter till polynomet

Vi infor aq, as och ag



01
(){2:—:— _— _—
o3 Ty Yz Tz
1 1
a3 = — = —
o3 TYZ

Vi tillampar detta pa summor av potenser med negativa exponenter och vi
kan berdkna summan av de inverterade potenserna s_,, med hjélp av Newtons

identiteter
Definition 3.3.1
1 1 1
Sop=—+—+—
Exempel 3.3.1
1 1 1 09
8_1 = — —|— —_ —_ = al = —
xr oy =z o3
111, 0\° o1 0}
5 = — —_— _— = — 2 —= e — 2— =
527 3 Y2 + 2 T e (03) .
1 1 1 o \* opo 1
S_3 -3 —3+— = CE%—3O(1CY2+043 = (—2) —3—2—1 — =
e oy oz 03 0303 03

30
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4 Kapitel 4

Kaptilet kommer att presentera symmetriska polynom i flera variabler och
behandla elementdra symmetriska polynom och Newtons identiteter.

Definition 4.1
Ett symmetriskt polynom dr ett polynom som inte fordndras om man permu-
terar variablerna.

4.1 Elementira symmetriska polynom

Vi inleder med att gora foljande definitioner.

Definition 4.1.1
En k-ledad produkt dr en produkt av k stycken variabler. Exempelvis dr xox3x7
en 3-ledad produkt.

Defintion 4.1.2
De elementira symmetriska polynomen for n stycken skilda variabler dar

opo=T1+...1tx,
09 =T1Tg+ ... +21%p, + 223+ ... +ToZy + ... +Tp_ 12y

= summan av alla 2 — ledade produkter

o3 = Z x;xjT, = summan av alla 3 — ledade produkter
i<j<k

Ok = E Ti1li2 - Tik

11 <t2<...<ig
Op =x1°..."Tp

Varfor kan symmetriska polynom alltid skrivas om som polynom i de ele-
mentédra symmetriska polynomen?
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Vi vet att det gar for n = 2,3 men hur vi vet att det alltid gar kan vi bevisa
med induktion.

Vi antar att det alltid gar fér n — 1 variabler och vi har n variabler alltsa
X1, %9, ...,T, och ett symmetriskt polynom av grad k, som vi kallar f. Vi
borjar med att sortera termerna sa att polynomet f ser ut sa hér

[ =ao(x1,29,...,2n1) + a1(T1, 22, ..., Tpn_1)Ty + a2(21, T2, . ... 733n71)33i+
oot ap(my, Ty, . )2k
dar ag,aq,...,a, dr symmetriska polynom i n — 1 variabler det vill sdga
X1, %9, ..., Ty_1. De elementdra symmetriska polynomen kallar vi som ként
for oq,...,0, men vi behover ocksa de elementéra symmetriska polynomen i
n — 1 variabler x, z9, ..., x,_1. Lat oss kalla dem for o1, ..., 0/,_;. Dessa vill
vi uttrycka i oy, ..., 0, vilket vi kan gora pa foljande sitt, dar o, = summan

av alla k-ledade produkter i x; ...z, = summan av alla k-ledade produkter
ixy...2,_1 + x, multiplicerat med summan av alla k& — 1-ledade produkter
1 T1...Tp-1

oy =1, + 0}

09 = L0 + 04

/ /
03 = Tp0y + O3

/ /
Op = Tpoy, + 034

’ /
On—1 = Tn0y,_9+ 0, 4

/
Op = Tp0

n—1
Enligt induktionsantagandet kan ag,ay,...,a, skrivas om som polynom i
oy,...,00 ;. Dessa polynom kallar vi for b; och f kan skrivas som

f="bo+ b1y, + box? + -+ byt

dar by, ..., by &r polynom i of,...,0/,_;. Men vi vill ha polynom uttryckta i
01,...,0, vilket vi med hjilp av sambanden ovan kan géra. Exempelvis ar
oy = o1 — x, och 0y = 09 — x, (01 — x,). Vi kan skriva polynom f som

2 k
f=co+azr,+cx, + -+,
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dér ¢,,...,c; ar polynom i oq,...,0,.

Vi tydliggor hur vi kommer fran polynomet i b; till ¢; genom att dra paralleller
till exemplet (3.1.2) i 3 variabler. Vi skriver polynomet

f=ay(@®+v*) + 22> + ) + 22 +y)
uttryckt i of = x +y och o) = xy.
f= aé(af/ — 20%) + z(azf/ — 30l0%) + 20

Detta polynomet kallar vi for ett polynom i b;. Darefter 16ser vi enkelt ut
o} och o} i tabellen ovan och substituerar dessa termer med o, och oy pa

foljande sétt.
o] =01—2
oh =09 — 012+ 2*

Vi far da efter en forenkling att

f=—-02+ afz2 — 01092 + 020%

— 203
Som vi i det allménna fallet kallar for ett polynom i ¢;.

Vi gar vidare och observerar foljande, vi vet att f dr symmetriskt och dndras
inte om vi byter ut x,, mot vilket x; som helst, ¢, ..., ¢, ar ocksa ofordandrad
sa vi har faktiskt

f=co+aw;+ cx} + -+ ol Vi
For att fortydliga
Polynomet F(t) = co+cit+cot?+- - -+cxt® har samma viirde for t = xq, ..., 2,
Vi vet ocksa att
pt)=t"—ot" "+ (=1)" ot + (=1)"0, =0
for t = x1,29,...,2,.

Nu utfor vi en polynomdivision av F' med p och vi vet att resultatet kommer
att bli pa formen F(t) = q(t)p(t) + r(t) dar resten r(¢) har grad mindre &n
n.
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Lat oss saga att
r(t) = do + dit + dot® + - - + dt*

dér vi nu vet att s < n. Eftersom p(x;) = 0 for alla ¢ géller nu att

f=F(x;) =r(x;),Vi

Polynomet r(t) har alltsa samma vérde R for t = x4, ..., x,. Alla x; r rotter
till () — R. Men r(t) — R har grad hogst s < n och ett sadant polynom kan
inte ha n nollstéllen om det inte &r nollpolynomet. Alltsa dr r(t) = R for alla
t, vilket betyder att dy = dy = -+ = d,, = 0 och alltsa ar r = dy som &r ett
polynom i de elementéra symmetriska polynomen.
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4.2 Newtons identiteter

Vi kommer med ett exempel att illustrera hur man allmédnnt kan berdkna
Newtons identiteter.

Exempel 4.2.1

Vi kommer att berdkna summan av potenser av fem variabler. Vi utgar fran
att summan

Sy = +xy + 25 +xy + TY

Variablerna x1, x2, 3, x4, x5 ar rotter till ekvationen

t° — ot + 09t® — o3t® + o4t — 05 =0
Foér n > 5 multiplicerar vi ¢t med en limplig potens, t"~°.

"I — ott + oot — o3t? 4+ oyt — 05) =0

" — Ultnil + O'QtTLiZ — Ugtnig + O'4tn74 - 0515”75 =0

Déarefter stoppar vi in variablerna x, xo, x3, x4, x5 i ekvationen och adderar
ihop vérdena. Vi far att

R e e G I I A A
oo(a] P+ b al  da al) —oy (2 T T e )+
ou(a T e T T 2l ) — o (P T el ) = 0
En omskrivning ger oss rekursionsformeln

Sp = 018p—1 — 028p—2 + 035p-3 — 04Sp—4 + 0555

Rekursionsformeln lampar sig inte for n < 5 dven fast den duger for lagre n.
Detta ar for att s, inte dr 0 for negativa n vilket vi visat i kapitlet omvént
polynom. Vi maste hitta ett annat séitt att berdkna s, ndr n = 4,3 och 2
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och vi skall visa féljande rekursionsformler

S84 = 0183 — 0989 + 0351 — 40'4
83 = 0189 — 0251 + 30’3

SS9 = 0181 — 20’2

For att vi skall forsta dessa rekursionsformler skriver vi ut explicit vad for-
meln for s4 betyder.
x%+x§+x§+xi+x§:

(z1 + w9 + 23 + 14 + 75) (23 + 5 + 75 + 75+ 23)—
(2129 + 2123 + -+ - + Toxy + -+ + 2475) (2] + T3 + 25 + ] + )+
($1$2$C3 + -+ XTox3Ty + -+ $3$4l’5)(l’1 + o+ T3+ Ty + 265)—

4(331513’21'3374 + s T+ X1 XT4 X5 + - %21’31’41‘5)

Lat oss séga att en produkt &r av typ £ om en variabeln ar i potens k£ och
ovriga i potens 1. Till exempel &r ziz4xs av typ 2 och xizj av typ 3. Vi

lagger mérke till att alla produkter ovan har samma grad, ndmligen 4.

Vi gor en djupare analys av produkterna och bérjar med forsta produkten
0153. Produkten innehaller alla termer av typ 4 som vi vill ha men den
innehaller ocksa termer av typ 3 som vi inte vill ha. Darfér maste vi i nésta rad
subtrahera bort dessa termer som vi far av produkten o98,. Denna produkt
innehaller som sagt termer av typ 3, som forsvinner i subtraktionen, men
ocksa termer av typ 2. Dessa termer maste vi lagga till vilket vi gor nér vi
adderar produkten o3s;. Vi ar fortfarande inte helt klara. Produkten o3s;
innehaller &ven termer av 4-ledade produkter som férekommer 4 ganger och
vi maste subtrahera dessa vilket vi gor med produkten 4oy.

Ovriga rekursionsformler motiveras analogt

Kan vi med detta exempel presentera en mer allménn metod som géller for
storre n? Ja, det kan vi for att rekursionsformlerna fas analogt.

Vi har m variabler och utgar fran att summan
Sp=a] + x5 + -+,
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Variablerna z; ...z, ar rotter till polynomet.

" — ot ot 2ot P 0, =0

Vi multiplicerar polynomet med t"~™ och stoppar in x; ...z,,. Vi adderar

ihop vérdena. En omskrivning ger oss rekursionsformeln
Sp = 0181 — 028p2+ " £ OmSn-m

Rekursionsformeln lampar sig da n > m och vi behover liksom foér 5 variabler
andra rekursionsformler fér n < m. Dessa rekursionsformler &r pa formen

Sp = 018p-1 — 02Sp—2 + 03Sp—3 — -+ - (—1)"0p_151 — (—1)"noy,
Som ter sig analogt med exemplet av 5 variabler.
Sp =] +xy + - a =
(1 + o+ Fap) (e a2l -

(120 + 123+ -+ Tol3 + - F Ty @) (TR DY 2 )

(12973 + T1Tomy + -+ - + xm_gxm_lxm)(x?_g + xg_?’ 4+ x”m_g):lz

+no,

Exempel 4.2.2
Vi ska berakna s, 1 10 variabler. Vi ser direkt att 4 < 10 och vi maste arbeta
med rekursionsformlerna

S84 = 0183 — 0989 + 0351 — 40'4
S3 = 0189 — 0981 + 30’3

So = 0151 — 20’2

Vi ersétter s; med oy och berdknar ekvationerna. Slutligen far vi

Sy = Uf - 40%02 + 40103 + 203 — 404
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