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Sammanfattning

Kvaternionerna &r en fyrdimensionell algebra som introducerades av Sir William
Hamilton pa 1800-talet. Det var sedan tidigare ként att de komplexa talen,
som #r en tvadimensionell algebra, kan rotera vektorer i tva dimensioner och
Hamilton ville hitta tal som kunde rotera vektorer i tre dimensioner. Detta
gjorde han i kvaternionera.
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1 Inledning
1.1 Bakgrund och arbetets innehall

Inom matematik pa grundldggande niva, som i grundskolan och vid gymna-
sieutbildningar, rdknar man i stort sett alltid bara med de reella talen. Men
inom matematiken kan man stéta pa problem som ér olosliga. Eller atminstone
olosliga sa vida man inte anvinder sig av andra tal &n de reella. Darfor har sedan
nagra hundra ar de komplexa talen varit en del av matematiken. De komplexa
talen introduceras i svenska gymnasieskolans senare kurser och aterkommer fre-
kvent inom hogskolematematik, vilket vittnar om hur pass anvéndbart verktyg
de utgor. De komplexa talen bestar av tva komponenter. De skrivs vanligen pa
formen a + bi dér a och b &r vanliga reella tal. Talet ¢ kallas den imaginéra
enheten och uppfyller villkoret > = —1 och det #r det som ger de komplexa
talen deras unika egenskaper. Det gar att utveckla det hér &n mer. Man kan
dels ge talet i andra villkor, t.ex. att villkoret i2 = 1 giller istillet. Man kan
dven ldgga till fler nya komponenter. En kédnd utvidgning av de komplexa talen
ar kvaternionerna som bestar av fyra komponenter och skrivs vanligen pa for-
men a + bi + ¢j + dk. Kvaternionerna har sin historia #nda fran 1800-talet och
spaddes da bli ett mycket anvindbart verktyg. Det dr dock forst pa senare ar,
i samband med datortekniken, som de anvéndas till nagonting praktiskt.

Arbetet ar baserat pa de referenser som namns i slutet. Jag har last in mig
pa det omradet som arbetet behandlar och himtat direkt information fran dessa
referenser. Innehall fran referens [3], [5] och [6] har anvénts for att beskriva alge-
braiska system i allménhet men dven komplexa tal och kvaternioner i synnerhet.
Ovriga referenser har givit detaljkunskap om kvaternioner.

Arbetet kommer inledningsvis att ga igenom de grundlidggande réknelagarna
som giiller for de reella talen. Dessa &r for de flesta sa sjélvklara att man inte
alltid téanker pa dem. Det kommer visa sig att alla de ridknelagarna inte alltid
géller ndr man riknar med annat dn de reella talen. Vi definierar &ven vad som
menas med en algebra. Andra kapitlet kommer sedan att behandla de komplexa
talen och tredje kapitlet om hur de komplexa talen kan utvidgas. Det fjarde
kapitlet handlar om kvaternionerna och hur de matematiskt &r uppbyggda. I
det femte kapitlet visas hur kvaternioner kan anvindas rent matematiskt med
rotationer. I det avslutande kapitlet redogors det for hur kvaternioner i praktiken
appliceras och forslag pa vidareldsning om dmnet. Arbetet forutsétter att lisaren
i viss man ar bekant med de komplexa talen samt kinner till hur vektorrum &r
uppbyggda och fungerar.



1.2 Raiaknelagar

Nér man raknar med reella tal brukar man ibland ta vissa raknelagar for givet.
Det finns nagra grundliggande riaknelagar som alla géller for de reella talen R.
Dessa ar som foljer:

1. Distributivitet:
x(y+2) =xy+ xz.
och
(x+y)z=zz+yz
for alla z,y, z.

Detta dr en lag for sambandet mellan addition och multiplikation.

2. Associativitet:
(e+y)+z=z+(y+2).
(zy)z = 2(yz)
for alla z,y, z.

Detta dr en lag som innebér att det inte spelar nagon roll hur man grup-
perar tal vid addition respektive multiplikation.

3. Kommutativitet:
rT+y=y+zx
Ty = YT
for alla z, y.

Detta &r en lag som innebér att det inte spelar nagon roll vilken ordning
tva tal star om varandra.

4. Identitetselement:

Lat = utgora alla mojliga tal. Om det da finns element a och b sadana
att © +a = x och xb = bx = x, s ar a det additiva identitetselementet
och b det multiplikativa identitetselementet. Detta innebér alltsa att det
finns ett tal a som kan adderas till samt ett annat tal b som multipliceras
med ett annat tal utan att x fordndras. For R &r géller att a = 0 och
b = 1 och vi later i ndsta punkt dessa identitetselement bendmnas som
just 0 och 1.

5. Invers:

For att 6verhuvudtaget kunna tala om invers krdvs att det finns ovan
ndmnda identitetselement. Om det for alla tal z finns ett tal —z som upp-
fyller © + (—x) = 0 sd & —x den additiva inversen, alltsa tal som med
adderat med varandra ger det additiva identitetselementet. Om det finns
ett tal 7! om x # 0 som uppfyller zz7! = 7'z = 1 s 4r 2~ ! den
multiplikativa inversen, alltsa tal som multiplicerat med varandra ger det

multiplikativa identitetselementet. Foér de reella talen &r z—! = %



Vi kommer aterkomma till dessa lagar i néista avsnitt samt senare nir vi
behandlar andra algebraiska system adn R.

1.3 Vad éar en algebra?

Allmént anvinds ordet algebra for att beskriva matematik nir man later sym-
boler och bokstédver representera reella tal med reella tals egenskaper. Néar ordet
anvénds i sadana syften talar man om elementér algebra. Men vad &r en alge-
bra? De reella talen utgor en algebra men faktum &r att R bara &r en av oéndligt
manga varianter av hur en algebra kan se ut. Beroende pa vilka strukturer man
ger en algebra far den vissa egenskaper. Oavsett hur en algebra konstrueras
maste den uppfylla vissa krav.

Definition 1. En reell algebra A utgirs av ett n-dimensionellt reellt vektorrum.
Alltsa
R" = {(a1, a9, ...,an)|a; € R},

forsett med en multiplikation. For att kalla det en algebra maste multiplikationen
atminstone maste uppfylla foljande:

1. Distributivitet:
x(y+z)=ay+uaz

och
(y+2)x = yr + 22

for alla x,y,z € A.

2. Att reella tal dr skaldrer:

a-kb=k-ab=ka-b
a(kb) = k(ab) = (ka)b
for alla k € R och alla a,b € A.

Vad innebér da detta? Distributiviteten kréver vi for att det ska finnas ett
vettigt samband mellan multiplikation och addition. Sedan vill vi att de reella
talen kan forflyttas utan restriktioner vid multiplikation. De beter sig precis
som reella tal gor i vanliga fall &ven om de ingar i en annan algebra. R &r
som vi ndmnt ett exempel pa en algebra. Ett annat exempel #ir R?*2, som #r
kvadratiska matriser.

Exempel 1. For tvd godtyckliga matriser i R?*? gdiller vid multiplikation att
a b e f\ _ ([ ae+bg af+bh
c d g h )\ ce+tdg cf+dh

e f a b\ [ ae+cf be+df
g h c d ) \ag+ch bg+dh )’
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Vi kan se pa svaren att matriserna skiljer sig at. Det betyder att detta &r en
icke-kommutativ algebra. Associativitet ar inte heller nodvéndigt for en algebra
men varje riknelag en algebra inte uppfyller gor den mer vag och svarhanterlig.
Man talar ibland om algebra med etta som &r en algebra som innefattar ett iden-
titetselement vid multiplikation. Finns detta identitetselement samt att algebran
har multiplikativa inverser till alla tal # 0 sa kallas det for en divisionsalgebra.
Det innebér helt enkelt att det &r mojligt att rdkna med division.

Att det endast finns en additiv invers till varje tal i en algebra kan ses
som sjélvklart med tanke pa att man helt enkelt bara placerar ett minustecken
framfor talet for att fa dess additiva invers. Om z &r ett unikt tal dr dven —x
unikt. Men kanske kan det finnas flera multiplikativa inverser till varje tal?

Sats 1. I en associativ algebra finns det som mest en multiplikativ invers till
varje element.

Bevis. Lat x~! vara en multiplikativ invers till 2. Antag att z #r en annan
multiplikativ invers. Da giller att

och
xz=zr = 1.

Eftersom associativitet rader géller att
(z7 )z = 27 Y (22).

Sedan ér det givet att

1

rTrx=xz=1

och vi kan darfor siatta att

(z7'x)z=a"t2z2) &= 1l-z2=0"'1 <= z=0""!

och dérmed &r inte z nagon annan invers. O

Ar algebran associativ finns saledes som mest en multiplikativ invers for
varje tal. Om associativitet inte rader kan man diaremot inte utesluta att det
finns flera multiplikativa inverser.

1.4 Algebror med nya element

Bland alla algebror finns sadana som utéver de reella talen innehaller ett eller
flera element &. Dessa element dr da alltsa skilda fran R. Elementen adderas
komponentvis men kan ges olika egenskaper under multiplikation. En algebra
som innehaller komponenter £ kréver samma lagar som alla algebror och skrivs
vid n dimensioner som

a1&1 + a2és + azés + ... + anén, a; € R.



For samtliga algebror i detta arbete kommer &1 = 1. Det gor att n-dimensionella
algebrorna i praktiken skrivs som

a1 + a2é1 +azéa + ... +anén_1 a; € R.

Det &r nédvéndigt att multiplikation mellan alla komponenter &; &r definierad
vid en sadan algebra.

Talet 1 tillsammans med de nya komponenterna utgor en bas for det n-
dimensionella rummet enligt foljande vis

1=(1,0,0,...,0)
& =(0,1,0,...,0)
&n_1 = (0,0,0,...,1).

2 Utvidgning av de reella talen

2.1 Tva dimensioner

Nir man utvidgar R till tva dimensioner R? bestar algebran av talpar med tva
komponenter (a, b). De tva komponenterna motsvarar varsin dimension i den nya
algebran. Om man utvidgar algebran till tva dimensioner med ett nytt element
& blir det pa formen a + b€ dér a,b € R. Addition f6r dessa sker komponentvis
enligt
(a+b6) + (c+d€) = (a+¢) + (b + d)E.

Multiplikation ddremot kan bete sig olika beroende pa vilka egenskaper vi vill
att algebran ska ha. Oavsett hur sa &r det nagra egenskaper vi vill att multi-
plikationen ska uppfylla for att det ska uppfylla far definition av vad som &r en
algebra. Den forsta punkten dr for att fa ett konsekvent beteende for de reella
talen och de tva resterande punkterna ingar i definitionen fér det som vi kallar
en algebra.

1. Multiplikation av reella tal ska ge samma resultat som multiplikation av
tal i R, d.v.s. att
(a4 08)(b+ 08) = ab+ 0€.

2. Algebran maste uppfylla de distributiva lagarna, alltsa i detta fall
(@ +b8)((c+dS) + (e + f§)) = (a+ bE)(c+ dE) + (a + bE)(e + fS)

och
((a+08) + (c+d&))(e + f§) = (a+bE)(e + f§) + (c+ dE)(e + fE).
3. Vi krdver dven att likheten
z(a+0§) - y(c+d§) = zy - (a+ bE)(c + df)

géller for alla z,y € R, alltsa att de reella talen kan kastas om utan att
det paverkar produkten vid multiplikation.



Ska vi efterfolja detta kommer multiplikationen av tal i tva dimensioner se
ut enligt

(a4 b&)(c+ d€) = alc+ d€) + (b€)(c + d€) = ac + ad€ + beé + bde?.

Det som nu kan variera dr virdet av 2. Det enda som #r givet &r att talet &2
dr av formen a + b¢. Om man gar in mer pa djupet med detta visar det sig att
en algebra pa formen {a + b | a,b € R} dr isomorf med nagon utav féljande:

1. Komplexa talen
a+bi dir i = —1.

2. Dubbla talen
a+bD dir D? = 1.

3. Duala talen
a + be dir €2 = 0.

Att en algebra dr isomorf med en annan innebér inte nodvandigtvis att de
dr identiskt lika men att de har samma struktur. For bevis till detta hanvisar
jag lasaren till referens [5] s. 11. Alla de tre ovan &r associativa, kommutativa
och algebror med etta (multiplikativt identitetselement). Det &r dock bara de
komplexa talen som &r en divisionsalgebra.

2.2 De komplexa talen

Den mest anvinda av ovanstaende algebror &r de komplexa talen, som betecknas
C. Dessa #r alltsd pa formen a + bi med villkoret 2 = —1. Man brukar da
kalla a for det komplexa talets reella del och b for den imaginéra delen. Talet
¢ framkom forst under 1500-talet med Girolamo Cardano och Rafael Bombelli
som forgrundsfigurer. Primért hade de komplexa talen syftet att 16sa ekvationer
som ger kvadratrotter av negativa tal. De komplexa talen har dock givits andra
anvindningsomraden med tiden. Ett sadant &r att de fungerar for att rotera
en punkt eller vektor i planet. Jean-Robert Argand kom i borjan pa 1800-talet
till insikten att eftersom i = /—1 s& genererar ju i? = /—1-+/—1 = —1 och
motsvarar alltsa en rotation ett halvt varv eller 180 grader om man sa vill. Det
var grunden till att se pa talet ¢ som en mojlighet att rotera i planet. Kénda
matematiska namn som Leonhard Euler och Carl Friedrich Gauss har ocksa
paverkat och utvecklat anvindningen fér de komplexa talen, inte minst hur
man kan anvinda dem pa polar form.

Den reella tallinjen och den imagindra tallinjen &r vinkelrdta axlar och
spanner upp det komplexa talplanet. Detta kan ses som det tvadimensionella
planet R? i och med att att 1 = (1,0) och i = (0,1) utgér basvektorer. Talen
i det komplexa talsystemet utgors alltsa av talpar som anger koordinater, en
koordinat lings med respektive axel. Exempelvis ligger det komplexa talet eller
vektorn 2+ 3i tva enheter lings med den reella axeln och tre enheter ldngs med
den imaginira axeln, i punkten (2,3). Om en vektor multipliceras med ett tal



x € R innbér det att dess ldngd fordndras. Multiplikation med 2 férdubblar
vektorns ldangd och multiplikation med —1 gor att den riktas at motsatt hall.
Multiplikation med den imaginéra enheten 7 gor istéllet att vektorn roteras runt
origo. Exempelvis gor multiplikation med ¢ att vektorn roteras 90 grader moturs
och multiplikation med i? ger rotation med 180 grader, vilket ir logiskt eftersom
i? = —1 och rotation med 180 grader motsvarar samma operation som att rikta
en vektor at motsatt hall.

2.3 Vilka riaknelagar uppfyller de komplexa talen?

Additionen sker komponentvis och multiplikationen for tva godtyckliga tal a+bi
och ¢+ di sker enligt

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i.

Da detta arbete inte har de komplexa talen som framsta fokus kommer det inte
goras bevis for alla ridknelagar som C uppfyller. Men faktum &r att den uppfyller
samtliga av de lagar som ndmndes i férsta kapitlet.

1. C uppfyller distributivitet.
2. C uppfyller associativitet.
3. C uppfyller kommutativitet.

4. C har det additiva enhetselementet 0 och det multiplikativa enhetselemen-
tet 1.

5. Tal a + bi € C har den additiva inversen —a — bi och den multiplikativa

inversen :2;%2 om a + bi # 0. Inversen dr unik da C #r associativ (se sats
1).

Vi kan dven konstatera att C &r en divisionsalgebra. Nar man rdknar med divi-
sion for komplexa tal brukar man losa det genom att forlanga med ndmnarens
konjugat. Konjugatet till ¢ + di &r ¢ — di. Tag en godtycklig division

a+ bi
c+di’

Forlangning med ndmnarens konjugat ger

(a+bi)(c—di) ac—adi+bci—bdi®  (ac+ bd)+ (—ad + be)i

(c+ di)(c — di) 2 — d?i2 B 2+ d?

Némnaren &r nu helt reell och divisionen gar att rikna ut.



2.4 Komplexa tal och rotationer

Det ndmndes tidigare exempel pa hur man kan rotera en vektor i det komplexa
talplanet. Men for att rotera mer kalibrerat behovs saklart en hallbar metod.

Sats 2. Om vektorn v = (a,b) i R? ska roteras moturs runt origo med vinkeln
0 ges den roterade vektorn v' = (a,b) av

v' = (cosf + isinf)v.

Bevis. For de komplexa talen C utgor de reella talen x-axeln och de imaginéira
talen y-axeln. Vektorn v = (a, b) motsvarar a + bi i C. Man kan dela upp v till

V= Vg + Uy
dér
vy = (a,0) och v, = (0,b)

samt v’ till
v =y, +u,

Det innebér med andra ord att v, ligger lings med x-axeln v, ligger léngs med
y-axeln. Vektorerna v/, och v; Har roterats med vinkeln 6 fran v, respektive v,.
Se nedan bild.

Eftersom de nu uppdelade vektorerna v, och v, ligger langs med varsin axel
har vi att
U;: = (a, 0)/

och
v, = (0,0)".



Betrakta nu nésta figur nedan. Den visar bara rotationen fran v, till v/.

De streckade linjerna bildar rdta vinklar med koordinataxlarna och vi kan
da konstatera att
vl = (a,0)" = (acosf,asinb).

Pa ett liknande sétt (ingen bild bifogas) kan man sedan konstatera att
v, = (0,b)" = (—=bsinb,bcos ).

Vi har nu att

v' = (a,0)" +(0,b)" = (acosf,asinf) + (—bsin b, bcos )
= (acosf — bsin6,asin @ + bcos ).

Satt sedan att cosf = c och sinf = d. Vi far da istéllet
v' = (ac — bd, ad + be).
Skriver vi nu om denna tvadimensionella vektor som ett komplext tal far vi
(ac — bd) + (ad + bc)i

vilket dr precis definitionen fér multiplikation av tva komplexa tal (a4bi)(c+di).
Om vi ror oss i det komplexa talplanet ges alltsa rotation av v = a + bi av

v' = (a + bi)(cos O + isin )
eller, eftersom de komplexa talen kommuterar,
v' = (cos @ + isinB)(a + bi).
Sedan #r ju a + bi helt enkelt vektorn v = (a,b) och vi har da slutligen att
v" = (cos @ + isinf)v

och beviset star klart. O
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Det &dr vart att namna att denna formel ibland skrivs

Detta ar for att Eulers formel séger att
e = cos 0 + sin 6i.

Denna formel visar alltsd pa hur man kan rotera en vektor i R? med hjilp
av det imaginéra talet i. Nedan visas ett exempel.

Exempel 2. Uppgiften dr att rotera vektorn v = (1,1) med vinkeln 6§ = %T’T. I
C skrivs v som 1+ 1 och rotationen av v ges da av

|

A~
EH

+
Sl
~—_

—

+

—V2.

Sedan gdller att v' = —/2 i C motsvarar vektorn (f\@, 0) i R2.

3 Utvidgning av de komplexa talen

3.1 Tre dimensioner

Vi har nu visat hur de komplexa talen &r uppbygda och hur de kan anvidndas. En
sak som namndes dr hur de kan ses som vektorer i planet R2. Skulle i sidana fall
en algebra med ytterligare en komponent ¢ kunna generera vektorer i rummet
R3?

Sats 3. Det dr omajligt att utvidga de komplexa talen till en tredimensionell
algebra med tal dr pd formen {a + bi + c¢ | a,b,c € R} dir i> = —1 om vi
forutsdtter att algebran dr associativ.

Bevis. All multiplikation maste generera tal i som ocksa tillhor algebran. Déarfor
antar vi att multiplikationen i£ ger ett godtyckligt tal pa formen a + bi + c£ dér
a,b,c € R, alltsa att

i€ = a+ bi+ ct.

11



Multiplikation med i fran vénster ger
i€ = ai + bi% + ci€.
Eftersom 4i = 2 har vi dirmed
i%¢ = ai — b+ cif.
Den imaginira enheten i har egenskapen att 2 = —1 och da far vi i stéllet
—¢ =ai— b+ cif.
Multiplikation med bade vénsterled och hogerled med (—1) ger
E=b—ai— ci€.
Om vi ersétter i€ med det ursprungliga antagandet att i§ = a + bi + ¢£ far vi
E=b—ai—cla+bi+cf)

vilket utskrivet blir
£ =b—ai—ca— chi— 3¢

som kan skrivas om till

¢ =(b—ac) + (—a— be)i — 3¢
Sedan samlar vi alla termer med £ pa ena sidan

£+ c*¢ = (b—ac)+ (—a —be)i

och forenklar till
(14 c*)é = (b—ac) + (—a — be)i,

dér 1,a,b,c € R. Alltsa &r talet £ av formen & = a + (i, dir o, 8 € R och
dérmed dr det fortfarande bara en algebra i tva dimensioner. Algebran &r inte
utvidgad. O

Eftersom det inte d&r genomforbart att utvidga de komplexa talen till tre
dimensioner pa ett anvindbart sitt gar vi i stéllet in pa hur det kan se ut med
ytterligare en dimension. Det kommer att visa sig att de komplexa talen fak-
tiskt gar att utvidga till en algebra med fyra dimensioner. I en sats fran ar 1877
visar matematikern Ferdinand Georg Frobenius att varje dndligt dimensionell,
associativ divisionsalgebra &r isomorf med ndmnda R eller C eller den fyrdi-
mensionella algebran H som vi aterkommer till i nésta kapitel. For bevis till
denna sats av Frobenius hinvisar jag ldsaren till referens [3] s. 229.
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3.2 Fyra dimensioner

Precis som nir man konstruerar en algebra i tva dimensioner vill vi att en
algebra i fyra dimensioner, med nya element &, ska uppfylla vissa rdknelagar. Den
kommer att besta av fyra komponenter (a,b, ¢, d) och addition fungerar precis
som for tal i tva dimensioner dér man adderar de respektive komponenterna
med varandra.

Addition sker alltsa enligt

(a+b&1+c&a+dEz)+(e+ fE1+g8a+hés) = (ate)+(b+f)é+(ctg)le+(d+h)Es.

Multiplikationen 6nskar vi sedan att den ska bete sig pa vissa sitt. Den
forsta punkten dr ater for att fa ett konsekvent beteende for reella tal och de
tva resterande punkterna ingar i definitionen av vad vi kallar en algebra.

1. Multiplikation av reella tal ska ge samma resultat som multiplikation av
tal i R, d.v.s. att

(a + 051 + 052 + 063)(6 + 061 + 062 + Ofg) = ae + 051 + 052 + 063

2. Multiplikationen ska naturligtvis uppfylla de distributiva lagarna. Om alla
¢ star for godtyckliga tal i den fyrdimensionella algebran ska det gélla att

91(62 + 03) = 6102 + 5193

och
(51 + 52)53 = 0103 + 0203.

3. Vi kraver dven héar att likheten
xdy - ydy = Yy - 0102
géller for alla z,y € R.

Som en konsekvens av dessa lagar som man vill att de fyrdimensionella
algebrorna ska uppfylla kommer en multiplikation se ut som nedan. Vi har tva
godtyckliga tal fran en sadan algebra

01 = a+ b&; + € +déz och bz = e + 0&; + 0&2 + 0&3.

Om dessa tva multipliceras med varandra kommer vi att fa ut en produkt
bestaende av 16 termer. Produkten blir

0102 = (a + b€ + c& + d&3) (e + f&1 + g€a + hé3)
= ae + afé; + agls + ahls + befy + bfE? + bg&i s + bhé1 €3 + cela
+ cf€€1 + cg€a + chéals + des + df€3€1 + dgésés + dhés.
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4 Kvaternioner

Sir William Rowan Hamilton var en irlindsk matematiker och astronom. Han
foddes 1805 i Dublin och ansags var nagot utav ett underbarn da han redan
vid ung alder behirskade manga olika sprak och &ven var framstaende inom
matematik. Ar 1835 visade han att rikning med komplexa tal var likvirdigt
med att rdkna med ordnade talpar av reella tal. Dérifran fick han ett intresse
for hur addition och framfor allt multiplikation av komplexa tal betedde sig i
planet R2. Med detta i atanke forsokte han i ménga &r ta fram ett utvidgat
system av de komplexa talen for att kunna gora liknande operationer i rummet
R3. Det lag nirmast att utvidga till en algebra med tal pa formen a + bi + cj
dir i2 = j2 = —1. Han forsokte med detta i manga ar och i ett brev berattade
Hamilton om hur en av hans séner undrat om han kunde multiplicera tripplar
dnnu varpa han da svarat ”Nej, jag kan bara addera och subtrahera dem.” Han
hittade aldrig nagot bra sétt att multiplicera tal i detta system. Vi har visat
tidigare i sats 3 att det mycket riktigt inte &r genomforbart.

Det gick alltsa flera ar utan att Hamilton hittade nagon l6sning pa problemet.
Sedan en dag, nirmare bestdmt den 16 oktober ar 1843, ska han ha promenerat
med sin fru pa gatorna i Dublin. D& slog det honom att det han behtévde géra
var att utvidga till en algebra med fyra dimensioner. Han fortsatte pa sin tan-
kegang med tre dimensioner och lade till den imaginéira enheten k. Talen i hans
algebra fick da formen a + bi + ¢j + dk med villkoret i = j2 = k? = ijk = —1.
Historien séger att Hamiltion i sin iver ska vid tillfillet ha ristat in detta villkor
pa pa en stenbro i Dublin. Sjilva ristningen syns inte nu (om den nu nagonsin
funnits) men det finns &n idag en skylt vid denna bro som uppmérksammar
detta tillfille. Framstéllningen av historien om Hamilton baseras framst pa text
fran referens [3] s. 189.

Skylten som sitter pa Broom Bridge i Dublin. Bild: Wikipedia.
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Det han hade gjort var att han hade skapat tal med fyra dimensioner i syftet
att rédkna med tal av tre dimensioner. Dessa tal med fyra dimensioner kallas
kvaternioner, eller Hamiltons kvaternioner, och sjélva algebran bendmns oftast
som H efter upphovsmakarens efternamn. Hamilton avled ar 1865 och aret dérpa
publicerades hans tjocka bok Elements of Quaternions. Den behandlar det han
kom fram till om kvaternioner.

Definition 2. Kwvaternionerna dr en fyrdimensionell algebra dir elementen 1,
i, j och k utgor en bas. En kvaternion skrivs ¢ = a + bi + ¢j + dk ddr talen
a,b,c,d € R. Mdangden av alla kvaternioner betecknas H.

Algebran H kan ses som R?* genom att sitta
1 = (17070’ O)’ 7: = (07 17070)7 j = (07 07 1’0)7 k = (07 0507 1)

som basvektorer.

4.1 Addition for kvaternioner

Addition for H sker precis som alla andra algebror komponentvis, alltsa
(a+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+hk)=(a+e)+(b+ fli+(c+g)j+ (d+h)k.

Exempel 3. De tva kvaternionerna qu = 1+ 2i+ 2k och g = 3+ j+k adderas
pa foljande vis

@A g=042+2k)+B+j+k)=4+2i+j+3k

4.2 Multiplikation for kvaternioner

Hamilton gav kvaternionerna villkoret i2 = j2 = k? = ijk = —1. Det hér #r
alltsa givet samt att multiplikation av reella tal beter sig som alltid. Men hur
blir det vid multiplikation av i, j och & med varandra? Eftersom det inte &r
nagra parenteser utsatta for villkoret ijk = —1 krdver det associativitet. Som
namnt dr det givet att

ijk = —1.

Multiplikation med i fran vénster ger

iijk = —i.
Eftersom ii = 2 far vi

i?jk = —i
och eftersom 2 = —1 far vi

—jk = —i.

Multiplikation av bade vinsterled och hégerled med (—1) ger

jk=i.
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Genom att anvinda oss av detta kan vi visa en till multiplikation, om vi multi-
plicerar med j fran vénster far vi

3%k = ji.
Villkoret j2 = —1 samt att byta pa plats pa vinsterled och hégerled ger
ji=-k.

Om vi nu atervander till
ijk = —1.

Multiplikation med k fran hoger ger
ijk* = —k.

Villkoret k? = —1 ger,
—ij = —k

och multiplikation med (—1) pa bada sidor ger
ij=k.

Med liknande utrdkningar kan man &dven rékna ut att

ki=j
Kj=-i
ik=-j.

Multiplikation fér kvaternioner kan alltsa sammanfattas enligt nedanstaende
tabell.

1 i j k
11| 4 J k
i|de| -1k | —j
Jlil—-k|-1/| 1
k|k| j | —i]-1

Med hjélp av tabellen och hur vi vill att en algebra i fyra dimensioner ska
bete sig vid multiplikation kan vi uttrycka multiplikation av kvaternioner enligt

q1g2 = (a+bi+c¢j +dk)(e+ fi+ gj + hk)
= ae + afi+ agj + ahk + bei + bfi> + bgij + bhik + cej
+ cfji + cgj? + chjk + dek + dfki + dgkj + dhk>.
= (ae=bf —cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+(ag—bh+ce+df)j+(ah+bg—cf+de)k.
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Definition 3. Multiplikation for kvaternioner definieras enligt
q1q2 = (a + bi+¢j +dk)(e + fi+ gj + hk)
= (ae — bf —cg — dh) + (af + be + ch — dg)i
+ (ag — bh 4+ ce+ df)j + (ah + bg — cf + de)k.
Exempel 4. Lat g1 = 14+2i+2k och qo = 3+j+k. Multiplikation q1qo berdknas
da pa foljande vis
G192 = (1 4+ 20 +2k)(34+ 5+ k)
=3+ j+k+ 60+ 2ij + 2ik + 6k + 2kj + 2k?
=3+4+j+k+6i+2k—2j+6k—2i—2
=1+ 4i—j+ 9.

4.3 Raéiknelagar och egenskaper

Vi ska nu titta ndrmare pa vilka av de riknelagar som nimns i arbetets borjan
som kvaternioner uppfyller.

Den distributiva lagen #r som némnt innan vital, ett maste, for att klassa
nagot som en algebra. Kvaternioner uppfyller denna.

Sats 4. Kvaternioner uppfyller distributivitet.
Bevis. Lat a,b,c € H. Vi skriver da dessa som
a = (a1 + a2i + aszj + aqk),
b= (b1 + bai + bzj + bsk),
¢ = (e1 + cot + c3j + cak)

dér a1, as...c3,cq4 € R.

Det vi vill visa &r att (a 4+ b)c = ac + be samt att a(b+ ¢) = ab+ ac. Beviset
kommer emellertid bara att goras for det forsta fallet da bevisen &r snarlika. Vi
beréknar forst

(a+0b)c
= ((a1 + azi + azj + ask) + (b1 + bai + bsj + bak))(c1 + c2i + c3j + cak)
= ((a1 +b1) + (az + b2)i + (a3 + as4)j + (as + ba)k)(c1 + coi + ¢35 + cak)
= ((a1c1 + b1c1) + (a1ca + bica)i + (ares + bics)j + (ar1cq + bica)k

+ (agey + bacy )i+ (agca + baca)i® + (ages + bacz)ij + (agcs + bacy)ik
+ (aser + bser)j + (asca + bsea)ji + (ases + bses)j® + (asca + bscy)jk
+ (agcr + bycr)k + (agen + byco)ki + (ages + bacs)kj + (ageq + bycy) k>

= (a1c1 + bicy — agcy — bacy — azcz — bzcz — agcq + bacy)

+ (agco 4 baca + ascy + bacy + agcq + bzcy — ageq — bycy)i

+ (a1c3 + bicz + azcy + bzey + agcy + bycy — azcq — bacy)j

+ (CL184 + bicg + ascg + bacs + ager + byer — aseo — b302)]€.
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Nu beraknar vi i stallet

ac + be
= (a1 + agi + asj + ask)(c1 + cai + c3j + cak)
+ (b1 + bai + b3j + bak)(c1 + c2i + ¢35 + cak)
= aic1 + a1c9i 4 aicsf + arcak + ascii + ascei® + ascsij + agcqik
+ asc1j + azcajt + a303j2 + ascajk + agcrk + ageaki + ageskj + agcak?
+ bicy + bicoi + biesj + bicak 4 bacyi + bacai® + bacsij + bacyik
+ bscrj + bscaji + bscsj? + bgcajk + bycyk + bycaki + bycskj + bycyk?

= (arer +bicy — agez — bacy — agez — bzcs — ageq + bacy)

+ (agea + baco + ageq + bacy + ascy + baey — ageq — bycy)i

+ (a1c3 + bies + asey + bzey + agea + byca — asey — bacy)j

+ (@14 4+ brcg + ases + bacs + agcy + bacy — agea — bsca)k.

De tva uttrycken med 32 termer vardera ér identiska och man kan konstatera
att den distributiva lagen haller for kvaterioner. O

Lagen om associativitet kriver att (xy)z = x(yz), alltsa att det inte gor
nagon skillnad i vilken turordning faktorerna multipliceras (sa linge de star pa
samma sida om varandra). Detta uppfyller kvaternionerna.

Sats 5. Kvaternioner uppfyller associativitet.

Bevis. Antag att g1, ¢2, g3 € H. Multiplikationerna (q;¢2)gs samt ¢;(gaqs) ger
bada nya kvaternioner pa formen a + bi 4+ ¢j + dk. De multiplicerade termerna
kommer att fa utseendet (ujug)ug respektive u(usuz) dir u; dr en komponent
a, bi, cj eller dk fran g1, us en komponent fran g och uz en komponent fran gs.
Det vi vill kontrollera ir att likheten (ujus)us = uy(ugus) alltid giller. Om det
gar att visa star beviset klart.

Det réicker alltsa att kontrollera det for det speciella fall nér ¢q, g2, g3 4r nagra
utav kvaternionerna a, bi, cj, dk. Da a, b, ¢, d bara ar godtyckliga reella tal som
vi vet kommuterar med allt och kan justeras ricker det att visa for de ”"rena”
kvaternionerna 1,1, j, k.

Om nagon av kvaternionerna &r 1 géller associativitet eftersom

(1-q1)e =Uq1q2) = (1 - D2 = 1(1 - @2) = qi(q2 - 1) = (q192)1 = q1¢2.

Det som aterstar ar att kontrollera &r nér kvaternionerna qi, g2, g3 4r nagon
utav kvaternionerna i, , k. Det finns d& alltsa 3% = 27 mojligheter. Det visar sig
att associativitet géller for samtliga. Exempelvis

(ii)i = i(ii) = —i,
(ij)k = i(jk) = -1,
(kj)j = k(jj) = —k.
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Kvaternioner uppfyller dock inte kommutativtet. Det finns flera motexempel
for att kvaternioner inte uppfyller det. Vi ser i tabellen tidigare att t.ex. ij # ji.

En egenskap som kvaternioner delar med R &r att de har precis samma
identitetselement.

Sats 6. Kwvaternioner har 0 som identitetselement under addition och 1 som
identitetselement under multiplikation.

Bevis. Tag den godtyckliga kvaternionen ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk. Vi kan da enkelt
se att
a+bit+ci+dk+0=a+bi+cj+dk

och att
(a+bi+cj+dk)l =1(a+bi+cj+dk) = a+bi+cj+ dk.

Kvaternionenerna dr desamma som innan operationerna och beviset star klart.
O

Vi behover nu definiera tva begrepp for att visa ytterligare riknelagar.

Definition 4. Lingden av en kvaternion q betecknas |q|. En godtycklig kvater-
nion ¢ = a + bi + ¢j + dk har lingden |q| = Va2 + b2 + ¢ + d2.

Definition 5. Fér varje kvaternion q finns ett konjugat (som ocksa ir en kva-
ternion). Konjugatet betecknas . En godtycklig kvaternion ¢ = a + bi+ ¢j + dk
har konjugatet ¢ = a — bi — cj — dk.

Sats 7. For alla kvaternioner ¢ = a + bi + ¢j + dk och g2 = e + fi + gj + hk
gdller att

QG2 = ¢2q1-

Bevis. Enligt definition 3 géller att

Q192 = (a+bi+ ¢j + dk)(e + fi+ gj + hk)
= (ae—bf—cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+(ag+ce+df —bh)j+(ah+de+bg—cf)k.
Enligt definition 5 far vi att konjugatet &r
71qz = (ae=bf—cg—dh)+(dg—af—be—ch)i+(bh—ag—ce—df)j+(cf—ah—de—bg)k.
Sedan berdknar vi

@q = (a = bi —¢j — dk)(e — fi— gj — hk)

=ae —afi—agj — ahk — bei + bfi* + bgij + bhik — cej
+cfji + cgj? + chjk — dek + dfki + dgkj + dhk?

= (ae—bf—cg—dh)+(dg—af—be—ch)i+(bh—ag—ce—df)j+(cf—ah—de—bg)k.

Vi kan se att uttrycken &r identiska och satsen &r bevisad. O
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Sats 8. Varje kvaternion har en additiv invers och en om den dr nollskild dven
en multiplikativ invers. For varje kvaternion q dr den additiva inversen —q och
for den godtyckliga kvaternionen ¢ = a + bi + cj + dk ges den multiplikativa

inversen ¢~ 1 av
1 q a—"bi—cj—dk

4 = lq|2 T2t rEtad

Bevis. Att den additiva inversen stdmmer &r uppenbart da ¢ + (—¢) = 0. Vi
kontrollerar sedan att gg~' = ¢ ¢ = 1.
1 (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)
9 = a2 +b24+c2 4+ d2

Om vi forst genomfér multiplikationen i téljaren blir den

a? — abi — acj — adk + abi — b%i> — beij — bdik + acj
—beji — 252 — edjk + adk — bdki — cdkj — d?k?
och sedan genomfér den typiska kvaternionmultiplikationen for elementen ¢, j, k
a? —abi—acj —adk+abi+b* — bek +bdj +acj+bek + ¢ — edi+adk — bdj + cdi+d>.
Adderar vi sedan termerna i téljaren med varandra har vi kvar
A+ 4+ +d?
och vi kan da enkelt se nér vi séitter ihop tédljare och ndmnare igen att

a?+b*+E+d?
a2+ b +c2+d?

Satsen dr bevisad for multiplikation fran hoger och ett snarlikt bevis, som ej
kommer redogoras hér, kommer att visa att den haller &ven vid multiplikation
fran vinster, d.v.s. att ¢~ '¢ = 1. O

4.4 Kvaternioner som divisionsalgebra

I och med att det finns en multiplikativ invers for alla ¢ € H kan kvaternio-
nerna kallas fér en divisionsalgebra. Men innebér det att man kan losa kvater-
nioner som skrivs med brakstreck? For komplexa tal 16ser man ju brak genom
att forlanga med namnarens konjugat. I nedan exempel prévar vi att anvidnda
samma metod om vi ska utfor division mellan tva kvaternioner for att fa fram
kvoten.

Exempel 5. Vi vill berdkna

1420425
T 14k
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Forlingning med konjugatet till namnaren ger

(1+ 2 +25)(1 — k)

(1+k)(1—k)

1 —k+2i— 2ik +2j — 2jk
N 1—k+k—k2
1=k 42i+2j+2j — 2
N 1+1
1445k
o 2
1 45k

22 2

Detta verkar ju vara en lésning. Men eftersom kvaternioner inte dr kommutativa
maste vi dven se vad forlingning med konjugatet fran vinster ger.

(1—k)(1 + 2 + 25)

(1-k)(1+k)
142+ 2j — k — 2ki — 2kj
- 1+k—k—k2
1420425 —k—2j+2i
N 1+1
1+ 4i—k
- 2
1 4Pk
T2 2 2

Som man kan se skiljer sig svaren at. Med det i atanke &r det inte helt
lampligt att rikna division for kvaternioner med brakstreck. Men kvaternioner
dr likval en divsionsalgebra. Vad som kan vara mer lampligt dr att tala om
hoger- och vansterkvot. Om ¢; ska ”divideras” med ¢ har vi

q1
q=—
q2

Forlingning med inversen till go fran hoger ger

_ae g’

—1
— =dq19o -
325" 1 ?

q

Forlangning med inversen till go fran vinster ger i stéllet

@ q _ @ q

@ 1

=q¢'q.

Dérfor dr det mer ldmpligt att stélla upp det som

q=qq"
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samt

1=a'n
som da &r hoger- respektive viansterkvot. Det rader da inget tvivel om vad man
vill berékna.

4.5 Skaldrdel och vektordel

En kvaternion kan med fordel delas upp i tva delar. P4 samma sétt som de
komplexa talen har kvaternioner en reell del och en imaginér del. Fér en kva-
ternion a + bi + ¢j + dk utgor a realdelen och bi + ¢j + dk den imaginéra delen.
Foljaktligen ar en kvaternion enbart reell om den har utseendet a + 0: + 05 + 0k
och enbart imagindr om den har utseendet 0 + bt + ¢j + dk. Méangden av al-
la skaldrer for de imaginéra elementen 4, j och k kan ténkas motsvara de tre
axlarna i ett kartesiskt koordinatsystem. I och med det kan man se det som
att kvaternionerna bi + ¢j + dk utgoér rummet R3. Dérifran kommer kopplingen
mellan kvaternioner och att rdkna med vektorer i tre dimensioner. Det &r dérfor
praktiskt ndr man anvinder kvaternioner for att rékna i tre dimensioner att
dela upp kvaternionerna i tva delar, en skaldr och en vektor.

Definition 6. En kvaternion q = a + bi + ¢j + dk kan delas upp i (a, 7), dér

den reella delen a dr en skaldr och den imagindra delen en vektor, bi+cj+dk =
(bye,d) =0 .

Exempel 6. Lat ¢ =1+ 2i 4+ 3k + 4k. Skriven med skaldrdel och vektordel far
den da utseeendet
(1,(2,3,4)).

Sats 9. Vid uppdelning av en kvaternion i skaldr- och vektordel dr reglerna for
berdkning vid addition och multiplikation

(a,07) + (e, 03) = (a + e, 07 + v3)

respektive
(a,01)(e, v3) = (ae — v - V3, a3 + evf + v} X V3).

Bevis. Uppdelning av ¢; och ¢y i varsin skaldrdel och vektordel ger ¢; = (a, v—f)
dir v = (b,c,d) och g3 = (67@) dir v5 = (f,g,h). Eftersom addition av
skalédrer och vektorer foljer samma riknelagar som addition av kvaternioner,
d.v.s. komponentvis, dr det uppenbart att additionsregeln haller.

Den givna multiplikationen ger skaldrdelen

ae — v - v = ae — (bf + cg + dh)
=ae —bf —cg — dh,

och vektordelen

av—2>+ev_>1+v—1>><11_2):(af,ag,ah)+(be,ce,de)+(Chfdg,dffbh,bgfcf)
= (af + be + ch — dg,ag + ce + df — bh,ah + de + bg — cf).
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Satter man nu samman skaldrdelen och vektordelen kan man konstatera att det
blir samma godtyckliga kvaternion som om vi multiplicerat enligt den ursprung-
liga definitionen for multiplikation av kvaternioner (definition 3) och beviset star
klart. O

Exempel 7. Lat g1 = 1+ 2i+ 2k och g0 = 3+ j + k bli uppdelade i skaldr- och
vektordel (samma kvaternioner som i exempel /). De skrivs da som

a1 = (1,(2,0,2)) och g2 = (3,(0,1,1)).
Multiplikationen q1qo blir da

q1492 = (1 3= ((2a 07 2) : (Oa ]-7 1))a 1(0, 1, 1) + 3(2a 0, 2) + (2,07 2) X (07 17 1))
=(3-2,(0,1,1)+(6,0,6) + (—2,—2,2))
=(1,(4,-1,9)).

Om man gér om q1qz till ursprunglig form for kvaternioner blir
q1q2 =1+4i—j5+9k

vilket dr precis samma resultat som i exempel 4.

Innan vi gar vidare till ndsta kapitel ar virt att podngtera att en kvaternion
skriven i skalirdel och vektordel, ¢ = (a, 7), far konjugatet

q= (aa _7)

ol = a2+ [T

5 Rotation med kvaternioner

samt ldngden

Vi har tidigare visat att de komplexa talen kan ses som att de spdnner upp
planet R? och att kvaternionernas imaginira del kan ses som att de spénner
upp rummet R2. Vi har i kapitel 2 dven visat hur de komplexa talen bl.a.
kan anvéndas for att rotera en vektor moturs i just planet R2. Med hjilp av
kvaternioner kan man i stillet rotera en vektor i rummet R3.

5.1 Rodrigues rotationsformel

Inom linjér vektoralgebra anvinds vanligen rotationsmatriser for att rotera vek-
torer i rummet R3. Men det det finns dven en algoritm kind som Rodrigues
rotationsformel, se referens [1] s. 12, som ocksé roterar vektorer i R3. Vi kommer
att gora en sats for Rodrigues formel men forst gor vi ett lemma som hor till
den satsen.
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Lemma 1. Ldt vektorn 7 ha lingden 1 och utgd frdn origo. Ldt vektorn 7
ltgga i planet som dr vinkelrdtt mot i origo och roteras moturs runt T med

vinkeln 0. Om &' dr den roterade versionen av @ ges den av formeln
7' = (cosO) T +sinb(7 x 7).

Bewis. Vi konstaterar forst att
WX T

ar en vektor som ocksa ligger i detta plan och dr vinkelrdt mot bade 7 och 7. 1
och med att 7 x @ och 7 bada ligger i planet och ar vinkelrdta mot varandra
s& utgdr de en bas for planet. Vi kan dirfor skriva 27/ som en linjirkombination
av dessa eftersom den ocksa ligger i samma plan. Det vi nu maste gora ar att
ta reda pa vilken skaldr vi ska multiplicera med dem bada for att fa fram 7.
Betrakta nu bilden nedan. Det vi ser ar planet som &r vinkelratt mot 7 och den
vektorn kan alltsa ses som att den pekar rakt ut ur bilden i punkten dér X
och 7 méts. De streckade linjerna dr komposantuppdelade vektorer och det vi
vill gora éir att rikna ut dem da dessa kombinerade utgor 7. Vi kallar vektorn
som ir parallell med 7 for x’; och vektorn parallell med W x T for T o

Vi kan se att 22, 27, — och 7 utgdr tva ritvinkliga trianglar tillsammans
med basvektorerna. Vi kan dérfér nu sétta att

cosf = 72|
Ed
och ,
sinf = ‘TﬁX?A
EdR
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Eftersom det &r ett lingdférhallande vi dr ute efter och 7’ har precis samma
langd som 7 kan vi i stéllet skriva

cosf = |z’?|
Ef
och ,
sinf = |xﬁX?|
EiNE

Genom att multiplicera med \?\ i bade vinsterled och hogerled och byta plats
pa dessa far vi i stéllet
25| = cos 0| 7|
och
2 ] = sin 6] 7.

Eftersom vektorerna motsvarar uppdelningen av 7 vet vi nu att skaldren som
ska multipliceras med 7 &r cos # och skaléren som ska multipliceras med 77 x 7
dr sin 0. Foljaktligen har vi att

T =cosO07 +sinf(7 x T)
och beviset star klart. O

Sats 10. Vektorn 2 roteras moturs med vinkeln 0 runt en normerad vektor
. Om @' ir den roterade vektorn ges den av nedanstaende formel (Rodrigues
rotationsformel).

2 = (1—cosO) (7 - Z)7 + (cosO)Z +sinf(7 x 7).

Bevis. Vivet att @ ar den ursprungliga vektorn och 7 &r den roterade vektorn.
Det &r givet att en vektor kan skrivas som en kombination av sin parallella del
och sin vinkelriita del mot en annan vektor. Alltsa i detta fall niir 77 &r vektorn
vi vill rotera runt kan vi skriva att

T =7+l

dér fﬁ Ar en projektion av 7 pa 7 och T] Aren projekion av 7’ pa planet som
&r vinkelriitt mot 77. P4 samma vis, av samma anledning som ovan, kan vi dven

skriva att
?l — lfﬁl + x—ﬁ/'

Eftersom en vektor som roteras runt en vektor parallell med sig sjélv inte
fordndras noterar vi att

oy (AN

=y
Man kan alltsa se det som att ndr man roterar en vektor sa féréndras den inte pa
nagot sitt i riktningen fér den axel vi roterar vektorn runt. Det som fordndras

ar den vinkelrata delen mot rotationsaxeln. Vi skriver darfor

7 =3+ 77
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Vi betraktar sedan z;’. Eftersom den fr vinkelriit mot 7 kan man projicera
x_>J_’ pa det plan som &r vinkelrdtt mot i origo. Nu anvéinder vi oss av lemmat
ovan och konstaterar att

1" = (cos0)Z] +sinO(7 x 77).

Om vi nu gar tillbaka till det ursprungliga uttrycket kan vi nu i stéllet skriva

P =T +7] =7 + (cos0)T] +sinb(TW x T7).

Man kan omstrukturera 7 = x_ﬁ +7] = 1] = 7 — a?ﬁ Vi ersétter sedan

a:_f med detta och far
T =T +cos(T —T]) +sinb(7 x z7).
Vidare kan man konstatera att

X7 =

x (zf +7)

xg?ﬁ—s—ﬁxx_ﬁ

ST

samt att
T x x_ﬁ =0
eftersom de dr parallella. Nu har vi kvar att
WXz =1 x 7.
Genom att gora det bytet i vart uttryck har vi nu att
T =T +cosf(T —T[) +sinb(7W x 7).

Om vi delar upp parentesen som multipliceras med cos 6 kan vi skriva det som

T =7 — (cos )] + (cosO)T +sin (T x )
eller

7' = (1 — cos 9)33_‘1 + (cos )T +sin (7 x T).
Slutligen vill férsoka ersétta x_ﬁ . Eftersom fﬁ ar parallell med 7 kan vi skriva

det som 77 multiplicerat med nagon skaldr. Den skaldren kan man fa genom att
anvinda sig av projektionsformeln
%

proj= 2 = T "= n=(2-7)

Det vi fatt fram &r alltsa att
= (7 W),
Genom att anvinda oss av detta i vart uttryck far vi nu
2 =(1—cos)(Z - T + (cos0) @ +sin(7 x )
vilket &r formeln vi skulle bevisa. 0

Vi har alltsa sett hur Rodrigues rotationsformel kommer att rotera en vektor
i rummet R3. Vi kommer nu att koppla den till hur kvaternioner kan utféra
samma operation.
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5.2 Kvaternionrotation

Forst paminner vi om att konjugatet till en kvaternion ¢ = (a,?) ar ¢ =
(a,— ) samt att en vektor 7 i R? skriven som en kvaternion far utseendet

0, 7).

Lemma 2. Lat q vara en godtycklig kvaternion uppdelad i skaldrdel och vektor-
del, ¢ = (a, 7), med lingden 1, d.v.s. |q| = 1. Tag sedan en godtycklig vektor 7
och betrakta den som kvaternionen x. Oavsett hur vi viljer q eller x kommer vi
fa att

qzq = (0, 2T D)V + a7 +2a(T x T) — (V- 7)7)

Bewvis. Vi vill i slutdndan ridkna ut vad gzq &r. Eftersom multiplikation av kva-
ternioner dr associativ paverkar inte turordningen av hur faktorerna multipli-
ceras (sa linge de star i samma ordning). Med hjilp av sats 9 kan vi nu forst
berdkna

qxz(a,?)(O,?)
:(0@—7-7, a?+07+7x?)
:(—7-?7 a?—}-?x?)'

Med hjélp av samma sats berédknar vi nu

qrq = (a, 7)(O’ 7)(av _7)
(-7 -2, a@ + 7 x Z)(a, )

(—a(?-?)—(a?+7x?)-(—7),
(-7 - D) =T) +al@@ + T x D)+ (a7 + 7 x T) x (—7))

Skaldrdelen (den 6vre delen av svaret) kan skrivas om som
—a(V - D) 4a(@ -+ (T xZ)- V=W xT) 7,
eftersom v -7 =7 - 0. Sedan, eftersom vektorprodukten U x T Ar vinkelrit
mot ¥, blir
(U xZ) -7 =0.

Skalédrdelen for gx@ blir med andra ord 0. Alltsa kommer gzq, precis som z, fort-
farande bara vara en vektor, en kvaternion pa formen (0, z ). Den vektordelen
(den undre delen av qzq) &r

(-0 - )= +a(@Z + T xT)+ (@@ + U x T) x (=7).

Genom att faktorisera in och ut ur parenteser kan det &ven skrivas om som

(V- )T +a*T +a(VxZ)—a(@ x V)= (U xZ) x V.
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Ritkneregeln —(7 x ¥) = ¥ x @ gor att det kan skrivas som
(V- VU +a>T +2a(0 xT)— (U xT)x 0.
Rikneregeln (U x Z) x ¥ = (V- )7 — (Z - ¥) U gor att det kan skrivas
B T T i) (T T (R )T
Eftersom ¥ - @ = 7 - U kan vi slutligen skriva om det som
2V -V +a*7 +2a(V xT)— (V- V7.

Sammanfattningsvis har vi nu att

gzq = (o, 2T D)V + 2T +2a(T x T) — (V- 7)?).
och beviset star klart. O

Ovanstaende &r alltsa det godtyckliga svaret man far ut oavsett vilken kva-
ternion ¢ (s& linge den har lingden 1) och vilken vektor 7 man anvinder sig
av. Vi vill nu f& fram ett sétt att rotera vektorn 7’ genom att strategiskt vilja

q.

Sats 11. Betrakta kvaternionen

q=(a,7) = <cos§,sing )

dar
7| = 1.

Omz = (0,7) sd drqeg=(0,2") dir @' dr vektorn @ roterad med vinkeln 0
moturs runt vektorn 11 .

Bevis. Forst vill vi visa att |g| = 1. Langden |g| beriknas enligt

0 0
lg| = \/cos2 3 + sin? 3 12,

12 kan férsummas och via formeln for den trigonometriska ettan far vi da

6 6
lg| = cosQ§+sin2§:ﬂ:1.

Vi vet nu att denna kvaternion ¢ har lingden 1 och vi kan darfér anvénda
oss av det nyligen visade lemma 2. Om vi har multiplikationen 2’ = qzq sa ger
inséttning av ¢ = (cos g, sin gﬁ) att x’ blir

0 0 0
’_ i L in 22
= (07 2(Sm2 - T) sm2ﬁ+cos 2?
6,. 6 L0 0
+ 2cos i(sm §ﬁ X 2) — (sm§n sin g )7)
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Om vi sedan bryter ut och sétter ihop termer pa ett praktiskt sitt kan vi skriva
det som

(0 2 sin? Z(—> )7 +cos? 77+2cosgsmg(n x?)fsin2g(ﬁ~ﬁ)?).

=4

Eftersom 77 har lingden 1 blir 77 - 7 = 1 och vi kan istéllet skriva det som

50 0 . 0 0
= (O 2sin? 5(_> )7 + cos? 7+2(:osisin§(ﬁ>x7)fsin2 5?)
De trigonometriska sambanden

2 cosnsinn = sin 2n,

1—
gin2 1 — 25N

2 2

och

1
cos2 T — 2Hcosn

2 2
gor att uttrycket kan skrivas om sa att

— (0,2(1*72‘3080)(%> LT+ (1%0080)74—@09(7 < T)— (lyﬂ)?)

eller forenklat
= (0, (1 —cosO) (7 - 7)) +cos 07 + sinO(7 x 7))

Vi ser alltsa z’ blivit en ny vektor som kan uttryckas pa precis samma sitt
som en roterad vektor enligt Rodrigues rotationsformel (sats 10). Vi kan da dra
slutsatsen att den dven har samma egenskaper och beviset star darfor klart. [

Vi sag ovan att det genom att sétta in en vektor skriven som en kvaternion x
i kvaternionmultiplikationen gxq gar att rotera vektorn. Hur den roteras beror
pa hur ¢ ser ut. Man kan enkelt vilja hur ¢ ska se ut beroende pa hur man vill
att den ska roteras. Nedan visas hur en sadan multiplikation kan se ut, med den
ursprungliga kvaternionmultiplikationen (det gar forstas lika bra att anviinda
sig av multiplikationen med skalér- och vektordel).

Exempel 8. Uppgiften dr att rotera vektorn T = (2,1,0) med vinkeln 0 = T
runt den normerade vektorn T = = (0,1,0). Den roterade vektorn dr x' = qxq
déar

q= (cos% 81n4(0 1,0)) = ( Jj och



Forst berdiknar vi

ﬁf
oty

2 2
=\/§i+§j+\/§ji+§j2
2 2
—§+\/§z‘+§j—\/§k.

qr = ( (2 + )

Nu berdknar vi

f+f+\[ fk)(\f V2

qﬁCQ—(—T 7_7)

1 1 1 1.4

TP SIS S BT S A
2+23+z zg+2j 2] + k)
1 1 1 1

L S S LY SR A
2+2J+z +2]+2 )

=j —2k.

Vi kan alltsd se att dven ' = j— 2k dr utan en en reell del och motsvarar alltsa
en ny vektor, nimligen den med riktning (0,1, —2).

5.3 Flera rotationer i en berédkning

Vi har sett att gxq genererar en rotation av en vektor om z &r en rent imaginér
kvaternion. Det gar dven att att sdtta samman flera rotationer i en berékning.
Vi utgar fran samma princip som innan. Lat g; vara den forsta rotationskvater-
nionen och ¢ den andra. Forst gors rotationen

' = qaq.

Vill vi sedan rotera z’ ges nésta rotation da av

"
T

= 02" = @(q12¢1) .
Eftersom kvaternioner ar associativa kan kan vi skriva om det som

1

2" = @(grq@)@ = (2q1)r(q12).

Enligt sats 7 &r ¢1¢o2 = G2q1 och da far vi slutligen

"= (@qa)r(eq).

Man behover alltsa bara rdkna ut goq; och sedan sétta in dess konjugat. I
stéllet for att berdkna en rotation i taget kan man pa detta vis multiplicera tva
rotationskvaternioner och fa den slutliga, dubbla rotationen. Detta gor att man
kan rotera runt mer &n en axel i en och samma rotation och berékning.
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Exempel 9. Uppgz'ften dr att rotera vektorn @ = (1,1,0) med vinkeln m runt
den normerade Uektom ni = (0,0,1) och sedan med vinkeln 0 = T runt den den
normerade vektorn n = (0,1,0). Vi har dd att

z= (o,(1,1,0)) =i+],

P2 = (00527 sin o (0 1 0)) (7,7(071,0)) =

Vi berdknar forst

Vi kan redan nu avldsa vad qoqy dr for rotation. For att berdkna rotationen
konstaterar vi forst att

V2o V2,
q2q1 = 5 D)
Nu kan vi via kvaternionmultiplikation genomfora rotationen. Forst berdknar vi
V2. V2
(q2q1)x = (71 + 7/{)(2 J)
2 2 2 2
= £ ;2 £ ikz 4 ik]
2 2 2 2
_ V2 V2 Ve V2
2 2 2 /T

Och slutligen berdiknas

V2 \/§+\/§j+\/§ 2. V2

(2q1)z(@q) = (— 5 —71 - 7]{)(— 5 —7]3)
11 1, 1. 1. 1.1,
= gi+ gkt 5+ gik— ji— 5jk — gki— gk
_ 1 +1k 1 1.+1k 1. 1 +1
D LT D U LS L E D

+k (07(037171))'

Vi har fatt fram att den roterade vektorn blir 7' = (0,—1,1).
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Denna metod ar dock inte begriansad till tva rotationer. Vill vi lagga till en
tredje rotation g3 far vi

43(q2q1) (@1 ) Gs-

I och med associativiteten pa vénster sida om z och att ater anvinda oss av
sats 7 for konjugatmultiplikationen till hoger kan vi i stéllet skriva

(Q3QQQ1)$(Q3Q2Q1)-

Pa det hir viset kan man sedan ligga till hur manga rotationer som helst.
Oavsett hur manga behtver man bara rékna ut den vénstra sidan och sedan
anvénda dess konjugat pa hoger sida om den vektor x man vill rotera.

Ytterligare en anvindbar funktion &r att den rotation som grq utfor dr den
raka motsatsen till vad qxq gor. Man kan alltsa aterstéilla en rotation genom att
genomfora denna multiplikation efterat. Att den aterstélls dr likvardigt med att
den roteras runt samma axlar med samma vinklar fast at motsatt hall, d.v.s.
medurs.

Sats 12. Om z = (0, 7) roteras genom x' = qxq dterstills den genom kvater-
nionrotationen x" = qx’'q.

Bevis. Detta gar att visa pa flera sétt men det kan ses som tva efterféljande
rotationer. Dessa sammansatta enligt tidigare princip blir

' = qzq.
och
¢ = q2'q = 4(qrq)q.
I och med associativitet for kvaternioner géller att

" __

x" = q(qzq)q = (q9)x(qq).

Sats 8 innefattar att om |¢| = 1 géller att gg = 1. Vi kan nu rékna ut att
o = (qq)x(qq) =1-z-1=u.

Efterom z” = x har vi har fatt tillbaka den ursprungliga kvaternionen och
beviset star klart. O

Man kan alltsa &ven rotera en vektor x genom att séitta in den i relationen
7' = qxq dir g bestimts pa samma sitt som vid den rotation vi visat. Enda
skillnaden &r att den nu roteras medurs for alla vinklar i stéllet for moturs.

6 Anvindningsomraden och férdjupning

6.1 Varfor ar kvaternioner bra och vad anvinds de till?

Man kan anvénda sig av rotationsmatriser och Eulervinklar for utfora det man
utfér med kvaternioner. Det som gor kvaternioner konkurenskraftiga dr att ro-
tationsmatriser kriver mer data. Rotationsmatriser innehéaller nio komponenter
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medan en kvaternion som bekant bara bestar av fyra vilket gor att de &r mer
kompakta och kan dérmed vara mer effektiva.

Det har funnits spekulationer om att nidr man anvénder sig av Eulervinklar
for att rotera finns det en risk att man stéter pa problemet gimbal lock. Det
innebér att en av tre axlar laser sig vid en annan axel och déarfér forsvinner
en dimension. Enligt vissa spekulanter undviks detta problem vid rotation med
kvaternioner. Men faktum &r att detta inte &r ett problem for Eulervinklar om
de anvinds pa ritt sitt. Det dr enbart ett mekaniskt problem som kan drabba
bland annat flygplan. For mer ldsning kring problemet gimbal lock hénvisar jag
ldsaren till referens [6], s. 180.

Kvaternioner anvédnds inom datorteknik av ingenjorer och programmerare.
De anvénds bl.a. till att animera rorelser i dator-/TV-spel och {or att forbéattra
flygplans och flygsimulatorers orientering i tre dimensioner, se referens [7], s. 10.

6.2 Finns det mer om kvaternioner?

Amnet kvaternioner #r stérre #n vad detta arbete behandlar. Fér den nyfikne
ldsaren finns det déarfor mer att fordjupa sig i. Nagra valda delar som inte finns
med Ar hur man skriver kvaternioner pa matrisform, att kvaternioner kan ses
som par av komplexa tal och att man kan rotera i fyra dimensioner med hjilp
av par av kvaternioner. Sedan finns det utvidgningar av kvaternioner till atta
dimensioner (oktonioner) och sexton dimensioner (sedenioner) dér mer &n bara
den kommutativa lagen behover offras.
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