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1 Introduktion

Detta &r ett arbete pa kandidatniva inom matematik som handlar om olika me-
toder for att berdkna determinanter med fokus pa brakfria metoder dar bland
annat Bareiss Algoritm finns med. Arbetet tar upp determinantens definition
utifran Laplaceutvecklingen och rikneexempel med Laplaceutveckling, Gausse-
limination, Brakfri triangulering och Bareiss Algoritm. Ett bevis om Bareiss
algoritm presenteras dér vi visar och fortydligar att Bareiss algoritm fungerar

och faktiskt ar brakfri.

2 Determinanter

2.1 Determinantens definition

For kvadratiska matriser kan man berékna ett tal som kallas determinanten. De-
terminanten kan skrivas pa manga olika sétt vilket kan vara ganska forvirrande
om man inte har stott pa dessa tidigare. De vanligaste skrivsdtten av determi-
nanten kan se vildigt olika ut men alla forklarar/beskriver en och samma sak.

Hér &r nagra exempel pa de som dr de vanligaste att man stoter pa:

a1 a2 a1z ... Qin

a21 Q22 A23 ... dA2p Al ell A
, a(ij)‘(lgi,jgn)’ |A] eller det A.

an1 An2 ap3 .. Qpp

Determinanten kan defineras pa manga olika séitt. I detta arbete kommer vi
definiera determinanten utifran Laplaceutveckling efter rad ett vilket var den
metod jag stotte pa nir jag lirde mig om determinanter for forsta gangen [2].

For en 1 x 1 matris A = (a) defineras determinanten som talet a

detA=a



a
For en 2 x 2 matris A = defineras determinanten som talet:
d

det A = ad — be

Determinanten av en 2 x 2 matris kan ocksa geometriskt kopplas till arean av en
parallellogram da man kan se raderna eller kolonnerna i matrisen som vektorer
som spanner upp parallellogramen, hur detta hinger ihop kommer visas senare
i kapitlet. Nér vi ska definiera en 3 x 3 blir arbetet lite knoligare.

Definitionen for en 3 x 3 determinant ser ut sahir

a1l a2 ais
A= an az asx

az1 asz ass
det A = a11a22a33 + a12a23a31 + A13021G32 — G11023032 — G12021033 — A13G22031

For dessa 3 x 3 matriser finns det en enkel variant for att komma ihag denna
formel. Den metoden kallas for Sarrus regel och dr véldigt anviandbar for att
komma ihag formeln utan att behova ga tillbaka till definitionen nir man ska
rikna ut sina determinanter for 3 x 3 matriser. Sarrus regel aterkommer vi till
senare i kapitlet da vi ska se hur den fungerar.

Om vi omarrangerar termerna i definitionen ovan sa kan vi fa ut ett nytt uttryck

det A = +a11(aea33 — aszass) — arz2(aziass — aszasi) + aiz(aziase — azeas:)

a2z 423 a21 Aa23 a1 Qa2
=an — a2 + a3
a32 ass a31 ass a3y asz

(1)

Vi kan dven skriva om det pa detta sidtt om vi sa 6nskar:

det A = —a12(a21a33 - a23a31) + 022(a11a33 - a13a31) - a32(a11a23 - a13a21)
21 Qa23 @11 a13 a11 a3
= —ai2 + ag2 — as2
a3y ass a31 ass a21 ag3

(2)
Det vi nu har gjort kallas fér utvecklingen av determinanten efter rad ett i det

forsta fallet och utveckling efter kolonn tva i det andra fallet. [2] Vi kan utveckla



efter godtycklig rad eller kolonn vilket kan ge oss manga fler omskrivningar men
vi ndjer oss med att enbart visa dessa tva for stunden.

Tecknena framfor talen aq1,a12,a13 i faktorisering (1) bestéms efter ett ménster.
For att hitta monstret sa foljer man platsen enligt beteckningen (i) som bety-
der att platsen vi soker finns dér rad ¢ moter kolonn j. Detta ges utav (—1)+7
och beroende pa om radnummret i+ kolonnnummret j blir ett jamt eller udda
tal sa kommer elementet i raden eller kolonnen man utvecklar efter att multipli-
ceras med ett positiv eller negativ tal (—1)"*7. Detsamma giller for omskrivning
(2) men eftersom den borjar utvecklingen efter an annan kolonn sa skiljer sig
faktoriseringen och tecknena at. Oavsett vilken rad eller kolonn man utvecklar
efter sa fordndras inte determinanten da man kan se det som att man véljer
att gora berdkningarna i en annan ordning men produkten och summan blir
densamma. Man kan fa en fortydligande bild av hur denna formel fungerar om

man skriver ut tecknena i en matris enligt detta monster:

+1 -1 +1
-1 +1 -1
+1 -1 +1

2 x 2 matriserna i (1) far man genom att i den ursprungliga 3 x 3 matrisen stry-
ka rad 1 och kolonn j. Detta kallas Laplaceutveckling eller kofaktorutveckling.

Exempel pa hur man ridknar med Laplace finns under rubrik 3.1.

Nu nér vi vet hur vi kan berdkna determinanten fér en 2 x 2 och 3 x 3 ma-
tris, samt hur utveckling efter en rad eller kolonn gar till sa &r vi redo for en
godtycklig n x n matris A. For att definiera determinanten fér en godtycklig
n X n matris A anvinder vi oss av en rekursiv definition. Med det menas att vi
utgar ifran determinanten for en matris av storlek (n—1) X (n—1) och anvéinder

oss av detta i definitionen for determinanten av en n X n matris.

Antag att
aip a1z a3 ... Qip
a21 Q22 Q23 ... Q2
A =
ap1 QAnp2 An3 ... Gpp



Lat Ay; vara matrisen som vi far fran A genom att stryka bort rad ett
och kolonn j. Da dr A;; en mindre matris (n — 1) x (n — 1) vars determinant vi
redan definierat.

Determinanten f6r en n x n matris defineras som
det A = (—1)1+1a11 det Aq + (71)1+2a12 det Ao+

(=) Bayzdet Ay 4 - + (=1)""ay, det Ay,

Detta kan skrivas pa ett lite mer formellt sdtt med summan
n
det A = Z(—1)1+]a1j det Alj.
j=1

Vi kan &ven utveckla efter en godtycklig rad i eller kolonn j vilket ger samma
determinant som att utveckla efter rad 1 t.ex. Nedan ser vi satsen for utveck-
lingen av en godtycklig rad i. Vi later A vara en n x n matris och A;; den
determinant man far genom att stryka rad ¢ och kolonn j. A = (a;j)1<i,j<n, 0ch
vi later 1 < 4 < n vara ett heltal, dvs. ¢ &r den rad vi véljer att utveckla efter
[2].
n
det A = Z(—l)l“ai]’ det Aij
j=1

2.2 Sarrus regel

Tidigare ndmndes Sarrus regel som en snabb metod for att berikna determi-
nanten pa en 3 x 3 matris utan att behéva memorera eller kolla upp definitionen.
Metoden for Sarrus regel dr utskriven i figuren nedan och kom ihag att Sarrus

regel fungerar enbart pa 3 x 3 matriser.

ai1 a12 a13 a11 a12

a21 a2 a3 a21 a2

AN
Ho A

asi a32 a33 asi a32



Enligt bilden sa expanderar man matrisens ursprungliga tre kolonner till fem
genom att ldgga till kolonn ett som kolonn fyra och kolonn tva som kolonn fem.
Sedan multiplicerar man alla element lings ett heldraget streck och adderar det
med produkten av det andra heldragna strecket osv. Efter detta subtraherar man
med produkten av ett streckat streck med produkten av nésta streckade streck
osv. tills man har adderat tre produkter av heldragna streck och subtraherat

tre produkter av streckade streck. Detta ser ut sahér
det A = a11a22a33 + a12G23031 + A13021A32 — (11023032 — A12021033 — 413022031

och denna kénner vi igen sen tidigare ifran definitionen av en 3 x 3 matris dvs.
att Sarrus regel ger samma resultat som om vi skulle Laplaceutvecklat en 3 x 3

matris.

2.3 2 x 2 matriser och parallellogram

Determinanten fér 2 x 2 matriser kan geometriskt kopplas till arean av wn
parallellogram som spénns av tva vektorer som vi bendmner vq; = (z1,y1) och
vy = (Z2,y2). Om vi viljer vektorn v; som basen s #r hdjden den vinkelrdta

linjen fran v;.

8]

Med hélp av distansformeln kan vi hitta bade héjden och basen pa

parallellogramet:

b= /(21 =002+ (1 — 0)?

=2l +ui



For att hitta A sa blir det en lite ldngre utrikning, vi borjar med att hitta

ekvationen for linjen som gar igenom punkterna (z2,y2) och (z1 + @2, y1 + y2):

Sedan behover vi ekvationen for den linje som &r vinkelrdt mot linjen ovan som

gar igenom Origo:
T
y=-—u
Y1

Efter vi har var vinkelrdta linje behover vi hitta punkten, som vi namnger

(z3,y3), dir de tva linjerna korsar varandra:

YiTs — y1yem

T3 = 2 2
1+ Y1

f%yz — Y1221
xi +yi
Sedan anvander vi distans formeln for att hitta h:

Ys =

=/(z3—0)2 + (y3 — 0)? =

2 2 2 2
_ Yire — ylyle} i [?hwz - y1$2I1] _
i+ i ri 4yt
(l‘lyz - xzyl)2 _
af + yi

|x1y2 - x2y1|
Vi +ui

Om vi nu sétter in variablerna b och h i formeln for en parallellogram sa kommer

vi fa ut formeln for arean av en parallellogram med hjilp av vektorerna:
Area = bh
/ |T1y2 — 201
=2t Tyt Ve
VIt

= |z1y2 — 21| = Area

T1Yyo — xoyy visar sig ocksa vara formeln for determinanten for en 2 x 2 matris

dér vektorerna vy = (x1,y1) och vy = (z3,y2) dr kolonnerna eller raderna i
matrisen:
1 Y1
A p—
T2 Y2



1 W

T2 Y2

|det (A)| = | det | = |z1y2 — x291| = Area

Absolutbeloppet av determinanten behtvs pa grund av att om vektorerna byter
plats eller placeras annorlunda i matrisen sa kan determinanten bli negativ.
Detta relaterar till determinanten for en 2 x 2 som vi tidigare tittade pa i

definitionen.

3 Determinanters egenskaper

Det finns flera metoder for att berikna en determinant, med olika fordelar och
nackdelar. Laplaceutveckling fungerar vildigt bra som metod men berdkningarna
blir snabbt ohanterbara for storre matriser. For en 4 x 4 matris krévs det cirka
4! [7] produkter som ska ridknas ut. For en 5 x 5 matris blir det cirka 5! mul-
tiplikationer dvs. 120 stycken. Néar vi utvecklar en 5 x 5 matris med hjilp av
Laplaceutveckling far vi fyra stycken 4 x 4 matriser som vi behéver beréikna
determinanten pa, fortsdtter vi att utveckla sa far vi nu 20 stycken 3 x 3 ma-
triser och efter sista utvecklingen far vi 60 stycken 2 x 2 matriser att berikna
determinanten pa. Enligt Stephen [7] s& behovs det 20! eller cirka 2.4 x 108
multiplikationer for att berdkna determinanten pa en 20 x 20 matris. Med en
dator som berdknar en miljon multiplikationer per sekund sa skulle det ta dver
77°000 ar for att bestimma det A med Laplaceutveckling. Detta &r en extremt
lang tid for att berdkna en enda determinant vilket gér det omdjligt att anvinda
just Laplaceutvecklingen for att beréikna determinanten for storre matriser och

dérav behovs andra metoder for att gora dessa berdkningar.

Det finns nagra knep for att forenkla matriser utan att éndra dess determinant
och de kallas for de elementéira radoperationerna. De elementéira radoperatio-
nerna kan anvindas till att modifiera matriser sa att berikningarna inte blir lika
tunga jamfort med om man inte anvénder dessa. Radoperationerna fungerar sa
bra att de anvénds i alla utvecklade metoder for determinantberdkningar. De

elementéra radoperationer som vi anvédnder oss av i detta arbete &r de tre som



star listade hér [12]:

1. Om tva rader eller tva kolonner byter plats i en matris A sa har den nya
matrisen determinanten — det A.

2. Nér en rad eller kolonn multipliceras med en skaldr ¢ i en matris A sa blir
determinanten fér den nya matrisen ¢ x det A.

3. Om en multipel av en rad eller kolonn adderas till en rad respektive kolonn i
en matris A sa dndras inte determinantens vérde.

Detta kan riitt litt visas fran definitionen men vi utelimnar beviset. Vad &r
da bra med de elementéra radoperationerna? Som tidigare ndmnts sa kan vi
med hjélp av dessa radoperationer gora foréndringar i en matris sa att vi far
en ny enklare matris att beriikna var determinant pa. Det viktigaste med dessa
operationer dr att de dndrar inte determinantens vérde eller &ndrar vardet med

en kind faktor -1 eller c.

Med hjilp av de tre elementira radoperationerna kan vi modifiera var ma-
tris sa att den blir en Over- eller undertrianguldr matris. Nér vi har en sadan
matris sa finns det en genvig som man kan anvinda sig av och den gar till
sahér. Nar man har en 6ver- eller undertriangulér matris sa kan man berdkna
determinanten genom att multiplicera ihop elementen som ligger pa diagona-
len i matrisen. Varfor fungerar detta da? Om A &r en dver-/undertriangular
n X n matris sa dr determinanten produkten av de diagonala elementen i A dvs.
det A = aj1a22a33 - - . apnyp. Om vi antar att A 4r en n x n overtriangulér matris
och anvinder Laplaceutveckling efter forsta kolonnen i A sa kommer alla tal i

den kolonnen vara 0 forutom ajq.

aix a2 ... Qin G2 a2z ... QG2pn
a9 N oY) ass e aszn

det A = . = a1
Ann Apn



Genom att repetera processen till mindre matriser far vi

G22 A23 ... Q2n asz as4 ... Qa3n
ass ... Qa3pn aqqa ... Q4p
= a1 . . = a11422

Ann Ann

Qg4 Q45 ... Q4n

ass ... Qpp

= a110220a33
ann

= 111422033 . ..0nnp-

och detta dr da var determinant for matrisen A.

En metod som éar vildigt vilkédnd och anvénd #dr Gausselemination som kan
anvindas bade for att berikna determinanter och 16sa ekvationssystem. Gausse-
lemination anvénder sig av de elementéra radoperationerna for att reducera
matriser till trianguléra matriser for att sedan anvénda sig av diagonalmultipli-
cering for att beriikna determinanten. Detta #ir mycket effektivare (O(n?)) #n
Laplaceutveckling (O(n!)) pa stérre matriser [7]. Det stora O:ett eller ”Ordo”
4r ett begrepp inom matematik och datavetenskap som anvinds for att ge ett
matt pa hur berdkningstung en term &r och i datavetenskap anvéands det for att

beskriva algoritmers effektivitet, si O(n?) viixer lika fort som n® da n okar.

Vi ska i fortséttningen framst dgna oss at matriser som enbart innehaller heltal
men dven om en matris enbart innehéaller heltal sa kan braktal dnda uppkomma
med hjilp av Gausselemination [8]. Trots att Gausselemination ir effektivare
sa finns det tillfillen da braktal uppkommer i berdkningarna och datorer precis
som vi ménniskor tar ldngre tid pa sig att gora beridkningar da flera riknesétt

uppkommer.

10



Ett exempel pa en sadan matris:

3 1 7
-2 5 1
2 1 4

Determinanten i denna matris &r ett heltal (-17) men braktal uppkommer i
berdk ningarna och detta gor att det tar extra tid for datorn att slutfora
berdkningarna. Darfor har matematiker hittat metoder som &r brakfria for att
minska kraven pa datorer sa att de kan gora sina berikningar snabbare. ” Brakfri
determinantberikning #r en metod som beriknar determinanter sa att alla di-
visioner som introduceras gar jimt ut”[4], notera att detta enbart giller om
matrisen bara innehaller heltal fran borjan. Det finns nagra metoder just nu
som t.ex. brakfri triangulering, Bareiss algoritm m.fl. som haller pa att uvecklas
for att optimera datorers berdkningar. Vi aterkommer med mer fakta om dem

senare.

4 Raikneexempel Determinanter

I detta kapitel finns nagra exempelberikningar pa hur man beriknar determi-
nanten med olika metoder. Vi utgar ifran definitionen for laplaceutveckling efter
rad ett som finns i kapitel tva. Observera att alla berikningar hir gors pa bésta

mojliga man pa samma matris. Men variationer féorekommer.

4.1 Laplaceutveckling

Laplaceutveckling beréiknas genom att stryka en godtycklig rad eller kolonn i
matrisen. Det vanligaste dr att man utvecklar efter rad ett men i vissa fall kan
det vara ldttare att utveckla efter en annan rad eller nagon kolonn. Detaljbe-
skrivning for hur Laplaceutveckling fungerar finns i determinantens definition

for n x n matriser i kapitel tre.

11



4.1.1 Exempel

4 = E 3 5 6 5 6 3
6 =(-1)?-13 +(=1)%-2 +(-1)*. 2
) A 3 4 1 1 3

=3(3-4-3-5)—26-4—1-5)+2(6-3—1-3)
=—-9-38+30
=17

4.2 Gausseliminering

Berikna determinanten med hjilp av Gausseliminering gér man genom att re-
ducera element i matrisen sa att man far en 6ver- eller undertriangulér matris
for att sedan ldttare kunna beridkna determinanten med hjilp av knepet som
star beskrivet i kapitel tva for trianguléra matriser. Reduceringen gér man ge-
nom att anvénda sig av de elementéra radoperationerna som star beskrivna i
kapitel tre. Gausseliminering kan ocksa anvindas till att t.ex. l6sa ut linjéra

ekvationssystem.

4.2.1 Exempel

_ o W
w W N
= Ot N

For att eliminera 6:an i rad tva subtraherar vi rad ett ifran rad tva 2 ganger,

3 2 2
0 -1 )
0 3 4

12



sedan subtraheras rad 1 ifran rad tre 1/3 ganger,

3 2 2
0o -1 1 |,
0 7/3 10/3

och slutligen adderas rad 2 till rad tre 7/3 ganger,

3.2 2
0 -1 1
0 0 17/3

Nu nér matrisen ar 6vertriangulerad beridknas determinanten genom att multi-
plicera diagonalernas element med varandra 3-(—1)-(17/3) = —17 enligt kapitel

tre.

4.3 Brakfri Triangulering

Nu ska vi titta pa Brakfri triangulering som &r ett alternativt sitt att triangu-
lera en matris och som dessutom inte introducerar nagra braktal. Denna metod
anvéander sig ocksa av de tre elementéira radoperationerna som vi ndmnde i ka-
pitel tre och malet &r att fa en 6ver- eller undertriangulér matris for att utnyttja
att a11a22a33 . .. apym = det A [8]. For att metoden ska vara brakfri sa kommer
vi att anvinda oss av radoperation tva 'Nér en rad eller kolonn multipliceras
med en skaldr ¢’ och operation tre ’en multipel av en rad eller kolonn adderas
till en rad respektive kolonn’. Vi later den forsta matrisen vara A dér n &r
matrisens ordning. Efter steg 1 i algoritmen har vi matrisen A1) osv. Algo-
ritmen slutar da vi har natt matrisen A("). Den icke brakfria triangulering gar
till enligt formeln nedan dér vi i steg nr ¢ adderar eller subtraherar olika mul-
tiplar av rader for att eliminera det forsta elementet i kolonnen. Vi kommer att
bendmna radnummerna efter rad ¢ med k, dér ¢ + 1 < k < n, notera att varje

hakparentes nedan representerar en rad och afm ir elementet pa plats (k,7) och

13



den i:te berdkningen a'.

R A
(i+1)  (i+1) (i+1) kyi (+1)  (i+1) (i+1)
[a(k,i) ’a(k7i+1)""7a(k,n)} - BGEY [“(m’) ’a(i7i+1)""’a(i,n)}

ii
Den forsta delen i subtraktionen ar var rad ¢+ 1 dér det forsta nollskilda elemen-
tet ska elimineras, divisionen som star efter minustecknet ér element (i + 1,7)
dividerat med element (i,7) som oftast krivs for att {6rsta elementet pa raden
ska bli noll. Det hér steget i berdkningen &dr skilet till att brak kan uppkomma
i triangulering. For att forhindra braktalens uppkomst anvinder man sig av

d=SGD (a“‘l o+ ) och da ser brakfri triangulering ut sahér

(i.1)7 A(k.i)
[a(k’i),a(k’i+1)7...,a/(k)n):| —
a(i+1) a(i+1)
(4,%) [a(i+1> oG+ a(i+1)] _ (k) [ (i+1) ,(+1) S
d (ki) > Fkyit1)r 0 Y keyn) d G,3) > ey Yn)

(i+1)

Nu har vi multiplicerat rad ¢ 4+ 1 med %T” och eftersom vi gor detta for varje
(i+1)

rad i +1,7+2...,n sa behover vi lagra faktorn a“{’;) for att sedan kompensera,

for det vi har lagt till, sa i slutet av berikningen dividerar vi den nya matrisen
(i+1)

A med “=t— for att hitta det A.

4.3.1 Exempel

For att enklare forsta det ovan som kan se ganska komplicerat sa tittar vi pa

ett exempel, detta dr var matris som ska trianguleras.
3 2 2
A= 6 3 5
1 3 4
Vi borjar med att multiplicera rad tva med 1 och subtrahera rad ett fran rad

tva 2 ganger.

rad 2=1[6 3 5] —2[3 2 2]

14



=[0 -1 1]

och for att eliminera rad tre sa multiplicerar vi rad tre med 3 och subtraherar

rad ett fran rad tre 1 gang.
rad 3 =3[1 3 4] —1[3 2 2]
=100 -1 1]

I detta steg sa har vi multiplicerat rad tva med 1 och rad tre med 3 och behover
dérfor lagra dessa till slutet av berdkningen for att sedan dividera sa att deter-

minantens vérde inte dndras. Resultatet av tidigare steg blir

3 2 2
AP =10 -1 1
0 7 10

dir A® &r den matris som har fatt forsta kolonnen av A triangulariserad.

)
det A — detA™
3.1

For att triangularisera resten av matrisen sa multiplicerar vi rad tre med 1 och
subtraherar rad tre med rad tva -7 ganger. Eftersom SGD mellan 1 och 7 &r
1 sa behover inte multipliceringen med 1 skrivas ut da den inte &ndrar nagot i

raderna eller virdet pa determinanten. Efter detta steg far vi matrisen

3 2 2
AV =9 -1 1
0 0 17

Nu kan vi berdkna determinanten genom att multiplicera diagonalelementen
med varandra och sedan maste vi dividera determinanten med 6verskotts mul-
tipliceringen som vi gjorde under berékningen

det (A')  3-(-1)-17

det A = = = —17.
3-1-1 3

4.4 Bareiss algoritm

Bareiss Algoritm &r en annan brakfri metod som anvénds inom data for att

berdkna determinanter. Bareiss algoritm kan ses som en sofistikerad variant av

15



radreduktion. Notera att varje steg i Bareiss algoritm &r brakfritt sa om nagot

brak uppkommer i berékningen har ett fel uppstatt.|[8]

4.5 Variant 1

Berdkningen enligt Variant 1 anvinder sig av tre steg. Nér dessa tre steg &r
genomforda sa dr "ett varv” avklarat. Under det forsta varvet utgar vi ifran
diagonalelementet a1, det andra varvet blir det elementet ase osv.

De tre stegen i ett varv ar:

1. Multiplicera alla rader som ligger under diagonalelementsraden vi utgar fran
med diagonalelementet i den rad vi utgar fran.

2. Addera multiplar av den raden diagonalelementet ligger pa till alla rader ne-
danfor sa att elementen i kolonnen under diagonalelementet blir 0.

3. Dividera sedan dessa rader med diagonalelementet som vi utgick ifran i det
foregaende varvet.

Observera att under férsta varvet behover vi inte dividera i steg tre da algorit-

men ir utformade sa att det enbart blir division med 1.

4.5.1 3 x 3 exempel

Vi borjar med att utga fran det forsta diagonalelementet i matrisen vilket &r

aq1. I matrisen nedan ar aq; = 3.
3 2 2
A® =1 6 3 5
1 3 4

Alla rader under rad 1 multipliceras med det markerade diagonalelementet.

3 2 2
18 9 15
3 9 12

Nér vi har multiplicerat alla rader med det forsta diagonalelementet sa ska vi

addera multiplar av rad 1 till raderna 2 — 3 sa att alla elementen i kolonn 1
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under diagonalelementet blir 0.

3 2 2
AP =1 0 -3 3
0 7 10

I det forsta varvet sa behover vi inte dividera, i och med det sa dr varv ett klart.

I varv tva utgar vi ifran diagonalelementet aso

3 2 2
0 3 3
0 7 10

Vi foljer de tre stegen och borjar att multiplicera alla rader under raden som

innehaller diagonalelementet pa rad tva med diagonalelementet pa rad tva.

3 2 2

0 -3 3

0 —21 -30
Vi adderar ett lampligt antal multiplar av diagonalelementsraden till alla rader
under

3 2 2

0 -3 3

0 0 -51

och slutligen ska vi dividera rad 3. Vi dividerar rad 3 med diagonalelementet

fran foregaende varv, i detta fall &r det a1; = 3 vilket ger oss

3 2 2
AV =119 -3 3
0 0 -—17
dér vi nu har aS},E = —17 vilket ar var determinant.
4.5.2 4 x 4 matris exempel
3 2 21
4@ — 6 3 5 2
1 3 4 3
1 2 11
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I forsta varvet multiplicerar vi rad 2-4 med ap; for att sedan addera ldmpliga

multiplar av rad 1 till rad 2-4.

3 2 2 1
qw_ |0 -3 30
0 10 8
0 4 1 2

I andra varvet sa multiplicerar vi rad 3-4 med det nya diagonalelementet
a2 = —3. Vi adderar sedan de ldmpliga multiplarna av rad 1 till rad 3-4 for
att fa nollor i kolonnen. Sedan dividerar vi rad 3-4 med diagonalelementet i

foregaende varv dvs. aqq

3 2 2 1
4@ 0 -3 3 0
0o 0 -—-17 =8
0 0 -5 =2
Slutligen i varv 3 utgar vi ifran det nya ags = —17 och multiplicerar azs med

rad 4. Vi adderar en lamplig multipel av rad 3 till rad 4 och dividerar till sist

rad 4 med diagonalelementet i foéregaende varv 2.

3 2 2 1
Jo_ |03 30
0 0 -17 -8
00 0 2

och da har vi fatt ut var determinant pa plats aS,Z, det A =2

Ett problem som finns med Bareiss algoritm dr att den kan stota pa division med
0 om nagot av elementen i diagonalen &r 0. Vi gar igenom ett sadant exempel i
slutet av kap 4. pa hur man varierar algoritmen med hjéilp av radbyten om en
nolla uppkommer i diagonalen. I kapitel fem ges dven ett bevis for att Bareiss

algoritm verkligen ger determinanten och att den &r brakfri.
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4.6 Variant 2

Nu ska vi titta pa en annan variant av Bareiss algoritm. Denna metod forklarar
vi genom att anvinda oss av upplédgget i variant 1. Vad var det vi da gjorde i
Variant 17 Vi borjade med att multiplicera vart forsta element a1; med raderna

2 — 4 sa att vi fick detta:

3 2 21 3 2 2 1
6 3 5 2 3-6

_)
1 3 4 3 3-1 3-3 3 3-3
1 2 11 3-1 3-2 1 1

Efter att vi multiplicerat med aq; sa adderar vi vara lampliga multiplar av rad

1 till rad 2 — 4 for att eleminera elementen i kolonn 1.

3 2 2 1
3:6—-6-3 3-3—-6-2 3-5—-6-2 3:-2—-6-1
3-1-1-3 3-3—-1-2 3-4—-1-2 3-3—-1-1
3-1-1-3 3-2—-1-2 3-1—-1-2 3-1—-1-1
Om vi nu studerar det ovan markerade elementet aso = 3-2 — 1-2 sa ser vi att

detta motsvarar en 2 x 2 determinant i var ursprungliga matris med a1y i 6vre

vénstra hornet och a4o i nedre hogra hornet

= = o W

2
5
4
1

= W N

2
3
3
2

Detta stémmer for alla elementen under rad 1 och &r grunden till Variant 2 av
Bareiss algoritm. Likt variant 1 behover vi inte dividera under forsta varvet men
under resterande varv sa divideras varje element med diagonalelementet som Ar

tva steg upp i diagonalen.
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4.6.1 4 x 4 exempel

Vi fortsiitter att titta pa samma matris som vi borjade med i 4.6.

3

6
1
1

2

3
3
2

2

5 2
4 3
1 1

1

Till varje tal a;; i den avskilda matrisen ovan hor en 2 x 2-determinant, ndmligen

den som har 3 i 6vre vinstra hornet och a;; i nedre hogra. Varje tal a;; skall

ersittas av sin determinant. Nar vi har gjort detta sa far vi delmatrisen:

Nu har vi -3 langst upp t.v. i delmatrisen. Vi markerar -3 och avdelar en nu

#nnu mindre matris nedanfoér och till hoger om -3 och utfér sedan determinan-

toperationerna i den nu avdelade matrisen vilket ger oss:

3

-5l
—15

—24
—6

Eftersom vi nu bérjat pa andra varvet sa behover vi som tidigare dividera ele-

menten i den avdelade matrisen. Varje element i matrisen divideras med dia-

gonalelementet som #r tva steg upp i diagonal, i detta fallet &r det 3. Nér vi

dividerat far vi matrisen nedan.

3




Algoritmen fortsétter nu pa varv tre dér den sista determinanten i den avdelade

matrisen beridknas

—17

—6

Det sista elementet ska sedan divideras med -3 vilket &r diagonalelementet tva

steg upp i diagonlen. Detta ger oss

3

—-17

och tvaan som blir ldngst ner i hogra hornet (a§},2) 1 matrisen ar da var deter-

minant.
For fler exempel och mojligheten att se steg for steg hur berdkningarna enligt
Bareiss algoritm gar till for en valfri matris rekommenderas websidan Matrix

Calculator [10].

4.7 Tre fall med Nollor

Vi har tre olika fall i Bareiss algoritm dér talet 0 forekommer och kréver extra
uppméirksamhet da Bareiss algoritm anvéinds. I vart forsta fall far vi en hel rad
eller kolonn med nollor. T detta fall sa vet vi att om en rad eller kolonn bestar
av bara nollor sa #r determinanten 0. I det andra fallet stéter vi pa division med
0. Detta gar ocksa att losa genom att anvidnda sig av en eller flera radbyten.
Sedan finns det ett tredje fall dér vi inte kan l6sa matrisen genom att anvénda
oss av radbyten pa grund av att det inte finns nagon rad att byta med. I det

fallet sa blir determinanten 0.
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4.7.1 En rad/kolonn med 0

Nir en rad eller en kolonn blir 0 i en matris sa vet vi fran tidigare att determi-

nanten blir 0.

2 1 3 4 6
0 15 7 2 12
det | 0 0 0 0 =0
0 -56 —-91 111
0 0 -8 —-100 —225

4.7.2 Division med 0

Ibland kan division med 0 uppkomma i Bareiss algoritm. Om man stéter pa

detta sa kan man unvika problemet genom att gora radbyten. Hér ar ett sadant

exempel.
1 -4 1 2
A A _ 1 4 4 1
3 3 3 4
2 5 2 -1
ett varv ger:
1 -4 1 2
AG) — 0o 0 5 3
0 15 0 -2
0 13 0 =5

Hiir kommer vi att stota pa division med noll d& vi kommer till A da ag;) ar

0. Detta kan vi l6sa genom ett enkelt radbyte och genom att komma ihag att
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byta tecken pa determinanten i slutet.

1 -4 1 2 1 -4 1 2
0 0 5 0 15 0 -2
AB) = radbyte — A'®) =
0 15 0 -2 0 0 5 3
0 13 0 -5 0 13 0 -5
- A® = 75 45
0 —49
- AW =
—245

— det (A) =245

Vid ett fall av matrisen

1 —4 1 2
Jw_| 0 0 503
0 0 0 -2
0 0 0 -5

5 Bevis for Bareiss algoritm

5.1 Bevis intro

Detta baseras pa vad Bareiss har skrivit i sitt arbete ar 1968 om Sylvester’s
identitet och heltalsbevarande berdkningar[l]. Teorin &r att om division med
0 inte forekommer s fungerar algoritmen inom O(n3) operationer. Beviset vi
foljer kommer ifran Leggetts arbete [8] men vi gar igenom det mer i detalj och
forklarar stegen. Beviset baseras pa algoritmen som &r skriven nedan av Chee[4].
Chee har skrivit Bareiss algoritm i programeringskod da det dr pa detta sétt
som den oftast stots pa och Chees program stdmmer 6verens med variant 2 av

Bareiss algoritm som vi tidigare har tittat pa.
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Input:

A € Z™", en n X n matris vars principal-minorer w,(:z) ar nollskilda
Output:

det A, som ér lagrad i a,p,

Do:

-Notera att agg dr en speciell variabel

Lat ago = 1.

for ke {1,...,n—1} gor

forie{k+1,...,n} gor

for je{k+1,...,n} gor

Lat aij = Akl Qi —0Qik Akj
Ak —1,k—1

return a,,

5.2 Bevis

Bareiss algoritm i denna form kriver att alla principal-minorer (determinanten
av en mindre kvadrtisk matris som fas av att ta bort rad eller kolonn i matris
A) av A &r nollskillda for annars kommer vi att stéta pa division med 0. Det
finns dock 16sningar for detta med hjilp av radbyten som vi tidigare visat. For
den intresserade sa finns det mer om detta i Leggett[8] men for vart syfte sa dr

alla principal-minorer nollskilda.

Lat A
ai;p a2 Ain
a1 a922 ... Q2p
A =
an1 An2 ceo Qpp

vara sa att alla principal-minorer av A &r nollskilda. Vi berdknar B fran A
genom att forst multiplicera rad 2 till n med a1;. Da har determinanten okat

med en faktor a}; !. Sedan adderar vi den nodvindiga multipeln av rad ett for
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att eliminera asy,as1, ..., a,1 och da far vi matrisen

A/
Determinanten kan skrivas om pa de hér olika sétten, notera att notationen

n — 1 syftar till upphojt och inte principal-minorerna.

1
— det (B) = —a det (4") = —— det (4").

ary an an

det (A) =

Vi berdknar C' fran A’ genom att multiplicera rad tva till n — 1 med a}; och
sedan addera en multipel av rad ett for att eliminera ab,aj,...,a;,_; . a};

star for elementen i den nya matrisen A’. Da far vi matrisen

!
kR x

AII

O:

Determinanten kan da skrivas om pa de hér sétten,

det A = n1_2 ~det A’
ary
- a;}ﬁ ((a’nl)"—? e C)
= a?llz ((a/111)n2 -ayy - det A”) (3)
- g (s 4 )

Fran (3) sétter (W - det A”) = det M" och da far vi

1
det A = ﬁdetMN
(aiy)"

diar M" dr delmatrisen vi far ifran Bareiss Algoritm. Efter niista steg far vi pa
motsvarande sitt

1
det A= ———det M".
(afy)n—*

Efter n steg nar man till M ("), det slutliga elementet pa plats A(nn)- Da fas

1
det A = ——— - det M™ = det M™) = M ™
(afy ")
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For att visa att M ar brakfri kollar vi pa det j:te elementet i den i:te kolonnen
av A’. Ett krav for att det alltid ska bli brakfria resultat dr att alla tal i matrisen

ar heltal fran start.
Q5 = Q11 * Q41,541 — Gi+1,1 * A1 5+1

och det motsvarande elementet av A”

no_ 1 o !
Qij = Q11 O(it1,541) — Aa+1,1) T A(1,541)

= (a11a22 — C121012)(6111€1(1'+2,j+2) - a(vz+2,1)a(1,j+2))
- (alla(i+2,2) - a(i+2,1)a12)(ana(2,j+2) - a21a(1,j+2))
= A11G0220110(42,j+2) — A110220(;42,1)A(1,54+2) — @210120110(;42,5+2)

— A110(;42,2)0110(2,j+2) T A110(;+2,2)A210(1,j+2) T O(i+2,1)0120110(2,j+2)

Eftersom de enda tva termerna som inte innehaller a;; tar ut varandra och

"

i; ar dividerbar med aj; sa dr M " brakfri. Pa samma sitt blir dvriga

varje a
matriser M(*¥) brakfria vilket bevisar algoritmen. Bareiss anvinder sig av tre
slutna loopar och eftersom varje enskild av dem gar upp till n — 1 berdkningar

s& tar Bareiss algoritm O(n?3) aritmetiska steg [4]

6 Effektivitet och historik

Bareiss metod baserades pa arbetet som Erwin H. Bareiss skrev 1968 med titeln
”Sylvester’s Identity and Multistep Integer Preserving Gaussian Elimination”[1]
dar Bareiss utvecklade en metod for att undvika braktal ndr man anvénde sig
av Gausseliminering. Beviset anvénde sig av den s.k. Sylvester’s identitet och
dr dérfor med i titeln. Bareiss var inte den som uppfann Bareiss algoritm 1968
nir han publicerade sitt arbete utan det var René Montante Mario Pardo som
ar 1973 utvecklade metoden ifran Bareiss arbete, dvs. 5 ar efter Bareiss publice-

rade sitt arbete. Metoden som Montante da uppfann kom att kallas for Bareiss
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algoritm. Namnet Montantes metod féorekommer ockséa men det syftar till sam-
ma metod. Bareiss algoritm publicerades for forsta gangen 1976 [5]. Det har
hént mycket sen dess med tekniken och nu handlar mycket av arbetet om att

optimera algoritmer som Bareiss algoritm, Strassen osv.[9]

Varfor kranglar vi med massa bevis och algoritmer da nédr man vara kan av-
runda med 'float’ osv. i datorer? Jo for att om man kan undvika att avrunda sa
kan man undvika fall dér tal ligger véldigt nédra 0 och nér dessa tal uppkommer
kan det bli problematist da division med tal néra 0 kan stélla till det. Ett annat
problem som kan uppkomma med avrundning i stora berdkningar ar att sma
sma avrundningar kan i slutet ha vildigt stora paverkningar pa resultatet vilket

man uppenbarligen vill undvika s& gott som det gar.[4]

Gausseleminering och Bareiss algoritm anviinder sig av O(n?) beriikningar for
att berdkna en determinant av ordning n. Vi kan titta pa varfor Bareiss algoritm
opererar inom O(n?) operationer. I forsta steget har vi (n — 1)? stycken 2 x 2
determinanter som skall beréiknas och varje determinant svarar mot tva stycken
multiplikationer. I néista steg dr det (n — 2)? determinanter osv.

Totalt har vi da:

(n—1)2%24+Mn—-22-2+4---+22.24+1%.2

multiplikationer. For att bestdmma detta antal kan vi anvinda formeln

k(k + 1)(2k + 1)

P +22 4 k% = ;

Sedan erséitter vi K =n — 1 och multiplicerar med 2. Vi far da:

—-1(2n -1 2n3
(n—1)2-2+(n—2)2-2+---+22-2+12-2:”(” ?3(” )%%.

Detta dr de multiplikationer som utférs men vi har dven ett antal divisioner,

det ger (n — 2)? divisioner osv. Totalt antal divisioner blir:

2 2 2 2_(n+2)(n+3)(2n+6)Nn3
=2+ (n—-3)"+---+2°+1° = ~ g

6

I detta skede har cirka % multiplikationer och cirka %3 divisioner utforts. To-

talt blir detta cirka n® operationer.
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Vid division med 0 sa blir Bareiss algoritms berékningar nagot ldngre men
den &r fortfarande effektiv da man kan stota pa braktal med manga decimaler i
Gausseleminationen [4]. Tva metoder som #r snabbare &n Gausselimination och

Bareiss algoritm #r Strassens algoritm O(n280735%)

och Coppersmith Winograds
algoritm och det finns fler algoritmer som &r &nnu snabbare dn dessa men de har
ingen praktisk nytta &nnu da datorer ej kan hantera de stora méngderna med
tal[9]. Att jimfora Strassens effektivitet jimtemot O(n3) metoderna &r svart
da Strassen kraver vissa specifika krav och speciell hardvara for att kunna ope-

rera inom O(n?807359)

. Men tidigare uppskattade man att Strassen’s algoritm
var effektivare for matriser med ordning mellan 32-128 enheter for optimerade
tillimpningar. Dock har en studie fran 2010 observerat att inte ens en enstegs
berékning med Strassen &r effektivare med var nuvarande struktur jamfort med
de hogt optimerade traditionella metoderna. Inte férrdn matriserna Gverstiger
ordning 1000 som Strassen har ett 6vertag. Vid dessa matriser sa ar effektivite-
ten marginell da de &r endast 10% effektivare i de bésta fallen.

Coppersmith-Winograds algoritm O(n?37) 4r den snabbaste algoritmen som
vi vet om just nu men &r enbart funktionell f6r matriser som &r alldeles for stora

for vara nuvarande system. Detta pa grund av att den innehaller extremt sto-

ra konstanta faktorer som gor det alldeles for svart fér datorerna att hantera.[11]

Varfor lagger vi sa mycket tid pa att hitta 16sningar och séitt att berdkna deter-
minanter da, jo for determinanter anvinds t.ex. for att karakterisera matriser
och att beskriva explicita 16sningar av dess motsvarande linjdra ekvationssy-
tem, att avgbra om ett homogent ekvationssystem har icke triviala losningar,
en enda 16sning ’den triviala l6sningen’ eller om ekvationssystem har ingen eller
oandligt antal 16sningar . Man kan dven anvidnda determinanten for att hitta
egenvirden for olika matriser och nagra andra anvindningsomraden &r voly-
mer, Jacobian och orienteringen pa en bas t.ex. Sa determinanten har manga

anvindningsomraden och &r diarav av ett intresse att optimera.

Determinanter anvindes dock langt fére matrisealgebran upptécktes. Ursprung-

ligen var determinanten definerad som en egenskap av linjéara ekvationssytem dér
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determinanten (eng. determines) bestdmmer om systemet har en unik lésning.
I den meningen sa anvindes determinanter for forsta gangen i en Kinesisk ma-
tematik bok ”The nine Chapters on the Mathematical Art”. Detta var runt tre
till tva arhundraden fore Kristus fodelse[6]. I Europa pratade Cardano om de-
terminanter for 2 x 2 matriser i slutet av 1500talet och stérre matriser nimnde
Leibniz. Gauss introducerade namnet ”Determinant” ar 1801 men anvénde det
mer som en diskriminant (diskriminanten av ett polynom &r en funktion av
dess koefficienter) istéllet for var nutida betydelse av determinanten. 1811/1812
kom néista stora bidragande faktor ifran Binet om Cauchy-Binets formel. Binet
sldppte sin teori kring produkten av tva matriser med m kolonner och n rader
och specialfallet dar m = n till satsen av multiplikationer av matriser. Samtidigt
sa presenterade Cauchy sitt arbete inom samma omrade déar han anvénde sig av
ordet determinant i sin nutida betydelse. Han forbéttrade ocksa notationerna
och gav satsen for multiplikationer av matriser ett mer tillfredsstéllande bevis

jadmtemot Binets[3].
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