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Sammanfattning:

Den matematiska konstanten 7 har en lang historia dar manga framstaende historiska
matematiker dyker upp. Dess oandliga decimalutveckling har och fascinerar an idag
valdigt manga manniskor. Det har arbetet kommer bland annat att ta upp ett antal

berakningar av pi och hur de bevisas.



Abstract:

The mathematical constant  has a long history in which many prominent historical
mathematicians appear. It’s endless decimal expansion has fascinated and fascinates

many people even today. This work will focus on a number of calculations of pi and how

they are proved.
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1. Inledning

Pi ar en matematisk konstant som definieras som férhallandet mellan en cirkels omkrets
och dess diameter. Talet pi har studerats i 6ver 4000 ar och har haft en stor betydelse
for matematiken. For cirka 4000 ar sedan 6nskade babylonierna berdkna en cirkels
omkrets utan att beh6éva mata den rent fysiskt. De utgick darfor fran cirkelns diameter,
som de enkelt kunde méata och de uppskattade sedan att diametern multiplicerat med

talet 3 gav cirkelns omkrets. Efter en tid sa dndrade de sin uppskattning fran att
multiplicera med 3 till att multiplicera med ett tal som de approximerade med 3 %. Idag

vet vi att denna uppskattning av pi inte ar helt fullstdndig, utan det har efter denna tid
kommit battre och battre berakningar av talet och idag vet vi cirka 13,3 triljoner

decimaler i talet pi.

Talets bendmning pi, och dess symbol 7, kommer fran den grekiska bokstaven pi.
Symbolen r anvandes for forsta gangen i borjan av 1700-talet av matematikern William
Jones. Ar 1737 anvinde Leonhard Euler samma symbol for talet och detta har lett till att

talet betecknas med denna symbol varlden 6éver. [1]

Gar man tillbaka i historien sa finns det mangder av olika satt att berdkna decimaler i pi.

Jag kommer i detta arbete att ga igenom nagra av dessa berdakningar. Uppsatsen kommer

att ta upp Gregory-Leibniz formel, Machins formel och Eulers berakning av )", kiz och

Diret % Jag kommer bland annat att ta upp kort historik om upptackterna och bevisa att

de stammer.



2. Gregory-Leibniz formel:

. o111 > (D)
Gregory — Leibniz formel ar serien 1 — 3 + 57 + = Z =

2.1 Historik:

Serien sdgs ha tre stycken upptackare. Den forsta upptackaren anges, enligt en artikel ur
Mathematics Magazine, Vol. 63, No. 5, december 1990[2], vara en matematiker fran
Indien som levde pa 1400- eller 1500-talet. Hans identitet sdges dock inte vara helt
kand. Serien har sedan dterupptackts av bade James Gregory och Gottfried Wilhelm

Leibniz. De ar dessa tva som sedan gett namn till serien.

James Gregory levde mellan 1638 till 1675 och var upptackaren av serien for arctan x.

Gregory formulerade dock aldrig formeln for g. Det var istallet Gottfried Wilhelm Leibniz

som gjorde det. Han levde mellan 1646 till 1716 och hade innan sin upptackt av serien
tagit en doktorsexamen i juridik och samtidigt studerat matematik sjalv pa sidan om. Vid
26 ars alder var han fortfarande en amator inom matematiken men en resa till Paris, och
ett mote med matematikern och fysikern Christiaan Huygens, forandrade detta. Leibniz
skrev, ar 1679, ett brev till matematikern Tschirnhaus om motet. [ brevet berattar
Leibniz att han vid den tiden inte visste den korrekta definitionen av tyngdpunkt och nar
han sedan, under métet med Huygens, berattade om sin definition fick han ett skratt
tillbaka. Huygens hanvisade da Leibniz till att studera Pascals brev och Leibniz foljde
radet. Det utvecklade hans matematiska kunskaper enormt. Han larde sig bland annat
idéerna om derivata och integraler vilket senare ledde till att Leibniz upptackte serien

for pi. [3]

2.2 Bevis:
Bevis:
Ett valkant bevis for Gregory-Leibniz formel ar féljande. Man utgar fran

Maclaurinutvecklingen av arctan x

x x3 x> X7 2n+1
Sats: arct =| —dt=x——+———+ -4+ (1"
arctan x fO1+t2 X 3 c 7 (-1 o+ 1
X $2n+2
+ -1 n+1f dt
D o 1+1t2



Bevis: Vi anvander oss av formeln for geometrisk summa
1-— Zn+1

=1+4+z+z2+23+--+2"
1-z

n+1

Vi adderar 1 till bada sidor och far

n+1

=1+z+z*+234+-+2"+
1—z 1—z

Vi sitter z = —t2
(_IZ)n+1
1+ t2

rie 1—t2 4+t — -+ (D"t + (-

1
1+ t2

Da ar derivatan av arctan t kan vi integrera bada sidor pa intervallet 0 till x

x3 x5 2n+1 X $2n+2

tanx =x — —+—— -+ (—1)"
arctanx = x 7t (-1)

dt

_1n+1f
2n+1+( )

o 1+t2

Vi dtergar till beviset for Gregory-Leibniz formel och tittar pa den sista integralen i
utvecklingen. Vi ska visa att den kommer att gd mot 0 om |x| < 1. Vi kommer dock

endast titta pa positiva x.

Att den kommer ga mot 0 kan ses da

X t2n+2 X
f ZdtSf 22 dt
o 1+t 0

Vi utfor sedan integrationen

2n+3
fxt2n+2 dt = )
0 2n+3

x
x2n+3

0 2n+3

2n+3
Nar vi kommit till
2n

ar det enkelt att se att antagandet |x| < 1 ger att téljaren

endast antar varden som ar < 1. Nir n —» oo kommer ndmnaren att vaxa mot

odndligheten, vilket ger

x2n+3
->0dan—- o

2n+3



Den gar dock langsamt mot 0 vilket ar ett informellt satt att sdga att man behover ta med
manga termer for att fa god noggrannhet. Vi kommer senare att underséka hur detta

paverkar berakningen av pi.

Eftersom vi nu bevisat att sista integralen gar mot 0, da n gar mot odndligheten, sa ser
arctan x, for |x| < 1, ut pa foljande sétt.
X 1 x3 x5 x7

t — dt: __+___+...
arctan x j(; 1-|-t2 X 3 5 7

For att sedan erhadlla Gregory-Leibniz serie satter vi in x = 1.

2.3 Konvergerar langsamt:

Gregory-Leibniz serie konvergerar valdigt langsamt. Att det gar langsamt innebar att

resttermen gar langsamt mot 0 och att man darfor maste ta med manga termer for att fa

bra nirmevarden. [ detta fall &r summan av serien lika med %, men det kravs ett stort

antal termer for att fa fram manga korrekta decimaler.

Vi kommer nu att titta nirmare pa vad detta egentligen innebar och dven se hur detta

paverkar berakningen av pi.

Vi maste se pa resttermen i utvecklingen av arctan x.

X $2n+2

_17’1.4‘1-[< dt
D o 1+t2

Genom att studera denna restterm kan vi ta reda pa hur manga decimaler som vi sdkert

vet kommer att stdmma 6verens med talet pi.

Vi gar tillbaka till Maclaurinutvecklingen av arctan x

x2k+1 x t2n+2

n
t — _1k _1n+1f
arctanx ;( TR , 1422

Vi satter



n 21
Sn(x) = Z(_l)k 2k + 1
k=0

X $2n+2

Ra) = M [

Alltsa
arctanx =S, (x) + R,(x)

Tidigare har vi gjort uppskattningen att

|x|2n+3

<
IR ()] < 2

[ Gregory-Leibniz formel ar x = 1, och vi far da

7T—Sl R,(1
Z_ n()+ n()

1
2k+1

7 =4S, (1) + 4R, (1) = 42(—1)k + 4R, (1)
k=0

Vi tittar nu ndr n = 1000 och undersoker hur manga decimaler i pi som vi kan vara

sdkra pa ar korrekta.

1000

e 1
T =~ 481900(1) = 4 Z =D
k=0

2k+1

Anvandning av mathematica ger

T ~ 4S,000(1) = 3.142591654339543

Vi maste se pd uppskattningen av resttermen for att kunna avgéra hur manga decimaler

som vi sakert vet ar korrekta.

4
< ——==0.002

<
[4R1000 ()] < 5553 < 5500

Nar vi vet att resttermen ar strikt mindre dn 0.002 sa kan vi vara siakra pa de tva forsta
decimalerna da resttermen inte kommer att kunna paverka dessa. Detta ger alltsa

=~ 3.14



For att ytterligare fortydliga detta resonemang kommer vi titta pa tva exempel.
Sag att vi vill bestimma ett narmevarde till talet a och har berdknat fram

a =~ 4.3832610547

Sag ocksa att resttermen, alltsa felet, har uppskattats till hogst 0.00000003. Detta ger
alltsa att felet forst kan paverka decimal atta i talet a. Vi kan alltsa vara sakra pa

a ~ 4.3832610

Sag att vi istallet hade uppskattat felet till 0.0000006. Da hade vi inte kunnat vara sakra
pa decimal sju, som alltsa ar 0, men detta paverkar ocksa decimal nummer sex, alltsa 1.
Vi hade da fatt att decimal sex och sju kan vara 04, 05, ... , 15, 16. Vi hade alltsa endast
kunnat varit sdkra pa

a ~ 4.38326

Det kan dven vara sa att ett valdigt litet fel som ar uppskattat till exempelvis hogst
0.0000003 kan ge att valdigt manga decimaler ar fel och ibland dven att alla decimaler ar
felaktiga, exempelvis om vi berdknat fram

b =~ 2.0999998

Da kommer vart fel, 0.0000003, att kunna paverka alla decimaler. Det racker alltsa inte
bara att uppskatta resttermen och tro att ett valdigt litet fel, per automatik, innebar att

manga decimaler ar korrekta.

Vi dtergdr nu till Gregory-Leibniz formel for att gora ytterligare berakningar.

Vi satter forstn = 100

100
1
~ — —_1)k —
T ~ 4S100(1) 4;_0( 1) T 3,15149340107099

Vi studerar resttermen for att uppskatta felet.

4 4
< <——=0.
[4R100(x)| < 203 < 200 0.02



Resttermen kommer att paverka den tredje decimalen, alltsa 5. Da decimalen just ar en
femma sd kommer inte felet att paverka nagra tidigare decimaler. Vi kan alltsa vara
sdkra pa att forsta decimalen ar korrekt, alltsa

mT=3.1

Vi sattern = 500 000
T ~ 4S5500000(1) = 3.1415946535857932445

Vi studerar resttermen for att uppskatta felet.

= 0.000004

<
[4Rs500000 ()| < 1000003 < 1000000

Felet kommer alltsa att paverka decimal sex, alltsa 4. Da sjatte decimalen ar en just fyra
sa kommer inte felet att paverka nagra tidigare decimaler. Vi kan alltsa vara sdkra pa att
fem decimaler ar korrekta, alltsa

T ~ 3.14159

Anvandning av Gregory-Leibniz formel for att berdkna pi kraver alltsad 500 000 termer
for att berdkna fem korrekta decimaler till talet. Denna egenskap hos serien innebar att

den blir valdigt begransad och inte sd anvandbar. Dessa berdkningar blir till slut

omodijliga att genomfora. Om istdllet Leibniz hade valt att exempelvis satta x = %, istallet

for x = 1, sa hade han kunnat berdkna fler decimaler da den serien konvergerar mycket

snabbare. Vi ger exempel.

1
2.4 x = — istillet forx = 1:

V3

P 1 .
Vi sitter x = 5 vilket ger

1 1 (13>3 (13>5 1 171\ 1/1\*
arctan - = —— - fg ; fs _...:_3<1_§(_3) +§(_3) _>
1 1 1
=\/‘3(1_§+45 )

Vi ser har att termerna gar snabbare mot 0 dn nar x = 1 da
10



1 1 1

Nar n vaxer gar 3—nsnabbt mot 0 vilket gor att hela utrycket, 7 g1 gu 84T snabbt

mot 0. Vi kommer dock att uppskatta resttermen for att pa ett mer noggrant sitt visa att

serien konvergerar snabbare mot pi an Gregory-Leibniz formel.

Vi gor pd samma satt som ndr vi tittade pd x = 1.

arctan% =5, (%) + R, (%)

. (i>2k+1 n

e (-DF 1y 5 (=1)k 1
T BLF@D 6Rx (ﬁ) = Z\E; 2k +1) T OFn (ﬁ)

Vi uppskattar resttermen

1 2n+3
|6R <i>|<6'<ﬁ> 23
"\W3/I T 2n+3 3m1(2n+3)

Vi kommer att titta pa tva exempel. Vi satter forstn = 4

T = 6S, (%)

Anvandning av mathematica ger

m ~ 3.142604745663085

Vi betraktar resttermen som ger

11



1 2V3
— |l < ]
g2 <\/§>| <3513 <000

Resttermen kommer alltsa kunna paverka den tredje decimalen vilket gor att vi endast
kan vara sdkra pa att tva decimaler ar korrekta, alltsa

m =~ 3.14

Vi satternun = 10

1
m= 6510 (ﬁ)

Anvandning av mathematica ger

m ~ 3.141593304503082

Vi tittar pa resttermen

1 24/3
6R, (—)| <—" < 0.0000009
V3 311.23

Resttermen kommer alltsa att kunna paverka decimal sex som i sin tur kommer kunna
paverka decimal fem. Vi kan da endast vara sdkra pa fyra decimaler, alltsa

T ~ 3.1415

Vi kan alltsa efter endast 4 termer sdkert berdkna 2 decimaler till talet pi, ndgot som inte
ens var mojligt i Gregory-Leibniz for 100 termer. Likasa kan vi berdkna 4 korrekta

decimaler till pi efter endast 10 termer. Detta ar alltsd pd grund av att serien

konvergerar mycket snabbare nar x = % Det ar dock viktigt att poangtera att det kraver

en bra uppskattning av % for att gora dessa berdkningar.

Forutom att utga fran arctan x och sattax = 13, sa finns det manga fler effektiva formler

att berdkna fram pi dn genom Gregory-Leibniz formel. En sddan serie ar Machins formel,

som vi kommer att se pa senare. [4]

12



2.5 Fascinerande jamforelse mellan utvecklingar:

Ndgot som ar fascinerande med serien ar att om vi exempelvis ser pa serien utifran 500

000 termer far vi:

500 000 (_1)](

2k+1

= 3,141590653589793240462643383269502884197.

k=0
Som vi sett i exempel innan sa visade resttermen att vi skulle fa en osdkerhet i den sjatte
decimalen, vilket vi ocksa fatt, men det som dr anmarkningsvart ar att de kommande tio
decimalerna stimmer 6verens med pi och sedan aterkommer detta fenomen. Se nedan.

3,141590653589793240462643383269502884197

De rodmarkerade decimalerna ar alltsa felaktiga men de dvriga ar korrekta.

Jonathan M Borwein, Peter B Borwein och Karl Dilcher ger en férklaring till detta

mystiska fenomen, det dr dock inget vi kommer att g in pa i den har uppsatsen. [5]

3. Machins formel:

Machins formel ar féljande

g = #arctn () - arcan 75)
5 = 4arctan(¢) —arctan |5

3.1 Historik:

Machins formel har fatt sitt namn av John Machin som levde mellan 1686 till 1751. Han
upptiackte denna formel som ger ett effektivt satt att berdkna pi. Han lyckades redan
1706 att berdkna 100 decimaler i talet, ndgot som i princip skulle vara omdijligt att goéra
med Gregory-Leibniz formel. Denna styrka som Machins formel har, har gjort att

formeln har legat till grund for berdkning av pi fran borjan av 1800- till 1970-talet. [6]

3.2 Sats och bevis:

For beviset av Machins formel kommer vi att anvanda subtraktionsformeln fér tangens.

tanu — tanv

Sats:tan(u — v) =
( ) 1+tanu-tanv

13



Bevis:

sin(lu—v) sinu :cosv—sinv-cosu
tan(u —v) = =

cos(u—v) cosu-cosv+sinu-sinv

Vi dividerar bade tdljaren och nimnaren med cos u - cos v och forenklar, har maste

T
u,v +—+mnk
2
sinu - cosv —sinv - cosxu sinu sinv
COSU ' COSV __COSu _Cosv__ tanu —tanv
cosu-cosv + sinu-sinv 1_{_sinu_sinv 1+4+tanu-tanv
COSU " COSV cosu Ccosv

Vi ar nu redo att utfora beviset for Machins formel:

sats: = 4 arctan (1) - aretan )
as.4— arctan 5 arctan 239

Bevis: Vi tar tangens av bada sidor och far da

T 1 1
tangens (Z) = tangens (4 arctan (§> — arctan (ﬁ))

Da tangens (%) = 1 farvi

1 1
1 = tangens (4 arctan (§> — arctan (ﬁ))

Vi tittar pa hogerled, anvander tangens subtraktionsformel i tdljaren och far

tan <4 arctan (%)) — tan(arctan (%)) tan <4 arctan (%)) - %
1

1+ tan <4 arctan (%)) tan (arctan (%)) ) 1+ tan <4 arctan (%)) '539

w

1
Vi kommer nu att titta pa tan <4 arctan (§>> som vi finner i bade tiljaren och nimnaren.

14



Vi gor forst en omskrivning for att vidare kunna anvanda additionsformeln for tangens

1 1 1 1
tan <4 arctan (§>> =tan <2 - 2 arctan (§>> = tan (2 (arctan 3 + arctan §)>

1 1
= tan(Zarctan 3 + 2arctan E)

Tillampning av additionsformeln for tangens ger

tan Zarctan% + tan Zarctan%

1 —tan Zarctan% * tan 2arctan%

Skriver om uttrycket igen for att kunna anvanda additionsformeln

tan(arctan% + arctan %) + tan(arctan% + arctan %)

1-— tan(arctan% + arctan %) : tan(arctan% + arctan %)

Tillampning av additionsformeln ger

tan arctan% + tan arctan % tan arctan % + tan arctan%

1 1t 1 1
1 — tan arctan g - tan arctan g 1 — tan arctan g * tan arctan g

1 1 1 1
tanarctang + tanarctan g tanarctang + tanarctang

1 1 1
1 — tanarctan ¢ 'tanarctang 1 — tanarctan ¢ tanarctang

2
1.1 1.1 €
sts . 5%5 2 g) 2(30) 5 5
T-155-15571=1/5-1/5. \35/ _ 2\120) _ & @ &
= 1.1 1.1 INZ 502 . 2500 _ 11900
- 575 57%3 = 1-(t55) 1~ 1400 714400
117 11 1-\zz
5’5 175’5 25
72000 120
71400 119

1
Nar vi fatt fram vardet pa tan <4 arctan (§>> kan vi ga tillbaka och sitta in vardet

15



tan <4 arctan (é)) _1 120 1 28561

239 119 239 _ 28441 _
1

1 120 1 =~ 28561
1+tan<4arctan(§)> 739 1+119 239 28441

3.3 Serien konvergerar valdigt snabbt:

Machins formel konvergerar snabbt mot pi pa grund av valet av mindre x, alltsd, x =
1/5 och x = 1/239. Detta gor att termerna gar mycket snabbare mot 0 dn i exempelvis
Gregory-Leibniz formel. Vi kommer att titta pa exempel for att visa detta. Aterigen

kommer vi att studera resttermen, alltsa felet.

Maclaurinutveckling av arctan ger

1 2k+1 1 1 2k+1
n
4L 2k+1 o 1+¢2 2k +1
1
539 t2n+2
+ (-1 n+1f dt

D o 1+t2

Har satter vi
)2k+1 )2k+1
239
Sn _42 1 k—-1z 1)k
(1) 2k +1 -1 2k +1

_ Z (=" 1 (=¥
54a5%-(2k+1) 23944239%- (2k +1)

1 2n+2 1 2n+2
5t 239t
R =4-—1”+1f dt — —1"+1f dt
n 1) o 14+1t2 =D o 1+1t2
Vi har alltsa
m =4S, + 4R,
n n
16 —1)k 4 —1)k
T=— D - ) + 4R,

5 52k . (2k+1) 239 2392k . (Rk+1)
k=0 k=0



Vi uppskattar nu resttermen pa samma satt som tidigare

2n+3 2n+3
1 1

|4R|<16'(§) +4'(m) ___ 1 4
"= 2n+3 2n+3 52n+3. (2n +3) 239243 . (2n + 3)

Vi kommer nu att se pa tva exempel. Vi borjar med att sittan = 4

T =4S,

Enligt mathematica

m ~ 3.1415926824044

Vi undersoker nu resttermen

16
[4R,| <

< 0.00000003
— 5111 * 2391111

Da resttermen ar, 0.00000003, och den attonde decimalen ar en atta sa kan vi endast
vara sakra pa att vi har sex korrekta decimaler, alltsa

m =~ 3.141592

Vi siatternun = 8
T =~ 4Sg

Enligt mathematica

m ~ 3.141592653589835

Resttermen ar

16
|4Rg| <

< 0.00000000000005
~519-19 * 2391919

Da den fjortonde decimalen ar en trea och resttermen ar 0.00000000000005 sa kommer
resttermen att kunna paverka daven den trettonde decimalen. Vi kan alltsa endast vara
sdkra pa att vi har tolv korrekta decimaler, alltsa

m =~ 3.141592653589

Vi har genom dessa exempel sett att resttermen gar mycket snabbare mot 0 i Machins

formel an i Gregory-Leibniz, vilket alltsd innebar att Machins formel konvergerar mycket

17



snabbare och diarmed blir mycket mer anvandbar till att berdkna pi. Det behovs alltsa
endast 8 termer for att fa 12 korrekta decimaler, ndgot som med Gregory-Leibniz

troligen aldrig skulle ga att berdkna.

4. Riemanns zetafunktion:

Riemanns zetafunktion ar féljande

(=YL
k=1

4.1 Historik:

Leonhard Euler var en matematiker som levde mellan dren 1707 till 1783. Nar Euler var
13 ar borjade han studera teologi och antika sprak pa universitet i Basel och 4 ar senare
tog han magisterexamen. Euler fick dock, under studietiden, privatlektioner i matematik

av sin farbror och det borjade visa sig att han hade stor talang. [7]

Ar 1735 lyckades Euler l6sa Baselproblemet, ett problem som formulerades i mitten av
1600-talet och som bestod av att hitta vad summan av serien Y5, kiz konvergerar mot.

Det var manga framstdende matematiker som forsokte 16sa problemet, men den forste
som lyckades var Euler, ndgot som ledde till att han ocksa blev berémd. [8]. Euler

bestdimde dven summan av manga andra liknande serier. [9]

Matematikern Bernhard Riemann som levde mellan 1826 till 1866 undersokte dven han
zetafunktionen, men till skillnad fran Euler sa sag han det som en komplex funktion.

Funktionen har darefter fatt namnet Riemanns zetafunktion. [10]

4.2 Sats och bevis av {(2)

Sat il_nz
ats: ) 7=~
k=1

Vi kommer forst se pa ett modernt bevis for detta for att sedan titta pa Eulers eget.

Bevis:

Vi borjar med att satta

18



1
fnlx) = §+ cosx + cos 2x+ ...+ cosnx

och

E, = fﬂx fn(x)dx.

Om k # 0 sa ger partialintegration

f x coskx dx = —[x sinkx]j ——f sin kx dx
0 k k

0

Eftersom sin 0 = 0 och sin km = 0 forsvinner % [x sin kx]¥ och vi far kvar

coskm—1 (=1)F -
k2 k2

1fn"‘d = L [coskalr =
kosmx .X'—k2 COS KX =

Detta ger

T C(-DF -1 1)'< C(-DF -1 1)’<—1 2 o (-1F -1
pom [ Y] LS S

k=1

Nedan ska vi visa att E,;, = 0 dd n — oo. Vi tittar forst pa hogerledet nar n — oo.

k=1
2~ (-DF -1
0=7+ Z i
k=1
w2 i(—1)k—1 Zl_(_l)k
4 k2 k2
k=1 k=1

Da1— (—1)* = 0 nar k ar ett jimnt tal och 1 — (—=1)* = 2 nér k 4r ett udda tal far vi, om

vi endast tittar pa nar k ar udda
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Men vi kan dven uttrycka summan o6ver alla udda tal som summan 6ver alla tal minus

summan over de jamna talen. Detta ger

21_51 2”11_“1 vl 3¢ 1
k2T Lik? Li@K? T Lik? 4Lak? T 4Lk
= k=1 kl k

k udda k=1

Vi har nu alltsa
Z 1 _35: 1
k2 4 Luk?
k udda k=1

4
Om vi dividerar med 3 sa far vi

k=1 kudda
Om vi nu utfor insattningen far vi
00}
Z 1 4 n? 4mn? 2
k? 3 8 24 6
k=1

Vi ska nu visa att E,, = 0 dd n — oo. Vi maste forst utrycka f,,(x) pa en annan form vilket
vi kan gora genom att anvanda Eulers formler for sinus och cosinus samt formeln for

geometrisk summa.

n

n n . .
1 1 1 . L1 e mix(en+lix _ 1)
— — k -k — kix —
=5+ ) coske=gk5 ) (M ke ) =5 ) e =t
k=1 k=1 k=—n

: 1
en+ix _ ,—nix e(n+%)ix _ e—(n+%)ix sSin <(n + 7) x>

2(e*-1) 2 (e%x _ e—%) ZSin%

Omskrivningen galler da sing # 0 det vill saga nar x # 2nm.

Vi har
1
fL@nm) =n+ 5

vilket ocksa ar gransvardet av
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sin <(n + %) x)
dax — 0.

2 sini

For att bevisa detta anvander vi oss av Maclaurinutveckling av sinus. | fortsattningen ar

B flera olika begransade funktioner i en omgivning av 0.

1 2
(n+l)x—x3B(x) x((n+§)—x B(x)) (n+l)—sz(x)
. 2 ey Y 2
lim = lim 5 = lim >
M o(G-wm) 0 A0-2eBC) 0 (1-xB0)
n +% 1
=1 n+ E
Vi har nu
L sin <(n + %) x> - 1 X
E, = X X dxzf sin<<n+—>x>- Zxdx
2 sinz 0 2 sinz

0]
Omskrivningen ar endast giltig da x > 0. Men vi kan ocksa definiera
sin (n + %) x 1
somn+—=—dax=0,
2 sin 5 2

och
X
/ somldax=0.

sins
2

Dessa definitioner ger att bada integranderna i de bada integralerna ar 0 da x = 0.
x
s 1 ?
Da vi sedan ska partialintegreraf sin <(n + E) x) —= dx sé definierar vi nu en
0 sin
2

X
funktion g som g(x) = _Zx forx # 0 och g(0) = 1.
sins
2
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Genom att definiera g(0) = 1 sa ar g kontinuerlig for x = 0. Vi vill nu dven bevisa att

funktionen ar deriverbar for x = 0, da vi vill derivera g(x) nar vi utfér

partialintegrationen.

Vi anvander definitionen for derivata och far

(x)—g(0)  7—sing
x) — A ol
i L0 =90 7750
x>0 X = x=0 xsinf

Visatternut = g

1. t—sint

—lim——

2t-0 tsint

Nu anvander vi Maclaurinutvecklingen av sin ¢

3
sint =t —=+t5B(t)

Insattning ger

t3 .
1. t-—sint 1 t_<t_€+tB(t)> 1 ‘ — t°B(t)
Etl 0 tsint 2 m 3 =§1tin3 3
t-0 t<t—%+ t5B(t)> t<t—%+ t5B(t)>
1 t? (% - t3B(t)>
= —=lim
2 t-0 t2
t2 <1 -z t t"rB(t))
Vi férkortar bort t? vilket ger
1 (— - t3B(t)>

Et—>0 t2 -
1-— gt t*B(t)

Alltsd ar g'(0) = 0
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X x
1 2 . 2
—) X dx ,dar vi satt g(x)

2 inx
sin sinZ 5

A
Vi atergar till E,, = f sin (n +
0

Partialintegration ger

T 1
E, = f sin (n +§>x - g(x)dx
0

[cos <n+;>xg(x)] 1fﬂcos (n+%>xg’(x) dx

B 1
n+2 n+2
Vi tittar pa forsta termen och vi har
|[cos (n+ )xg(x)] | = |g(m) cos( (0)‘

Da cosinus vardemédngd ar mellan — 1 och 1, vet vi f6ljande

(n + %) s ~
g(m) cos——=——g(0)| < lg(m)| + 1g(0)]

Da denna funktion ar begransad och — 1
n+ Z

T
g
0

Da cosinus vardeméangd ar mellan — 1 och 1, vet vi f6ljande

Vs
J

Denna funktion ar begransad och 1
n+ 7

Vi overgar till andra termen och har da

m 1 1
f cos<n+z>xg’(x) dx cos <n+§>x| lg'(x)| dx
0

1 s
cos(n+z>x| Ig’(x)ldxsf lg'(x)] dx
0

— 0 da n - oo sa gar hela termen mot 0.

Vi har med detta bevisat att E,, = 0 dd n — o och med det ar beviset klart

— 0 dan — oo sa gar hela termen mot 0.
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4.3 Eulers berdkning av {(2):

Euler berdknade {(2) pa ett annat elegant satt, men pa ett satt som inte ar helt

vattentatt.

Bevis:

Vi kommer att utga fran ndgra samband mellan rétter och koefficienter till ett polynom
p(x) = apx™ + a1 x" 1+ a,_,x" %+ +a,

Om nollstallena ar x; , x5, ... x,, sa

P(x) = an(x — x1)(x = x2) .. (X = Xy)

Om vi multiplicerar ihop och identifierar koefficienterna far vi

an-1 an—2
X1+t xy,=— ) X1Xy o XXy = —, .

aTl n

Vi har
(t; + 4 x) 2 = a2+ F 2,2 4 200,05 + o+ X1 %)
sa
2 2
a“,-1 (0 ) a“n_1 — Zanan—z
T 2
n an a’n

Viantar nu att a; # 0. Da ar alla x; # 0, s& nollstallena till x™p G) ar

1 1

neny

X xp

Men
1
x™p (;) =aox"+ax" '+t a, 1 x+a,
sa
1 1 2aqa
_2+..+_2_a12_ 022
1 Xn Qo

sinx

Vi kommer nu att anvanda detta samband pa funktionen f(x) =

Har ar dock inte f ett polynom vilket gor att Eulers bevis egentligen inte ar helt korrekt.
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Nollstallena till f(x) ar x;, = km, for k # 0, sa

1
—_zz ZkZZHZZk_Z
k=1

k=—00,k+0
sin x
Vi Maclaurinutvecklar
x3  x° x2  x*
_sinx X~ ity xA—Ftgp o) ) x? N x*
fo) === X - X ~ 7% T120
Detta ger
1
a():]., a1:0, az__g.
Insattning ger
C 1, 2a0, 1
P M
K=o k=0 K 0
Da far vi
o1 2 i 1
kz - T2 k2
k=—00,k+0 k=1

2
Vi multiplicerar med % vilket ger
i 1 n
k? 6
k=1

Som sagt ovan sa bestdmde Euler &ven summan av manga andra liknande serier. Vi

kommer att titta pa en av dessa nu.



4.4 Sats och beridkning av {(4):
-1t
Sats: ;F = %

Bevis:

Vi borjar aven i detta bevis att sitta

1
fnlx) = §+ cosx + cos 2x+ ...+ cosnx

Vi satter sedan

H, = fnx3fn(x)dx

Skillnaden mot beviset for zeta 2 ar alltsa att vi nu istillet satter x3 istillet for x.

Vi partialintegrerar H,, k # 0.

T Vs

T
—— | 3x?%-sinkx dx

1
x3 coskx dx = [—sin kx -x3]
k o k),

H, = fnx3fn(x)dx = f

T

Eftersom sin 0 = 0 och sin kr = 0, sa forsvinner [% sin kx -x3] och vi har endast kvar
0

1 T
—— | 3x?-sinkx dx
k 0

Vi partialintegrerar igen

VA

_ 1/f 1 ™o
—— | 3x?-sinkx dx = —— [——coskx-3x2] +—f 6x - cos kx dx
k), AN o Tk,

k k k? k?

_ coskm- 3r? 1

T
= —— | 6x-coskxdx
k2 kz_fo

1 1 1" 1 1 ("
= —= (——coskn-3n2>—f 6x - cos kx dx =—coskn-3n2——f 6x - cos kx dx
0 0
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A

coskm-3m? 1 (11
=——k—2 [Esmkx-6x]

1 T
P —— 6-sinkxdx>

o Kkl

coskm-3m? 1
T e e

cos km - 3m? N 1 <[ 1 " 6}”)
=——+—||-=coskx-
B\ & .

T
f 6 -sinkx dx
0

kZ

k

2 it

_COSkT['3T[2+1 6 - cos km (6) _cosk7T-37T2 6-coskmr 6
k2 k3 k

Vi ska sedan bevisa att H,, = 0 ndar n — oo, Vi tittar forst pa uttrycket nar H,, = 0

u f”x3d +Zn:<coskﬂ-3n2 6-cosk7r+ 6>
n= | Hax 2 - 4 s
o 2T LTk k k

x*]" ~o [coskm-3m: 6-coskm 6
0= ? + — + —
0 k=1

k? k* k4
0_n4+i
=3 )

k=1

n“'_ i cos km - 3m? 6-cosk7t+6
8 4 k2 k* k*

—coskm-3n? 6-coskm 6
> S

coskm-3m? 6-coskm 6
2 kK

7.[4

8

Ms

&
1l

1

Vi delar upp summorna

(o8] o9) [}

7T4_§(—C05kﬂ)3ﬂ2+z6.coskn- 6 B 3 5 (_1)]( 621_(_1)](
8 _-k—1 kZ k4 k4-_ T kz k4

k=1 k=1 k=1

Vi dividerar bada led med 6

nt - o (- DF Z 1— (=1
48 2 k2

k=1 k=1

Vi borjar med att uttrycka den férsta summan genom summan 6ver alla jamna tal plus

alla udda tal.



—1? o (1)K _—n? Z 1k+
2 k2 2 k2

k=1 k jamna

Vi uttrycker nu summan over alla k udda genom summan 6ver alla tal minus summan

over de jamna talen. Detta ger

(o]

—m? i 1 1 Z
" — = -
2 £ (2k) £ k

1
k2

k jamna

Forenkling ger

Vi anvander {(2) = %Z

— ( 1) nz_n“'
2 2] 6 24

Vi har alltsa

mt  —m’\ (—1)k_i1—(—1)k_n_4

48 2 k2 k4 24
k=1 k=1

4
Genom att flytta 6ver :—4 till vansterledet far vi

4 [ee]

_ 1— (=1
48 :_Z K+

k=1

o)

)

k

1

1-(-D*

k4

Da1— (—1)* = 0 nar k ar ett jimnt tal och 1 — (—=1)* = 2 nér k 4r ett udda tal far vi, om

vi endast tittar pa nar k ar udda, detta
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Men vi kan dven uttrycka summan 6ver alla udda tal genom summan 6ver alla tal minus

summan over de jamna talen. Detta ger

Z 1 _i 1 i 1 15¢ 1
k* Luk* (2k)* 16 L k*
k=1 k=1

kudda k=1

Vi multiplicerar bada sidor med g och far

Beviset for att H,, = 0 nar n — oo ar analogt med det for {(2) och lamnas darfor.
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5. Avslutning:

[ det har arbetet har vi fatt bekanta oss med olika berdkningar av talet pi. Vi har
berdknat pi med anvandning av Gregory-Leibniz formel, ndgot som visade sig vara en
ganska oanvandbar formel for att pa ett effektivt satt berakna manga decimaler. Vi har
dock fatt se nagot valdigt fascinerande med formeln, att dess decimaler stimmer

overens med pi, fast med nagra fa undantag. Vi har dven visat att formeln konvergerar

-

snabbare, och darmed blir mer anvandbar, om man satter x =

Likasa har vi berdknat pi med anviandning av Machins formel, en formel som har anvants
flitigt i varlden for att berdkna decimaler i pi. Den snabba konvergensen gor den valdigt
effektiv vid berdkning. Vi har ocksa tittat pa Riemanns zetafunktion. Vi har berdknat

¢(2) och {(4) och aven sett Eulers egna eleganta berdkning av {(2).

Aven fast vi idag kinner till triljoner av decimaler i talet sa fortsitter inda berdkningen

av pi.
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