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Abstract

In this essay, we study the Dedekind cut, which is a way to construct the real numbers based
on the rational. We begin, however, by discussing the positive integers and their numeracy
and order laws and then we construct the rational numbers. At the end of this paper, we give a

proof set of upper limits, farmed taken as an axiom of fundamental analysis courses.



Sammanfattning
I den hér uppsatsen ska vi studera Dedekindsnitt, som &r ett sétt att konstruera de reella

talen utgdende fran de rationella. Vi borjar dock med att diskutera de positiva heltalen samt
deras rdkne- och ordningslagar och dérefter konstruerar vi de rationella talen. I slutet av
uppsatsen ger vi ett bevis for satsen om ovre grins, som brukas tas som ett axiom i

grundldggande analyskurser.
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Inledning

Den hér uppsatsen kommer att handla om reella tal. Reella tal kan ha odndligt ménga
decimaler, till exempel v/2, %, 1 och e. Dessa tal kommer i den hir uppsatsen att konstrueras

med hjilp av Dedekinds snitt.

Uppsatsen ér konstruerad pé sa vis att den kommer att ge ldsaren en forstdelse som bygger pa
att 1dsaren ska ha en insikt om vad som sker nir jag konstruerar de reella talen. Jag kommer
konstruera de reella talen med hjédlp av Dedekinds snitt, jag kommer darfor forst att presentera
Rickard Dedekind med ett avsnitt. Det dr ett avsnitt om hans personliga och professionella
historia. I ndsta avsnitt kommer jag att redogora for de positiva heltalen och deras rdknelagar
samt ordningslagar. Dérefter kommer ett avsnitt om ekvivalensrelationer och
ekvivalensklasser. Jag redogdr for ekvivalensrelationer och -klasser for att det &r de,
tillsammans med positiva heltal, som jag anvinder mig av nir jag redogor for de positiva
rationella talen. De positiva rationella talen kommer sedan att anvéindas i konstruktionen av de
reella talen. Forst kommer jag att konstruera positiva reella tal och sedan for reella tal av

godtyckligt tecken. Avslutningsvis kommer jag att kort summera och diskutera uppsatsen.

Det material som jag frdmst har anvént ar en bok av Carl Hyltén-Cavallius och Lennart
Sandgren; Matematisk analys II (Hyltén-Cavallius & Sandgren, 1959). Hyltén-Cavallius och
Sandgren skrev under mitten av 1900-talet flera védlanvénda larobocker inom matematik.
Hyltén-Cavallius var matematiker och Sandgren var matematiker, skolman och &mbetsman

(Nationalencyklopedin, u.d.) (Nationalencyklopedin, u.d.).

Innan vi bérjar ga in pa hur tal konstrueras, vill jag uttrycka ett stort tack till min handledare,
Torbjorn Tambour! Det dr med hans kunskap, pedagogiska handledarskap och tdlamod som

jag har kunnat genomf6ra samt producera den hér uppsatsen.



Rickard Dedekind

Rickard Dedekind kom ifrén en familj med tre syskon och bdda fordldrarna var professorer
vid Collegium Carolinum i Braunschweig, Tyskland. Dedekind valde att inte gifta sig, utan
levde stora delar av sitt liv tillsammans med en syster. I sin uppvéxt visade han inte nigon
storre intresse for matematiken. Matematikintresset kom fran ett tidigare intresse for kemi och
fysik. Ar 1848, nir Dedekind var 16 4r, kom han in p4 en utbildningsinstitution som var ett
mellanstadium mellan gymnasiet och universitet. P4 institutionen studerade Dedekind
grundliggande matematik sdsom analytisk geometri och integralkalkyl. Ar 1850 ansokte

Dedekind och kom in pa universitet i Gottingen.

P& universitetet undervisade Carl Friedrich Gauss och Wilhelm Weber vilka tros ha varit stora
inspiratorer for Dedekind. Under sina studier fanns bade Gauss och Weber vid hans sida och
Dedekind gjorde sitt doktorsarbete under handledning av Gauss. Dedekind var dven Gauss’

sista elev.

Under den hér tiden var Berlin platsen for ny och utvecklad matematik, inte Gottingen.
Dedekind, tillsammans med Bernhard Riemann, spenderade tva ar i Berlin och studerade. Vid
avslutade studier &r 1854 blev Dedekind behdrig att undervisa pa universitet. Dedekind

atervinde di till Gottingen for att undervisa.

Nir Gauss gick bort ett ar efter att Dedekind atervint, utsdgs Dedekind till att ersitta Gauss.
Dedekind fick d& mdjligheten att arbeta med Lejeune Dirichlet. Dedekind fann det véldigt
givande att arbeta med Dirichlet och de tvé kollegorna blev néra vinner under tiden de
arbetade tillsammans. Under de kommande aren studerade samt arbetade Dedekind med att
undervisa om Galoisteori och abelska funktioner. Efter en tid blev en position ledig vid
Ziirichs tekniska hogskola och Dedekind ansdkte om positionen med stod av Dirichlet. Efter
ett mote mellan Dedekind och representanter fran Ziirich blev Dedekind skyndsamt antagen

till att fylla platsen 1 Ziirich vilket han gjorde &r 1858.

Under tiden 1 Ziirich var tanken att Dedekind skulle undervisa i differential- och
integralkalkyl. Dock under samma &r som han borjade, kom han pé idén om konstruktion av

reella tal med hjilp av snitt.



Medan Dedekind hade arbetat i Géttingen och 1 Ziirich, hade hans forédldrars arbetsplats
uppgraderats till ett tekniskt ldrosdte och ar 1862 borjade Dedekind 1 Braunschweig. Han
stannade dir under resterande tid som yrkesverksam. Dedekind gick i1 pension den 1 april &r
1894 men han fortsatte att undervisa enstaka kurser efter pensionen. Dedekinds arbete under
sin livstid gav flera viktiga bidrag till matematiken och hans arbete kom att bidra till vad

matematiken &r idag (O'Connor & Robertson, 1998).



Positiva heltal

De positiva heltalen dr 1, 2, 3 och sa vidare. I den hir delen kommer vi att gd igenom de
positiva heltalens rdkne- och ordningslagar. Vi anvinder sma bokstédver a, b, c, ... for att
beteckna positiva heltal. De operationerna som vi kommer att anvénda for positiva heltal ar
addition och multiplikation. Vi gor detta for att méngden av de positiva heltalen ér sluten
under addition och multiplikation. Med detta menar vi att resultatet av ndgon av dessa

operationer &r ocksa ett positivt heltal. Dessa kriterier uppfylls inte sidkert for operationerna
subtraktion och division. Exempelvis blir 3 — 5 = —2, alltsd negativt och % ar inte ett heltal.

For addition och multiplikation finns det flera riknelagar; kommutativa lagen, associativa

lagen, annuleringslagen och distributiva lagen, samt ordningslagar.

Den kommutativa lagen for addition
a+tb=b+a
och f6r multiplikation
ab = ba
Den associativa lagen {for addition
at(b+c)=(@+b)+c
och for multiplikation
a(bc) = (ab)c
Annuleringslagen lyder for addition; om
atc=b+c
sddra =b.
Annuleringslagen lyder for multiplikation: om
ac = bc
sddra =b.
Distributiva lagen kopplar samman addition med multiplikation och siger
a(b+c) =ab +ac
For positiva heltal finns det dven ordningslagar. Den forsta ordningslagen lyder; a < b om

och endast om det finns ett positivt heltal d sd attb = a + d.

Den andra ordningslagen siger att endast en av foljande relationer géller

a<b, a=b, a>b



Den tredje ordningslagen lyder; om

a <bochb <csda <c
Ordningsrelationen sdgs vara transitiv.
Den fjarde ordningslagen séger; oma < b sd ér

a+c <b+cochac <bc
for alla c.
Avslutningsvis sdger den sista ordningslagen; om a och b dr positiva heltal, sa finns det ett
positivt heltal c sa att

a <bc

vilket kallas den arkimediska egenskapen.

Vi kommer nu att gé igenom en del av ovanstaende ridknelagar samt ordningslagar och bevisa
dem. Vissa av dem f6ljer av definitionen av positiva heltal och vi kommer inte redogdra for
bevisen. De riknelagar och ordningslagar som vi kommer att ga igenom &ar annuleringslagen

for addition samt multiplikation, den tredje och den fjirde ordningslagen.

Vi ska nu bevisa annuleringslagen for addition. Antaga < bsda+ c <b + cenligt den
fjarde ordningslagen. Detta motsdger a + ¢ = b + c enligt den andra ordningslagen. P4
samma sétt kan vi visa att b < a inte kan gélla. Vi har nu sett att varkena < bellerb <a

giller. D& méaste a = b gilla, vilket skulle visas.

For att bevisa annuleringslagen for multiplikation goér vi som for annuleringslagen for
addition. Antaga < b sd ac < bc enligt den fjarde ordningslagen. Detta gr emot ac = bc
vilket vi redan vet. P4 samma sitt ska vi visa att b < a inte kan gélla. Ur andra ordningslagen

foljer darfor att a = b vilket skulle visas.

Vi ska nu bevisa den tredje ordningslagen. Vi antar atta < boch b < c. D finns det enligt
den f6rsta ordningslagen tvé tal d och e, sa b = a + d och c = b + e. Vi kan dé skriva
c=b+e=(@+d +e=a+(d+e)

och ger atta < c vilket skulle visas.



Vi ska nu bevisa den fjirde ordningslagen. Om vi antar att a < b géller sa finns enligt den
forsta ordningslagen ett tal d s b = a + d. Da fér vi frdn kommutativa och associativa
lagarna for addition

b+c=@+d)+c=a+(d+c)=a+(c+d)=(@+c)+d

och dirfor ger den sista ordningslagen att a + ¢ < b + c giller.

Pé liknande sétt gor vi nu for att bevisa ac < bc. Om vi antar att om a < b géller, sé finns
det enligt den forsta ordningslagen tal d s& b = a + d. Vi far da enligt distributiva lagen
bc=(a+d)c=ac+dc

och den forsta ordningslagen ger att ac < bc géller.



Ekvivalensrelationer och ekvivalensklasser

Vi vill 1 ndsta avsnitt anvdanda ekvivalensrelationer och ekvivalensklasser for att konstruera
positiva rationella tal. I det hir avsnittet gér vi darfor forst igenom ekvivalensrelationer och

deras egenskaper med olika tillhérande exempel. Darefter gér vi igenom ekvivalensklasser.

For att definiera ekvivalensrelationer liter vi M beteckna en médngd. En relation pd M dr en
delméngd R av MXM och att paret (%, y)€e R skrivs ofta som xRy. Ett exempel pa en relation
ar likhet: xRy om och endast om x = y. Delmingden R bestar av alla par (x, x) for x € M. En
relation R kallas for ekvivalensrelation om den har egenskaperna

e Reflexivitet: xRx for alla x e M

e Symmetri: om xRy, sd giller yRx

e Transitivitet: om xRy och yRz, sd giller xRz

Vi byter R mot ~ f0r att beteckna ekvivalensrelation.

Likhet 4r en ekvivalensrelation, liksom kongruens modulo n.
Vi definiera delarrelationen R genom aRb om al|b. Relationen ar reflexiv och transitiv men
inte symmetrisk och darfor inte en ekvivalensrelation. Att R &r reflexiv foljer av att ala sa aRa
for alla a. Darefter undersoker vi transitivitet. Antag att aRb och bRc det vill sdga a|b och b|c.
Om vi har b = ax och ¢ = by, sa

¢ = by = (ax)y = a(xy)
vilket ger a|c. Ett exempel dr om 3|24 och 24|48 , sa 3|48. Delarrelationen &r inte

symmetrisk. Exempelvis giller att 3 delar 24, men 24 delar inte 3.

En annan relation som inte dr en ekvivalensrelation &r strikt olikhet. Om vi hara < b sd ér
inte b < a. Alltsd &r strikt olikhet inte symmetrisk. Darefter undersoker vi om strikt olikhet &r
reflexiv. I och med att a inte kan vara mindre 4n sig sjélv ér inte strikt olikhet reflexiv. Till
sist undersoker vi om strikt olikhet &r transitiv. Oma < bochb < c giller,sda < c. Vi far

da att relationen transitiv.
Definition

Lat ~ vara en ekvivalensrelation pd M. For x € M definieras E(x) som delméngden av alla

y € M sédana att y ~ x. Detta kan skrivas
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EX) ={yeMy ~x}
Delmingden E(x) kallas en ekvivalensklass. En representant for en ekvivalensklass ér ett

element 1 klassen.

Vi vill visa att M dr unionen av alla ekvivalensklasser och att dessa 4r parvis disjunkta, det
vill sdga
E;NE, =0
om E; och E, dr olika klasser. Att ~ &r reflexiv betyder att x~x for alla x vilket ger
x € E(x)
for alla x. Alltsé 4r M unionen av klasserna. For att visa att unionen ar disjunkt, antar vi att
E(x) och E(y) ar tva klasser sadana att
EX)NE() #0
vilket dr det motsatta. Vi tar z € E(x) N E(y) for att mangden inte dr tom och darfor finns det
ett element. D4 dr z~x och 1 och med symmetrin &r x~z. Men vi far ocksa att z~y och da ir
X~y pa grund av transitiviteten. Alltsa ar x € E(y). Om vi sedan tar ett till element, u € E(x),
sa far vi u~x och i och med att x € E(y) sa u~y, u € E(y). Vi har nu fatt fram att E(x) S E(y).
Pa samma sétt far vi E(y) € E(x). Vi har nu visat att E(x) = E(y) géller. Vi har visat att

unionen ar disjunkt.
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Positiva rationella tal

En utvidgning av de positiva heltalen dr de positiva rationella talen. Vi kommer att utga ifran
de positiva heltalen och sedan, med hjélp av ekvivalensrelationer och ekvivalensklasser,
konstruera de positiva rationella talen. Nér vi endast har positiva heltal, har vi ett problem nér
vi vill 16sa ekvationen a = bx dér a och b &r givna positiva heltal och x dr oként positiv heltal.
Ekvationen har inte i allménhet ndgon heltalslosning. For att ekvationen ska vara 16sbar, krivs

det att vi introducerar de positiva rationella talen.

Idén i1 konstruktionen av de rationella talen dr att identifiera x i1 ekvationen a = bx med paret
(a, b), men problemet &r att x kan vara en l0sning till olika sddana ekvationer. Om vi later 8 =
4x sd dr x = 2 och om 12 = 6x s &r ocksd x = 2, det vill sdga x kan vara detsamma men

ekvationen kan alltsa se olika ut. Tva olika par kan alltsd betyda samma tal.

Vi ska nu visa vilket samband som finns mellan ekvationerna a = bx och ¢ = dx om de har
samma losning. Antag att a = bx och ¢ = dx. D4 far vi ad = bdx om bada leden i a = bx
multipliceras med d, och vi far bc = bdx om b multipliceras in i ¢ = dx. Vi har nu tvd

ekvationer ddr hogerleden &r lika med varandra och vilket ger ad = bc.

Vi vill nu visa det omvénda och utgér fran att ad = bc giller. Vi har ekvationerna a = bx
samt ¢ = dy. Om vi multiplicerar bada leden i a = bx med d, och béda ledeni c = dy med b
fir vi

ad = bdx och bc=bdy
Om ad = bc sd bdx = bdy. Annuleringslagen ger x = y. Sammanfattningsvis sa har a = bx

och ¢ = dx samma ldsning om och endast om ad = bc.

Definition
Lata, b, ... vara positiva heltal och (a, b), (c, d), ... vara par av positiva heltal. Vi séger att
paret (a, b) dr ekvivalent med paret (c, d) om och endast om ad = bc. Vi kan skriva detta som

(a,b)~(c,d) om och endast om ad = bc

Vi vill nu visa (a,b)~ (c,d) ar en ekvivalensrelation. Vi kommer darfor att utgé fran

ovanniamnda egenskaper hos ekvivalensrelationer. Det vi da behover visa ér att (a,b)~ (c,d)
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ar reflexiv, symmetrisk och transitiv. Relationen ar reflexiv, det vill sdga (a, b)~ (a, b) for
alla (a,b). For (a,b)~ (a,b) betyder ab = ba, vilket ar sant. Att relationen &r symmetrisk ser
vidé ad = bc & da = cb. Avslutningsvis ska vi visa att relationen &r transitiv. Om

(a,b)~ (c,d) och (c,d)~ (e, f) giller sa ar ad = bc samt cf = de. Dérefter multiplicerar vi in
b till cf = de och fér cfb = bde. Eftersom ad = bc skriver vi om cfb = bde till adf = bde.
Med hjilp av annuleringslagen far vi adf = bde till af = be. Vi kan nu uttrycka af = be som

(a,b)~ (e, f) och vi har bevisat att relationen ar transitiv.

Nu gér det att infora de positiva rationella talen.

Definition

Med ett positivt rationellt tal menas en ekvivalensklass av ordnade par av positiva heltal.

Lat x samt y vara positiva rationella tal och (a, b) respektive (c, d) representanter for
klasserna x samt y. D4 géller sdledes

e x dr lika med y om och endast om (a,b)~ (c,d) som i sin tur ar ekvivalent med ad =

bc
Vi ska nu definiera addition och multiplikation. Om vi tinker lite 1 forvég, sé vill vi komma
. L . . . S d+b
fram till de vanliga rdknelagarna for de positiva rationella talen, det vill sdga % + g =2 bti =
a ¢ ac . . . .
och Tt T v Dérfor definierar vi

e Addition: x +y = (ad + bc, bd)
e Multiplikation: xy = (ac, bd)

¢ Ordning: x <y om och endast om ad < bc.

Innan vi fortsitter maste vi visa att definitionen av addition och multiplikation av positiva
rationella tal 4r oberoende av vilka talpar i ekvivalensklasserna vi viljer. Ett rationellt tal ar
alltsd en ekvivalensklass, det vill sdga en mingd av par av positiva heltal. Nér vi definierar
addition och multiplikation, s vdljer vi representanter for dessa klasser och vi maste visa att

resultatet 4r oberoende av vilka representanter vi véljer.

Vi pastar nu att utfallet inte fordndras vid addition mellan (a, b) respektive (c,d) om de
ersitts med ekvivalenta talpar. For att bevisa detta ersitter vi (a, b) med ett ekvivalent talpar,

(B,v). Detta talpar uppfyller b = ay. Med det nya uttrycket i additionsdefinitionen far vi

13



B, v) +(c,d) = (Bd +cy,dy)
Villkoret for att detta senare talpar skall vara ekvivalent med (ad + bc, bd) ér att
(Bd + cy)bd = yd(ad + bc)
Bbd? + bcdy = ad?y + bedy
Med hjilp av badda annuleringslagarna far vi nu fb = ay vilket 4r sant d& (a, b)~(pB,v).

Réknelagarna och ordningslagarna for de positiva heltalen géller dven for de positiva

rationella talen.

Kommutativa lagen for addition och multiplikation
Latx = (a,b) ochy = (c,d) vara tva positiva rationella tal. Med hjélp av
additionsdefinitionen, multiplikationsdefinitionen samt kommutativa lagen for positiva heltal,
gér det att visa kommutativa lagen for addition;

x+y = (ad + bc,bd) = (da + cb,db) =y + x
och kommutativa lagen for multiplikation;

xy = (ad,bc) = (da,cb) = yx

Associativa lagen for addition och multiplikation
Latx = (a,b),y = (c,d) samt z = (e, f) vara positiva rationella tal. Beviset for addition
x+ (y+2z) = (a,b) + (cf + de, df) = (adf + bcf + bde, bdf) = (ad + bc,bd) + (e, f)
=(x+y)+z
och for multiplikation

x(yz) = (a,b)(cf,de) = (acf,bde) = (ac,bd) (e, f) = (xy)z

Annuleringslagen for addition
Latx = (a,b),y = (c,d) samt z = (e, f) vara positiva rationella tal.
Antag att x + z = y + z, det vill sdga
(a,b) + (e,f) = (c,d) + (e,f) = (af + be, bf) = (cf + de, df)
Vi skriver om (af + be, bf) = (cf + de, df) enligt nedan
df(af + be) = bf(cf + de)
adf? + bdef = bcf? + bdef

Anvinder vi nu bdda annuleringslagarna for positiva heltal far vi ad = bc och dérfor x = y.

14



Annuleringslagen multiplikation
Litx = (a,b),y = (c,d) samt z = (e, f) vara positiva rationella tal. Antag att xz = yz,
(a,b)(e,f) = (c,d)(e,f). Vi far da

(ae, bf) = (ce, df) < adef = bcef

Med hjilp av annuleringslagen for positiva heltal far viad = bcochdd drx =y

Distributiva lagen
Latx = (a,b),y = (c,d) ochz = (e,f) vara positiva rationella tal. Det vi ska visa &r
x(y + z) = xy + xz. Vi borjar med vénsterledet i uttrycket och far da
x(y +z) = (a,b)(cf + de, df) = (acf + ade, bdf)
Och hogerledet blir
xy + xz = (ac,bd) + (ae, bf) = (abcf + abde, b?df) = (acf + ade, bdf)
Uttrycken &r lika och lagen giller.

Vi har redogjort for raknelagarna och vidare ska vi redogora for ordningslagarna.

Forsta ordningslagen lyder; x <y om och endast om det finns ett positivt rationellt tal z
sddant atty = x + Z.
For att bevisa den hér lagen later vix = (a,b) ochy = (¢, d) vara positiva rationella tal. Att
x <y betyder att ad < bc. Enligt den forsta ordningslagen for positiva heltal sd finns det ett
positivt heltal e sddant att bc = ad + e. Detta ger

y = (c,d) = (cb,bd) = (ad + e,bd) = (ad, bd) + (e,bd) = x + (e, bd)
Vifirnuatty = x + (e,bd) och vi fér da att virt z = (e, bd) vilket uppfyller kravet.

For att beviset ska vara fullstindigt, behover vi anta det omvénda, det vill sdga attomy = x +
zsax <y.Viantaratty = x + z samt later x = (a,b),y = (c,d) ochz = (e, f) vara
positiva rationella tal. Vi kan dé skrivay = x + z som

(c,d) = (a,b) + (e,f) = (af + be, bf) & bcf = adf + bde
Vivill juvisax <y, det vill siga ad < bc. Uttrycket bcf = adf + bde kan vi skriva som

bcf > adf och vidare bc > ad, vilket skulle visas.
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Den andra ordningslagen lyder; 14t x = (a,b) ochy = (c, d) vara tvé positiva rationella tal.
Endast en av foljande relationer géller
x <y & ad < cb, x =y & ad = bg, x>y & ad > bce
Detta beror pa att x <y dr ekvivalent med ad < cb och sa vidare som f6ljer av positiva
heltal.
Den tredje ordningslagen séger; lat x och y vara positiva rationella tal. Om
x<yochy <zsax <z
Vi ska nu bevisa den tredje ordningslagen. Vi antar att x <y ochy < z. Enligt forsta
ordningslagen finns det tvd tal m och n, s y = x + m och z = y + n. Vi kan dé skriva
z=y+n=(X+m)+n=x+ (m+n)
vilket ger att x < z.

Den fjirde ordningslagen lyder; 1at x och y vara positiva rationella tal. Om x <y sd géller
x+z <y+zochxz <yz

for alla positiva rationella tal z.
Vi ska nu bevisa den fjirde ordningslagen. Vi antar att x <'y. Enligt forsta ordningslagen
finns det ett tal m s& y = x + m. Da fér vi frdn kommutativa och associativa lagarna for
addition

y+z=+m)+z=x+(m+2z)=x+(Z+m)=x+2z)+m
ochattx+z <y+z.

Pé liknande sétt gor vi nu for att bevisa xz < yz. Omx <y sa finnsdettalmsdy = x + m.
Vi féir da enligt distributiva lagen
yz = (X+m)z = Xz + mz

och den fOrsta ordningslagen ger att xz < yz giller.

Den sista ordningslagen sdger; om x och y ar positiva rationella tal, sa finns det ett positivt
rationellt tal z s att

x <yz
Latx = (a,b) ochy = (c,d) vara positiva rationella tal. Om x <y,sakanvitaz = 1. Vi
antar nu att x >y, det vill siga ad > bc. Enligt den arkimediska egenskapen kan vi ansétta ett
tal e, sd attad < bce. Vi sitter sedan att z = (e, 1) och vi far da

x = (a,b) < (ec,d) =yz
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vilket skulle visas.

Efter att ha visat att vi rdknar likadant med de positiva rationella talen som de positiva
heltalen behover vi ta reda pd om de rationella talen kan betraktas som en utvidgning av de
positiva heltalen. Det vi menar med detta &r att vi kan skriva alla positiva heltal som talpar.
Lat c vara ett positivt heltal. Vi definierar en funktion f fran de positiva heltalen till de
positiva rationella talen genom formen f(c) = (c, 1). Vi vill nu visa att vi kan identifiera talet
¢ med klassen (c, 1). Med identifikation menas att varje positivt heltal ska svara mot endast
en klass samt att varje klass ska svara mot endast ett positivt heltal. Det som da ska gélla &r att
cxde(c,1) #(d1)
For att bevisa att varje positivt heltal svarar mot endast en klass, antar vi det omvénda. Vi vill
visa att ¢ = d. Vi antar att (c, 1) = (d, 1) vilket kan skrivas somc+1 =d- 1. Viserda attc
och d dr samma tal och tillhor darfor samma klass. Om dé ¢ # d sa tillhor de inte samma klass

vilket skulle visas.

Vi ska nu bevisa att addition och multiplikation av tal av formen (c, 1) ger samma resultat
som addition och multiplikation med positiva heltalet c. Med addition vill vi visa att f(c) +
f(d) = f(c + d) och multiplikation vill vil visa att f(c)f(d) = f(cd). De positiva heltalen ¢ och
d svarar mot klasserna med representanterna (c, 1) och (d, 1). Vi visar addition

f(c)+f(d)=(,1)+(d,1)=(c+d 1) =f(c+d)
och multiplikation

f(c)f(d) = (c,1)(d, 1) = (cd, 1) = f(cd)

Vi har nu visat att det gér att skriva de positiva heltalen som par och darfor dr de positiva

rationella talen en utvidgning av de positiva heltalen.

Vi kan nu 16sa ekvationen x = yz for positiva rationella tal. Ld&t x = (a,b),y = (c,d) och
z = (ad, bc) vara positiva rationella tal. Da ar
yz = (c,d)(ad, bc) = (acd, bcd)
Paren (acd, bcd) och (a, b) representerar samma tal, x, enligt definitionen. Losningen till x =

yz ar da z = (ad, bc). Ekvationen x = yz ér alltsa alltid 16sbar for talet z.

Exempel
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Visa att ekvationen x = yz dér vi ldterx = (3,7),y = (5,6) ochz = (3:6,5-7) ér 16sbar.
For att 16sa ekvationen sétter vi in viardena for x, y och z i yz = (c,d)(ad, bc) = (acd, bcd) =
(a,b) = x och far da

yz=(56)36,5-7)=(3:5:6,5-6-7)=(90,210) = (3,7) =x

V1 ser nu att ekvationen ar l0sbar.

Vi ska nu visa att vi inte kommer att f4 ndgot annan typ av tal om vi upprepar konstruktionen

ovan med par av rationella tal. Om vi ldter x = (a,b) och'y = (c, d) vara talpar samt later vi

talet z vara ett talpar som inom sig &r talpar, likt z = (x,y). Om vi skriver ut talet z far vi
z=(x,y) = ((a,b),(c,d)) = ((a,b)(d,c), (c,d)(d,c)) = ((ad, bc), 1) = (ad, bc)

Vi fér da det rationella talet (ad, bc). Vi kan dé dra slutsatsen att &ven om vi sitter talpar inom

talpar inom talpar och sa vidare, dnda till odndligheten, kommer vi att fa ett nytt positivt

rationellt tal.
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Positiva reella tal

De positiva rationella talen kan vi skriva som talpar av positiva heltal. Nar vi endast har de
positiva rationella talen, har vi ett problem om vi vill uttrycka alla punkter pé en tallinje.
Problemet med tallinjen kan vi 16sa genom att infora en talmidngd som kallas for positiva
reella tal. Positiva reella tal kommer vi att konstruera med snitt, kallade Dedekinds snitt, och

med hjilp av de positiva rationella talen.

Vi har 1 tidigare avsnitt redogjort att de olika typer av talen har olika rdkne- och
ordningslagar. I detta avsnitt kommer vi att sédrskilt forhélla oss till lagen att varje uppat
begransad méingd av reella tal har en minsta dvre grans bland de reella talen. Den hir lagen
kommer att bli en sats ldngre ner. Den hér lagen giller inte for de positiva rationella talen. Vi
kan ndmligen ange en uppat begrinsad mangd av rationella tal, som inte har ndgon minsta
Ovre grins bland de rationella talen. Till exempel om vi har X och X:s médngd &r alla positiva
rationella tal, vars kvadrat 4r < 2. Vi far dé att méngden &r uppat begransad. Om denna
miingd hade varit det rationella talet Y till minsta vre griins skulle folja att Y2 = 2 vilket ir

omdjligt om Y &r rationellt.

Definition
Lét a, b, ... beteckna positiva rationella tal. En méngd X av positiva rationella tal kallas ett
snitt om

1. Xinte dr tom,

2. X dr uppét begrinsad,

3. aeXochb < amedforattbeX,

4

det finns inte nagot storsta element 1 X.

Exempel

Mingden X av alla positiva rationella tal x sa att x* < 2, ir ett snitt.

For att bevisa pastdendet ovan, kommer vi att utgd frdn definitionen for snitt. Vi borjar med
punkt 1 och da talet 1 € X dr inte X tom. Punkt 2 séger att X &r uppat begridnsad, det vill sdga
att det finn hogre tal som inte tillhor X. Talet 4 dr ett sddant tal och ddrmed dr mingden uppét
begrinsad. Vi kan dven bevisa att punkt 3 géller. For om a? < 2 och b < a, s giller dven

b? < a? och dérfor b € X. Avslutningsvis vill vi visa att punkt 4 ocksa géller. Vi vet att om
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x? < 2 och att sé finns det ett tal a, sddan att x> + a = 2. Om vi d4 later € vara ett rationellt
tal som dr mindre &n a och 1 sa kan vi skriva
(x+e)?=x>+2xe+¢€® < x?+4e+e=x%+5¢

vilket &r mindre in x> + a =2 om e < % Vi har nu bevisat punkt fyra.

Exempel
Lat r vara ett positivt rationellt tal. Méngden X av positiva rationella tal, x, sddana att x <,

ar ett snitt.

Likt ovan utgar vi fran definitionen fOr att bevisa pastdendet. Talet g tillhor X eftersom det dr

rationellt och mindre &n r. Alltsa dr punkt 1 uppfylld. For att visa punkt 2, det vill séga att X
ar uppat begrinsad, racker det med att vi konstaterar att alla element i X dr mindre dn r. Vi
fortsétter nu med punkt 3. Foroma <rochb < a, sd giller &ven b < r och dérfor b € X.

Slutligen undersoker vi punkt 4. Av relationen X < r kan vi konstruera ett tal som ligger

mellan r och x, ndmligen % (x + r). Vi kan fortsétta konstruera liknande tal och komma
nidrmre och ndrmre men det kommer aldrig att bli talet r for dé krévs % (r +r). Vi far alltsa

x < ; (x 4+ r) < r vilket medfor att det inte finns ndgot storsta element i mangden. Hér kan vi

se att det intréffar ett snitt bestdr av alla positiva rationella tal som dr mindre &n ett
godtyckligt rationellt tal r. Vi definierar nu detta som ett rationellt snitt. Vi skriver rationella

snitt som r *.
For att definiera addition och multiplikation for snitt, kommer det ett par satser.

Satsen om addition av snitt
Den méngd Z som bestér av alla tal a + b ddr a € X och b €Y, &r ett snitt. Detta skrivs som

X+Y.

Bevis

Vi ska verifiera att punkterna 1, 2, 3 och 4 i definitionen av snitt dr uppfyllda for X + Y. Vi
borjar med punkt 1. Lt a € X samt b € Y, likt satsen. Da har via+ b e X + Y, sd X + Y &r inte
tom. Vi gir nu vidare med att visa punkt 2. Eftersom X och Y &r snitt, s& dr de uppét
begrdnsade. Vidare tar vicochdsd atta < csamtb < d forallaaeXsamtbeY.Dadra +

b < c+dforallaaeXsamtb eV, vilket betyder att att X + Y &r uppat begriansad. For att
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bevisa punkt 3 1iter via + b e X + Y och ldter w < a + b vara godtyckligt. Vi méste visa att
w tillhor X + Y. Dérfor skriver vi

w
W—a+b(a+b)—pa+pb

dirp = %. Eftersomw < a+b,sdharvip < 1ochpa <asamtpb <b. Enligt punkt 2

géller att pa € X, pb € Y och det foljer att w € X + Y. For att bevisa punkt 4, tar vi ett
godtyckligt tal z € X + Y. Vi maste visa att det finns minst ett tal w e X + Y sddant attz < w.
Viskriverz = a + b, dir a €e X och b € Y. Eftersom X inte har nagot storsta element, sa finns
etttal ce Xsadantatta < c.Menddharviattz=a+b < c+ beX+ Y och vihar visat att

X + Y inte har ndgot storsta element.

Satsen om multiplikation av snitt

Den mingd U som bestér av alla tal ab, dér a € X och b € Y, dr ett snitt. Det hér skrivs som XY.

Bevis
Endast punkt 3 behdver bevisas da punkterna 1, 2 och 4 bevisas som ovan dock med

multiplikation istdllet for addition. Lat a e X och b € Y. Vi tar dé ett tal u = ab ddru € U.

Darefter tar vi talet v dar v < u = ab. Vi skriver da z < b och dérfor E eY. Vifardattv =

ag € U vilket skulle visas.

Definition

Med ett positivt reellt tal menas ett snitt av positiva rationella tal.

D4 vi redan har definierat addition och multiplikation av positiva reella tal ska vi definiera

ordning for positiva reella tal.

Definition
Om X och Y &r positiva reella tal och det finns ett element y 1 snittet Y, sddant att y inte dr

element 1 X, séger viatt X <Y.
Vi ska nu definiera dvertal och undertal till snitt. Om det positiva rationella talet a tillhor

snittet X, séger vi att a dr ett undertal till snittet X. Om a inte tillhor snittet X dr a ett dvertal

till X. Enligt egenskap 3 far vi att varje undertal 4r mindre &n varje dvertal. Lat oss anta att x
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ar ett undertal och y ett 6vertal. Om x <y, sa skulle y € X enligt egenskap 3, vilket ar

omojligt.

Nu kommer vi att redogora for och bevisa rdkne- och ordningslagarna for positiva reella tal.
Vi kommer att endast stddja oss pa ridkne- och ordningslagarna for positiva rationella tal samt

ovanstaende definitioner.

Kommutativa lagen for addition;
Lat snittet X + Y bestd av allatala+ b darae X och b € Y. Vi kan da skriva Y + X eftersom
a+b=b+a

och dérfor utgoérs av samma tal.

Kommutativa lagen for multiplikation;
Vi1 later XY vara snittet av alla tal ab diar a e X och b € Y. Vi skriver YX eftersom
ab = ba

och snitten utgdrs av samma tal.

Den associativa lagen {or addition
Lat X + (Y + Z) vara snittet av allatal a + (b + c) ddra € X, b € Y och c € Z. Vi kan da skriva
X +Y) + Z eftersom

at+(+c)=(@+b)+c

d& snitten utgdrs av samma tal.

Den associativa lagen for multiplikation
Lat X(YZ) vara snittet av alla tal a(bc) ddra € X, b € Y och c € Z. Vi kan da istillet skriva
(XY)Z eftersom bada leden av

a(bc) = (ab)c

utgdrs av samma tal.

Annuleringslagen for addition och multiplikation
Lat X och Y vara tva snitt och antag att X <Y, det vill sidga att X & Yom vi betraktar dem
som mingder. Vi visar fOrst att det finns minst tva olika tal y; och y,, sddana atty;,y, €Y,

men y;,y, € X. Det maste finnas minst ett sddant tal, sd antag att det finns exakt ett, sdg y,.
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Da giller Y = X U {y,} och dér unionen ar disjunkt, det vill siga y, € X. Eftersom Y ér ett
snitt, sd innehdller Y inget storsta element enligt egenskap 4. Dérfor finns det tal y € Y sddana
att y, <y. Men da méste ju y € X och av egenskap 3 hos snitt foljer y, €Y, vilket &r en

motsigelse. Alltsa finns det minst tva tal i mangdskillnaden Y \ X.

Vi visar forst annuleringslagen for addition. Lat X, Y och Z vara sddana snittatt X +Z =Y +
Z. Vi ska visa att X = Y och kommer att anviinda oss av ett motségelseresonemang. Antag

dérfor att X <Y och tag tva olika tal y,,y, € Y \ X. Vi antar att y; <y,. Lat € vara sddant att

y1 €=y

Det finns ett tal z € Z sadan att z + € € Z. Vi tar dé ett godtyckligt tal w € Z. Eftersom Z &r
uppat begrinsad, sd finns det positiva heltal n sidana att w + ne € Z. Hér anvénder vi den
arkimediska egenskapen hos de positiva rationella talen. Lat n vara det minsta positiva
heltalet s att w + ne e Z, men w + €(n + 1) € Z. Om vi sitter z = w + ng, s har vi z € Z,

menz-+ & 7Z.

VitaretttalyeYsdatty, <y. AvX+Z =Y + Z foljer att y + z = x + z’ for ndgot x € X
ochz' e Z. Eftersomx <y,sdharviz <z'.Skrivz' =z+p.Viharz' =z+peZ medz+
€ ¢ Z,varforp < €. Inséttningiy +z=x+2z gery+z=x+z+ p,varavy = x + p enligt
annuleringslagen for positiva rationella tal. Nu fat vi

Vo <y=x+p<x+e<y,t+te=y,

vilket dr en motsdgelse. P4 samma sétt visar man att Y < X dr omojligt, sd vi maste ha X =Y.

Annuleringslagen for multiplikation visar vi pa ett liknande sétt. Vi antar alltsé att XZ = YZ

ochattX <Y.Sitt 8 = yi sdatty, = y; (1 +8). Viljze Z sa att z(1 + 8) & Z. Att det finns
1

ett sddant z kan vi visa s hiar: Med induktion kan man l4tt visa att (1 + )™ = 1 + nd for alla
positiva heltal n (strikt olikhet géller for n > 2). Lat w € Z vara godtyckligt. D& ar

w(1+6)" = w(1+nd) =w+ wnd
och av den arkimediska egenskapen foljer att w + wnéd inte tillhor Z om n &r stort nog. Lit n
vara det minsta positiva heltalet sddant att w(1 + 8)" € Z, men w(1 + §)**1 & Z och vi sitter

z=w(1+ )"
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Vitary €Y sd att y, < y. D4 har vi sd att yz = xz' for ndgot x € X och z’ € Z. Eftersom x <y,
sd har viz < z'. Skriv z’ = z(1 + p). Dd méste p < & eftersom z' = z(1 + p) € Z. Insittning
iyz = xz' geryz = xz' = xz(1 + p), varfor y = x(1 + p). Vi far nu

V2 <y=x(1+p) =x(1+8) <y:(1+8) =y,

vilket dr en motsdgelse. Som ovan foljer nu X =Y.

Distributiva lagen

Beviset bestar av att vi forst visar att A © B och sedan visar vi att B € A. Vi later A = X(Y +
Z)ochB=XY+XZ.OmzeAdrz=a(b+c)diraeX,beYochceZ. Avz =ab+ac
foljer att z € B eftersom ab € XY och ac € XZ.

For att beviset ska vara fullstindigt behdver vi dven bevisa det omvénda. Lat b € Y samt c € Z.
Vi antar att z € B och att z = ab + cd. Béde a samt d &r tva element i X som kan vara olika.
Vi later nu y vara det storsta av talen a och d. Vi far dd z < y(b + ¢). Eftersomy e X och b +
ceY + Z foljer att y(b + ¢) € A och ddrmed ocksad z = X(Y + Z) € A.

For att formulera ordningslagarna for positiva reella tal kommer vi att anvénda oss av under-
och Overtal. Vi ska bevisa att for tva snitt X och Y géller exakt en av relationerna X <Y, X =
YochY < X. Viantar att X # Y. D4 finns det ett tal y sa att det antingen géller att y tillhor X
men inte Y, eller att y tillhdr Y men inte X. Lat oss anta det senare, det vill sdga att y &r ett
overtal till X och ett undertal till Y. Om x tillhor X, dvs &r ett undertal till X, sd &r x <y och

egenskap 3 gerattxe Y. Alltsd ar X <.

Innan vi redovisar resterande ordningslagar kommer en sats om dver- och undertal.

Sats om over- och undertal
Om X ér ett positivt reellt tal och om p ar ett positivt rationellt tal, s kan man till X finna ett

undertal a och ett dvertal b, sdidana attb =a + p

Bevis
Lat a, vara ett godtyckligt undertal till X och betrakta talen a,, ag + p, ap + 2p, ... Av de hir
talen kan inte alla vara undertal till X pa grund av den arkimediska egenskapen for positiva

rationella tal. Alltsd finns det ett forsta 6vertal 1 méngden vilket vi betecknar som b. Det
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nirmst foregdende talet i midngden dr da undertal till X vilket vi betecknar som a. Vi kan nu

skriva b = a + p och &r satsen bevisad.

Andra ordningslagen lyder; om X > Y sé finns det ett positivt reellt tal Z sddant att X =Y + Z.
For att bevisa ordningslagen definierar vi Z som méngden av alla positiva rationella tal p
sddana att y’ + p = x for ndgot y' € Y och x € X och ska forst visa att Z ar ett snitt.

Vi kan finna ett positivt rationellt tal r; sd att r; e Xochr; € Y. P grund av egenskap 4 hos
snitt kan vi da ocksa finna ett positivt rationellt tal r,, sa att r; < r, och r, € X. Eftersomr, €
Y kan vi i ovanstdende definition av Z vilja x = r, och y’ = r;. Detta visar att Z inte ar en
tom mangd. Da p dr differensen mellan y'och x, giller p < p +y’' = x € X, varfor Z ar uppat
begransad. For att bevisa att Z har egenskap 3 hos snitt tittar vi pa ett p € Z. Da géllerx = p +
y' dirxeXochy' € Y.Omnup’ < p,definierar vix' = p’ +y’. D blir X’ < x varfor X’ € X
ochy’' ¢ Y. Detta betyder att p’e Z. Avslutningsvis ska vi bevisa egenskap 4 for snitt ser vi att
om vi i likheten x = p + y’ erséitter vi x med ett storre tal X' e X sa blirx' = p' +y’, dirp <

p’. Detta bevisar egenskap 4.

Vi kan nu bevisa att Z uppfyller X = Y + Z och bdrjar med att visa olikheten Y + Z < X. Latu
vara ett undertal till Y + Z, det vill siga ett element 1Y + Z. Da kan vi skrivau = p +y, dér
yeYochpeZ. EftersompeZsafinnsdetxeXochy ¢ Ysdatty' +p =x. AttyeY och
y' & Ymedforatty <y’ ochvifiru=y+p <y’ +p = x. Av egenskap 2 hos snitt foljer
attu e X och vi har visat Y + Z < X.

Nu ska vi visa att om x € X sa giller ocksd x € Y + Z. Vi antar forst att x € Y och betraktar
forutom x ett x' € X sé att x < x', 1at oss sdga x' = x + p. Vi viljer sedan, enligt satsen om
over- och undertal, etty e Ysd atty + p € Y. Eftersomx € Y dry < x och vi kan skriva x =
y + q. Detta ger

X' =x+p=@F+a+p=F+p)+q
Den sista likheten visar att q € Z. Men ur x = y + q foljer dd att x e Y + Z. Ovan fOrutsatte vi
att x forutom x € X uppfyllde x € Y. Om x € Y kan vi infora ett x,, sd att x, € X och xq € Y. Dé

ar x < X,. Vi bevisar sedan som ovan att x, € Y + Z. Da foljer att x e Y + Z.

Vi ska visa att X <Y fOr tva positiva reella tal om och endast om det finns ett positivt reellt

tal Zsddantatt X +Z =Y. Att X <Y medfor att X + Z =Y for ndgot positivt reellt tal Z &r
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andra ordningslagen. For att visa omvéndningen antar viatt X + Z =Y. Viskavisaatt X <Y.
Om detta inte géller, sd maste vi ha X > Y. Men da far vi X + Z < X, vilket dr en motségelse

och pastdendet dr bevisat.

Den tredje ordningslagen séger; lat X, Y samt Z vara positiva reella tal. Om
X<YochY <ZsaX <Z
Den hér ordningslagen foljer ur definitionen av olikhetsrelationen for snitt. Att X <Y och
Y < Z betyder att X € Y och Y € Z. Mingdinklusion &r transitiv, s& detsamma géller ordning

mellan snitt.

Den fjirde ordningslagen lyder; lat X, Y samt Z vara positiva reella tal. Om Y < Z sa giller
X+Y <X+ ZochXY <XZ

for alla positiva reella tal X.

For att bevisa den fjirde ordningslagen for addition antar viatt Y < Z. Vi vill visa att X +

Y <X+ Zdetvillsdgaatt X+Y <X+ ZochattX+Y #X+Z At X+Y <X+ Ziér

klart da vi vet att Y < Z. For att sedan visa att X + Y # X + Z, antar vi det omvidnda, X +Y =

X + Z. Med hjidlp av annuleringslagen far vi Y = Z vilket motsdger Y < Z. Alltsa géller X +

Y # X + Z vilket skulle visas.

Pé liknande sétt gdr vi nu tillvdga for att bevisa den fjdrde ordningslagen for multiplikation.

ViharY < Zoch vill visa att XY < XZ och XY # XZ giller. Eftersom Y < Z vet vi att XY <

XZ giller. Likt ovan antar vi XY = XZ giller. Med hjilp av annuleringslagen far viattY = Z

vilket motsdger vart grundantagande, att Y < Z. Alltsd méste XY # XZ gilla.

Den sista ordningslagen sdger; om a samt b vara positiva reella tal, sa finns det ett positivt
heltal c sa att

a <bc
Forst later vi A vara ett overtal till a och vi tar ett godtyckligt tal B 1 b. Enligt den arkimediska
egenskapen hos de rationella talen, sé finns det ett positivt heltal n sidant att A < nB.
Darefter later vi ¢ vara snittet bestdende av allatalr <n+ 1. ViharnBecb = bc. Omx€a,

sa giller x < A < nB, varfor x € bc.

Efter detta ska vi identifiera de rationella talen med en viss typ av snitt, de sa kallade

rationella snitt. Lat a vara ett rationellt tal. Méngden av positiva rationella tal x, sddana
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att x < a, dr ett snitt som vi skriver a*. Vi identifierar det rationella talet a med det rationella

snittet a*. Det foljer omedelbart av definitionen a* &r ett snitt. Se exempel pa sida 20.

Vi ska bevisa att a * +b *= (a + b) *. Ldgg mirke till att summan i vénsterledet dr addition
av snitt medan den 1 hogerledet dr addition av rationella tal. Lat a* och b* vara tva stycken
rationella snitt. Vi ska forsta visa att

ax+b*<(a+b)=*
Tag x1ia* +b *. Da kan vi skrivax =y + z, ddr y € a * och z € b *. Detta betyder y < a och
z <b,sdx =y+2z < a+ b, vilket medfor att x tillhor snittet (a + b) *.

For att visa det omvénda tar vi ett tal x i (a + b) * och ska visa att det tillhor a * +b *. Att

X € (a + b) * betyder att x < a + b. Dérefter skriver vi x som
X +
X = a
a+b a+b

diarp = ﬁ ar mindre dn 1. Alltsé far vi att pa < a och pb < b varfor pa e a * och pb eb *.

b =pa+ pb

Detta ger x = pa + pb € a * +b * vilket skulle visas.

Vi ska nu gé vidare med att jamfora begreppet ordning for positiva rationella tal och positiva

rationella snitt. Vi ska visa att om a och b dr tva positiva rationella tal och om a < b, sa giller
ocksd a * < b * samt omvént. Ura < b farviattc = ;(a + b) uppfyllera < c¢ < b. Detta

ger att ¢ € a* och ceb xoch att a *x < b x. For att undersoka det omvénda sa utgér vi fran
a * < b . Det finns da ett tal x, sd att x e b * och x € a *. Detta betyder atta < xochx < b,

alltsd fdirvia < x <b.
Vi visar nu en sats som lyder;

Sats

Lat X vara ett positivt reellt tal. D4 giller att a € X om och endast om a * < X.

Bevis
Vi antar forst att a € X. Tag ett godtyckligt tal x € a*. D4 giller enligt definitionen av rationellt
snitt att X < a och av egenskap 3 i definitionen av snitt foljer att x € X. Alltsd har via*® < X.

Men eftersom a € X och a € a*, sd maste vi ha strikt olikhet, det vill sdga a* < X.
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Antag & andra sidan att a € X. D4 dr a ett dvertal till X. Om x € X, sé géller x < a och alltsa
x €a”. Det foljer att X < a*. Men for tva snitt Y och Z géller exakt en av relationerna Y < Z,

Y=ZochY > Z, savikan inte ha a* < X.

I fortséttningen skriver vi a istéllet for a *. Om X <Y dr tva positiva reella tal finns det, enligt
definitionen av olikhet, ett positivt rationellt tal a, si attae Y ocha &€ X. Enligt satsen far vi
X < ax* <Y, eller med den nya beteckningen X < a < Y. Mellan tva positiva reella tal X och
Y sddana att X < Y finns odndligt minga rationella tal. For vi sdg nyss att det finns minst ett
rationellt tal a sddant att X < a <Y och enligt egenskap 4 i definitionen av snitt finns det
minst ett rationellt tal b sddant atta < b <'Y. Sa hér kan vi forstds fortsétta. Vi kan nu ocksé
konstatera att det finns odndligt manga positiva rationella tal mellan tva olika positiva reella

tal.

Tidigare har vi undersok ekvationen b = ax for positiva rationella tal. Nu kommer vi att
undersoka ekvationen X = YZ for positiva reella tal. Vi borjar med att studera ekvationen

YZ=1, dar Y é&r ett givet positivt reellt tal.

Ett positivt reellt tal Y kan ha ett minsta dvertal, till exempel om Y = a* for négot rationellt tal
a. Da dr a det minsta dvertalet. Vi later Z vara mingden av alla 1/y dér y genomldper alla

overtal utom det minsta, om det finns ett sadant.

Sats om snitt

Maingden Z ér ett snitt.

Bevis

Vi ska visa att Z har de fyra egenskaperna i definitionen av snitt.
1. Om u ar ett Overtal till Y, sd dr u 4+ 1 inte det minsta dvertalet. Eftersom ﬁ €Z,saar

Z inte tom.

2. Lat v vara ett fixt undertal och y ett godtyckligt 6vertal till Y. D4 &r v < y och alltsd

1 . . ,
; < % Detta visar att Z dr begransad.
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3. LatzeZ, saatt i ar ett overtal till Y och antag att w < z. Vi méste visa att w € Z. Vi
har % < %, sa % ar ett Overtal till Y. Det kan inte vara det minsta eftersom det ar storre
an i Alltsé har vi w € Z.

4. Antag att Z hade ett storsta tal, sdg z. Talet u = i ar ett overtal till Y och enligt

definitionen av Z kan det inte vara det minsta. Lat v < u vara ett mindre overtal, som

inte heller 4r det minsta. Satt w = %; da har vi 4 ena sidan w € Z och 4 den andra w =

% > i = z. Detta motsédger att z dr det storsta talet 1 Z. Alltsa har Z inget storsta tal.

SatsomYZ =1

For det ovan definierade positiva reella talet Z géller YZ = 1.

Bevis

Omtalette YZ, art = y}%, dar y dr undertal och y’ &r ett dvertal till Y. Alltsd d&ry <y’ och
saledes t < 1, varfor t € 1. Antag nu omvint, att t € 1, det vill sdga attt < 1. Eftersom 1 < %

. 1\ n N 1 o n\" ..o
ar (?) =(1+p)">1+pndirp = i 1 ochalltsd yq + yopn <y (;) dér vi later y,
vara ett undertal till Y. Med hjélp av satsen om dver- och undertal, kan vi finna ett tal y € Y

medan y (%) € Y. Om talety (%) ar det minsta Overtalet till Y, ersétts y med ett storre undertal

1Y, diry (%) ar skilt fran det minsta dvertalet. Men nu &r

1
t:y_l
YT

vilket ger att t € YZ. Darmed dr satsen bevisad.

Det inforda talet Z kan vi skriva som % eller Y. Vi kan nu se att ekvationen, X = YZ' har

16sningen Z' = ZX eftersom YZ' = XYZ = X. Losningen &r entydig, ty ur X = YZ' och X =
YZ" foljer att YZ' = YZ" och med hjélp av annuleringslagen far vi d att Z' = Z"".

Sats om minsta ovre grans
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Varje icke tom uppat begransad mangd M av positiva reella tal har en minsta dvre grans. Det
vill sdga det finns ett positivt reellt tal Z sadant att
o X< ZforvarjeXeM

o till varje tal K < Z finns minst ett X € M, sddant att K < X

Bevis
Vi definierar Z som méngden alla positiva rationella tal som dr mindre dn minst ett tal X € M.
Eftersom M inte dr en tom midngd kommer inte Z heller vara tom. Eftersom M dr begrénsad ér
dven Z begransad. Talet Z har egenskap 3 hos snitt och Z kan, enligt definitionen for reella
tal, inte innehalla ndgot storsta element. Z &r alltsé ett snitt och vi ska nu visa att Z uppfyller
de tva punkterna ovan.
e Vi antar att for ndgot X e M géller Z < X. D4 finns ett rationellt tal a, sddant att Z <
a < X. Urrelationen Z < a fér vi att talet a &r ett dvertal till Z. Ur relationena < X
foljer enligt definitionen av snitt att a tillhér mingden Z. Alltsd &r antagandet omojligt.
e Om det for relationen K < Z finns ett positivt rationellt tal a, sd att K < a < Z.Da ér
talet a ett undertal till Z. D4 finns det, enligt definitionen ovan 1 beviset av Z, ett
XeM,sdatta < X. Viharnu visat att K < X vilket ger att punkten dr bevisad.
Enligt satsen om minsta dvre gréns, finns alltid ett positivt reellt tal Z, sé att mdngden utgors

av talen X < Z. Snittbildning bland de positiva reella talen leder alltsd inte utanfor dessa.

I grundldggande analyskurser tas existensen av minsta dvre grins som ett axiom, men genom
att definiera de reella talen som Dedekindsnitt, sa har vi kunnat bevisa den. Vi kan ocksa
bevisa att det finns ett reellt tal G sidant att G> = 2. Lat nimligen G vara den minsta dvre
grinsen till méngden av positiva reella tal x sidana att x? < 2. Antag forst att G < 2, sig
GZ+p=2.0m0<e <1sifirvi

(G+e)?>=G*>+Ge+e?<G*>+4e+e=G?+5e
soméir<2ome < g. Antag & andra sidan att G? > 2, sig G = p + 2. Vikan anta att G <

2.0m0<e <1safar
(G—e)?>=G>—Ge+e>?>G>—4e>G%>—p

ome < % Allts& méaste vi ha G% = 2.
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Reella tal av godtyckligt tecken

Vi har redogjort for de positiva heltalen, de positiva rationella talen och de positiva reella

talen. Vi ska nu gé vidare med att redogora for reella tal av godtyckligt tecken.

Lat X och Y vara positiva reella tal. Vi har tidigare visat att om Y < X sa finns det ett tal Z sd
att

X=Y+1Z
Vi ska nu méngden av de positiva reella talen. Genom att ldgga till talet 0 och de negativa
reella talen. D4 blir ekvationen X = Y + Z alltid 16sbar. Utvidgningen kommer att pAminna

om den utvidgningen av de positiva heltalen till de positiva rationella talen.

Antag att vi har tvd samband X =Y + Z och M = N + Z. Vilket samband maste da rdda
mellan X, Y, M och N? Om vi adderar N respektive Y till de tva ekvationerna, s far vi X +
N=N+Y+ZochM+Y=N+Y+7Z vilket ger X+ N =M + Y. Om detta samband
omvint géller, s& kan man lisa rdkningarna 4t andra héllet och far med hjilp av
annuleringslagen for addition att X = Y +Z och M = N + Z. Det som vi nu har redogjort for

kommer vi ha anvdndning av i nedanstidende definition.

Definition
Lat X, Y, M, N, ... vara positiva reella tal och (X,Y), (M, N),... vara par av sddana tal, givna i
en viss ordning. Man séger att talet (X, Y) dr ekvivalent med paret (M, N) om och endast om
X+ N =M +Y. Detta gér att skriva

X,Y)~ (M,N) omoch endastomX+N=M+Y

Vi vill nu visa att (X, Y)~ (M, N) &r en ekvivalensrelation. Till att borja med &r den reflexiv
eftersom (X, Y)~ (X,Y) betyder att X + Y = Y + X, vilket ju &r sant. For att visa symmetrin, sa
kan vi lagga marke till att (X, Y)~ (M, N) och (M, N)~ (X, Y) &r ekvivalentamed X + N =

M + Y respektive M + Y = X + N, som ju ocksa ar ekvivalenta. For att visa transitivitet, sd
antar vi att (X, Y)~ (M, N) och (M, N)~ (P, Q). Detta betyder att X + N = M + Y respektive

M + Q = N + P. OM vi adderar dessa ledvis, sa farviX+ M+ N+ Q=Y+ M+ N + P och
annuleringslagen for addition ger X+ Q = Y + P, dvs (X, Y)~ (P, Q).
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Utifrén det hir kan vi konstruera en indelning av méngden av alla par (X,Y) 1 klasser. Om tva
par tillhor samma klass, dr dessa ekvivalenta. Om de inte tillhér samma klass kan de aldrig

vara ekvivalenta.

Vi kommer nu att infora reella tal av ett godtyckligt tecken.

Definition
Med ett reellt tal menas en ekvivalensklass av ordnade par av positiva reella tal med avseende

pa ekvivalensrelationen ovan.

Lat reella tal betecknas med a, b, ¢, ... Om paret (X,Y) ar en representant for det reella talet a
och om paret (M, N) &r en representant for det reella talet b, géller likhet mellan a och b om
och endast om X + N = M + Y. Vi definierar nu;

e Additionta+b= (X+M,Y+N)

e Multiplikation: ab = (XM + YN, XN + MY)

e Ordning: a < b géllerom ochendastomX+N <M +Y

Vi kommer nu inte att redogéra for rdkne- och ordningslagarna for reella tal av godtyckligt

tecken pa grund av att dem visas analogt med dem for positiva rationella tal.

Viskanulosaa=Db +x. Vilatera = (X,Y) ochb = (M, N) vara givna reella tal och x ér
okint. Ekvationen kan vi 16sa och vi fir dd att x = (X + N, Y + M) eftersom
b+x=MN+X+NY+M)=X+M+NY+M+N)=XY) =a

Enligt annuleringslagen for addition &r 16sningen entydig. Den skrivs x = a — b.

Vi ska nu definiera vad som menas med att reellt tal dr noll, positivt eller negativt: Betrakta
talet € = (Z,Z). En ekvivalent representant for talet &r tydligen (Z',Z"), dér Z' &r godtyckliga
positiva reella tal. For ett godtyckligt tal § = (X, Y) géller
e+6=CZ0D+XY)=X+ZY+ZL)=XY)=6
det vill séga talet € = (Z,Z) dr den entydigt bestimda 16sningen till ekvationen
e+86=296
Vi betecknar € = (Z,Z) med 0.
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Latnu & = (X,Y) vara ett reellt tal. Enligt ovan géller en och endast en av relationerna
X,Y) > 0,(X,Y) =0o0ch (X,Y) < 0. Om vi skriver (Z,Z) = 0 blir dessa fall ekvivalenta
medX+Z>Y+Z, X+Z=Y+ ZrespektiveX+Z <Y+ Z,detvill sigamedX > Y, X =
Y och X <Y.Idet forsta fallet finns ett positivt tal P sa att X = P + Y. I detta fall identifierar
vid = (X,Y) = (Y+ P,Y) med det positiva reella talet P, (P + 1,1). Om X = Y har vi redan

betecknat talet 8 med o och om X <Y kallar vi 6 negativt.

Vi ska nu undersoka det motiverade 1 identifikation av (P + 1, 1) med det positiva reella talet
P. Vi borjar med definitionen av addition for reella tal med godtyckligt tecken. De positiva
reella talen P och Q svara mot klasserna med representanterna (P + 1, 1) respektive (Q +
1,1). Nér vi adderar P och Q med varandra ger klassen med representanterna (P + Q + 2, 2),
som svara mot det positiva talet P + Q. Vi fortsétter nu med multiplikationsdefinitionen. Vi
har att de positiva reella talen P och Q svara mot klasserna med representanterna (P + 1, 1)
respektive (Q + 1, 1). Vi multiplicerar nu P och Q med varandra far vi klassen med
representanterna (PQ + P+ Q + 2,P + Q + 2). Klassen svarar mot det positiva talet PQ.
Avslutningsvis gér vi igenom ordningsdefinitionen. De positiva reella talen P och Q svara mot
klasserna med representanterna (P + 1, 1) respektive (Q + 1, 1). Relationen P < Q géller om
och endastom P + 2 < Q + 2 giller.

Sats om minsta ovre grins for reella tal

Varje uppét begrinsad méngd M av reella tal har en minsta ovre gréns.

Bevis

For att bevisa detta later vi a vara ett element i M och 6ka samtliga elementen i méngden med
t =1 — a. D4 far vi en miangd, M’, som har minst ett positivt element vilket ar 1. Vi far en
delmangd M" av M, som har alla positiva element i M'. Enligt sats om minsta 6vre gréns for
positiva reella tal, kommer M"’ att ha en minsta 6vre grins G. Vi far d4 att talet G — t &r den

minsta ovre gransen till den ursprungliga méngden M.

Genom att infora de reella talen har det gér att bevisa satsen om minsta dvre grans. Dessutom

vet vi att méngden av alla positiva reella tal, vilkas kvadrater dr < 2, har en minsta dvre grins

G och att G = 2. Vidare kan vi litt visa att G = /2 inte kan vara nigot rationellt tal. Det

existerar alltsa snitt som inte ar rationella. Dessa kallas irrationella tal.
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Summering och slutsats

I denna uppsats har vi gatt igenom hur positiva heltal, positiva rationella tal, positiva reella tal
samt reella tal av godtyckligt tecken. Dessutom har vi gétt igenom Richard Dedekinds historia

samt ekvivalensklasser och —relationer.

I uppsatsen finns néstan inga tal, utan hela uppsatsen dr uppbyggd pa bevis for godtyckliga
tal. Det hér ar ett abstrakt arbete som har manga ganger lett till att jag har kliat mig i huvudet
en och tva ganger for att kunna forstd och konstruera bevisen. Flera ganger har jag och min
handledare diskuterat hur konstruktionen av tal 4&r matematikens filosofi. Jag tycker verkligen
att det stimmer in pa det har arbetet. Den hér resan, som ett uppsatsskrivande &r, har varit helt
utmattande, irriterande och forvirrande. Men nu i slutet av resan, uppskattar jag den och

angrar verkligen inte att jag har genomfort den.
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