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Sammanfattning

Att ga fran tvadimensionella till attadimensionella algebror, att ut-
vidga de komplexa talen till oktonionerna. Det hér arbetet bygger pa den
resan, till de hyperkomplexa algebrorna samt vilka regler som fortséitter
att gilla och vilka som slutar att gélla nédr vi nar hogre dimensioner.
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1 Inledning

Pa grundliggande niva inom matematiken ldr sig ménniskor att rékna med de
reella talen och under gymnasieutbildningen introduceras de komplexa talen
som &r en utvidgning av de reella talen, men att ytterligare utvidga de kom-
plexa talen &dr det allt farre som far tillfalle att gora. De komplexa talen &r en
tva-dimensionell algebra och vill vi utvidga dessa far vi fram kvaternionerna
som ar en fyra-dimensionell algebra. Med ytterligare en utvidgning finner vi
oktonionerna och sedan sedenionerna, men i det hir arbetet kommer vi som
hogst fokusera pa den atta-dimensionella algebran som &r oktonionerna. I ar-
betet kommer jag behandla Eulers fyrkvadratsformel, vilken bygger vidare pa
tvakvadratsformeln som séger att:

(a® + b)) (c? + d*) = (ac — bd)?* + (ad + bc)?.

Inledningsvis kommer jag beskriva allménna lagar som jag kallar for naturliga
lagar, dessa lagar &dr vitala for en algebra. Vidare kommer tre rédknelagar som
inte dr en forutséttning for en algebra men om de géller sa blir det enklare att
rakna inom algebran, dessa tre lagar kommer successivt férsvinna nér vi nar
algebror i hogre dimensioner. Det hir arbetet fokuserar alltsa pa de raknelagar
och andra egenskaper en algebra innefattar.

Arbetet dr i huvudsak baserad pa boken [2] kapitel 3 och 6, men inspiration, in-
formation och detaljkunskap har &ven himtats fran 6vriga referenser som ndmns
i slutet.

2 Algebra

Algebra ar laran om matematiska symboler och de regler som finns for att arbeta
med dessa symboler. Den grundliggande delen av algebran kallas for elementdr
algebra och den mer djupgaende kallas for abstrakt algebra. Ordet algebra kan
syfta pa olika saker, som det ndmndes ovan kan algebran syftas till en gren
inom matematiken eller sa kan det syftas pa en matematisk struktur. Nir jag
nu framover kommer att prata om en algebra kommer jag syfta pa ett algebraiskt
system i n dimensioner som pa ett matematiskt sitt kan skrivas som:

(al, ceny an) = a1i1 + agig + a3i3 + . —|— Cl,nin

dir aq,as, ...an r reella tal (R) och iy, 42, ...1, dr basvektorer i R™ som foljer
de naturliga lagarna:

e Skaldrmultiplikation

k(alil -+ agig -+ a3i3 + -4 anzn) = kalil + kagig + kagig + -4 kanzn



samt
(ki1)ia = i1(kiz) = k(i1i2)

dér a,b,k € R och ¢ &r det imaginéra elementet som bestdms av R"™.

e Addition
(@191 + agiz + azis + - - - + anin) + (b1iy + batia + bzig + - - + bpin) =

= (al + bl)il + (a2 + bz)ig + (a3 + b3)i3 + ...+ (an + bn)ln

dér a,b € R och ¢ dr det imaginéra elementet som bestdms av R"™.

e Distributivitet
z(y+2z) =xy+ 2

samt
(y+2)x =yx + 2z

dér x,y,z € A.

Definition 1. En n-dimensionell reell algebra ar ett reellt vektorrum R™ som
foljer de naturliga lagarna for addition, skaldrmultiplikation, distributivitet samt
har en specifik multiplikationstabell for baselementen:

11,212,138, -+ In-

2.1 Raiknelagar

Réknelagarna &r inte samma for alla algebror utan vilka lagar som géller kan
skilja sig mellan algebrorna. En algebra A &r:

1. Associativ om for alla z,y,z € A
(ry)z = z(y=)
2. Kommutativ om for alla z,y € A
Ty =yx

3. En divisionsalgebra om:

e Det finns ett element e, déir e € A sa att xe = x = ex for alla z € A.
Vi betecknar e = 1 och kallar den fér enhetselementet.

1 1

o For varje « # 0 s& finns det en 27! sd att za™! = e = 2712 déir e ar

enhetselementet.
Denna definition géller for associativa algebror.



Exempel 1. Vilka riknelagar giller for algebran R2*2? Algebran bestar av
alla 2 x 2-matriser.

Vi borjar med att kontrollera om algebran &r associativ. Det sker med vanlig
matrisberdkning vid multiplikation.

()= )= ()

Vi vill alltsa underscka om (zy)z = z(yz), vilket vi gor genom att forlinga
vénsterledet och se om vi far ut hogerledet:

a b\ (e f m n\ _[(ae+bg af+bh\ (m n\
c d)\g h o p) \cet+dg cf+dh)\o p)
aem +bgm + afo+bho aen + bgn + afp + bhp
cem 4 dgm + cfo+ dho cen 4 dgn + cfp + dhp

aem + afo+ bgm + bho aen + afp + bgn + bhp
cem + cfo+ dgm + dho cen + cfp + dgn + dhp

a b\ (em+ fo en+fp\ [(a b e f\fm n
(c d> (gm+h0 gn+hp>_(c d)((g h> (0 p>>

Det visar sig att (zy)z = x(yz) och algebran &r da associativ. Vi gar vidare och
undersoker om méangden dr kommutativ och vi borjar med vénsterledet:

a b\ (e f\ _[(ae+bg af+0bh
c d)\g h) \ce+dg cf+dh)’

Vi fortsétter sedan med hogerledet:

e f\[(a b\ [ea+ fc eb+ fd

g h)\ec d) \ga+hc gb+hd)’
Vi jamfor vansterledet med hogerledet och ser att VL # HL, sa zy # yx vilket
visar att algebran inte &r kommutativ.

For att algebran ska vara en divisionsalgebra s giller att det for varje z € R2%2
och z # 0 skall finnas en invers 2~ !. Algebran ir inte en divisionsalgebra. Om
determinanten av en matris x ar 0, det(x) = 0, sa finns det ingen invers. Vi
uteldmnar beviset for det men ett exempel pa en sadan matris &r

En algebra som bestar av méngden av alla 2 x 2-matriser ar alltsa associativ
men inte kommutativ och division &r inte mojligt.



Exempel 2. Vilka riaknelagar géller for de komplexa talen?

Vi borjar med den associativa lagen och kontrollerar om (zy)z = x(yz) dar
z,y,z € C.
x=(a+bi),y=(c+di),z=(e+ fi),

dir a,b,c,d,e, f € R och i har egenskapen att i2 = —1. Vi borjar utveckla
vénsterledet:

((a+bi)(c+di))(e + fi) = ((ac — bd) + (ad + be)i) (e + fi) =
(ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i.
Vi fortsétter med att utveckla hogerledet:
(a+bi)((c+di)(e + fi)) = (a+ bi)((ce — df ) + (cf + de)i) =
(ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bee — bdf )i.

Vi ser da att de komplexa talen &r en associativ algebra.
Vi gar vidare med att understka om zy = yx och borjar aterigen med att
utveckla vénsterledet:

(a4 bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.
Sedan utvecklar vi hégerledet enligt de naturliga lagarna:
(c+ di)(a + bi) = ca + cbi + dai + dbi* = (ac — bd) + (ad + be)i.

Det visar sig att VL=HL och de komplexa talen d&r kommutativ.
Vi fortsitter med att kontrollera om det finns en invers =1 for varje x # 01 C.

Vi pastar att 71 = a‘é;l;)iz och vi kontrollerar det genom att rikna ut xz~!.
et = (a4 i) TV @ abitabit bt @t b
a2 + b2 a2 + b2 2

De komplexa talen dr alltsa en divisionsalgebra déir bade associativitet och kom-
mutativitet géller.

2.2 Isomorfi

Definition 2. Att tva algebror, A och B, dr isomorfa med varandra innebér
for det forsta att det finns en bijektion:

f:A— B.

For det andra géller att addition, subtraktion och multiplikation i den ena alge-
bran svarar mot addition, subtraktion och multiplikation i den andra algebran:

flz+y)=fz)+ fy)
flaz) = af(z)

flzy) = f(x)f(y)
dér z,y € A och a € R.



Detta betyder att for att tva algebror ska vara isomorfa med varandra ska
elementen fran den ena algebran paras ihop med elementen fran den andra
algebran samt att rédkning inom den ena algebran svarar mot rédkning i den
andra algebran.

Ett annat sitt att se pa isomorfi kan vara att om tva algebror har olika bas men
delar samma multiplikationstabell s&a adr de isomorfa, det hir siger samma sak
som definitionen ovan.

Sats 1. Twa algebror dr isomorfa med varandra da de har olika baser men delar
samma multiplikationstabell.

3 Tvadimensionella algebror

En reell algebra pa R? med basen 1,¢ dir det existerar ett enhetselement kan
skrivas pa formen a+b¢. Rikningen for addition sker enligt de naturliga lagarna
och ser ut som foljer:

(a+b8)+ (c+df) =(a+c)+ (b+d)¢
samt for multiplikation:
(a+b&)(c+dE) = (ac — bd) + (ad + be)€

dér vi forutsitter att €2 = —1, vilket #ir de komplexa talen. Men vad skulle
hénda om vi bortser fran det och ser £2 som ett godtyckligt tal i R?, namligen

& =p+at

Ett snabbt antagande skulle vara att vi skulle kunna framstélla ett odndligt
antal av algebror i R? men vi ska visa att s& inte #r fallet. Varje algebra vi kan
konstruera dr isomorf med nagon av foljande:

1. Komplexa tal C

i?=—1
2. Duala tal D

w?=0
3. Dubbla tal E

=1

De hér tre algebrorna delar samma multiplikationstabell med undantaget i den
fjarde kvadranten:

11¢
1[1]¢
§1&1°




Sats 2. Varje algebra i R? med ett enhetselement dr isomorf med antingen de
komplexa, duala eller de dubbla talen.

Bevis. Hur kan vi da se vilken algebra som ér isomorf med nagon av dessa tre
algebror. Det sker genom en process som ser ut pa foéljande sétt:

Vi har en algebra A = {a + b¢ | a,b € R} diir ¢ € R?, algebran A har ett
enhetselement samt foljer de naturliga lagarna. Vi borjar med att samla £ i
vénsterledet:

E=p+q
& —q=p.

Vi kvadratkompletterar sedan och samlar de reella elementen i hogerledet.

2
e, T
E=35)" =p+
Det har leder till tre olika mojligheter:

e Antag forst att p + % ar ett negativt tal

2

q

L <o,
P+

da kan vi ansétta p + % som —k? dir k # 0 och k € R eftersom k? alltid

ar ett positivt tal,
2

q 2
= = —k*.
P+4

Vi har da att: q
(- Ty =

Vi delar bada leden med k2

q L2
T A . |
(=55 + 78
dér vi kan beteckna parentesen i vinsterledet som I alltsd 12 = —1.

Utifran det hir kan vi 16sa ut & och skriva varje tal a + b€ som ett tal
a +bIdirI?=—1: )
q
I=———+-¢
+ k{
Vi multiplicerar med k i bada leden och ser till att £ dr ensam i hogerledet

M:—g+§ =

q
=+ kI=C¢
2 + ¢
Nu kan vi skriva om det till var nya bas a’ +b'T :

atbE=a+b(d+ kD) = (a+bd)+ bkl =a' +b'1



dar a + b% =a och bk = b'. Det visar att dven 1 och I iir en bas i R? :

Ser vi till multiplikationstabellen och minns sats 1 sa ser vi att algebran
A &r isomorf med C.

1 1
1|1 I

1| -1
* |1 7
1|1 )
i |1 | —1

Antag nu i stéllet att p + % ar ett positivt tal:

2
q
— >0,
P+4

da kan vi ansitta p + % som k2 diir k #0 och k € R

2

q 2
= =k°.
p+ 1
Da har vi att: q
-1 =w.

Aterigen delar vi bada leden med k2
q Lo
472
(— -+ 26)
dar vi kan beteckna parentesen i vinsterledet som & alltsa
e2=1.

P& samma sétt som innan kan vi se den nya basen 1, e samt med hjilp av
multiplikationstabellerna att A &r isomorf med E.

1] e

1] e
ele|l
* |1
111
elell




e Slutligen antar vi att p + % =0
42
—_ 2 _9
-2y =0,
dér vi kan beteckna parentesen i vénsterledet som € alltsa
0*=0.

Aterigen har vi en ny bas 1, och med hjilp av multiplikationstabellerna
ser vi att A ar isomorf med D.

x| 11 Q
1111]Q
Q1|0
* |1 | w
11| w
wlw]|O0

Vi har da bevisat att de hér tre utfallen ger oss antingen de komplexa, duala
eller dubbla talen. O

Exempel 3. Vilken tvadimensionell algebra #r A isomorf med,
A={a+bj|abeR}

dir j2 =1+ 47
Vi borjar med att samla alla j i vansterledet:
=14
P-j=1
Aterigen kvadratkompletterar vi och samlar de reella elementen i hogerledet:
5

o1y
(J—Q) s

Nu dividerar vi med % i bada leden och far

2 1,
22 y2
VAR
A &r isomorft med de dubbla talen. For att det ska vara sant ser vi tillbaka till
definition 2. Bijektionen &r:
29 1
g:E— A g:1—1, g:ew(%f?).

Sedan ska rdkningarna svara mot varandra:



gz +y) =g(x) +9(y)

dir z,y € E, och da borjar vi med att utveckla vénsterledet enligt de
naturliga lagarna:
9((a +be) + (c + de)) =

glla+c)+ (b+d)e) =
(a—i—c)—l—(b—i—d)(\f \[)

Sedan utvecklar vi hogerledet enligt de naturliga lagarna:

gla+be) + g(c+ de) =

1 1
(a—ﬁ—b(\[ \[))+(c+d(\7 7) =
(a—i—c)—l—(b—l—d)(\f \[)

glax) = ag(x)

dir x € E och o € R. Enligt de naturliga lagarna utvecklar vi forst
vénsterledet:

g(a(a+ be) =
afatb(2L — ) =
V5 V5
aa + ab(— — —)
V5B
Sedan utvecklar vi hogerledet enligt de naturliga lagarna:
ag(a+ be) =
2 1
ala+b(—= - —%=) =
27
aa + ab(— — —)
V5V

g(zy) = g(z)g(y)

diir z,y € E. Aterigen utvecklar vi viinsterledet enligt de naturliga lagarna:
9((a+be)(c + de)) =

g(ac + ade + bee 4 bde?),

10



da €2 =1 sa far vi att
g((ac+ bd) + (ad + be)e) =
23 1
(ac+bd) + (ad + bc)(7‘]S — %)

Nu utvecklar vi hogerledet enligt de naturliga lagarna:

gla+be)glc + de) =
1 2j 1.
(a+b(7—7))( +d(ﬁ_%))_
1 2 1 2i 1,
ac—i—ad(\[ \/>)+b(\[ *5) bd(ﬁ_%)v

och da (TJ - %) =1 ger oss

(ac+bd) + (ad + bC)(T — %)

Vi ser da att det finns en bijektion och att vinsterledet dr lika med hogerledet
for alla rdkningar, vi konstaterar da att algebran A &r isomorf med E.

4 Tredimensionella algebror

Flera forsok till att utvidga de komplexa talen till en algebra i R? har gjorts,
bland annat av Hamilton. Vi ska nu visa att det inte &r mojligt, om vi utvidgar
de komplexa talen till R® med ett nytt element j kommer vi att se att det nya
elementet, j fortfarande &r ett element i de komplexa talen.

Sats 3. Det gar inte att utvidga de komplexa talen till en tredimensionell as-
sociativ algebra pa formen a + bi + ¢j dir a + bi beter sig som de komplexa
talen.

Bevis. Vi skall visa att j faktiskt maste vara pa formen a + bi. ij &r pa denna
form
ij=a+bi+cj

dér a + bt beter sig som komplexa tal, ¢ € R och j &r ett nytt imaginért
element. Vi borjar med att multiplicera in 4 fran vénster och anvénder oss av
den associativa lagen si att vi far 4> = —1 i véinsterledet.

i%j = ai + bi2 + cij
—j=-=b+ai+cij
vi multiplicerar med —1 och ersétter ij i hogerledet med a+ bi + ¢j som likheten
i borjan
| =b—ai — cij

11



j=b—ai—cla+bi+cj)
j=b—ca+chi—ai—c?j
vi samlar alla element med j i vénsterledet och bryter ut j
(1+¢c*)j= (b—ca)+ (cb—a)i

och nu dividerar vi bada leden med (1 + ¢?) som &r ett reellt tal

. b—ca n cb—a\.
= — — |4
J 1+ c2 1+ c2

dar Z{;Z‘; dr den reella delen och f_’:c‘; den imaginéra delen. Vi ser da att det

inte sker nagon utvidgning fran de komplexa talen. O

Det gar givetvis att konstruera en algebra i tre dimensioner om vi utgar fran
de komplexa talen. Den forsta tabellen kénner vi igen som de komplexa talen
medan den andra tabellen dr var utvidgning.

x| 1 1
11| 4
il 1| —1

I
—_
O O, |,

Sl S = %
.| = b= =
~

Enligt sats 3 ar vi ute efter en associativ reell algebra och det dr just det som
blir problemet. Den nya algebran vi konstruerat ér inte associativ, vilket fram-
kommer genom:

(if)j = —J

i(ij) =0
enligt multiplikationstabellen.
Intressant kan vara att nidmna Frobenius sats som séger att en associativ reell
divisionsalgebra dr isomorft med antingen de reella talen, komplexa talen eller

kvaternionerna. Légger vi till rdknelagen kommutativitet &r algebran endast
isomorft med antingen de reella eller komplexa talen.

5 Kvaternioner

Kvaternionerna dr en fyradimensionell algebra som upptécktes av William Ro-
wan Hamilton ar 1843. Hamilton hade sen en tid tillbaka sokt sédtt att utvidga
de komplexa talen till hogre dimensioner men hade inte lyckats med en tre-
dimensionell algebra och samtidigt behalla den associativa lagen, nagot som vi
tidigare visade inte vara mojligt. Han lyckades ddaremot med en fyra-dimensionell

12



algebra, nagot som sedan kom att kallas for Hamiltons kvaternioner. Kvaternio-
nerna har en del likheter med de komplexa talen. Exempelvis ér kvaternionerna
associativ samt en divisionsalgebra. Dér kvaternionerna framforallt skiljer sig
vid rdkning ar att den kommutativa lagen inte géller.

5.1 Kvaternionernas riknelagar

Kvaternionerna bendmns med ett H och ser ut som foljer:
H={a+bi+cj+dk]|ab,cdcR}diri*=j>=k*=ijk=—-1

Lat ¢ = a + bi + ¢j + dk vara en kvaternion. Vid rikning med kvaternioner vill
vi aterigen att de naturliga lagarna ska gélla:

e Skaldrmultiplikation
ala+bi + cj + dk) = aa + abi + acj + adk

samt likheten
(aq1)(Baz) = (aB)(q142)
ska gélla for varje a, 8 € R.

e Addition
(a+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+hk) = (a+e)+ b+ fi+ (c+9)j+ (d+h)k

e Distributivitet
x(y+z) =axy+zz

och
(x+y)z=22z+yz

ska gélla for alla x,y, z € H.

Utover de naturliga lagarna dr kvaternionerna en divisionsalgebra dir associati-
vitet géller men inte kommutativitet, nagot vi kommer bevisa senare i avsnittet.

5.2 Hamiltons multiplikationstabell

For att underlédtta rakningar med kvaternioner kan vi stélla upp en multipli-
kationstabell, Hamiltons multiplikationstabell. Vid utrdkningarna kommer vi
forutsitta att den associativa lagen géller samt att det finns en invers for varje
x € H da x # 0. Till en borjan kan vi se att respektive invers till 4, j, k &r
il = —i,j7' = —j, k7' = —k. Sedan far vi ut ij = k, jk = i,ik = —j,ji =
—k,ki = j,kj = —t enligt rakningarna nedan.

13



ijk =—1
vi multiplicerar in k~! fran hoger och minns att k! = —k. Vi forutsitter
att H #r associativ och kan da rikna ijkk~—! som ij(kk~1) :

ijkk™t = —1k7!

ij = (=1)(=Fk)
ij = k.
igk = —1
vi multiplicerar in i~! fran viinster och minns att i~' = —i. Aterigen

anvénder vi oss av den associativa lagen:
itk =—1i""
gk = (=1)(=1)

7k =1.

Pa samma sétt raknas resterande ut:

iy =k
kij = k2
kijj—t=—1j""
ki=j.
ki=j
kik = jk
k™ kik = k™'
ik = —ki
ik = —j.
jk =1
gkj =ij
iNikj =37k
kj = —jk
kj=—i



1] =

jij = jk
giji—t =i~

ji=—ij

ji = —k.

Nu kan vi sétta ihop det till Hamiltons multiplikationstabell:

1] i35 ] k
1] i | j | &
i | -1 k |-
=k | =1
k| j | =i | -1

T | | %
<

Sats 4. For att ge en fullstindig formel for kvaternionmultiplikation rdcker
det med att ha Hamiltons multiplikationstabell samt de naturliga lagarna fran
avsnitt 5.1.

Bevis. Med Hamiltons multiplikationstabell och de naturliga lagarna kan vi
alltsa ge en fullstdndig formel for multiplikation med kvaternioner. Lat a +
bi + dj + dk samt e + fi 4+ gj + hk vara tva kvaternioner sa ser formeln for
multiplikation med kvaternioner ut som féljande:

(a+bi+cj+dk)(e+ fi+ gj + hk) =
ae + afi+ agj + ahk + bei + bfi? + bgij + bhik+
+ cej + cfji + cgj* + chjk + dek + dfki + dgkj + dhk* =
= (ae —bf —cg — dh) + (af + be + ch — dg)i+
+ (ag + ce + df —bh)j + (ah + de + bg — cf)k

dér vi anvdnder oss av lagen for skaldrmultiplikation och distributivitet samt
ser enligt multiplikationstabellen att i = j2 = k2 = —1,ij = —ji = k. ki =
—ik =j,jk = —kj =1. O
5.3 Associativitet, kommutativitet och division

For att bevisa vilka raknelagar som géller for kvaternionerna sa behover vi infora
nagra nya begrepp.

Sats 5. Det finns ett enhetselement, e = 1+ 0i 4+ 0j 4+ 0k sa att ge = q = eq for
varje g € H.

Det ar trivialt att se att e = 1 och utelimnar da beviset.

15



Definition 3. Med ¢ menar vi konjugatet av ¢ dir de imaginéra enheterna
byter tecken. Om ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk, sa &r ¢ = a — (bi + ¢j + dk).

Sats 6. Summan och produkten av en kvaternion med sitt konjugat dr reella
tal, det vill sdga:

qg+q="2a
G = a®>+b* + 2+ d%
Bevis. Lat ¢ = a + bi + ¢j + dk. Vi riknar da ut ¢ + ¢ och ¢q i enlighet med
de naturliga lagarna samt multiplikationstabellen. For ¢ 4+ g ser rdkningarna ut

som foljer:
g+ qg=(a+bi+cj+dk)+ (a—bi—cj—dk)=

(a+a) + (bi —bi) + (¢j — cj) + (dk — dk) = 2a.
For qq ser rdkningarna ut som foljande:
q7 = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)=
(a® — abi — acj — adk)+
(abi + b* — beij — bdik)+
(acj — beji + ¢* — cdjk)+
(adk — bdki — cdkj + d*) =
(@2 4+ 0%+ 2 +d®)+
(abi — abi — cdjk — cdkj)+
(acj — acj — bdik — bdki)+
(adk — adk — beij — beji) =
(a® +b*+c2+d?)+ (ab—ab—cd+cd)i+ (ac—ac+bd —bd)j + (ad—ad —be+be)k =
a? +b% +c* + d%.
O

Sats 7. For kvaternionerna gdller att konjugatet av en summa dr summan
av kongugaten av termerna. Det gdiller dven att konjugatet av en produkt dr
produkten av konjugaten av faktorerna fast i omvind ordning, alltsa att:

G1+@=q+q6

och

a2 = @q-
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Bewvis. Sitt g1 = a + bi + ¢j + dk och qg; = e + fi+ gj + hk, vi borjar med att
16sa ¢ + g2 = 1 + ¢o. Forst raknar vi ut vinsterledet:

g tg=(@+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+hk)=
(a+e)+ O+ fli+(c+g)j+(d+h)k=
(a+e)—(b+ fli—(c+g)j—(d+h)k
och fortsétter sedan med hogerledet:
G +q@=(a—bi—cj—dk)+ (e— fi—gj— hk) =
(a+e)—(b+ fli—(c+g)j— (d+ h)k.

Vansterledet dr alltsa lika med hogerledet.
Vi léser nu §1qz = ¢2¢1. Aterigen bérjar vi rikna ut vinsterledet:

gz = (a+bi+cj+dk)e+ fi+gj+hk)=
ae + afi+ agj + ahk + bei — bf + bgij + bhik+
cej +cfji — cg+ chjk + dek + df ki + dgkj — dh =
(ae —bf — cg — dh) + (af + be 4 ch — dg)i+
(ag + ce + df —bh)j + (ah + de 4+ bg — cf )k =
(ae—bf —cg—dh)+(dg—af—be—ch)i+(bh—ag—ce—df)j+ (cf —ah—de—bg)k

och fortsétter sedan med hogerledet:

@q = (e — fi—gj — hk)(a —bi —cj — dk) =
ae — bei — cej — dek — afi —bf + cfij + dfik—
agj + bgji — cg + dgjk — ahk + bhki + chkj — dh =
(ae—bf—cg—dh)+(dg—af—be—ch)i+(bh—ag—ce—df)j+(cf —ah—de—bg)k,

och aterigen ser vi att vinsterledet dr lika med hogerledet. Notera att vid mul-
tiplikationen byter kvaternionerna ordning, nagot som hénger ihop med att
raknelagen kommutativitet inte existerar inom H. O

Definition 4. Absolutbeloppet av en vektor = (a1, as,...,a,) = ari;+asis+
-+ api, kan geometriskt ses som avstandet fran origo till punkten x och &r
det icke-negativa reella talet som ges av

|z = \/a% +ai+..+a2.
For H noterar vi enligt sats 6 att:

2] = Va2 + b2 + 2+ d2 = \/(a+ bi+ cj + dk)(a — bi — ¢j — dk) = V2T,
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Sats 8. A dr en associativ algebra med enhetselement, om det existerar en
multiplikativ invers for varje x € A sa dr denna invers unik.

Bevis. Om xy =1 = yx och xz = 1 = zx och tar talet yxz sa kan vi med hjilp
av den associativa lagen se att z = y, det foljer som nedan:

z=1z=(yr)z = y(zz) =yl = y.
O

Sats 9. For varje kvaternion ¢ = a4+ bi+ ¢j + dk # 0 sa finns en multiplikativ
invers ¢~ sddan att
gl = a _ q
|q|2 a2+b2+62+d2'

Beuis. Vi behover visa att foljande likheter géller:

T, T
lq|? lq/?

Eftersom gq = q7 = |q|?> = a® + b? + ¢ + d? #r ett reellt tal har vi att

q 1 (7)_a2+b2+62+d2_1
|q\2q_a2+b2+02+d2 W= szt

och
T _ (40) 1 _a@t+l+d
e~ arprere " @2+iR++d

O

Enligt sats 8 ar alltsa denna invers entydig bestdmd om vi har att géra med en
associativ algebra med enhetselement.

Sats 10. Kwaternionerna dr en divisionsalgebra ddr associativitet gdller men
inte kommutativitet.

Beuvis. Betrakta tre kvaternioner:
@ =a1+biit+aj+dik
G2 = a3 + bai + coj + dok
q3 = az + bsi + c3j + dsk.
For att kvaternionerna ska vara associativa ska foljande likhet gélla:
(1192)a3 = q1(q293)-

For att bevisa att vénsterledet &dr lika med hogerledet sa behovs det att visa
att respektive 64 produkter i vénsterledet &r lika med de 64 produkterna i
hogerledet. Det &r inte omdgjligt om &n véldigt omstéandligt. T stéllet kan vi
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jamféra nér g1, g2 och g3 dr nagon av kvaternionerna 1,4, j eller k. Snabbt kan
vi konstatera att om nagon av qi, gz eller g3 dr 1 sa kommer likheten (g1¢2)gs =
q1(q2g3) att gélla. Det resterar i 27 fall och vi behover da endast(!) kontrollera
att de fallen stimmer 6verens for att bevisa att det &r en associativ algebra. Vi
gar inte igenom alla fallen men ger hir nagra exempel:

o i(jk)=ii=—1=kk=(ij)k
o k(ik) = k(—j) =i = jk = (ki)k

o j(Gi) =j(=k) = —i= (=)= (4j)

For att kvaternionerna ska vara kommutativ ska likheten xy = yx gélla for
alla z,y € H. Utifran multiplikationstabellen kan vi se att det inte géller vid
rikning med kvaternioner. Det ser vi exempelvis genom att ik # ki, ij # ji
samt jk # kj.

For att division ska gélla i en algebra ska foljande punkter gélla:

1. Det ska finnas ett enhetselement e med egenskapen att ze = x = ex for
alla z € H, vilket vi gick igenom i sats 5.

1 1

2. For varje x # 0 dér x € H finns det en 27" sa att zz™" =1 = 7z,

vilket vi bevisade i sats 9.

Intressant kan ocksa vara hur vi kan rdkna ut kvoten for en ekvation i H vilket
inte dr sa sjélvklart som vi skulle vilja tro. Eftersom kvaternionerna inte ar
kommutativ sa finns det inte endast en kvot utan tva som ser ut som foljande:

q271 = q1

denna kvot z; kallas for den vénstra kvoten av ¢; pa go och &r entydigt bestamd
om gz # 0
Z2q2 = 1

och denna kvot xs benimns som den hogra kvoten av g; pa g och dr dven
denna entydigt bestdmd om go # 0. For att fa fram en formel for att 16sa ut x;
borjar vi med att multiplicera in g5 ! fran vénster hall

4271 = q1

@ (@r1) = ¢; a1
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Kvaternionerna &r associativa, vilket ger oss att (g3 1q2)x1 =qy 1(qul) samt sa
vet vi enligt sats 9 att q{lqg =1 och q2_1 = ‘;172‘2 sa

@ er =9 g —

L
T = —5q-
P el

Gor vi likadant med den hogra kvoten men multiplicerar in ¢, ! fran hoger sida
sa far vi:

242 = q1

T2g205 " = g5 " —
1

T2 = 30142
g2

Att losningarna ska vara entydiga dr inte sjilvklart da det finns flera exempel
pa algebror som saknar eller har flera losningar. Om vi ser till méngden av
alla heltal si saknas det 16sning till ekvationen 2z = 3 och ser vi till R?>*2 sa
kan det finnas flera 16sningar. Lat ¢ = ((1) é) och p = (8 8> sa ska vi 16sa

6 0) 6 0)= (o)
(0 0) (5 8)=( o)

Exempel 4. Los kvoterna ur ekvationen: (1+i)zy; = j+k samt zo(1417) = j+k.
Vi anvéander oss av formlerna vi fick ut hir ovan

ekvationen gxr = p. Da ser vi att z = (0 8) samt x = ( 1 0) dr 16sningar

till ekvationen:

1
1= 7—5%0 =
|2
1(1 N + k) 1('+k i — ik) 12, ,
(1= == —1j —ik) = =25 = 7.
5 J 5\ J 92 =
L
T2 = 50142 —
g2

%(jJrk)(lfi): %(j—jiJrk—ki) = %(Zk):k.
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5.4 Kvaternionerna som ett ordnat par av komplexa tal
Sats 11. Varje kvaternion kan skrivas pa formen
21+ 22]

ddr z1, 29 € C.
Bevis. Varje kvaternion kan skrivas pa formen

qg=a+bi+cj+dk.
Eftersom ij = k sa kan vi skriva om ¢ enligt foljande:

qg=a+bi+cj+dij

= (a+bi)+ (c+di)j

=21+ 22]

déar z1 = a + bi och zo = ¢+ di. O

Sats 12. Kvaternionerna dr isomorfa med algebran A = {z1+22J | 21,22 € C}
dir J dr ett nytt imagindrt element som uppfyller zJ = Jz och J? = —1.

Bevis. For att tva algebror ska vara isomorfa sa ska tva forutsidttningar gélla:
e Det ska finnas en bijektion, vilket vi ser vildigt tydligt enligt sats 11:
H = {z1 + 2] | 21,22 € C}
A={z1+2J | 21,20 € C}
f-H—>A
21 + 297 — 21 + 29J.
e Sedan ska rédkningarna i H svara mot rdkningarna i A

1.
fla+a2) = flq1) + f(q2)
VL:
fla+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+ hk))

= f(((a +bi) + (c+ di)j) + ((e + fi) + (g + h1)j))

vi ansitter (a + bi) =p, (c+ di) = q, (e + fi) =r,(g + hi) = s.
f((p+aj) + (r + sj))
=f(p+r)+(g+s)j)

=p+r)+(g+s)J

HL: Pa samma sétt som innan férenklar vi ¢ = p+ qj och go =71+ sj
flp+aj) + f(r+sj)
={p+qgJ)+(r+sJ)

={p+r)+(g+s)J
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flagq) = af(q)
Aterigen ansétter vi ¢ = p+ qJ

VL:
flalp +q9))

= f(ap + aqj)
=ap+ aqd.

HL:
af(p+qj)

=ap+ aqd.

fla1g2) = f(a1)f(q2)

VL:
f((p+aj)(r + sj))

= f(pr + psj + qjr + qjsj)
= f(pr+psj +qrj — q5)
= (pr — q5) + (ps + qF)J.

HL:
fp+qji) f(r+sj)

=pr+psd +qJr +qJsJ
= (pr —q3) + (ps + qr)J.

Att Jz = zZJ foljer av de krav vi bestdmde i sats 12 men det dr inte for kvaterni-
onerna givet att jz = Zj. Det dr dock enkelt att bevisa och foljer enligt nedan.
Om z = a+ bi dir z € C sa:

j2 =72

jla+bi) = (a—bi)j
aj +bji =aj — bij
aj — bk = aj — bk

dér vi forenklar med hjdlp av Hamiltons multiplikationstabell i avsnitt 5.2. [

Sats 13. I de reella talen dr produkten av tva summor, dir bada summor bestar
utav fyra kvadrater, ocksa en summa bestaende av fyra kvadrater.
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Beuvis. Beviset ligger i likheten

|¢11Q2|2 = |(]1|2|Q2|2

som foljer av att kvaternioner ar associativa och bevisas enligt nedan:
? ?
)

l1¢2)? = ((102) (@ R) = 19260 = ¢1(26)6 = |q1]*|e

vilket ocksa leder till att
|Q1QQ| = |Q1||Q2|~

Sétt g1 = a+bi+cj+ dk, g2 = e+ fi+ gj + hk sa vill vi sedan forlinga |g1go| :
|(ae—bf —cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+(ag+ce+df —bh)j+(ah+de+bg—cf)k|.
Om vi sedan kvadrerar bada sidorna sa far vi att

l1q2|? =

|(ae—bf —cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+(ag+ce+df —bh)j+(ah+de+bg—cf)k|?,

som enligt definitionen fér absolutbeloppet ar

@+ +E+d) 2+ f2+g?+h?) =
(ae—bf —cg—dh)*+(af+be+ch—dg)*+(ag+ce+df —bh)*+(ah+de+bg—cf)?
Vi kan ocksa utfora ett bevis genom att utveckla

@+ b2+ d)(2+ 2+ g+ h?)

och
(ae—bf —cg—dh)*+(af+be+ch—dg)*+(ag-+ce+df —bh)*+ (ah+de+bg—cf)?
for att sedan jimfora resultaten. Vi borjar med

(@ 402+ +d>) e+ f2+ g* + 1) :

(aa + bbb+ cc+ dd)(ee+ ff 4+ gg+ hh) =
aaee + aaf f + aagg + aahh + bbee + bbf f + bbgg + bbhh+
ccee + ccf f + ccgg + cchh + ddee + ddf f + ddgg + ddhh.

Vi fortsétter sedan med

(ae—bf —cg—dh)*+(af +be+ch—dg)? +(ag+ce-+df —bh)?+(ah+de+bg—cf)? :
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(ae—bf—cg—dh)?+(af+be+ch—dg)*+(ag+ce+df —bh)?+(ah+de+bg—cf)? =
aaee + bbf f + ccgg + ddhh + 2bcf g + 2bdf h + 2cdgh — 2abef — 2aceg — 2adeh+
aaf f + bbee + cchh + ddgg + 2abe f + 2acfh + 2bceh — 2adf g — 2bdeg — 2cdgh+
aagqg + ccee + ddf f + bbhh + 2aceg + 2adf g + 2cdef — 2abgh — 2bceh — 2bdf h+
aahh + ddee + bbgg + ccf f 4+ 2adeh + 2abgh + 2bdeg — 2acfh — 2cdef — 2bcfg =
aaee + aaf f + aagg + aahh + bbee + bbf f + bbgg + bbhh+
ccee + ccf f + ccgg + cchh + ddee + ddf f + ddgg + ddhh.

6 Oktonioner - Cayleytal

Oktonionerna O &r en algebra i atta dimensioner samt en utvidgning av kvater-
nionerna. Oktonionerna kallas ibland for Cayleytal efter Arthur Cayley som var
forst med att publicera en artikel om dem men annars &dr det John T. Graves
som upptickte oktonionerna under 1843.

6.1 Raiknelagar och multiplikationstabell
Oktonionerna benimns med ett O och ser ut pa foljande sétt:
O={a+bitcj+dk+eE+ fI+gJ+hK |ab,cde,f,gheR}
diri?=32=k=F*=’=J?=K?=-1.
Lat
u=a+bi+cj+dk+eE+ fI+gJ+ hK.

Aterigen vill vi att de naturliga lagarna ska gilla:

e Skaldrmultiplikation

aa+bi+cj+dk+eE+ fI+gJ+hK) =
aa + abi + acj + adk + aeE + af I + agJ + ahK

samt likheten

(aur)(Buz) = (af)(u1uz)
ska gilla for varje o, 8 € R.
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e Addition

(ar +bri+cij+dik+eE+ fil +g1J +hiK)+
(ag + boi + coj + dok + e2E + fol + g2 + ho K) =
(a1 +az) + (b1 + b2)i + (c1 + ¢2)j + (dy + do)k+
(e1 +e2) B+ (f1+ f2)l + (91 + g2)J + (h1 + h2) K

e Distributivitet
u(v + w) = uwv + uw

och
(u+ v)w = vw + vw

ska gilla for alla u,v,w € O.

Vi véljer att endast visa hur oktonionernas multiplikationstabell ser ut, vilket
dr foljande:

x 1] i | 4 | kK |E I K
11| 4|k |[E[ T J]|K
i | i | -1]| kK | —j | I |-E|-K]| J
il i =k =1 i |J|K|-E]| -1
k| k| j | —i| -1 |K|—-J]| I |-E
E|E|-IT|-J|-K|-1] i | j | &
I|I|E |-K| J | —i]| 1] k]| j
J|J[ K[ E | =T k | -1 =i
K|K|-J| I | E | ~k| | i |-1

Med hjalp av de naturliga lagarna for distributivitet och skaldrmultiplikation
samt med multiplikationstabellen kan vi ge en fullstindig formel for multiplika-
tion med oktonioner. Lat w1 = a3 + byi +c1j +dik+enE+ fil + 1 J + K
samt Uy = ag + bQ’L + ng + dgki + 62E+ fg[ +ggJ+ th :
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ULl =
(a1 +bii+cj+dik+eE+ il +nJ+mnK)
(ag + bai + cof + dok + esE + fol + goJ + oK) =
a1as + a1boi 4+ ar1coj + ardok + a1eoF + ay fol + a1g92J + a1ho K+
asbii + bybei® + bicoij + bidaik + bregi B + by foil + by goiJ + bihoi K+
azc1j + baciji + creaf® + cidojk + creaf E + c1 fojl + c1g2§J + crhoj K+
andyk + bady ki + codikj + didok® + dyeskE + dy fok T + dy ok + dihok K+
ase1 E + bye1 Ei + coe1 B + deer Ek + erea B2 + erfoEl +e1goFEJ + etho EK+
asfil +bafili+ cafilj +dofilk + e filE + fifol® + figelJ + fihol K+
asg1J + bagiJi + cag1Jj + dogiJk + e2g1 JE + fogiJI + g1g2J* + g1ha JK +
sy K +bohy Ki+cohy K j+dahy Kh-+eshy KB+ fohy KT+ gahy KJ+hyho K2 =
(a1az — biby — cico — didy — eres — f1fo — gi1g2 — hiho)+
(a1by + azby + c1ds + ey fa + gahy — cady — eaf1 — g1ha)i+
(arca + ager +bady + €192 + frha — bida — eag1 — fahi)j+
(ardz + agdy + bica + erhy + fagr — baci — fi1g2 — eahi)k+
(a1e2 + azer +baf1 + c2g91 + doh1 — by fo — 192 — dihe) E+
(arfo +biea +dige + azfi + cohy — crhy — byey — dagy) I+
(a1g2 + bihy + crez +da f1 + asgr — dy fa — czeq — bahy) J+
(arho + c1fo +diex + bagr + ashy — biga — daer — c2f1) K.

Med hjélp av multiplikationstabellen ser vi att oktonionerna varken &r kom-
mutativ eller associativ. For kommutativitet skulle det gélla att uv = vu dar
u,v € O, men vi ser att likt kvaternionerna sa ér ij # ji for oktonioner. For
associativitet skall vi understka om (uv)w = u(vw) dér u, v, w € O, men vi ser
exempelvis att (iJ)k # i(Jk)

—E=-Kk=(iJ)k#i(Jk) = —il = E.

Nytt for oktonionerna i jamforelse med kvaternionerna &r alltsa att den associa-
tiva lagen inte géller, men oktonionerna foljer en svagare form av associativitet
némligen alternativitet som vi kommer ga igenom ldngre ner.

6.2 Cayley-Dickson-konstruktion

Enligt Cayley-Dickson-konstruktionen kan vi konstruera en serie av algebror
over de reella talen dér varje ny algebra har den dubbla dimensionen av algebran
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innan. Det borjar med att de komplexa talen kan skrivas som ordnade par av
reella tal a 4 bi dér de foljer den additiva lagen:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
samt den multiplikativa lagen:
(a+ bi)(c+ di) = (ac — db) + (be + da)i,

dér a,b,c,d € R och i #dr det nya imaginidra elementet. Att det star (ac —
db) + (be + da)i #r vi inte vana att se, men eftersom a,b,c,d € R och da &r
kommutativa sa kan vi skriva dem pa det sdtt vi &r mer vana att se ndmligen
(ac — bd) + (be + ad)i. Vidare kan kvaternionerna skrivas som ordnade par av
komplexa tal med samma regel for addition men déar det for multiplikation géller:

(T +yj)(z +wj) = (v2 — wy) + (yz + wr)j

dér x,y, z,w € C och j &r det nya imaginéra elementet. Det hér dr dven samma
algebra A vi i sats 12 visade dr isomorf med kvaternionerna. Varfor de ser nagot
annorlunda ut har att géra med att vi arbetar med ordnade par av komplexa
tal som dr kommutativa.

Som ndmnt innan kan en oktonion skrivas som foljer:
u=a+bi+cj+dk+eE+ fI+hJ+hK,

men vi kan dven skriva dem som ordnade par av kvaternioner. Aterigen ar den
additiva lagen densamma och dven den multiplikativa lagen samma som ovan
nér vi konstruerade kvaternionerna:

(p+qE)(r+sE) = (pr —5q) + (¢7 + sp)E

dér p,q,r,s € H och F dr det nya imaginéra elementet.

6.3 Alternativ algebra

En alternativ algebra dr en svagare form av associativ algebra. I en associativ
algebra spelar det ingen roll i vilken ordning multiplikationen utférs med tre
olika element medan i den alternativa algebran géller det endast for tva av
elementen.

Definition 5. En algebra A sigs vara alternativ om foljande likheter géller:
(zy)y = z(yy)

y(yz) = (yy)x
(zy)z = z(yx).
for alla z,y € A.
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Om en algebra dr associativ med tre av dess element maste det dven gilla for
tva av dess element, vilket leder till néista sats.

Sats 14. Alla associativa algebror dr alternativa.
Sats 15. Vilka tva som helst av dessa likheter:
A (zy)y = x(yy)
B:y(yz) = (yy)x
C: (zy)z = x(yx)
medfor den tredje.

Beuvis. Fall ett. Vi visar att om A och B 4r sanna, sd medfor det att dven C
géller: Vi borjar med att sitta in « + y i stéllet for y i likheten A :

(z(z +y) (@ +y) =z((z+y)(z+y))
(zz +2y) (2 +y) = z(v2 + 2y + yo + yy)
(zz)x + (z2)y + (2y)z + (vy)y = 2(22) + 2(2Y) + 2(Yz) + (YY)

Att (zx)r = x(zz) foljer direkt av att A och B &r sanna. Att (zx)y = z(zy)
foljer i enlighet med att B &r sann. Att (zy)y = z(yy) foljer av att A &r sann.
Da géller att (xy)x = x(yx) &r sann vilket &r C.

Fall tva. Vi visar att om A och C' &r sanna, sa medfor det att &ven B &r sann:
Aterigen bérjar vi med att ersitta y med z + y i likheten A :

(z(z +y) (= +y) =z((z+y)(x+y))
(zz +zy)(z +y) = z(vx + 2y + yo + yy)
(z2)z + (z2)y + (2y)2 + (2y)y = 2(22) + 2(2Y) + (y7) + (YY)

(zz)x = z(zx) f6ljer av att A och C dr sanna. Att (zy)z = x(yz) foljer enligt
att C' &ar sann. Att (zy)y = x(yy) foljer enligt att A &r sann. Da giller att
(zz)y = x(xy) dr sann, vilket &r B.

Fall tre. Vi visar att om B och C &r sanna, sa medfor det att dven A &r sann:
Vi ersétter dven hir y med x + y fast i likheten B :

(+y)((z+y)r) = ((z+y)(z+y)z
(r +y)(zz +yz) = (v0 + 2y + YT + YY)
z(zx) + z(yz) + y(oz) + y(yz) = (z2)z + (2y)z + (y2)z + (Yy)z.
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z(zx) = (xzx)z giller eftersom B och C' &r sanna. Att z(yz) = (zy)x géller enligt
C. Att y(yz) = (yy)x géller enligt B. Da &r y(xx) = (yx)z, vilket dr A. O

Vi ska da bevisa att oktonionerna &r en alternativ algebra, men innan vi gor det
maste vi definiera konjugatet av en oktonion samt produkten av en oktonion
med dennes konjugat. Vi har i atanke att vi kan skriva oktonionerna som

w=(a+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+hk)E=p+qE
enligt avsnitt 6.2 eller som
u=a+bi+cj+dk+eE+ fI+gJ+hK
enligt avsnitt 6.1.

Definition 6. Med @ menar vi konjugatet av u dir de imaginira enheterna
byter tecken. Om u =p+gFE, sa 4r u = p — ¢F dédr u € O och p,q € H samt F
ar det nya imaginéra elementet. Alltsa att

u=a—bi—cj—dk—eE— fI —gJ —hK.

Sats 16. Latu = p+qFE € O dirp = a+bi+cj+dk och q = e+ fi+gj+hk och
FE dr det nya imagindra elementet. Produkten av en oktonion med sitt konjugat
ar ett reellt tal:

wi=a’+ 0+ A+ + e+ 2+ g%+ h2
Bewvis. Enligt multiplikationsregeln under avsnitt 6.2 géller att:
ut = (p+qE)(p—qE) = (pp+qq) + (qp — qp)E = pp + qq
dér ¢,p € H. Enligt sats 6 far vi da att
uti = pp+qq = [pl* +q* = a® +0° + & +d* + & + 2 + g7 + 7.
O
Da har vi allt vi behdver for att bevisa att oktonionerna ar en alternativ algebra.

Sats 17. Oktonionerna dr en alternativ algebra.

Bevis. Vi ska bevisa att (zy)y = z(yy) dir z = p+ ¢E, y = r + sE och
p,q,7,s € H. Vi borjar med att utveckla vinsterledet enligt multiplikationsfor-
meln i avsnitt 6.2:
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[(p+qE)(r+sE)|(r+ sE) =
[(pr — 5q) + (q7 + sp)E] (r + sE) =
[(pr — 5q)r — 5(q7 + sp)| + [s(pr — 5q) + (qF + sp)F| E =
(pr)r = (5q)r — 5(q7) — 5(sp) + s(pr)E — s(5q) E + (q7)TE + (sp)TE

Sedan utvecklar vi hogerledet:

(p+qE)[(r+ sE)(r + sE)] =
(p+qE)[(rr — 5s) + (st + s7)E]
[p(rr —§s) — (sT + sr)q} [q(rr +3s) + (s + sr)p }E =
[p(rr —5s) — (5r+ §7")q} [q(rr + 85) + (s + sr)p }E =
p(rr) — p(3s) — (5r)q — (57)q + q(FF)E — q(s5)E + (sT)pE + (sr)pE

+
+

For att vi ska bevisa att vinsterledet &r lika med hogerledet kommer vi ga
tillbaka till sats 6 samt ha i atanke att p, q,r, s € H, vilket betyder att den asso-
ciativa lagen géller. Enligt den associativa lagen kan vi skriva om véansterledet
som foljer:

p(rr) = (8s)p — 5q(r +7) + q(7T)E — (s5)gE + sp(r + 7)E
samt skriva om hogerledet som foljer:
p(rr) — p(3s) = 5(r + 7)qg + q(F7)E — q(s5)E + s(F + r)pE.

Vi ser direkt att p(rr) = p(rr) och att ¢(77)E = ¢(77)E, men de andra &r inte
lika sjalvklara. Om vi ser till sats 6 som sédger att T samt x + T ar ett reellt
tal for alla € H sa ser vi alltsa att dven det som &r kvar i vénsterledet &r lika
med det som &r kvar i hogerledet. O
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7 Avslutning

Pa vigen fran de komplexa talen till oktonionerna forlorade vi forst den kom-
mutativa lagen for att sedan forkasta den associativa lagen och ersatte den med
en svagare form av associativitet, alltsa den alternativa lagen. Vid nésta ut-
vidgning hittar vi en 16-dimensionella algebra, de sa kallade sedenionerna och
hér skulle vi forkasta den alternativa lagen mot en potensassociativ lag, men
dven det faktum att sedenionerna inte &r en divisionsalgebra. Da kommer vi
in pa Frobenius generaliserade sats, att R, C, H och O &r de enda alternativa
divisionsalgebrorna, som jag uteldmnar i det héir arbetet men som ni kan lisa
vidare om i [3] kapitel 19 eller i [2] kapitel 8. I avsnittet med kvaternionerna
bevisade vi Eulers fyrkvadratssats och det fortsétter hogre &n sa, fran sida 259
i [2] kan du ldsa om Degens attakvadratssats som siger att for de reella talen &r
produkten av tva summor, dir bada summor bestar utav atta kvadrater, ocksa
en summa bestaende av atta kvadrater.
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