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Sammanfattning

Foreliggande uppsats handlar om Korteweg-de Vries-ekvationen (KdV-ekvationen) och dess
solitonlosning, som &r en vag pa grunt vatten. En 16sning till KdV-ekvationen &r solitonvagen
som med ett bevarat utseende bildas da den icke-linjira och den dispersiva termen i KdV-
ekvationen neutraliseras av varandra. I uppsatsens sista del undersoks dven Weierstrass

elliptiska funktion och dess 16sning av KdV-ekvationen.
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Kapitel 1
Introduktion

Den hir uppsatsen handlar om differentialekvationer. Da differentialekvationer &r ett brett
dmne i matematiken begrinsas foreliggande uppsats till Korteweg-de Vries-ekvationen
(KdV-ekvationen) och dess solitonldsning, som dr en modell av langa vagor pa grunt vatten.
Grunden till hela uppsatsen ligger pa John Scott Russells intressanta observation av solitonen,
som fiardas med bevarat utseende och kan passera hinder i vatten som en fagel utan att storas
eller fordndras.

I bakgrundsteorin behandlas grunderna i de differentialekvationer som behovs for att
forsta KdV-ekvationen. I avsnittet studeras ordinira, linjdra och icke-linjdra differentialekva-
tioner, samt partiella, linjdra och icke-linjéra differentialekvationer.

Avslutningsvis studeras hur Weierstrass elliptiska funktion ger en l6sningar till KdV-

ekvationen.






Kapitel 2
Bakgrund

I foljande kapitel forklaras de grunder om differentialekvationer som behovs for att forsta
KdV-ekvationen och dess solitonldsning.

Differentialekvationer &r ekvationer som uttrycker relationer mellan en obekant funktion
och dess derivator. Om det &r en funktion av en variabel &r det en ordinér differentialekvation
(ODE), (se [6] for mer information om ordinira differentialekvationer). Om det dr en funktion
av flera variabler, &r det en partiell differentialekvation (PDE), (se [S] for mer information
om partiella differentialekvationer).

Differentialekvationer dr viktiga inom vetenskap, fysik och matematik, och kan vara
av forsta, andra och upp till n-te ordningen. Ordningen av differentialekvationen bestams
av den hogst existerande derivatan i ekvationen. Inom vetenskap, fysik och matematik &r
de flesta differentialekvationer av forsta eller andra ordningen littare att analysera. Tredje
ordningens differentialekvationer uppstar i spridande vagor, fjiarde ordningens differentia-
lekvationer gar att finna i ekvationer kring elasticitet, medan femte eller hogre ordning av

differentialekvationerna &r mycket ovanliga i tillimpningar.

2.1 Ordinara differentialekvationer

En forsta ordningens ordinir differentialekvation dr dir funktionen y(x) dr av en variabel och
uppfyller
Y =Ffxy). 2.1)

Funktionen f(x,y) dr en funktion av variabeln x och funktionen y(x), dédr y = y(x) ir en

16sning till differentialekvationen. Ekvationen (2.1) kan skrivas som

Y (%) = f(x,y(x))
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Exempel 2.1.1. Differentialekvationen
/
y =Xy

dr en forsta ordningens ordindr differentialekvation med f(x,y) = xy. En losning till ekvatio-

nen dr

Derivering ger

2
Varje funktion pa formen y(x) = Ce’z, ddr C dr en godtycklig konstant, liser ekvationen.
O

Differentialekvationer har oéndligt manga funktioner som l6sningar, vilket syns i Exem-
pel 2.1.1, eftersom C &r en godtycklig konstant. Ddremot krédver vissa ekvationer ett specifik
vérde yp i en given punkt x sa att

y(x0) = Yo (2.2)

Om xo dr en av dndpunkterna a eller b till ett definitionsintervall (a,b), ska uttrycket (2.2)
uppfattas som
lim y(x) = yg respektive lim y(x) = yp.

x—at x—b~
Ovanstaende kallas ett begynnelsevillkor, en differentialekvation (2.1) och ett villkor (2.2)
kallas ett begynnelsevirdesproblem.

Exempel 2.1.2. Antalet bakterier y(t) vid tiden t i en bakterieodling dkar. Antag att vi vet
att antalet bakterier y(t) har viirdet yo vid en viss tidpunkt. Vi vdjer tidsskalan sa att denna
tidpunkt éir t = 0 vilket ger oss y(0) = yo. Vi vill sedan kunna forutsciga viirdet av y(t) vid
varje tidpunkt t.

Bakteriernas okning ges av
Ay =y(t+At) —y(t).
Antag att Ay dr proportionell mot At och y(t), det vill siiga
Ay = y(t +Ar) — (1) = ky(1)At

ddr k dr proportionalitetskonstanten (med ett specifikt virde for olika bakterier). Divideras

uttrycket med At, later At — O och antar att y(t) dr deriverbar, framkommer differentialekva-
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tionen
Y(t)=ky(t) , k>0 (2.3)

Alltsa uppfyller y(t) differentialekvationen (2.3) och loser begynnelseviirdesproblemet

Derivering ger
Y (1) = ke = ky(1).

Varje funktion pd formen y(t) = CeéM, dir C dr en konstant, liser ekvationen. Med hjdlp av
villkoret y(0) = yo far vi att C = yo. Losningen dr ddrfor

y = yoet.

Ddrmed ses att bakterierna okar exponentiellt med tiden.

2.1.1 Linjira differentialekvationer

Vad som bestdmmer om en ekvation &r linjér eller icke-linjédr dr exponenten av y och dess
derivator. Linjéra differentialekvationer dr ekvationer dér den oberoende variabeln y och dess
derivator har exponenten 1.

En linjdr differentialekvation av forsta ordningen ar saledes en ekvation av formen

Y +g(x)y = h(x) (2.4)

didr g(x) och h(x) &r kontinuerliga funktioner.
En funktion . ségs vara linjdr om

L(1+y2)=ZL)+Z () (2.5)

och

Z(ay) =aZ(y) (2.6)
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dédr o dr oberoende av y.
For att 10sa den linjdra differentialekvationen

Y +g(x)y = h(x)

borjar man med att bestimma en primitiv funktion G(x) till funktionen g(x), det vill siga
G'(x) = g(x), dir @) iir den integrerande faktorn. Multipliceras bigge leden i ekvationen

med den integrerande faktorn fas
Ve 1 g(x)ye™ = h(x)e™)
Enligt produktregeln vid derivering dr detta ekvivalent med
(yeG(x)>/ = h(x)eG(x)
vilket betyder att ye®®) iir en primitiv funktion till 2(x)e“™). Det ir ekvivalent med
yel) = /h(x)eG(x)dx+C

dér C dr en godtycklig konstant.
Divideras uttrycket med integrerande faktorn fas den allménna I6sningen

y=¢ 0 (/h(x)eG(x)dx> +Ce O,

Givet ett begynnelsevillkor kan C bestdmmas.

Exempel 2.1.3. Den linjdra ordindira differentialekvationen
Y +2y=1

kan lsas genom att bestimma den primitiva funktionen 2x till 2. Déiirmed dir ¢** den integre-

rande faktorn. Multiplicerar vi e** i biigge leden fis

y/er + 2yezx — %,

Denna kan skrivas som
/
<y er) _ er.
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Saledes blir
2x

ye* = /ezxdx = % +C
ddr C dr en godtycklig konstant, vilket ger losningarna

1 -2
=—+Ce .
y 2+ e

2.1.2 Icke-linjara differentialekvationer

Icke-linjédra differentialekvationer dr ekvationer didr den beroende variabeln y eller dess
derivator forekommer med nollskild exponent skild fran 1.

Funktionen
Z(y) =y

ir icke-linjir eftersom

Ly1+y)=01+y2)01+y) =
= (1 +22) (V1 +52)

= V1 F Y Y2y +yays #
Ay 2+ =L () +ZL ()

och didrmed inte uppfyller villkoret (2.5).

Exempel 2.1.4. Den icke-linjira ordindira differentialekvationen
W =x

kan losas genom att integrera biigge sidorna med avseende pa x. Da fas

ddr C dr en godtycklig konstant, vilket ger losningarna

y=xvx-+C.
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2.2 Partiella differentialekvationer

Partiella differentialekvationer #r differentialekvationer som innehéller funktioner av flera

variabler tillsammans med deras partiella derivator.

2.2.1 Linjira differentialekvationer

Vagekvationen
u  ,0%u

oz a0

kan skrivas pa foljande satt

92 (u) — c?9*(u) = 0.

Det dr en linjér partiell differentialekvation, eftersom

Ly14y2) =01 4+y2) — 02 (y1 +y2) =
= (971 — 32y1) + (32y2 — 2y2) = L (1) + Z ()

Z(ay) =9 (ay) — * ¢ (ay) =
= a(dfy—d7y) = aZ(y)

och den didrmed uppfyller villkoren (2.5) och (2.6).

Exempel 2.2.1. Vigekvationen, som beskriver utbredningen av vagor av bland annat ljud

och vatten, dr ett viktigt exempel pa partiella differentialekvationer. Losningar f(x,t) till

vagekvationen
%u 02
S L)
or? dx?
kan bestdmmas genom att infora variabelbytet
u=x+ct
v=x—ct,
dir
du du
—=1, =—=c
dx ot
adv adv
=1 = —c.

ox T ar



2.2 Partiella differentialekvationer

Med hjdlp av kedjeregeln fas forsta ordningens derivata med avseenden pa u och v,

df dfdu dfdv_df If
9x  duox ovox ou  ov
df dfdu dfdv  df If
o oudr avar Sou “ov

Andraderivatan fds pa liknande sditt

9’f 9 [df o d\[/df If °f _I*f I*f
W—a(a)—(5+a—v)<$+a—v)—auz“auav+avz

Pf 9 (ofN_( 9 N[ df af\_ 232f_2232f+2"2f
92 ot\ar) \9u o)\ ou ) T 92 uav " C o

Dessa andraderivator insatt i vdagekvationen ger

2 2 2 2 2
°f 29_f_2(af_|_2af af)<:>

c2ﬁ —2c? +c =c +
u? Jdudv ov? u? Judv 2
2 2

¢ dudv <~ dudv 0.

Uttrycket
82
Sy
Judv

d (If\
5. ()=

Ddrfor kan forsta termen elimineras och kvar blir

af
8—V—W(V)

kan skrivas som

ddir y dr en godtycklig funktion av en variabel. Integration med avseende pav ger
f=Y)+2(u),

ddir WY dr en primitiv funktion till y och ® dr en annan godtycklig funktion av en variabel.

I ursprungsvariablerna fas

flx,t) =D(x+ct) +¥(x—ct)
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som dr den allménna losningen till vagekvationen. ® beskriver en vag som firdas till vinster,
W beskriver en vdg som firdas till hoger.

2.2.2 Icke-linjara differentialekvationer
KdV-ekvationen ir ekvationen

3
8u+6u8u 0 u

o TG T o =0

som kan skrivas
0 (1) + 6ud, (u) + 92 (u) = 0.

Det dr en icke-linjir partiell differentialekvation, eftersom

L1 +y2) = (1 +32) +6(y1 +32)0(y1 +y2) + 33 (v1 +32) =
= Oy1 + 9y2 +60:y + 129,312 +60y3 + Iy1 + 95 yy =

#ZL(n)+ZL ()

inte uppfyller villkoret (2.5).
KdV-ekvationen kommer behandlas mer utforligt lingre fram i uppsatsen.
2.3 Hyperboliska funktioner

Hyperboliska funktioner liknar trigonometriska funktioner, vilket mérks pa deras benamning-
ar. De hyperboliska funktionernas definition &r

et—e
h(x) —

sinh(x) 3

—X
cosh(x) = ¢ te
2
1 2
sech(x) =

~ cosh(x) e¥+e*
dir bendmningen lédses sinus-, cosinus- och secanshyperbolicus. Jaimna funktioner ir cosh
och sech, medans sinh dr en udda funktion

cosh(—x) = cosh(x)
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sech(—x) = sech(x)
sinh(—x) = —sinh(x)

Hyperboliska ettan &r
cosh?(x) —sinh?(x) = 1

vilket 4r motsvarigheten till trigonometriska ettan.
De hyperboliska funktionerna sinh, cosh och sech forhaller sig till de trigonometriska

funktionerna genom den imaginira enheten i med egenskapen i> = —1, s att

sinh(x) = —isin(ix), sinh(ix) =isin(x)
cosh(x) = cos(ix), cosh(ix) = cos(x)

sech(x) = sec(ix), sech(ix) = sec(x)






Kapitel 3

Korteweg—de Vries ekvationen

3.1 Korteweg—de Vries ekvationen

Historien om KdV-ekvationen borjar ar 1834 da den skotska ingenjoren John Scott Russell
observerar en soliton som #r en typ av vattenvag. Den franska matematikern och fysikern
Joseph Boussinesq publicerade ar 1871 den forsta matematiska teorin av Russells observation
[2]. Boussinesq introducerade dven KdV-ekvationen nagot ar senare, i rapporten [3] ses
utforligare hur ndra Boussinesq var KdV-ekvationen. Lord Rayleigh var en engelsk fysiker
som ar 1876 publicerade sin teori om Russells observation, vilket skedde innan de hollandska
matematikerna Diederik Korteweg och Gustav de Vries ar 1895 upptickte KdV-ekvationen.
KdV-ekvationen &r som tidigare visats, en icke-linjér partiell differentialekvation av tredje
ordningen. Det dr en modell for langa vagor pa grunt vatten. Den férenklade formen av
KdV-ekvationen dr
du ou du
E + 6u$ + W -
ddr u = u(x,t) beskriver hojden av en vag vid tiden ¢ och positionen x, det vill sdga hdjden

av vattnet ovanfor jamviktsnivan, u% ar den icke-linjdra termen, se figur 3.1a, och % ar

0 (3.1

dispersionstermen, se figur 3.1b. KdV-ekvationen kan ha olika utseende beroende pa vilket
variabelbyte man har gjort vid hérledningen av formeln. Denna uppsats behandlar ekvationen
som i (3.1) om inget annat framkommer.

I detta fall uppstar dispersion pa grund av grunt vatten. Dispersion betyder att vagornas
hastighet varierar beroende pa frekvensen.

Solitonen, se figur 4.2, bildas av den dispersiva och icke-linjdra effekten da de intréffar
tillsammans som i KdV-ekvationen. Den dispersiva och icke-linjédra effekten neutraliseras av

varandra och far ett utseende som i stor utstrickning bevaras.
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A AVAVAVIAY V-

t=3s

AN —/\ S\

u t=2s

(a) Icke-linjér vag (b) Dispersionsvag

Figur 3.1 De tva termerna i KdV-ekvationen som neutraliserar varandra

3.2 John Scott Russell

Russell gjorde sin observationen i en vattenkanal i Skottland. Observationen beskrivs bést

genom att citera Russell [7].

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow
channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of
water in the channel which it had put in motion; it accumulated round the prow
of the vessel in a state of violent agitation; then suddenly leaving it behind, rolled
forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a
rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course
along the channel apparently without change of form or diminution of speed. I
followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some eight
or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long and a
foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished, and after a
chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel. Such, in the
month of August, 1834, was my first chance interview with that singular and

beautiful phenomenon which I have called the Wave of Translation.

Denna vag kallade Russell for The Wave of Translation, idag kallas den for soliton och &r
en 16sning till KdV-ekvationen.

Russell borjade studera vagens form, utbredningshastighet och stabilitet genom att bygga
en vattenkanal. Han aterskapade liknande vagor genom att sldppa ner vikter i vattenkanalen,
se figur 3.2.

Med detta experiment faststéllde Russell foljande fyra viktiga egenskaper om solitidra
vagor:

» Vagorna dr klockformade och reser med of6rinderlig form och hastighet.
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t=0s

t=1s

=
o

t=3s

t=4s

Figur 3.2 Illustration av Russells experiment

* Hastigheten for den solitdra vigen dr

c=+/g(h+a)

dir a 4r maximala amplituden Over vattenytan, £ dr vattendjupet i jamvikt och g dr
tyngdaccelerationen.

» Vagor som ér for stora for vattendjupet delas in i en stor och en liten vag.

* En stor vag kan passera en liten vag utan fordndring, till skillnad fran vanliga vagor
som slas ihop.

Professorerna Sir George Gabriel Stokes och Sir George Biddell Airy pa Cambridge
Universitet i England accepterade inte Russells teori. De ansag att den stred mot den ma-
tematiska/fysikaliska lagen om flytande rorelse eftersom de trodde att Russells teori var

linjér.

3.3 Korteweg—de Vries losning

Korteweg och de Vries borjar deras teori precis pa samma sétt som Boussinesq och Rayleigh.
Deras utgangspunkt var att observera langa vagor i vitskor med forsumbara densitetsvariatio-
ner i en virvelfri kanal med grunt vatten, se figur 3.3.

Koordinaterna for vitskepartikeln ges av x och y. Vattenhdjden i jamvikt betecknas med

konstanten H, vagens amplitud med A och vagytan med funktionen y = H + h(x,y). En viktig
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forutsdttning dr att vaglangden ska vara stor och vagens amplitud £ ska vara liten i jamforelse
med H. Via langa, tekniska och, enligt Korteweg och de Vries sjélva, langtrakiga berdkningar

framtogs KdV-ekvationen som den sag ut forsta gangen i avhandlingen [4]

oh 3gd (1, 2 1 _9%h

—=——=——(zh"+-ah+-0-—
ot 2q08x<2 T30 3052

TH

pg’

Genom enklare variabelbyten och andra algebraiska manipulationer kommer man fram

dir o = 1h% —

till den forenklade KdV-ekvationen (3.1). For vidare information ldses deras avhandling i sin
helhet [4].

Figur 3.3 Vagytan



Kapitel 4
Solitoner

En 16sning till KdV-ekvationen kallas soliton och dr forklaringen till Russells observation.
KdV-ekvationen dr

du du du
et 2 . 4.1
o Tt A @D
Den konstanta vagformen u(x,7) = f(x —ct), ger
u(x,t) =U(x—ct) 4.2)

dir X = x — ct, och c idr solitonens hastighet.
Substituera (4.2) till (4.1), vilket ger ordinéra differentialekvationen

—cU'(X)+6UX)U'(X)+U"(X)=0. (4.3)

Eftersom 16sningen ska beskriva en fysisk vag dr det rimligt att krdva att vagen klingar
av i odndligheten, det vill sidga
lim U(X) =0. 4.4)

X —oo
Da alla termer i (4.3) ir deriverbara kan uttrycket integreras. Detta leder till en andra
ordningens ODE
—cU+3U%+U" =¢ (4.5)

dir C; dr en integrationskonstant.
Differentialekvation av forsta ordningen &r ldttare att behandla dn differentialekvation av
andra ordningen, dirfér multipliceras uttrycket (4.5) med U’,

—cUU' +3U0%U' +U"U' = U
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Sedan integrera uttrycket, vilket ger
—cU* U3+ (U = U + G (4.6)

dir C; dr en integrationskonstant.

Genom att introducera Lemma 1 sa kommer konstanterna C; och C, kunna elimineras.

Lemma 1. Ldt f : R — R vara en differentierbar funktion med kontinuerlig derivata f’,
sddan att

lim f(x) och lim f'(x) existerar.
X—r0 X—r0

Da giiller det att
lim f/(x) =0

X—yo0

Bevis. Lat g(x) = x. Da giller det att
/ = i = oo i / =
g (x) =1 och gl_rgg(x) = oo samt }ggg (x)=1.

Lat
lim f(x) =a och lim f'(x) = b.
X—yo0

X—o0

I’Hospitals regel ger

fo—a_ . 1

li . 4.7
S gl e gy @
Darfor ar
x=e g(x)
eftersom
)}grolof(x) —a=0 och )}grolog(x) = oo
A andra sidan &r .
o,
x50 g/ (x)
da
. / _ : / _
}gglof (x) =b och )}g{}og (x)=1.
Diarmed kan slutsatsen via (4.7) dras att b = 1. [l

Fran Lemma 1 fas att
U' —0 ochU"”" =0

da x — oo, vilket betyder att bade C; och C, maste vara noll.



19

Figur 4.1 En elliptisk kurva, dér den tjocka kurvan visar solitonens 16sning
Ekvation (4.5) kan skrivas som ett system av differentialekvationer
U=V
V' =cU -3U>

HU,V)=V?—cU?+2U°. (4.8)

Betrakta funktionen

Dar

dH
o —2vV —2cUU +6UU =
dx cUU

=2V(V' —cU+3U%) =2V(V/ =V') =0

Diarmed dar H konstant som funktion av X.

Solitoner ligger i nivakurvor (se figur 4.1) for funktionen H(U,V), det vill sidga 16sningen

till H(U,V') = ¢ for nagot virde pa c.

Visa att
HU,V)=0

ligger i nivakurvor. Som tidigare visats 4r H konstant som funktion av X, lat konstanten vara
K, det vill siga H(U,V) =K.

For solitoner gar
U—0dd X — oo,
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Da solitonen U — O fas fran (4.8) att
H—V? da X — oo,

Saledes gar
V= VK di X — oo,

Fran Lemma 1 ses att
U —0 di X — oo,

eftersom U’ = V madste dven
V—-304dia X = o

Ekvationen H(U,U’) = 0 kan skrivas som den separabla differentialekvationen
—cU?+2U0° + (U')? = 0.

D4 U? bryts ut fas
(U =U?*(c—2U)

dér kvadratroten ur uttrycket ger
& U =+Uvc-2U. (4.9)

Da U(X) =U(—X) ér en jamn funktion ricker det med att vilja att kolla pa fallet da X > 0
eller da X < 0. Hér viljs fallet da X > 0, ddr med kan uttrycket (4.9) skrivas som

U'=-Uvc—-2U

for X > 0.
For separabla differentialekvationer &r det tillatet att separera fl—g sa att var och en av de
tva variablerna U och X finns pa varsin sida om ekvationen. Uttrycket (4.9) skrivs darfor pa

formen
du
—_— — —_ 2 p—
X Uvcec—-2U
1 dU

- -
Uvc—-2U dX
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vilket ger att

U(X) 1 dU U(X)
- / = Yix= / dx
Ux) Uve—2U dX U(Xo)

/ O 1 ox-x
& — ———dU =X —
Uxy) Uve—2U 0

for Xo > 0 och X > 0.
Pa grund av kontinuitet géller Xy — 0, vilket ger

/U(X)l ! du =X, X>0 (4.10)
r Uve—ao = ' '

Integrering av vénstra sidan gors genom att introducera variabeln 0 och genom att sitta

c

=—. 4.11
2cosh?(9) (1D

Omskrivning av (4.11) ger
1
U= 3¢ sech?(0)
eftersom sech(0) = m.
Faktorisera ut konstanten

1, 10U,
U= 3¢ sech”(0) = Ec(%sech (9))

Derivera med hjilp av kedjeregeln

y = f(g(9)) derivering ger y' = f'(g(6))g'(6).

Sitt
y = f(u) = u* derivering ger f'(u) = 2u
och !
= 9 = h 9 = .
u=g(6) = sech(6) cosh(8)

Hir maste kedjeregeln anvindas igen. Sitt

1 1
— h(v) =~ deriveri Hv)=——
g=nh(v) , derivering ger (v) 2
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och
v="k(0) = cosh(8) derivering ger k'(8) = sinh(9).
Vilket ger
1. sinh(0)
"(0) =H (k(0))k'(8) = —— sinh(0) = ————.
#6) = H(KB)K(8) = — 3 sinh(6) = — >4 7
Saledes ar inh(6)
sin
=g(0) = deriveri '(9)= D7)
u=g(0) cosh (@) erivering ger g'(0) cost(8)
Vilket ger
inh(6)
(0N (8) = 2 — 5D ):
Fa0))¢/(0) = 20( - 2250
0

. 1 < sinh(0) ) B < 2 sinh( ))
~ “cosh@ cosh>(0)) cosh®(6)
Med konstanten som faktoriserades ut i borjan fas

Saledes ér derivatan av (4.11)

aU csinh(0)

g _ _eSmtP) g5 0. 4.12
20 cosh?(6) .

Notera att O = 0 motsvarar U = % och 0 = oo motsvarar U = 0.
For att 16sa integralen (4.10) berdknas forst /¢ —2U med hjilp av (4.11),

i)

c
2cosh?(0) cosh?(0)

SO )

utveckla parentesen sa allt star under samma ndmnare

e

bryt ut ¢
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parentesen kan skrivas om eftersom cosh?(0) — sinh?(6) = 1, vilket ger

sinh(0)
cosh(6)’

c

Uttrycket (4.10) kan da beréknas med hjélp av (4.11) och (4.12)

L1
Uyc—20060
1 1 ( csinh(6)>
= C — 3 =
2cosh?(6) C_2<m> cosh <6)

_2c0sh2(9) cosh(0) c¢sinh(0)

c ﬁsinh(@) cosh3(6)

_ 2
=7
Saledes ir 60 -
2 2 du
—GX:/ —dG:—/ — =X &
Ve ) 0 e ¢)2 Uvc—2U
2 Ve
X_%G(X)<:>9(X)_7X

Darfor blir (4.11) solitonen

c c c Ve
UX)= = = —sech?( %=X ),
%)= 2 cosm2(6(x)) 2oos? (Lx) 2 (%)

eftersom sechf = m. Vilket ger i ursprungsvariablerna

UX) = gsectﬁ(g(x—ct)), X >0.

Detta dr en 16sning till KdV-ekvationen som beskriver en soliton som ror sig at hoger, se figur
4.2. Eftersom att bade U och sech &r jamna funktioner sa géller ekvationen dven for X < 0.

Sats 2. Funktionen

UX)= gsech2 <§(x— ct))

loser KdV-ekvationen.
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Solitoner

JAN

>

* x

N

t=1s

Figur 4.2 Hogerforflyttad soliton

t=3s



Kapitel 5
Weierstrass elliptiska funktion

En annan funktion som ger l6sningar till KdV-ekvationen dr Weierstrass elliptiska funktion
som betecknas med @, och anvénds for att parametrisera elliptiska kurvor dver komplexa tal.

Weierstrass funktion &r en funktion av den komplexa variabeln z och ett gitter A i det
komplexa planet. Gittret &r mingden av alla komplexa tal pa formen m + no dir o r ett

komplext tal med nollskild imaginérdel, didr m och n dr heltal. Funktionen definieras som

1 1 1
W(”:?*m%o((z—(mﬂw))f <m+nw>2>’ G-b

Weierstrass funktion uppfyller

@' =120, (52)

se [1] for grundligare information.
Uttrycket (5.2) paminner om KdV-ekvationen och uttrycket (4.3), darfor kan det tdnkas

att
U(X):—%c({o(% \/E(x—ct)+x0)+éc (5.3)

ar en 16sning till KdV-ekvationen. Vi paminner oss om att uttrycket (4.3) skrivs som
—cU'(X)+6UX)U'(X)+U"(X)=0.

I ekvation (5.3) sitter vi X = x — ct, vilket ger

U(X):—%cp(%\/EX—i—xo)—i—éc. (5.4)
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Derivera uttrycket for att fa forsta och tredjederivatan som behovs for att 16sa ekvation
(4.3). Da funktionen dr en sammansatt funktion finns en yttre och inre funktion med derivator.
Alla ordningar av derivator har samma inre funktion och ddrmed samma inre derivata, medan
den yttre funktionen kommer vara annorlunda for varje ordning av derivering och darmed
har de olika yttre derivator.

Inre funktionen ar |
(5 vex+x).
med derivatan

N

| =

Forstaderivatans yttre funktionen dr

1 1 1
—5 (3 VeX-tx) +5e

med derivatan | .
3 ¢#(3 VeX+n),

detta med inre funktionen derivata ger forstaderivatan

UKX):—%c;o’(%ﬁXero)%\/E:

1 1
_ —Zc\/EJO’<§ﬁX—|—xo) 5.5)
Andraderivatan fas pa samma sitt. Yttre funktionen ir
1 1
—seved (3 Vex+x),

med derivatan : :
—eved' (3 Ve x+x),

detta med inre funktionens derivata ger andraderivatan

Je=

U"(X):—%cﬁfd’(% ﬁx+x0>%

- _% 2 ﬂ/(% \ﬁx+xo>
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Tredjederivatan fas pa samma sitt. Yttre funktionen ar
1,1
e (b vexn),
8 2
med derivatan | |
3¢ JOH/(E \/EX—i—x()),

detta med inre funktionens derivata ger tredjederivatan

1 1 1
UW(X) :_gcz [0///(5 \/EX_HCO)E\EZ

_ _i 2 1" l
R (2 ﬁxm) (5.6)

Ekvationerna (5.4), (5.5) och (5.6) insatt i ekvationen (4.3) ger

_c<_§cﬁﬂ(% \ﬁxm))

+6(—%cp(% ﬁX+XO)+éC) (—%c\ﬁﬁe ﬁX+x0)>

1 1
+ - ﬁﬂ”(— \/EX+xo) =0
16 2
Utveckling av parenteserna ger

L e} ox )
2 vep(yvern) (l vex ) L e (b e on)

1 1
—— ¢? \/Eﬂ”(— ﬁX—kxo) =0.
16 2
Efter forkortning och multiplikation med 16 fas

&' =120,
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vilket betyder att (5.3) &r en 16sning till KdV-ekvationen.

Sats 3. Funktionen

loser KdV-ekvationen.
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