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Sammanfattning

Det hér arbetet handlar om modellering av smittsamma sjukdo-
mar, som ar ett viktigt verktyg for att kunna forebygga sjukdomar
med till exempel ett vaccinationsprogram. Arbetet behandlar och
analyserar deterministiska, stokastiska och Markov modeller, dér
modellerna har olika beteenden som diskuteras. Vi borjar med ett
enkelt tankeexperiment och arbetar fram till den mer realistiska
modellen, vilket dr den stokastiska SIR-modellen.



Abstract

This paper is about modeling infectious diseases, which is an im-
portant tool for preventing diseases from becoming large with,
for example, a vaccination program. The paper deals with and
analyzes deterministic, stochastic and Markov models, where the
models have different behaviors which is being discussed. We start
with a simple thought experiment and work towards the more re-
alistic model, which is the stochastic SIR model.
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1. INLEDNING

Modelleringen av smittsamma sjukdomar och deras spridning &r en viktig del av matematisk bio-
logi, en del av omradet matematisk epidemiologi. Modellering ar ett viktigt verktyg for att mita
paverkan av olika vaccinationsprogram for kontroll eller utrotning av sjukdomar. Syftet med detta
projekt dr att forsta matematisk modellering av infektios sjukdomsdynamik inom ramen foér dy-
namiska system, en allmén kategori av matematisk modellering av smittsamma sjukdomar. Detta
kallas ocksa tillstandsrumsmodeller, som anvinds for att forutsiga utvecklingen av hypotetiska el-
ler pagaende epidemiska spridningar. Det omfattar kontinuerliga deterministiska SIR-modeller och
dess besléktade varianter, komplexa nétverksmodeller, stokastiska modeller som delvis &r baserade
pa Markovkedjor och agentbaserad simulering. For en dversikt se [7] dédr andra kategorier diskuteras
i detalj. I detta projekt ska vi bara diskutera SIR eller SIRS modeller i samband med Markovked-
jor, deterministiska och stokastiska processer. Vi kommer att studera en enkel ODE-modell (med
system av ordindra differentialekvationer), som inte tar hénsyn till aldersstruktur eller geografisk
férdelning, i vart fall SIRS-modellen. Sedan betraktar vi en stokastisk SIR-modell med dédstal.
Avslutningsvis forsoker vi fa en mer realistisk stokastisk modell med hjilp av Markovkedjor. Mer
sofistikerade modeller kan baseras pa kategoriserade system, med indelningar som motsvarar olika
aldersgrupper, partiella differentialekvationer, dér oberoende variabler anger plats osv, men jag
har valt att lagga upp det pa ett séitt som vi beskriver ovan.

2. GRUNDLAGGANDE MATEMATIK

2.1. Grundliggande stabilitetsteori for dynamiska system. I denna uppsats behandlar vi
huvudsakligen tvadimensionella system. I enighet med det presenteras stabilitetsanalys i det hir
avsnittet for foljande system

dzx

E = f(l’, y)
1) ¢

o = 9@y

i kontinuerlig tid eller
Tpy1 = f(Tn,Yn)
Yn+1 = g(zn: yn)

i diskret tid, dér f och g &r tva tillrackligt snélla funktioner. Det mesta materialet som presenteras
i detta avsnitt dr tagna fran [3].

(2)

Definition: En punkt X* = (2*,y*) kallas en jamviktspunkt (eller stationir punkt eller fixpunkt,
steady state) for (2) om den uppfyller

at = f@%y), vt =g y).
En punkt X* = (z*, y*) kallas en jamviktspunkt (eller stationédr punkt eller fixpunkt, steady state)
for (1) om den uppfyller

f@®,y") =0, g(a",y")=0
Definition: Vi séiger att en fixpunkt X* av (2) &r lokalt (asymptotiskt) stabil om foljande villkor
dr uppfyllda. Till varje € > 0 finns nagot 6 > 0 sadant att:
|IXo— X*||<d = || Xn— X*|| <eVn>0och le X, =X",

dir Xo = (xo,yo) &r startvirdet for (2) och X,, = (z,, yn) genereras av (2).
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Vi séiger att en fixpunkt X* av (1) dr lokalt (asymptotiskt) stabil om foljande villkor &r uppfyllda:
Till varje € > 0 finns nagot § > 0 sadant att

IXo = X*| <8 = [[X(t) ~ X*|| <eVt>0och lim X(t) = X*

dir Xo = (o, yo) dr startviirdet for (1) och X (¢) = (x(¢),y(t)) genereras av (1). Hir &r || - || den
euklidiska norm av vektorn =”-” . Om X, inte konvergerar till X* sa 4r den instabil.

Om konvergens X,, — X* giller for alla Xy siigs X* vara globalt stabil fixpunkt for (2). Detsamma
om X (t) — X* for alla startvirden X, dr X* globalt stabil fixpunkt for (1).

For lokal stabilitetsanalys anvéander vi oss ofta av dynamisk analys i omgivning av fixpunkt. Da
kan vi utnyttja den linjéra teorin for stabilitet. Mer precist delar vi upp analysen i f6ljande steg:

Bestdm fixpunkter, enligt definitionen, analytiskt eller numeriskt;

Linearisera systemet (antingen (1) eller (2)) i respektive fixpunkter;

Avgor var egenvirden av matrisen till det lineariserade systemet for fixpunkter ligger;
Rita vektorfilt av systemet for att dra slutsats (i fall majligt) for global stabilitet

I biologiska sammanhang behdvs det vidare diskussion/analys om den biologiska relevansen
for att tolka den matematiska analysen.

For detta mal behdver vi nagra verktyg for maojlig lokalisering av egenvirdena. I manga praktiska
problem, till exempel de modeller som vi kommer att studera, finns det parametrar i systemet.
Vi vill kunna analysera stabilitetsegenskaper hos en fixpunkt for alla méjliga parametrar, det vill
siga, vi vill veta for vilka parametrar en fixpunkt &r stabil eller instabil. Den metod som vi kommer
att anviinda ér att undersoka nollstéllen till ett andragradspolynom i term av koefficienterna (som
omfattar parametrar). Vi beskriver hur teorin ser ut for (1) i mer detalj nedan. Beteckna

v (z) F(X) = @((i 55) ’

dx

— =F(X

7 (X)
Linearisering av system gor man i princip med Taylorutveckling. Vi utvecklar f(z,y) och g(z,y) i
fixpunkten X* = (z*, y*) for system (1). For att gora beskrivningar enklare gor vi ett variabelbyte

(translation): X = X — X*. Da blir (1)

Sa (1) skrivs pa matrisformen

dX , , 5 )
— =F(X+ X" =FX")+F(X")X +0o(X) = AX
dt —— ——
=0 =0
of of
dér matrisen A = F'(X™*) ar Jacobimatris av F' berdknad 1 X = X*, dvs, A = <g”g” gg) .l
dr oy ) x-
var berdkning uteldmnar vi " och skriver % = AX. Men det &r extremt viktigt att komma ihag

vad denna ekvation representerar: det dr en ekvation for forskjutning fran en fixpunkt X*. Mer
precist, det ar en ekvation for sma forskjutningar fran X*.

Sats 1. Fizpunkten X* av (1) dr lokalt stabil om och endast om alla egenvirden av A har negativa
realdelar; X™* dr instabil om och endast om det finns ett egenvirde av A som har positiv realdel.

Vi kommer inte att bevisa satsen hér men det blir ganska klart om A &r en diagonalmatris eftersom

det &r ekvationen av formen Z—f = ox vi ska 16sa. Losningen dr x(t) = e?*x(0). I fall A inte &r

diagonal men ir mojlig att diagonaliseras sa gor vi variabelbytet sa att matrisen A blir diagonal.
Det som &r besvirligt att bevisa ar det fall da A inte &r diagonlaiserbar men slutsatsen géller &nda.
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Observera att satsen giller for godtyckliga dimensioner. Det dr viktigt att komma ihag att vi inte
kan dra nagon slutsats om det finns rent imaginira egenvarden.

For 2 x 2 matriser ar det ganska enkelt att bestimma var egenvérdena ligger. Lat A = (le 212> .
21 Q22

Det karakteristiska polynomet
A 4ar+b=0
kan berdknas genom a = —tr(A) och b = det(A).

Sa vi har:

Proposition 1. Stabilitet av 22 = AX &r ekvivalent med tr(A4) < 0 och det(A) > 0.

Bevis: Antag att tva rotter till A2 + a\ 4+ b = 0 dr A1, A2 och de kan vara lika. Antag att Rel; <
0,ReXs < 0.

(i) Om de &r reella &r de negativa (da réknar vi &ven multipel rotter). Det &r klart att a =
—(A1 4+ A2) >0 men a = —tr(A) sa tr(A) < 0. Vi vet att det(A) = AA2 > 0 och det &r trivialt att
det(A) > 0.

(ii) Om de &r komplexa tal sa maste de vara komplexa konjugata eftersom A &r reell. Da kan vi
skriva \; = \g = 0 + iw, dir w, o #r reella tal och o < 0. Alltsa dr Mo = w? + 02 > 0, vilket
visar att det(A) > 0 och A\; + A2 =20 < 0, dvs tr(A4) < 0.

Omvint antar vi att tr(A) = A1 + A2 < 0 och det(A) = A Az > 0. Det betyder att a > 0 och b > 0.
Vi ska visa att realdelar av rotterna ska vara negativa.

—a++va? —4b —a—+a? —4b
Al = 77>\2 = 77
2 2
om a® —4b > 0, eller
\ —a +ivV4b — a? ) —a —iV4b — a?
1 - —7 2 - —7
2 2
om a? — 4b < 0. I det sista fallet ser vi att A\; + Ay < 0 ger realdelen —a/2 < 0.1 det forsta felet

ar det automatiskt att Ao < 0 eftersom a > 0. Det dr dven litt att inse att Ay < 0 da vi antog att
b>0,a%—4b>0. O

For system (2) har vi f6ljande sats:

Sats 2. Fizpunkten X* av (2) dr lokalt stabil om och endast om alla egenvirden av A ligger
innanfor enhetscirkeln {z : |z[< 1}; X* dr instabil om och endast om det finns ett egenvirde av A
som har belopp storre dn 1.

Anledningen till att det &r en cirkel kan lidtt férstas om vi loser ut X,, = A" Xy. Det dr |[A\|" som
ska ga mot 0. Aterigen behdver vi komma ihag att vi inte kan dra nagon slutsats om det finns
egenvirden pa enhetscirkeln. Motsvarande Proposition 1 &r lite mer komplicerad:

Proposition 2. Om det karakteristiska polynomet till A &r
p(z) =2 +az+0
s& ar stabilitet av X, 11 = AX,, ekvivalent med att
bl <1, 1+a+b>0,1—a+b>0

eller
b <1, |a|] <1+
3



Med andra ord, ar stabilitet ekvivalent med att

|det(A)] < 1, [tr(A)] < 1+ det(A).

Bevis. Antag att z1, 2o dr rotter till polynomekvationen och att det har belopp mindre &n 1. Da ér
det klart att

b = |z122| = |21][22] < 1
och
la| = |z1 + 22| < |2z1] + [22] < 2.

Rotterna ar

—a++Va? —4b —a —+Va? —4b
, 2

(1) Z1 = D) 2 = 2 )

om a® —4b > 0, eller
—a + 1v/4b — a? —a — iv/4b — a?

(11) 21 = 2 )22 = )

om a® —4b < 0.

Fall (i): |z1] <1<
—24+a<Va?-4b<2+a

Notera att —2 + a < Va? — 4b giller automatiskt eftersom vi redan har visat att a — 2 < 0.
Olikheten va2 — 4b < 2+a ger a> —4b < 4+4a+a? & 1+a+b > 0. P4 samma siitt |22 < 1 ger
l—a+b>0.

Fall (ii): Det &r sjalvklart att b > 0 och |z1| = |22| = b = |a| = |21 + 22| < |z1]| + |22| =2b< 1+,
vilket dr den &nskade olikheten.

Antag nu det omvinda, |b] < 1 och |a| < 14 b. For Fall (ii) ovan har vi |z1| = |22| = b < 1 sa bada
rotterna har belopp mindre &n 1.

I Fall (i) ser vi att argumentet ovan kan ga bakat sa att vi har visat |z1] < 1 och |z3] < 1. O

2.2. Markovkedjor som dynamiska system. Markovkedjor utgor en speciell klass av dynamis-
ka system som utvecklas probabilistiskt. Materialet i denna del &r baserad pa [4]. Denna klass av
modeller, som kan anses delvis som en sérskild underklass av positiva linjéra system, har en mangd
olika tillimpningar och en djup men intuitivt teoribildning. Det &r en viktig gren i dynamiska sy-
stem. Overgangen fran en plats till en annan #ir probabilistiska snarare #n deterministiska. Den
probabilistiska utvecklingen av en Markovkedja innebér att framtida tillstand inte kan hérledas
fran den nuvarande, utom nér det géller sannolikhetsbedémningar.

Definition. (Markovegenskapen). En Markovkedja &r en stokastisk process pa S med egenskapen
P(sit1]si) = P(sit1]si; Si—1, ..., So) for alla s;, € S vilket innebiéir att sannolikheten p;; enbart beror
pa s;.

En Markovkedja kan beskrivas pa foljande satt: Om vi har en uppsédttning av tillstand, S =
{s1,82,..., 8} sa startar processen i nagot av dessa tillstand och gar successivt fran det ena till-
standet till det andra och varje sadan overgang kallas ett steg. Om kedjan ar i tillstandet s; gar
den vid nésta steg till tillstandet s; med sannolikheten p;; och denna sannolikhet beror inte pa
vilket tillstand kedjan tidigare varit i, vilket definitionen ovan séger.
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Sannolikheterna p;; kallas 6vergangssannolikheter. Processen kan vara kvar i det tillstand den
ar i, vilket hdnder med sannolikheten p;;. En inledande sannolikhetsférdelning, definierad pa S
bestdmmer starttillstandet.

Definition. Overgangssannolikheterna pij 1 en tidshomogen Markovkedja definieras av
bij = P(X'n = j|Xn71 = Z) ivj eN

d.v.s p;; dr sannolikheten att ga fran ¢ till j i ett tidssteg.

Definiton. Ett tillstand s; av en Markovkedja kallas absorberande om det d&r omgjligt att lamna
den (t.ex., p;; = 1. En Markovkedja dr absorberande om den har minst ett absorberande tillstand,
och om det dr mojigt att ga till ett absorberande tillstand fran alla tillstand (inte nédviindigtvis
med ett steg).

Definition. I en absorberande Markovkedja dér ett tillstand inte &r absorberande kallas transient.

Betrakta en godtycklig absorberande Markovkedja. Skriv om tillstandet sa att de transienta kom-
mer forst. Om det finns r absorberande tillstand och ¢ transienta tillstand kan 6vergangsmatrisen

skrivas om pa kanonisk form
_( QIR
= (ST

dér I &r en r x r identitetsmatris, 0 &r en r x ¢ nollmatris, R ar en nollskild ¢ x r matris och Q &ar
en t x t matris. De forsta tillstanden t &r 6vergaende och de sista tillstanden r &r absoberande.

Vi har sett att elementen pgw i matrisen P™ dr sannolikheten att vi befinner oss i tillstandet s;

efter n steg nir kedjan borjar i tillstandet s;. P™ har ddrmed f6ljande form
Q" | *
n o _
Pr= ( 0 | I

Sats 3. I en absorberande Markovkedja &r sannolikheten att processen blir absorberad lika med 1
(t.ex., Q" — 0 nir n — o0)

Bevis Fran varje icke-absorberande tillstand s; dr det mdjligt att na ett absorberande tillstand.
Lat m; vara det minsta antal steg som krévs for att na ett absorberande tillstand med startpunkt
i s;. Lat p; vara sannolikheten att, givet att vi startar i s;, processen inte nar ett absorberande
tillstand i m; steg. Da &r p; < 1. Lat m vara det stérsta av m; och lat p vara det storsta av p;.
Sannolikheten att inte absorberas i m steg &r mindre &n eller lika med p och i 2n steg &r den mindre
#n eller lika med p?, etc. Eftersom p < 1 gar dessa sannolikheter mot 0. Eftersom sannolikheten
for att inte absorberas i n steg #r monotont minskande, sa gar dessa sannolikheter ocksa mot 0,
dérav lim,,_, Q" = 0. O

Definition. Lat A vara en n X n matris med element a;; pa rad ¢ och kolonn j. For att A ska vara
en stokastisk matris maste samtliga a;; vara icke-negativa och nagot av dessa maste vara uppfyllt:

For att A ska vara radstokastisk (for alla 7):

n
E aij =1
j=1
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For att A ska vara kolonnstokastisk (for alla j):
> ay =1
i=1

For att A ska vara dubbelstokastisk behéver bada ovanstaende villkor vara uppfyllda.

3. EPIDEMIOLOGI: DETERMINISTISKA SIR- ocH SIRS MODELL OCH VARIANTER

Det klassiska arbetet om epidemier gar tillbaka till ar 1927 déir Kermack och McKendrick var
tva vetenskapsméin som studerat modellering av epidemier . Vi kommer att studera deras SIR-
och SIRS-modeller utan ”vitala dynamik” (fodslar och dédsfall). Merparten av materialet i detta
avsnitt dr taget fran [2].

Lat oss tédnka pa en influensaepidemi for att forklara modellen och idéerna &r vildigt generella. T
populationen kommer det att finnas en grupp av ménniskor som #r mottagliga (Susceptible) for
att fa viruset av dem som &r infekterade (Infected). Vid nagon tidpunkt kommer de infekterade bli
sa sjuka att de maste stanna hemma och bli en del av den borttagna gruppen (Removed group).
Nér de val aterhdmtat sig kan de inte smitta andra, de kan heller inte bli smittade eftersom att
de utvecklat immunitet. Antalet individer i de tre klasserna kommer att betecknas med S, I, och
R, och dérav namnet SIR-modell. Beroende pa tidsskalan av intresse for analys kan man ocksa
gora det mojligt for det faktum att personer i Removed gruppen sa smaningom kan atervénda till
Susceptible, vilket skulle hinda om immunitet bara var tillfalligt. Detta dr den SIRS-modell (det
sista S:et for att indikera flode fran R till S) som vi kommer att studera dérefter.

Vi antar att alla dessa siffror dr funktioner av tiden ¢, och att siffrorna kan modelleras som reella
tal (Icke-heltal har ingen poéng fér populationer, men det dr en matematisk mdjlighet). Om man
déremot studerar probabilistiska istéllet for deterministiska modeller kan siffrorna representera
vintevirdet av stokastiska variabler, vilket kan vara (Icke-heltal).

Det grundliggande modelleringsantagandet dr att antalet nya infekterade I(t+ At) —1(t) i ett kort
tidsintervall [t,t + At] dr proportionellt mot produkten S(t)I(t)At.

Lat oss forsoka motivera intuitivt varfor detta ar vettigt. Experimenterande och passa in till data
bor som vanligt avgora om detta dr ett bra antagande.

Antag att overforingen av sjukdomen endast kan ske om en mottaglig (Susceptible) och en infek-
terade (Infected) dr véldigt nira varandra, exempelvis genom direkt kontakt, nysningar, etcetera.

Vi antar att det finns ett visst omrade kring en given mottaglig individ, sa att den bara kan bli
smittad om en infekterad intrédder detta omrade:

Vi antar att for varje smittsam individ finns det en sannolikhet p = SAt att denna infekterade
kommer att passera genom detta omrade i tidsintervallet [¢, ¢+ At], ddr § dr nagon positiv konstant
som beror pa storleken av omradet, hur snabbt den infekterade ror pa sig, etcetera. Vi tankter oss
att den infekterade ror sig med en bestdmd hastighet: under dubbelt sa lang tid &r det dubbelt
sa hog risk att den infekterade kommer att passera detta omrade. Vi antar att At < 1, alltsa ar
p< 1.

Sannolikheten att just denna infekterade inte kommer in i omradet dr 1 — p, och om man antar
oberoende ir sannolikheten att ingen infekterad intrider (1—p)?. Alltsd &r sannolikheten att nagon
6



infekterad kommer néra var mottagliga (Susceptible), med hjélp av binomial utveckling:

I
1—(1—p)1%1—(1—p1+<

2
2>p +-)~p

eftersom p < 1. Séaledes kan vi séga att en viss mottaglig individ har en sannolikhet pI for att
bli infekterad. Eftersom det finns S av dem kan vi anta att om S &r stor kommer totala antalet
infekterade bli S x pl.

Vi drar slutsatsen att antalet nya infekterade &r:

I(t + At) — I(t) = pSI = BSIAt

dI
om vi dividerar med At och tar granserna, sa far vi en term 557 i — och liknande en term —3ST

dt

. ds . . o . .
b Detta &r verkligen ett "mass action kinetics antagande” och anvénds ocksa nér man skriver

elementira kemiska reaktioner. I kemisk reaktionsléra hiarleder man denna massverkansformel med
hjdlp av “kollisions teori” bland partiklar (till exempel molekyler), med hiinsyn till temperatur
(som paverkar hur snabbt partiklar ror sig), hur de formar sig, etc. [3]

Vi maste ocksé modellera infekterade som tas bort (Removed): det &r rimligt att anta att en viss
andel av dem som tas bort per tidsenhet ger termen v I fér nagon konstant v. Pa liknande sétt finns
det termer yR for flodet”av borttagna(Removed) tillbaka till mottagliga. Detta dr SIRS-modellen
som visas 1 figur (b) nedan. De dynamiska systemen &r

ds

sms) U gsr
% = vl —vR

(Det finns manga variationer av denna modell f6ljande ér exempel. I en modell med vital dynamik
lagger man till fodelse- och dodstal. En annan &r att man ger ett vaccin till en viss procentandel
av de mottagliga, med en viss hastighet, vilket gor att de vaccinerade individerna blir ”"Remo-
ved”. Ytterligare ett exempel &r att det finns en typ av mygga som gor att ménniskor smittas.)
Ekvationerna for modellen (a) nedan dr

as
dt
dI
SIR R —
( ) 7 BST —vI
dR

dt



Ett antal olika epidemiska modeller
ar framstédllda i figuren till vénster.

I v R Den totala populationen N &r uppde-

lat i klasserna mottagliga (Susceptib-
le) (S), Infekterade (I) och borttag-

U e

| na (Removed) (R). Overgangarna mel-

I v R lan klasserna beskriver vigen som tas
for overforing, aterhdmtning och forlust

av immunitet med konstanterna f, v

| och . En population med vital dy-

Ji v R namik antas producera nya mottagli-
ga med en konstant J som &r iden-

(52‘ 5 52 tiskt med dédligheten. (a) SIR-modell;

] (b) och (c¢) SIRS-modeller och (d) SIS-

I modell. (Observera att dessa figurer &r

lite missvisande: de &r inte kategorise-
52 rade system, i vilket flodet fran S till T
bara #r proportionell mot S).

3.1. Lokal stabilitetsanalys av SIRS. Vi studerar modellen som dr definierad av (b). Lat N =

dN
S(t) + I(t) + R(t). Eftersom prl 0, (genom att addera alla ekvationer), dr N, den totala

populationen, konstant for att ¢ > 0. Detta &r den sakallade bevarandelagen. Vi kan dérfor eliminera
en variabel for att reducera systemet fran tre ekvationer (SIRS) till tva ekvationer. Vi anvéinder
att R=N — S — I och far

% = —BSI+~(N—-S—1)
dl

Forst bestdmmer vi stationdra punkter till systemet. De &r 16sningar till ekvationssystemet

—BSI+~y(N—-S—-1)=0
BSI—vI=0

Den andra ekvationen ger I = 0 eller S = 5 Da far vi tva stationéra punkter:

Yl = (N, 0) och YQ = %, ff}/ﬂ

Exempelvis, N =2, = 1,v =1 och v = 1. De stationdra punkterna &r pa (2,0) och (1,1/2).
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Den andra stationira punkten X, spelar bara roll om foljande villkor #r uppfyllt:

N
R02—5>1
v

dir Ry kallas den smittsamma konstantsiffran, &ven betecknad som o. Denna viktiga troskeleffekt
upptéicktes av Kermack och McKendrick. Den séger att befolkningen maste vara ”tillrackligt stor”
for att sjukdomen ska bli endemisk. Nér Ry < 1 kommer infektionen att do ut i det langa loppet.
I annat fall kan infektionen sprida sig i populationen.

Nagra uppskattade virden av Ry ér som foljande (Wikipedia februari 2017)

Disease Transmission Ro
Measles Airborne 12-18
Diphtheria Saliva 6-7
Smallpox Airborne droplet 5-7
Polio Fecal-oral route 5-7
Rubella Airborne droplet 5-7
Mumps Airborne droplet 4-7
HIV/AIDS Sexual contact 2-5
Pertussis Airborne droplet | 5.5
SARS Airborne droplet | 2-5[3!
Influenza . 4
Airborne droplet | 2-3[4]
(1918 pandemic strain)
Ebola . .
Bodily fluids | 1.5-2.5[°]
(2014 Ebola outbreak)

For undersokning av stabilitet av stationdra punkter beriiknar vi Jacobianen. For detta dndamal
later vi f(S,I) = —BSI+ (N —S —1I) och ¢g(S,I) = SI —vI. Da ér Jacobianen
9



0 0
(a )* gi % = I8 SB—v
aS 01

Om alla egenvirden av Jacobianen evaluerade vid en stationér punkt har en negativ realdel sa ar
den stabil, vilket betyder att banan som genereras av SIRS-modellekvationer, utgaende fran en
punkt nira denna stationédra punkt, kommer att konvergera mot denna jamviktspunkt. Om ett av
egenvirdena har en positv realdel sa dr stationdra punkten instabil. Placeringen av egenvirdena
kan diskuteras utan att berdkna dem explicit. I det tvadimensionella fallet (vilket &r fallet hér)
har vi det karakteristiska polynomet av J(Xgg) vid jimviktspunkten

p(s) = s* —tr(J(Xss))s + det(J(Xss))

(SS star for for Steady Sate (stationdr punkt).) Dirfor underséker vi om bada nollstéllena ligger i
den vénstra halvan av det komplexa planet. Enligt Proposition 1 &r det ekvivalent med tr < 0 och
det > 0.

Vid X #r matrisens spar och determinanten av J (yl) foljande
tr=—y+ NG —vand det=—y(NS—7)

vi vet att trace = tr ges av foljande

a b
tr:{c d]=a+d

dir a = —I8 —y och d = S —v men X; = (N,0), (I = 0) och (S = N) s& vi far di att
tr = —y + N — v. Sedan har vi att

b
d
och som vi angivit tidigare &r a = —If8 — v och d = S — v. Eftersom I = 0 kan vi eliminera bc

ur rédkningen da den innehaller termen I. Vi far da det = —y(NS — v) givet att Rg = NS/v > 1
géller det < 0, och didrmed &r det en sadel.

det:{a ]:ad—bc
c

Vid X, dr matrisens spar och determinant av J(X5) féljande
tr=—-If—v<0and —det=I8(r+~v)>0.

Enligt liknande argument anvinds ovan vi har dock att

v
. y YN = B)
X2 = )
B v+n
v
y V(N = B)
Nuédr S = — och I = | ———— | . Vi anvinder I och inte uttrycket, da ar tr = a +d =
B v+
—Ig—~v+ %B —v = —If — v vilket dr < 0 eftersom att termerna &r positiva. det = ad — bc =
(—Ip — 'y)(%ﬁ +v)— (—%ﬂ +Y)(IB) = (v +v)(IB) vilket &r > 0 eftersom termerna dr positiva.

Alltsa &r denna stationsira punkt lokalt stabil. Fér begynnelsevillkor tillréickligt nira X kan vi
darfor, med antagandet att Ry > 1, se att antalet infekterade individer kommer att nidrma sig
10



uttrycket
V(N —v/B)

Igs = ————=.
59 v+
Eftersom vi antar att Ry > 1 sa kommer sjukdomen sjélvklart att fortsétta sprida sig, vilket vi kan
relaterade till bilden fran wikipedia, dir alla viirden fér Ry > 1 och i fallet da X; = (N, 0) sa &r
ju I = 0 alltsa finns det inga infekterade ménniskor, vilket vi kan utesluta, s& antalet infekterade
individer kommer att ga mot O .

3.2. Tolkning av Ry. Innan vi diskuterar vidare om global dynamik ger vi en intuitiv tolkning
av variabeln Ry. Vi gor foljande tankeexperiment: antag att vi isolerar en grupp av P infekterade
individer och later dem aterhdmta sig. Eftersom det inte finns nagra mottagliga i vart inbillade

dI
experiment far vi féljande: S(t) = 0 alltsi — = —v1 vilket leder till I(t) = Pe™"!. Antag att ite

individen &r infekterad under totalt d; dagar och observera foljande tabell:

Dagar
Individer 0 ! 2 o d | oo
Ind. 1 X X X X X | x = d; dagar
Ind. 2 X X X X = dy dagar
Ind. 3 X X X X | X = d3 dagar
Ind. P X X X X = dp dagar
= IO = Il = 12
Det &r tydligt att dy +do +--- = Ip+ 11 + I3+ - - -, om vi antar att vi rdknar pa heltal med dagar,

timmar eller nagon annan diskret tidsenhet. Det genomsnittliga antalet dagar som individer &r
smittade blir darfor:

1 1 1 e o 1
N, ==N"IL~= I(t)dt = Vit =~
P =5 ng [ a [ ea=

dl
A andra sidan, tillbaka till den ursprungliga modellen, #r innebérden av begreppet 3SI i o

I(At) — I(0) = 5S(0)I(0)At. Om vi borjar med I(0) infekterade och tittar pa ett intervall av tid
med lingden At = 1/v, som vi kommit fram till representerar den genomsnittliga tiden for en
infektion, far vi till slut foljande antal nya infekterade:

BN = 1(0)T(0) _ NT(0)

v v

om I(0) < N, vilket betyder att varje individ i genomsnitt infekterat SNI(0)/v)/I(0) = Ry nya
individer.

Vi kan dra slutsatsen, med avseende pa att vi visserligen haft ett vagt argument®, att Ry repre-
senterar antalet som férvéntas bli infekterad av en individ (inom epidemiologin kallas den f6r den
inre reproduktionen av sjukdomen).

1Bland andra saker méaste vi veta att v &r stort, sa att At ir litet.
11



3.3. Global analys: vektorfilt och Fasportritt. Lineariseringen hjdlper oss att forstd den
lokala bilden av flodet. Det &r mycket svarare att fa global information om hur de lokala bilderna
hénger ihop. En mycket anvidndbar teknik for att teckna globala bilder &r anvdndning av noll-
kurvor (nullclines): S- och I-nollkurvor dr méngden av kurvor da 42 = 0 respektive 2f = 0. Det

dt dt
ar klart att skdrningar av dessa nollkurvor &r stationéra punkter.

Det #r tydligt att I-nollkurvan &r unionen av linjerna I = 0 och S = v/8; och S-nollkurvan
72NV =5)
Sp4+vy

For exemplet dar N =2, =1, v =1 och 7 =1 ar systemet foljande

dsS

= SI+@-5-1)
dl

e

7 S v

med jamvikt i punkterna (2,0) och (1,1/2). I-nollkurvan &r unionen av I =0 och S = 1.

Narlz(),@:QfS >0 omS<2och
dt < 0 annars
1 2.0
déSZl%:l_Q[ >0 OIIII<57

< 0 annars
sa pekar pilarna at hoger da I = 0 om S < 2 och vénster ;|
om S > 2.
Pa liknande sétt for S = 1 &r pilen riktad at hoger om

10

1
I< 3 och vénster i annat fall.

2—-5
For S-noll I = 71 har vi féljande

dal _ (S-1)(2-95) ]<0 omS<1
dt S+1 >0 om S €]l,2]

Pilarna i S-nollkurvan ar riktade ner om S < 1 och upp
om S €]1,2[. Notera att S > 1 inte dr intressant eftersom
I blir negativt.
Analysen ger oss mojligheten att kéinna till de allménna orienteringarna som (NordOst, NordVist,
SydOst, SydVist etc) for vektorfaltet. Vi far en helhetsbild av det dynamiska systemet pa det
séttet. Nedan finns grafer dir den forsta dr en plot av foregdende figuren med vektorfélt och den
andra en plot enbart av vektorfiltet.
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Vi har varierat olika intialvillkor for att férsta vad som hénder. Nér vi okar N med 2 och alla
parametrar med ett kan man se att nollkurvorna forflyttar sig till vinster. Figurerna nedan ar
bevis pa att den stationira punkten som skir kurvan och nollkurvan ér en stabil spiral eftersom

v
16sningskurvorna maste vara horisontella pa S = 5 Figurerna kan tolkas som att ju storre N och

B,~, v ér, desto tidigare sker en stabilisering av epidemin vid den givna punkten dir = 1. Antalet
mottagliga och infekterade #r givet av den stationdra punkten.

Man kan foérviinta sig att epidemin tar slut med tiden men sa dr det inte. Eftersom parametrarna
B,7,v och N antas vara konstanter i modellen séa tar epidemin aldrig slut utan den stabiliseras i
den punkten dér filtet ar riktad mot.

Vi varierar de olika parametrarna och har ett fixt N virde. Som man kan se pa foérsta och tredje
figuren har vi en sadelpunkt vilket &r ett instabilt tillstand, alltsa intréffar ingen epidemi, men i

den andra figuren har vi som ovan, en stationédr punkt. Lagg mérke till att ndr N s < 1 har vi
v

en sadelpunkt, alltsa ingen epidemi, ddremot nir N é > 1 har vi en spiral, alltsa finns en epidemi
v

som till slut stabiliserar sig.

Genom att genomfora en fasportriattsanalys kan man konstatera att enda séttet att stoppa en

epidemi (utan vaccination) dr att 6ka v, minska 3 eller .
13
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3.4. Exempel. Lat konstanterna vara fixerade och &ndra intialvirdena for att se vad som hiander
med kurvorna, da f =0,003,v =1,y=0.50ch [ =1,5 =999, R = 0 far vi foljande kurvor

N
1000) nfected
350
800
50
60 — Mottaglig 50
Infoktorad ¢
400
_— 10
200 b
/ 400 600 800
t
[ 2 ) 6 8 10

I samband med att de mottagliga minskar i antal kan vi se pa forsta grafen att antalet infekterade
okar, dér de vid tva tidpunkter #r lika manga i antal, men som vi kan se sa stabilisierar sig epidemin
efter ungeféir ¢ = 8. Den andra figuren visar hur mottagliga och infekterade verkar tillsammans,
dér de till slut nar en jamviktspunkt, vilket vi konstaterat fran forsta grafen.

— Mottaglig
Infokterad
Borttagen

Om vi ténker oss att vi inkluderar 6vergangen fran borttagna till mottagliga, vilket vi inte gjort i
forsta plotten, ser man att gruppen borttagen dkar ganska snabbt men avtar och stabiliserar sig.
Ingen av grupperna kommer att ga mot 0 eller N eftersom att vi har en SIRS-modell, alltsa att
dem som aterhdmtat sig kan bli en del av de mottagliga igen som dérmed kan bli infekterade igen.

Den stationéra punkten dr da I = 338,5 = 221, R = 441.
Nér 8 =0,003,v = 1,7 = 0.5 och I =400,S = 6000, R = 0 far vi féljande kurvor

— Mottaglig
Infekterad

5000)
4000 \
000
3000) Infoktorad 3000) > .
orttagen
2000) 2000 /
2000
1000 1000
e 1000 ¢
05 0 15 20 25 30 05 > 15 2 25 30
1000 000 4000 5000 60

N har ckats ungefir 6 ganger mer dn forra simuleringen, vilket tyder pa epidemin i populationen
stabiliserar sig snabbare &n om N vore litet. Detta dr for att ju fler individer desto mindre risk for
varje enskild individ att insjukna och dérmed stabiliserar sig epidemin mycket snabbt.

Den stationéra punkten dr da I = 332,5 = 2024, R = 4044.

Lat oss titta pa SIR-modellen (SIR). SIR dr modellen dér de som aterhémtat sig stannar kvar i
den klassen som immun eller liknande, till skillnad fran SIRS. Vid en simulering av SIR-modellen
borde alltsa de stationéra punkterna se ganska annorlunda ut.

Lat 8=0.03,v=10ch I =1,5=999,R=0
14
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Infekterad
400 — Borttagen

200

Simuleringen visar att tanken att det borde bli annorlunda stdmmer. Den mottagliga och infek-
terade gruppen gar ganska snabbt mot 0 och didrmed blir alla en del av den borttagna gruppen,
alltsa blir de immuna mot sjukdomen.

Man ser att antalet infekterad okar vildigt snabbt under en kort tid, likadant med de mottagliga,
dér de minskar vildigt snabbt. Eftersom populationen #r avseviirt liten har I(¢) en topp och
populationen blir infekterad vildigt snabbt. De mottagliga gar ner till 0 nistan omedelbart och
stannar dédr. Detta &r pa grund av att det d&r SIR-modell, dédr man aldrig kan bli mottaglig igen,
vilket &r en ganska orealistisk modell for vissa sjukdomar.

3.5. SIR-modell med delade grupper. Antag att vi vill studera ett virus som bara kan foras
vidare genom heteroesexuella kontakter. Alltsa skall vi betrakta tva separata populationer, med
mén och kvinnor. Lat S vara mén som dr mottagliga och S de mottagliga kvinnorna och liknande
fér I och R.

Ekvationerna ér liknande for dem i SIRS-modellen:
a5
dt
dl
dt
dR
dt
dsS
dt
dI
dt
dR
dt

= vl — 4R

=-BSI  +9R

= BSI—-vI

= vl —vR

Denna modell &r lite svar att studera, men i manga STD (Sexually Transmitted Disease-modeller),

(speciellt asymtomatiska), finns ingen bortagen (Removed) klass, istéllet blir de infekterade en del
15



av den mottagliga populationen. Detta ger:

%§::—851+ﬂf
LI
%:—ﬂSI-FI/I
%z BST —vI

Om vi skriver N = S(t) + I(t) och N = S(t) + I(t) for det totala antalet mén och kvinnor, och
anviander dessa tva bevarande lagar, sa kan vi studera de tva foljande ODE:

al

o =P - DI-vI
dI .
o =AW DI —vI

Lat A =0.003,7 = 0.7, 3 = 0.001,» = 0.3, N = 500, N = 1000 och [ = 1,1 = 1; vi far da
Infekterad
500}

400 -

300 — Man
[ Kvinnor

200 -

100 -

Proportionalitetskonstanterna 7 och v beskriver hur stor del av de infekterade mén och kvinnor
som blir mottagliga igen, medan 3 och 8 beskriver 6vergangen fran mottaglig till infekterad for
mén respektive kvinnor. Till en borjan 6kar andelen infekterade for bada grupperna relativt sakta,
men efter ¢ = 5 okar det dratiskt men stabiliserar sig snabbt vid ett givet tal. Infekterade mén och
infekterade kvinnor stabiliserar sig vid 350 respektive 538. Grafen ser ut som den gor eftersom en
av intialvillkoren var att andelen kvinnor var 1000 medan andelen mén var 500 i populationen.

3.6. SEIR. SIR-modellen har ingen inkubationstid sa den passar inte for vissa sjukdomar. Darfor

kan vi ldgga till en sadan ”inkubationstid” som ett mellansteg mellan Mottagliga och Infekterade;

detta leder till SEIR-modellen med delpopulationerna: Mottagliga”, ”Exponerade”, ”Infektera-

de”, och Borttagna”. En naturlig uppséttning av differentialekvationer for SEIR-modellen &dr som
16



foljande:

ds
di
dE

dt
(SEIR) { %

dt
dR
dt

= —pBSI
= pBSI—¢€F
= el — vl

= + vl

dér vi kan skriva v och € som inverser av infektion och inkubationsperioder.

Som ett exempel pa SEIR-modeller, betrakta influensapandemin 2009-2010 i Istanbul (i juni 2009,
uttalade sig World Health Organization om en A/HIN1 pandemi). I arbetet [6] anvinds denna
modell for att passa in data fran medicinska rapporter, datum for sjukhusvistelse och aterhimtning
eller dodsfall, som himtats fran stora sjukhus i Istanbul. Dér erholls foljande passning:

I forsta hand behandlas den data som samlats in under juni 2009- februari 2010 fran de olika
sjukhusen i Istanbul. Storleken pa populationen fran varje delomrade och sjukhus &r givna i en
tabell och det totala antalet mottagliga dr ungefér 1.5-2 miljoner. Patienter som lagts in i sjukhus
mellan juni 2009 och augusti 2009 hade déremot lagts i karantéin da de rest fran utlandet till
Turkiet med sjukdomen. Darmed ar data for SEIR-modellen viktig fran och med september 2009.
Om en patient dott inom 15 dagar fran och med att den vistats i sjukhuset har patienterna dott
pa grund av infektionen, ddremot vid en vistelse mer &n 15 dagar med doéd som utfall har andra
skél dn infektionen spelat roll.

For att lyckas anpassa kurvorna fran data maste rétt parametrar anvéndas, vilket undersokts
i arbetet. Foljande intervall for de olika parametrarna har anvints for att fa fram ratt vérde,

4 < é <8,0.2 < €<0.4,007 <v<0.12 0och 1078 < Iy < 1077. Modellens tillférlitlighet, alltsa

v
dess felmarginaler, méts med L2-normen av skillnaden mellan modellen och observationen. Bésta
anpassningen fas for foéljande parametrar, v = 0.09, Iy = 10~7, ¢ = 0.32, 8 = 0.585.

Arbetet fick fram en vildig bra passning i jimforelse med datan fran WHO | med en felmarginal
pa 10% och 2.6% for sjukhusvistelse respektive dodsoffer.

3.7. Immunisering. Effekten som efterscks av vaccinationer dr att kunna minska troskeln N som
behsvs for en sjukdom att fa fiste. Med andra ord f6r sma N kommer villkoret Rg = NS/v > 1
inte uppfyllas och inga positiva stationédra punkter kommer att existera, vilket man kunde se i
fastplanplottarna dar N = 2,8 =~v=1,vr =3o0och N = 2,8 = v = 2,v = 5, dir den stationira
punkten ligger utanfor den forsta kvadranten. Alltsa innebéar detta att sjukdomen aldrig sprider
sig och det blir ingen epidemi.

Vaccinationer har effekten att permanent ta bort en viss del av p av individer fran populationen,

1

s& att 1 praktiken erséitts N med pN. Att bara vaccinera p > 1 — N individer ger (1 —p)Ry < 1,
0

och saledes riicker det for att utrota en sjukdom!
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4. EN STOKASTISK SIR-MODELL MED FODELSE- OCH DODSTAL

I detta avsnitt studerar vi en stokastisk modell baserad pa foljande deterministisk modell: taget
fran [5]

ds

dl
E—BSIf’ylful
dR

=yl —

7 v YR

dér 8 &r infektionstalet, v &r fodelsetalet och v &r aterhdmtningstalet. For att den totala popula-
tionen N = S + I 4+ R ska gélla antar vi ”fodelsetal=dodstal”.

Observera att vi tagit bort termen rI eftersom N = S+ I + R inte giller da systemet ar angivet i

(5] (42 + 4L 4 4f — p](t) som inte &r noll) . Om vi diremot hade lagt till 7/ i sista ekvationen sé

far vi en 6vergang fran en dod ménniska till en d6d méanniska, vilket &r en konstig tolkning. Alltsa

véljer vi att ta bort den termen fran % ekvationen. Vi har lagt till ett par parametrar hir och de
har foljande betydelse, v dr fodelsetalet , 8 dr hur smittsam sjukdomen &r, r patogeninducerade

dodligheten (smittsamma saker som gifter etc.) och v dr en parameter f6r aterhdmtningen.

For att se hur systemet beter sig undersoker vi dess dynamiska beteende. Sedan 6vergar vi till
stokastisk modell.

4.1. Stabilitetsanalys av SIR. Vi kan skriva om systemet ovan som féljande

s

g =yN —~S — BSI
% =BSI —~I —vI
(iT]: =vl — R

Vi hittar de stationédra punkterna for systemet genom att 16sa ekvationerna
YN =4S —-pSI = 0
BS—=(y+v)I = 0 &I1=0,5=
vl —yR = 0

v+

Den forsta stationédra punkten ér alltsa I = 0,5 = N, R =0, X; = (IV,0,0)

Den andra stationéira punkten ges av

—_’7+V_E _ NG
5= B R0:>R07'Y+V

(O ) (N_wﬁry) V(WZV)(RO_D gl

= Bs v+ v+ :B(Roil)
p_Yr_YVp N Yip _
R="1="3(R~1)=5(Fo— 1)

Notera att R > 0 och T > 0 (for biologisk relevans) om Ry > 1.
18



Alltsa &r den andra stationira punkten X, = (S, I, R), positiv om Ry > 1.

Det #r tillrickligt att analysera det tvadimensionella systemet (eftersom R kan losas efter att vi
lost ut I). S och I beror inte pa R, sa vi far

ds
22 = ~yN —~8 — 381
=7 7S - BS
dI

Jacobianen blir
_(-v-BI  -Bs
Ja"*( 81 /6’5*(%1/))

Vi sétter in vara stationéira punkter X; och X5 som vi riknat ut tidigare

_ (7 —BN
Jac(X7) = < 0 AN - (7_’_1/))
Sjélvklart dr egenvirdena —y och SN — (y +v). Sa
X1 ar lokalt stabilt < —y < 0,8N — (y+v) <0< Ry < 1;

X ar instabilt om Ry > 1.

vy N
= pl(Ro-1)  -pE- oy
Jac(Xq) = ol B fo = ~1Ro Ry
Bo(Ro—1) B —(v+v) Y(Ro—1) 0
B Ry

Nu ér tr(Jac(X2)) = —yRo < 0 nér v > 0, Ry > 0. Determinanten av jacobianen ar det( Jac(X3)) =
BN~y (Ry — 1)
Ry

P& liknande sitt &r alltsd X, lokalt stabil om Ry > 1 och instabil om Ry < 1, men da ar I < 0,
vilket innebér att sjukdomen férsvinner av sig sjéilv. Alltsa har vi bevisat:

vilket &r < 0 om Ry < 1 och > 0 om Ry > 1.

Sats. SIR-modellen med fodelse- och dodstal inkluderade har tvd stationdra punkter.

(Ro—1), Z(Ro — 1))

N v v
X, = (N,0,0) och Xy=(—, 2 =
1(,7)00 2 (Ro’ﬁ ’ﬁ

N,
dir Ry = i Dessutom gdiller féljande
v+

(i) Xy dr lokalt stabil om Ry < 1 och instabil om Ry > 1
(ii) Xo dr lokalt stabil om Ro > 1 och instabil om Ry < 1.

Ett par anmérkningar behovs for fortydligande.

e Observera att beviset for (i) da Ry = 1 inte foljer av lokal stabilitetsanalys. Det foljs av
att I > 0 &r en avtagande funktion av t eftersom % =pB(S—N)I <0da Ry =1, dvs
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v+ v = BN. Det medfor att R konvergerar eftersom
t
R(t) = e " R(0) +/ e~ uI(s)ds
0

enligt variation of parameters formula (t ex [4]). Till sist konvergerar S(t) eftersom S(t) =
N — I(t) — R(t).
e I (ii) &r det mindre relevant att tala om Ry < 1 eftersom det ger negativa virden pa Xs.
e Den lokala stabiliteten dr ocksa global. Eftersom det dr samma analys som SIR-modellen i
Avsnitt 3 och &r lik den i ett senare avsnitt om diskreta system utelimnar vi beviset hér.

N
100 &
80+
— Mottaglig
60 -
Infekterad
~— Borttagen
40t
20+
‘ : : Lt
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4.2. Stokastisk SIR-modell. I den stokastiska versionen av SIR-modellen ersétts kontinuerliga
variabler av diskreta tal (givna tal) och ”process rate” ersiitts av process-sannolikheter. Sa hér ser
det ut enligt [8]:

Process Sannolihet

Host birth ar =v(S+1+R)
Death of susceptible host az =S

Death of infected host (unrelated to infection) ag = ~I

Death of recovered host as =R

Infection as = BSI
Recovery a7 =vl

Nér man vill studera en epidemi i ett mindre samhélle dr det att foredra stokastiska modeller.
Fragor som man da kan fa svar pa &r till exempel foljande: Vad &r sannolikheten for ett utbrott?
Hur lange kommer epidemin att vara?

I en stokastisk modell har man variabler istéllet for parametrar som man har i deterministiska
modellerna. Dessa variablers virden beror pa mojliga utfall for en viss variabel som inte kan
overstiga 1.

Vi simulerar den stokastiska SIR-modellen med Matlab fér parametrarna N = 1000,y = 0.0001, 8 =
0.02,7 = 0,v = 0.3, déir koden &r tagen fran [8] som i sin tur anvéinder Gillespie-algoritmen. For
detaljer hanvisar vi till den angivna referensen.
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Grafen for deterministisk SIR-modell liknar denna stokatiska modell.

5. ETT NAIVT FORSOK ATT MODELLERA MED MARKOVKEDJOR

For att forsta hur Markovkedjor kan anvindas forsoker vi modellera med Markovkedjor. Lat S, 1
och R vara Markov”tillstand”. Overgangsmatrisen fran S,L,R vid tiden ¢ till S,I,R vid tiden ¢ + 1
ar
Till
s I R

Pss  Psi Psr

Prs P Prr

Prs Pri Prr

Fran

=y I~ [

dér P #r sannolikheten att ga fran ett tillstand vid tiden ¢ till ett annat tillstand vid tiden ¢ + 1.
Om vi antar att en individ aterhdmtat sig efter en infektion sa blir denna person immun och
stannar i den gruppen. Sannolikheten att en mottaglig blir infekterad &r a och sannolikheten att
en infekterad aterhdmtar sig &r b, sa vi far foljande Markovkedja

1-b

NOROROS

eller 6vergangsmatisen

o
—
I
S
S8



Notera att matrisen dr konstant och #r samma antagande (Greenwood) som tidigare gjorts for
SIRS- och SIR-modellen i Avsnitt 3.

Alltsa kan vi applicera den linjdra teorin for detta problem med en stokastisk matris och vi far
sannolikhetsmatrisen som den vénstra egenvektorn av matrisen ovan. Loser vi

far vi foljande Pg =0,P; =0,Pr =1

Satt att @ = 0.1,b = 0.2 for matrisen ovan, vi far da féljande 6vergangsmatris

09 01 O
P=[0 08 02
0 0 1

Vi kan skriva om detta i kanonisk form
_ ([ QR
P= ( o1 )’

och dessutom pa foljande sétt, vilket vi sett i Avsnitt 2.2

n
n_ Q" | *
= (1)
Ovanstaende form visar att elementen i Q™ ger sannolikheten att vara i varje 6vergaende tillstand
efter n steg for alla mojliga 6vergaende begynnelsetillstand. Vi ska visa att sannolikheten att vara

i de 6vergaende tillstanden efter n steg gar mot 0, alltsa maste elementen i Q™ ga mot noll nir n
gar mot oandligheten.

Enligt Sats 3 kan man dra slutsatsen att ovanstaende matris P kommer att ha en sannolikhetsvektor
som gar mot att alla i en epidemi aterhamtar sig, och alltsa ser ut som féljande

P=(0 0 1)

Men modellen ovan skiljer sig ganska mycket fran den deterministiska SIR-modellen eftersom sy-
stemet &r linjért.

Antag nu att vi har tre Markovtillstand S, I, R. Andelen mottagliga vid tiden ¢ betecknas med
Ps(t), andelen infekterade vid tiden t med Pr(t) och andelen borttagna vid tiden t med Pg(t).
Alltsa kan SIR-modellen representeras med féljande Markovkedja

1-b
aPI (t)

b
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Det dynamiska systemet for Pg(t), Pr(t) och Pg(t) dr da

Ps(t+1) =Ps(t)(1 —aPr(?)) Ps(t+1) 1—aPi(t) aPr(t) 0\ [Ps(t)
Pr(t+1) =aPs)Pr(t) + (1 =0)P1(t) = [ Pi(t+1) ] = 0 1-b 0| | Pr(t)
Pr(t+1) =bP(t) + Pr(t) Pr(t+1) 0 0 1 Pr(t)

Vi har alltsa att Ps(t + 1) + Pr(t + 1) + Pr(t + 1) = Ps(t) + Pr(t) + Pr(t) = 1, Vt vilket ar
bevarandelagen.

Antag nu att sannolikheten vid ett givet tidsenhetsintervall At tenderar att samla ihop sig likfor-
migt. Da kan vi skriva évergangsmatrisen som
1—aPi(t)At  aPi(t)At 0
0 (1 —bAt) bAL
0 0 1
Som ett dynamiskt system for Ps(t + At), Pr(t + At) och Pr(t + At) far vi
Pg(t + At) =Ps(t) —aPy (t)Pg(t)At
Pr(t + At) =aPs(t)Pr(t)At + Pr(t) — bPr(t) At
PR(t + At) ZbPI(t)At + PR(t)
En nédrmare inspektion visar att detta #r Fulers metod for att 16sa den motsvariga kontinuerliga

SIR-modellen. Sétt h = At, Ps(t+h) = Ps(n+1), Pr(t+h) = Pr(n+1), Pr(t+h) = Ps(n+1).
Da blir det ovanstaende systemet

Ps(n+ 1) =Pg(n) — aPr(n)Ps(n)h
Pr(n+1) =aPg(n)P(t)h + Pr(n) — bPr(n)h
Pr(n+1) =bP;(n)h + Pr(n)
och fixpunkterna uppfyller
0=—aP[PS
0 =aP; P&t — bPy .
0 =bP;
Uppenbarligen &r P; = 0 men P¢, P; kan vara vad som helst mellan 0 och 1 och P¢ + P; = 1.
Jacobianen i dessa punkter ar

1— haPy —haP§ 0 1 —haPg 0
Jac = haPf 1+ahP5—bh 0| =(0 14+ahPi—-0bh 0
0 bh 1 0 bh 1

Eftersom 1 &r ett egenvérde kan vi inte tillimpa Sats 2. Men
Ps(n+1) :PS(n)—aPI(n)PS(n)h — Ps(n+1)—P5(n) = —aPI(n)Ps(n)hSO

for alla n och positiva virden h, Pr(n) och Pg(n). Sa {Ps(n)} &r en positiv uppat begrinsad
talfoljd, vilket innebér att den konvergerar (mot P&). Da behover vi bara undersoka konvergens
av {Pr(n)}. Linearisering av Pr(n + 1) = aPs(n)Pr(t)h + Pr(n) — bPr(n)h i (P§, Pf) ger

Pr(n+1) = (14 ahP§ — bh)Pr(n)
Sa {Pr(n)} konvergerar lokalt om |1 + ahP§ — bh| < 1. Det #r samma som olikheterna
0<(b—-—aPi)h<2 <= b—aPs>0o0chh<1/(b—aPg)

Villkoret pa h dr ett arv av Eulers metod eftersom metoden &r villkorligt konvergens, dvs konvergens
garanteras av tillrackligt sma steglingder. Dessa olikheter ger dven en uppskattning pa Pg&: P§ <
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b/a. Men 0 < P§ < 1 sa det dr ointressant om b > a. Nér b < a svénger Py till en topp innan den
landar pa 0. Dessa illustreras med foljande grafer.

I forsta grafen nedan har vi satt att a = 0.2,0 = 0.8, h = 1.2, i den andra grafen har via = 0.8,b =
0.2,h = 1.0

1.0
0.8
0.6 — 8
|
0.4 — R
0.2
K ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

20 40 60 80 100

Vi varierar olika vérden pa a,b och h for att se vad som hénder.

Fran vénster (a = 0.6,b =0.4,h =0.4), (a =0.6,b =0.4,h =0.1), (a =0.7,b =0.3,h = 1.9)

Denna enkla ”pahittade” modellen med Markovkedjor illustrerar hur Markovkedjor kan anvindas
for stokastiska SIR-modeller, nésta avsnitt dgnar vi oss at genomforande av en SIR-modell med
fodslar och dodstal.

6. EN DISKRET SIR, VAG TILL MER ANVANDBARA STOKASTISKA MODELLER MED
MARKOVKEDJOR

I denna SIR-modell [1] utvecklar individer immunitet mot sjukdomen och antalet fsdda och déda
inkluderas men pa sa vis att populationen forblir densamma. Den tidsdiskreta deterministiska
SIR-modellen ser ut pa foljande sétt

St + At) = S(t)(1 — %I(t)At) + (N = S(t)BAt
I(t+ At) = I(t)(1 — BAL — vAL) + %I(t)S(t)At
R(t + At) = R(t)(1 — BAL) +~I(t)At
déir
= tid, At #r ett fixt tidsintervall och t = nAt,n = 1,2, .... N ir populationen,

o
e S(t+ At) #r 6kningen i den mottagliga i populationen fran ¢ till ¢ + At,
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I(t + At) dr okningen i den infekterade populationen fran ¢ till ¢ + At,
R(t + At) #r 6kningen i den aterhdmtade populationen fran ¢ till ¢ + At,
BAt ar antalet fodda och déda per individ under tidsintervallet At, 8 > 0,
~vAt #r antalet individer som aterhdmtat sig under tidsintervallet At, v > 0,

individ under tidsintervallet At, « ar kontaktkonstanten och o > 0.

Antag att S(0),1(0) > 0,R(0) >0 och S(t) + I(t)+ R(t) = N, Vi > 0.

a
—I(t)At &r antalet som kommit i kontakt som resulterat till en infektion per mottagliga

6.1. Stabilitetsanalys for diskret SIR. De stationira punkterna fas av foljande system

—%ISAH—(N—S)ﬁAt:O —%IS—i—NB—BS:O
“BIAt — TvAt + %JSAt:o & BT —Iy+ %15:0
—BRAt+yIAt =0 —BR+~I=0
Notera att
(6% (6%
Bl —Iy+ 215 = 8-yt Loy
B 7+N_S 0 <= I(-p w+N$ 0
och
I
“BR4+~AI=0 <= R= %
Dessa ger

e /I=0,R=0,5=N = X; =(N,0,0) dr en stationéir punkt.

X a_ B+y)N _ N
o —f3 7+NS_O¢¢S— 5 ~ R
N 1
_ Np(N- = N(1-—
- NAN =) (v-g) o~ (i-g)
N aS N ﬂ N B+~
Ry
1 1
N((1l—— N(1l——
RZZB ( RO):V( RO>
g Bty B+~
dir Ry = Y s X, = (8,1, R) dr en annan stationir punkt.
B+~

Vi ska analysera stabilitetsegenskaper hos X, X5. For enkelhets skull skriver vi om systemet med
beteckningarna h = At, t + At = t,41, t = tn, Sp = S(tn), In = I(tn), R, = R(t,). Da far vi

foljande system

St = Su(l = 3rLnh) + (N = S,)Bh

Insr = I(1— Bh —~h) + %Inth
Rpsr = Ru(1 — Bh) + Ik

Da &r jakobianen
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1— 2 1h—Bh ~ %5
Jac = N, N a
g /% (1= Bh —yh) + 5 Sh

Insdttningen av X7 i denna matris ger

_(1-=ph —ah
JaC(Xl)_< 0 1—Bh—7h+ah>

Tillampar vi Sats 2 hér far vi:
X1 &r lokalt stabil om
e |1-phl<l<= —-1<1—-ph<1=0<ph<2och
o [1-Bh—qh+ahl<l<= -1<1-Bh—vh+ah <l -2<—(B+7—a)h <0+
0<(B+7—a)h<2<=0<(f+7)(1-Ry)h<2<=1—-Ry>0<= Ry < 1.
Vi har visat att om Rg < 1 dr X lokalt stabil och da blir I < 0 och sjukdomen dér ut av sig sjilv.

Jakobianen for X, ar

Jac(X2) N o Btr ( 0
T,
«
1
aﬁ(l——)h
Ry B IR _ah
- B+
— B(Ro — 1)h — Bh f%h _ 1— BRoh f%h
B(Ro — 1)h 1 B(Ro—1)h 1.

Vi forsoker nu lokalisera egenvérdena av Jac(X2): Det karakteristiska polynomet dr
h
22 — (2 — BRoh)z + 1 — BRoh + %5(30 —1h=0
0

eller 1
22 —(2 — BRoh) z + 1 — BRoh + af(1 — —))h* = 0.
SN———— RO

a

b
Proposition 2 séger att 22 4+ az + b har nollstiillen innanfér enhetscirkeln om och endast om (i)
|b| <1 och (ii) 14+ a+b> 0 och (iii) 1 —a + b > 0. Vi behover studera alla tre fall i detalj.

(i) || < 1, dvs

’1 — BRoh + af (1 - i) h2
Ry

1
<1l<= —2< —BRoh+aB(l— R—)h2 <0
0
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1
Ry

Ry
1 1
al1- L
Ro

1
Lat ¢(h) :== af <1 — R—) h? — BRoh + 2. En direkt beriikning visar att funktionen ¢(h) antar sitt
)

@aﬁ(l— >h2—ﬂR0h+2>Oochh< om Ry > 1.

. ¥ _o_ __ BR§ i« _ Ry
minimum ¢(h*) = 2 404(170%0) 1h" = a(l,O%O)'

R
Om?2— —PF__ > 0 har ¢ inga reella nollstéllen. Da géller att h < 0

(%) (D)

det tva positiva eftersom ¢(0) = 2 > 0 och ¢(h*) < 0. For vart dndamal viljer vi det minsta
nollstillet. Kalla det for hy:

Rof — \/BZR% ~8af (1~ 4)

. Annars finns

BRS

hy = , da >8
2045(1—5,%0) a(l—R%O)
Vi summerar denna del pa féljande sétt: for Ry > 1,
Fo , om Lﬁl <8
all1= i 0(17137)
Ry
h <
min | hq, Ro , om BRgl >8
all= 1 O‘(l_FTn)
Ry

(i) 1+a+b>0:

1—(2—BRoh) +1— BRoh + aB(1 — Rio)fﬂ >0 <= af(l - Rio)h2 >0
Det giller automatiskt om Ry > 1.
(iii) 1 —a+b>0:

1 1
L+ (2~ fRoh) + 1~ BRoh + af(1 — 2 )h* > 0 <= 4~ 2B8Roh + af(1 — = )h* > 0
0 0

1
Lat ¢¥(h) :== af (1 - R—) h? — 28Roh + 4. En direkt berikning visar att funktionen t(h) antar
0
2 —
sitt minimum ¢(h*) =4 — bRy _jp = Ro__,
SR Coy ] (e
BR2 . . o Ry
Om 4 — (17”1> > 0 har 9 inga reella nollstdllen. Da géller att h < . Annars finns
all-7m;

det tva positiva eftersom #(0) = 2 > 0 och 1 (h) < 0. Som i (i) véljer vi det minsta nollstllet.
Kalla det for ha:

RoB — \/5233 — 408 (1 - 1%)
T e
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Dessa leder till

L’ om BRgl <4
all=— S a(1-7;)
Ry
h <
R

min | ho, 0 , om ﬁRgl >4

all1= i (17170)

Ry

for Ry > 1.

Sammanfattningsvis har vi forhallandet for parametrarna sé att vi har lokalstabilitet av X5 féorutom
niar Ry > 1:

_ B om — PR 4
al1- 1 O‘(I_RT)
Ry
. Ry BR2
min | hy, ——— |, om4< - <8
(H) h< N a(i-4)
Ry
min | hy, Ro , om SR >8
1 a(l—i)
all—— o
< RO)
Alltsa har vi visat foljande sats:
e
Sats. Lat Ry = ——.
B

(1) Om Ro <1 finns det bara ett positivt tillstand X1 = (N,0,0), som dr lokalt stabil.
(2) Om Ry > 1 finns det tvd icke-negativa stationdra punkter:

1 1
N Ry Ry
X1 =(N,0,0), Xo=| —, ,
1= (0,0 Xo = 7o —5 547

Vidare dr X1 instabil och X lokalt stabil om h uppfyller villkoret (H).

Anmdrkning: Det &r vért att notera att Xy &r stabil &ven om Ry = 1. Detta foljer inte av stabili-
tetsanalysen ovan men av argumentet som liknar satsen i Avsnitt 4.

For global stabilitet studerar vi nollkurvorna av systemet som vi gjorde for differentialekvationerna.
Men nu ska vill bestdmma kurvorna da S,+1 — S, =0 och I,,41 — I, = 0.

(B+N

I-nollkurvorna #ir I =0 och S =8 =

NB(N - S5)
as

S-nollkurvan ar kurvan I = vilket i fasplanet ser ut som foljer
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For att kunna rita pilarna pa nollkurvan bestdmmer vi tecken av S, 11 — S,, respektive I, 11 — I,
pa nollkurvorna:

>0nir N> S

Snt1 — Spli=o = (N — S,)8h
1 =0 = )8 {<0nﬁrN<S

= pilarna ar I=0, se figuren ovan.

Suvt = Salsos = G tah) EEDE L b — (84 9)N)B = ~Lab(8+) + N (1 - 2)8
1
(1-—-)B
< Onar I > Ro =1
vilket &r *8+71
NA-2)8
>Oniir [ < —————0— =]
B+

- - 1
Notera att Ry > 1 och for att I skall ha en biologisk mening maste I > 0 < 1 — N >0& Ry>1
0

Sats. Om Ry > 1, X; dr instabil och Xo dr globalt stabil om h uppfyller villkoret (H).

Vi vill poéingtera att villkoret (H) &r mycket viktigt. Foljande exempel demonstrerar denna poéng.

e a=7,=19,v=0.1, h=0.5, N =100, Sp =99, Iy = 1. Vi kor systemet i 100 steg.
29



80|

60 |-

40t

20|

2 20 60 80 100 120 140
e a="77,=19,v=0.1, h=0.3, N =100, Sy =99, Iy = 1. Vi kor systemet i 100 steg.
100}
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e a=77,8=19~v=01,h =001, N =100, So = 99, I = 1. Vi kér systemet i 200 steg.
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I de tva forsta fallen finns det inte motsvarigheter i den motsvarande kontinuerliga modellen.
De &r typiska dynamiska beteenden som kan forekomma for diskreta system. Den forsta ér pe-
riodisk fordubbling. Den andra &r en periodisk bana. I bada fallen &r h for ”stora”: For den
forsta simuleringen Ry = 3.5, fR%/a(l — 1/Ry) = 4.655 > 4 och i den andra Ry = 3.85,
BR3/a(1—1/Ry) = 4.94083 > 4 da ska h vara mindre &n min(ha, Ro/a(1—1/R0)). De bestims av
min(0.7,0.437422) = 0.437422 respektive min(0.380697,0.675439) = 0.380697, men i simuleringar-
na anvénds h = 0.5, men i den sista simuleringen hamnar h(= 0.01) i rétt intervall och saledes far
vi det dynamiska beteendet som motsvarar den kontinuerliga modellen som vi sett i Asvnitt 3.

6.2. Stokastisk SIR-modell med fédelse/dédstal sidan att populationen férblir kon-
stant. Vi inser att dmnet &r vil 6ver den ursprungliga planen fér detta arbete och vi har tidsbrist
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for att kunna redovisa utforligt. Men vi presentera en SIR-modell av Markovkedjor med gemen-
samma sannolikheter mellan I och S, utan detalj. Tanken &r att visa hur denna modell byggs upp.
Idén liknar den vi diskuterade i Avsnitt 5. Denna modell dr tagen fran [1].

Den stokastiska STR-modellen &r en bivariant process som beror pa slumpvariabler 7 och R vilket
ar antalet infekterade respektive immuna individer. Dessutom har denna modell gemensamma
sannolikhetsfunktioner. p;.(t) = Prob{J (t) =i, R(t) = r} dér ¢, =0,1,..., N och 0 <i+r < N.

I(t
Lat \(t) = QT() och lat m;, At = A(4)(N — i — r)At, skriv om sannolikheten av en ny infekterad
vid tiden At med:
Prob{J(t+ At) =i+ 1,R(t+ At) =r|T(t) =i, R =r} = mu At
dér A(¢) uppfyller foljande:

al(t)
N

(1) 0 < A(t) = A\I(1)) < for I € (0, N]

dA(I)
dl

d2\(I)
dI2
«

(iii) A(I)|7=0 = 0 och X (I)|=0 = v

(iv) 0 < (B+7)At<loch0<aAt<1

(i) A(I) € C?[0, N],

>0, <0,I € (0,N]

Lat viAt, BiAt vara sannolikheten att tillfriskna fran infektionen och sannolikheten fér dodlighet
av infektionen eller att infektionen bidrar till immunitet &r:

Prob{J(t+ At) =i— 1,R(t+ At) =r+1|J(t) =i, R =r} = viAt
Prob{J(t+ At) =i— 1, R(t+ At) =r|J(t) =i, R =r} = BiAt
Prob{J(t+ At) =i, R(t + At) =r —1|J(t) =i, R = r} = BrAt

For varje dod foljer att en person fods sa att populationens storlek forblir konstant. Till exempel,
en person som dor pa grund av infektionen atfoljs av att en mottaglig fods.

Det diskreta systemet fér den gemensamma sannolikheten &r

Pir(t + At) = pi_1,r(tmi—1,rAL) + Pig1,i—1 (&) VALG + 1) + pigr - (E) AL(i + 1)
+ pirt1(B)BAL(r + 1) + pir (t) (1 — T AL — yiAL — B(i + 1) At)
Por (t + At) = Por (t)7

diré,r =0,1,..., Ni+r < N och p;-(t) = 0om i, r & [0, N]. For att garantera att dvergangssannolikheterna
r positiva och begrinsade av 1 kréivs det 7, At +viAt + (i +r)At <1 fori+r =0,1,..., N och
i+ 1 < N. Dessa uppfylls om At viljs tillrackligt sma.

7. DISKUSSIONER OCH SLUTSATSER

Den ursprungliga idén for detta arbete &r att underséka mojlighet att anvinda Markovkedjor
for epidemimodeller med dynamisk analys i samma anda som positiva system [4]. Vi bérjade
diskussionen om hur matematiska modelleringar fungerar fé6r modellerna som SIR och SIRS och
nagra av deras varianter. Mer precist har vi studerat hur ekvationerna nedan beter sig med stabilitet
etc.
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s ds

=2 = _BSI e Y
o B8S +vR 7 BS
I I
%: BST — vl %: BSI — vl
%: vl —vR %: vI

s

o T — — BSI

g VS+HI+ER) —15-5S Ps(t + At) =Ps(t) — aPr(t)Ps(t) At

% _BST —~I — vl Pr(t + At) =aPs(t)Pr(t)At + Pr(t) — bPr(t)At
in Pr(t + At) =bP;(t)At + Pg(t)

rr =vl —vR

For att kunna tolka matematiska modeller for sjukdomsspridning ar det oundvikligt att analysera
de korta och langa dynamiska beteendena for olika parametrar. Detta gérs med hjilp av standard-
teorier for stabilitetsanalys av fixpunkterna i lokal mening och geometrisk analys (fasportriitt och
vektorfilt) for global egenskap. I alla modeller vi studerade finns det ett distinkt viirde Ry (det sa
kallade troskeltalet). Vi gav en tolkning av detta tal i Avsnitt 3.2. Vi karakteriserade stabilitet i
term av detta tal.

Arbetet behandlar savil kontinuerliga som diskreta system. Det sistnimnda verkar vara ett vanligt
siitt att bygga upp en Markovmodell, t ex i [1] och [2] borjar de med en kontinuerlig modell som
vi diskuterade i Avsnitt 3 och sedan fortsidtter de med diskretisering som vi diskuterat i Avsnitt
4.2 och 5 , dér Avsnittet i 5 liknar Eulers metod och sedan hittar man en sannolikhetsfordelning
av olika grupper, och pa sa siatt kommer fram till Markovmodeller. Denna procedur ligger bakom
studierna presenterade i Avsnitt 5. Vi vill forsta resonemanget i ett enkelt sammanhang. Det visade
sig att dven déar dr problemet inte sa enkelt pa grund av tidsdiskret- naturen.

Intuitivt kénns det inte véldigt naturligt med denna procedur i mening av matematisk modellering.
Vi forvéantade oss att modeller ska komma fran ”first principle”, vilket saknas i den litteratur vi har
sett. Den andra nackdelen dr att diskreta system har mycket mer komplicerade dynamiska bete-
enden dn de motsvarande kontinuerliga modellerna. Vissa dynamiska beteenden i ett diskretiserat
system av det kontinuerliga behover inte finnas i det ursprungliga kontinuerliga systemet. Detta
illustrerade vi i en SIR-modell med déds- och fodelsetal. Se Avsnitt 6.1 dér vi har ett exempel pa
periodisk fordubbling och ett exempel pa periodisk bana. Vi gav en detaljerad analys av varfor
dessa beteende uppstod med en ganska noggrann beskrivning av steglingden (eller samplings in-
tervall) i termer av parametrarna. An har vi inte sett kaotiska beteenden men det finns inte bevis
som stoder pa att kaos inte ska finnas i modellen, eftersom kaotiska beteenden (i fall det finns) &r
en inneboende egenskap av ett dynamisk system. Det ser ganska oregelbundet ut som de stokas-
tiska variablerna gor, vilket inte &r samma sak. S& var fraga dr hur man bedémer ett oregelbundet
beteende som stokastiskt eller kaotiskt med den modelleringsmetod som till exempel star i [1] eller

[2].

En vanlig och gemensam kritik av dem som foresprakar stokastiska modeller framfoér determinis-
tiska &r att de deterministiska modeller (med andra ord ODE) inte kan fanga de diskreta vérden.
Men det finns manga olika sétt att modellera. Vi undrar om matematisk modellering med hybrid
tillstandvariabler skulle kunna forklara vissa av fenomen som ODE-modeller inte gor. Det far bli
ett framtids projekt.
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