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Sammanfattning

En femtegradsekvation dr en algebraisk ekvation som kan skrivas pa formen x° +
ax* + bx3 + cx? +dx +e=0,dira,b,c,d,e € C.1denna uppsats kommer vi visa
att dessa ekvationer alltid har fem l16sningar samt att reella femtegradsekvationer alltid
har minst en och hdgst fem olika 16sningar 1 C varav minst en &r reell. Dock kommer
vi dven visa att det finns femtegradsekvationer som inte dr 16sbara med radikaler. Det
gir sdledes inte att konstruera en generell algebraisk 16sningsformel for
femtegradsekvationen.
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Inledning

I detta arbete kommer vi undersdka femtegradsekvationen algebraiskt. Arbetet inleds
med ett kapitel om generell algebra dir vi forst gér igenom inledande teori for
talkroppar for att sedan redovisa olika egenskaper hos polynom och algebraiska
ekvationer. Vi kommer sedan 1 andra kapitlet gd in mer specifikt pé
femtegradsekvationen och borja med att undersoka om det generellt finns reella
och/eller komplexa l6sningar till femtegradsekvationen och i sa fall hur manga for att
sedan undersdka huruvida femtegradsekvationen &r 16sbar med radikaler.

Ambitionen har varit att skriva detta arbete s att det ska vara lisligt for andra
(blivande) gymnasieldrare 1 matematik, mojligtvis med undantag for vissa bevis. Av
den anledningen finns det dven ett kort nedslag om algebrans férekomst inom det
svenska obligatoriska skolvdsendet som presenteras ihop med beskrivningen av
ekvationer av ligre grad. Stravan har dven varit att sa langt som mdjligt definiera och
bevisa alla de begrepp och satser som anvinds 1 uppsatsen sa att den endast forutsétter
kunskap 1 matematik motsvarande vad en hogskolestudent i1 matematik pa
grundldggande niva kan antas ha hunnit uppna.

Huvuddelen av satserna och deras bevis dr himtade fran Ldrobok i algebra av Nagell
[5] samt material frdn min handledare Torbjorn Tambour. Méinga av satserna som
presenteras 1 detta arbete dr dock grundldggande inom algebra och kan dven hittas i
exempelvis Christofferson [1].



1 Inledande algebra

I detta kapitel kommer vi ge en generell algebraisk grund som vi kommer arbeta
vidare med 1 senare kapitel. Vi kommer bdrja med ett antal definitioner som &ar
speciellt viktiga for denna uppsats for att sedan formulera och bevisa nagra
anviandbara grundsatser inom algebra. For att kunna tillgodogora sig uppsatsen krévs
viss kunskap inom exempelvis aritmetik, algebra och méngdldra. For en genomgéng
av denna grundkunskap, se exempelvis Hellstrom [3].

1.1 Inledande teori for talkroppar

Vanligtvis nér vi l6ser ekvationer, &tminstone pa gymnasieniva, arbetar vi med reella
ekvationer och reella eller mojligtvis komplexa losningar. Nér vi ska ta oss an teorin
kring femtegradsekvationer som kommer senare i uppsatsen kriaver den dock att vi
kan hantera polynom och ekvationer i andra talkroppar. For att gora det behover vi
darfor ett antal inledande definitioner och satser om talkroppar.

Definition 1.1.1: En talkropp ér en icke-tom delmingd K € C sidan att alla summor,
differenser, produkter och kvoter av element i K dven de dr element i K (med
undantag for division med 0).

Den minsta talkroppen 4r Q, mingden av de rationella talen. Aven R och C ir
exempel pé talkroppar. Ibland &r det anvidndbart att utvidga en viss talkropp sa att den
dven innehéller vissa tal som den annars inte skulle gjort.

Definition 1.1.2: Om varje tal [ i talkroppen L 2 K kan skrivas som en dndlig summa
l=kyly + kily + -+ kyl, av bestimda [; € L och dir k; € K sa sdgs att L ar en
dandlig utvidgning av [ och att talen l; dr generatorer for utvidgningen L 6ver K.

Sats 1.1.3: Om L 2 K é&r en dndlig utvidgning av talkroppen K sa gér det att generera
L med endast en generator for L éver K om och endast om L = K.

Bevis: Antag att L = K. Da kan alla tal [ i talkroppen L = K skrivas som | = k,k, for
ki, k, € K enligt definitionen for en talkropp (Definition 1.1.1). Exempelvis édr 1 en
ensam generator for L 6ver K.

Antag istdllet att det existerar en ensam generator for L dver K, det vill sdga att den
finns ett [; € L sa att alla tal [ i talkroppen L 2 K kan skrivas som | = k;[; f6r nigot
ki €EK.

Eftersom vi vet att L dr en dndlig utvidgning av K s maste dven alla element i K
ligga i L. Darmed kan alla tal k € K skrivas som k = k,l; for ndgot k, € K. For k +



0 s& maste k; # 0 och da giéller k = k1 l; & [} = ki vilket innebédr [; € K eftersom
1

det kan skrivas som en kvot av tva tal 1 K.

Men om [; € K sa maste alla tal [ € K eftersom de kan skrivas som en produkt att tva
tal 1 K enligt [l = kyl;. Darmed &r L © K men eftersom L 2 K enligt antagandet si
maste L = K. Alltsa &r satsen bevisad.

Exempelvis ér C en dndlig utvidgning av R med generatorerna 1 och i. Dock gar det
inte att konstruera R genom en dndlig utvidgning av Q. Diremot gar det att skapa
dkta delméngder av R som innehaller irrationella tal genom &ndliga utvidgning av Q.

Genom att konstruera Q(v/2) som en #ndlig utvidgning av Q med generatorerna 1
och V2 sa har vi adjungerat talet V2 till Q. Q(v2) 4 dirmed den minsta

utvidgningen av Q som #dven innehaller talet v/2.

Eftersom roten ur ett element i en talkropp inte nédvindigtvis ocksd &r ett element i
talkroppen &r det vanligt att sddana tal kan behdva ldggas till talkroppen. Vi kan di
gora vad vi kallar radikala utvidgningar.

Definition 1.1.4: Ett tal § kallas en radikal 6ver K om det dr 16sningen till en
ekvation f™ = k for ndgotk € K ochm € N > 1.

Definition 1.1.5: En utvidgning L = K (a4, a,, ..., a,,) sdgs vara en radikal utvidgning
av talkroppen K om a; dr en radikal over K och a; dr en radikal over
K(aq,ay,...,a;_1) foralla2 <i < n.

Forutom generatorerna 1 och i sa dr det ocksd exempelvis mojligt att konstruera C
genom en dndlig utvidgning av R med generatorerna 1, —1, i och - i. Detta innebér
dock att samma element i C kan uttryckas genom generatorerna pa flera olika sétt. Vi
undviker detta genom att anvéinda generatorer som dr linjart oberoende.

Definition 1.1.6: Om L 2 K &dr en #dndlig utvidgning av talkroppen K s& sdgs
generatorerna [; € L vara linjdrt oberoende éver K om kil + kyl, + -+ k,l,, =0,
dir k; € K, om och endast om k; =k, =--=k,=0. Di sigs &dven att
generatorerna bildar en bas for utvidgningen L over K.

Vi ser hér att en ensam generator alltid &r linjart oberoende och ddrmed en bas. Vi ska
nu visa ndgra fler egenskaper hos baser for dndliga utvidgningar.

Sats 1.1.7: Om L O K é&r en dndlig utvidgning av talkroppen K och L genereras av tva
generatorer for L dver K sd bildar dessa tvd generatorer en bas for utvidgningen L
over K.



Bevis: Antag att [;, [, € L ar tva generatorer for L 6ver K och att dessa inte r bas, det
vill séga att de inte dr linjirt oberoende. Dérmed existerar enligt Definition 1.1.6
ki, k, € K, inte bdda lika med noll, sa att k;l; + k,l, = 0. Lat dérfoér k, # 0 och

dirmed k;l; + kyl, =0 1, = — k;ll. Dirmed ser vi att [; sjilv kan generera L,
2

vilket enligt Sats 1.1.3 mdste innebdra att L = [, vilket &r en motsdgelse med var
utgdngspunkt att L O K. Alltsd maste vart antagande att [; och [, inte &r linjirt
oberoende vara felaktigt. Darmed méiste de vara en bas for utvidgningen L 6ver K och
satsen ar bevisad.

1 och i ar alltsd en bas for C 6ver R medan 1, —1, i och - i inte dr det. Vi ska nu visa
att om en utvidgning dr dndlig sd existerar alltid en bas (av linjart oberoende
generatorer) for den utvidgningen.

Sats 1.1.8: Om L dr en dndlig utvidgning av talkroppen K sa existerar en bas for L
over K.

Bevis: Eftersom L dr en dndlig utvidgning 6ver K sé finns det generatorer fran K till L
enligt Definition 1.1.2. Antag darfor att 4, [, ..., [,, r en uppséttning generatorer for L
over K. Om dessa dr linjirt oberoende, sa dr de dven en bas och satsen &r visad.

Om [, 1,,...,],, inte dr linjart oberoende, si existerar enligt Definition 1.1.6
ki, k.., k, €K, inte alla lika med noll, sa att k;l; + k,l, +---+ k,l,, = 0. Lat
exempelvis k,, # 0. Da kan vi l6sa ut [, genom k,l; + k,l, + -+ k,l, =0 [, =

,t_zlz _—— k”:‘l l,,_,. Eftersom l4,1,, ..., [,, genererar L kan alla tal [ € L

kq
-2 -
n

skrivas som 1= kyaly + Kuzly + -+ ynl = by + Kaly + 4l (= 121 -

k kn— k k
_le -t k : ln—l) = (kl,l - ikl,n)ll + (kl,z - ékl,n)lz + et (kl,n—l -

kTL n

kin %)ln_l dar k;; € K. Vi ser hidr att koefficienterna for Iy, [, ..., [,,_;ligger 1 K

eftersom k, # 0. Eftersom alla element i L kan genereras av ly,[,,...,[,_; sd &r
dérmed [y, [, ..., [,,_; generatorer for L 6ver K. Om nu dessa ér linjart oberoende ér de
en bas for L 6ver K. Om de inte dr det upprepar vi forra resonemanget tills vi har ett
antal generatorer som &r linjért oberoende och alltsa bildar en bas for L 6ver K, vilket
vi kan gora tack vare Sats 1.1.3 och Sats 1.1.7. Satsen &r alltsa bevisad.

Det existerar manga olika baser for en dndlig utvidgning over en talkropp. Vi ska
dock visa att de har ndgot gemensamt, de har ndmligen samma antal element. For att
visa det behover vi forst en hjélpsats.



Sats 1.1.9: Antag attm,n € N, attm >n > 0 och att a;, € K dir K ir en talkropp.
a1'1X1+"'+a1'*xm=0

a2,1x1+---+a2,mxm=0

D4 har ekvationssystemet minst en 16sning x; € K sidan att inte

An1X1++apmxm=0

alla x; ar 0.

Bevis: Vi ska alltsa visa att ett ekvationssystem med fler variabler &n ekvationer alltid
har en 16sning dér inte alla variabler dr lika med noll oavsett koefficienter. Vi ska
borja med ett induktionsbevis dver m.

Form = 2 och ddrmed n = 1 har via; 1x; + a;,x, =0. Oma;; = a;, = 0 édr det
uppenbart att alla x; € K uppfyller likheten. Om a;, = 0 ser vi att alla x; €K

uppfyller likheten och om a;, = 0 ser vi att alla x, € K uppfyller likheten. Om

X1 =0aq2

1C’llluppfyller likheten. Alltsd finns det

aiq,a1, # 0 ser vi att exempelvis {Xz — _

16sningar f6r m = 2 och n = 1 oavsett koefficienternas vérde.

Antag nu att ekvationssystemet har minst en ldsning x; € K sédan att inte alla x; dr 0
for m — 1 variabler och m — 2 rader, det vill séga att ett linjart ekvationssystem med
m — 1 variabler och m — 2 rader har minst en 16sning dér inte alla variabler ar lika
med noll.

Lat oss nu betrakta ekvationssystemet med m variabler och n = m — 1 ekvationer:
a1'1X1+"'+a1’mxm=o
GzaXatet@zm¥*m=0  Om alla a;; = 0 dr det uppenbart att ekvationssystemet har
an1X1++apmxm=0

sddana 16sningar oavsett m och n. Vi utgér dérfor fran att ndgon koefficient inte ar

lika med noll, 14t denna vara a,,, . Om vi dd betraktar den sista raden i

ekvationssystemet ser vi att vi kan skriva om ekvationen som a,qx; + -+

X, +

anm anm

multiplar av denna ekvation frdn Ovriga ekvationer 1 systemet (enligt motsvarade

an,1 an,2

ApmXm =0 & X3 ot Xy = 0 eftersom a,,, # 0 . Subtraherar vi

koefficient till x,,) kan vi eliminera x,, frdn dessa ekvationer. D& bildar dessa
ekvationer ett system med m — 1 variabler och n —1 = m — 2 ekvationer. Detta
system har minst en 16sning x; € K sadan att inte alla x; dr O enligt antagandet. Sitter
vi in dessa losningar 1 sista ekvationen féar vi dven hophdrande virde pa x,,. Vi ser
dven att det inte hade spelat ndgon roll om vi hade valt en annan koefficient &n a,, ,,
att inte vara lika med noll f6r da hade vi anvidnt samma metod och resonemang och
fatt samma resultat andd. Alltsa har vi visat att ekvationssystemet har minst en 10sning
x; € K sadan att inte alla x; ar 0 och induktionssteget ar klart.

Enligt vart induktionsbevis finns det alltsd en 16sning for alla m ochn = m — 1. Men
en losning som géller for ett ekvationssystem med m variabler och n ekvationer maste
dven gilla om en eller flera av ekvationerna “togs bort”. Om det finns minst en
16sning for alla ekvationssystem m variabler och n = m — 1 ekvationer maste det



saledes dven finnas minst en 10sning for alla ekvationssystem av m variabler ochn <
m ekvationer. Alltsa dr satsen bevisad.

Denna sats anvinder vi nu for att visa att alla baser har samma antal element.

Sats 1.1.10: Om L &r en dndlig utvidgning av talkroppen K sd har alla baser av L dver
K samma antal element.

Bevis: Lat by, b, ... b,, vara en bas for L 6ver K. Vi ska forst visa att fler &n m tal 1 L
alltid &r beroende over K. Lat darfor ly,1; ...1, € Lochn >m. Da finns a; ; € K sé

ll=a1'1b1+"'+a1’mbm

att { 2=0zabit +azmbm o} vi ska visa att det finns x; € K, ¢j alla 0, sddana att x;1; +
ln=an,1b1+~~+an,mbm

-+ x,l, = 0ty is4 fall 4r de beroende.

— n — n m — m n
Eftersom x1l1 + -+ xnln = 2i=1 xili = li=1 2j=1 ai,jxl'bj = j=1(2i=1 ai’jxi)bj
e e o R, _ n PP
och basen b ér linjért oberoende s &r alltsd Y1, x;l; = 0 & YL, a; ;x; = 0 for j =
a1_1x1+-~-+an_1xn=0

. . . +.o4 =0 .
1,2,...,m. Den hogra likheten ger ekvationssystemet { 22¥17 " T4n2*n=0 i1 antalet
agmX1+-+anmxn=0

x; ar storre @n antalet ekvationer eftersom n > m. Enligt Sats 1.1.9 har detta
ekvationssystem minst en 10sning dér x; € K sédan att inte alla x; &r 0 och ddrmed &r
talen [; beroende over K.

Lat nu ¢4, ¢y, ..., ¢, vara en annan bas for L 6ver K. Enligt ovanstdende resonemang
géller att r < m ty annars skulle ¢4, ¢, ..., ¢, vara beroende och dirmed inte alls en
bas. Men om vi vet att ¢y,Cy,...,C, r en annan bas sd giller enligt samma
resonemang att m < r ty annars skulle by, by, ..., b,, vara beroende och didrmed inte
en bas. Alltsd miste m = r, det vill séiga att baserna b och ¢ har samma antal element.
Samma resonemang géller for alla baser och alltsd mdste alla baser for L dver K ha
samma antal element, vilket skulle visas.

Definition 1.1.11: Antalet generatorer i en bas for utvidgningen L 6ver K kallas
graden av L over K och betecknas med [L: K].

Det gar séklart dven att utvidga en redan utvidgad talkropp. Vi ska nu visa en
egenskap som giller nér detta sker.

Sats 1.1.12: Lat L vara en utvidgning av talkroppen K och M vara en utvidgning av L.
Utvidgningen M Over K dr da dndlig om och endast om M 6ver L och L dver K ér det.
I sd fall giller att graden av M Gver K ér lika med produkten av graden av M Over L
och graden av L over K, det vill sdga att [M: K| = [M: L][L: K].



Bevis: Antag forst att utvidgningen M 6ver K ér dndlig och sétt [M: K| = n. Enligt
Sats 1.1.10 vet vi att alla baser for M 6ver K har samma antal element sa fler &nn
element i M maste vara linjart beroende 6ver K. Vi ska nu hitta en bas for L ver K.
Vil darfor ett a; € L. Om a, genererar L 6ver K sa dr utvidgningen L 6ver K dndlig.
Om a; inte genererar L dver K s maste det finnas ett a, € L sddan att a; och a, ér
linjart oberoende. P4 samma sitt ser vi att om nu a; och a, genererar L 6ver K sa &r
utvidgningen L 6ver K dndlig. Om inte a; och a, genererar L 6ver K sd fortsétter vi
vilja as, ay, ..., a,, tills vi hittat en bas for L 6ver K. Eftersom fler 4n n element i M dr
linjart beroende Over K och a4, a,,...,a; € M s& maste m < n. Alltsd ir antalet
a,, a,, ..., a,, dndligt och utvidgningen L 6ver K &r dndlig.

Lat nu by, by, ..., b, vara generatorer for M over K. D& éar by, b,,...,b, &ven
generatorer for M Over L. Eftersom utvidgningen M 6ver L har ett dndligt antal
generatorer s &r M over L en dndlig utvidgning.

Antag istéllet att utvidgningarna M 6ver L och L 6ver K ar andliga. Lat a4, a,, ..., a,
vara en bas for utvidgningen L 6ver K och by, b,, ..., b, vara en bas for utvidgningen
M 6ver L. Vi kan alltsa skriva allam € M somm = Y[, [;b; med [; € L. Men vi kan
dven uttrycka allal € L som [ = }7_; kja; med k; € K. Alltsd maste m = i, [;b; =
=1 2j=1kijbia;. Nu ser vi att talen b;a; genererar utvidgningen M 6ver K och
eftersom n och m dr éndliga mdste dven antalet b;a; vara andligt. Alltsd ar
utvidgningen M 6ver K éndlig.
Antag sist att };2; Y7 k; jb;a; = 0 vilket kan skrivas },; b; Y.j k; j a; = 0. Eftersom
alla b; ér linjirt oberoende dver L maste Y k; ; a; = 0 for alla i. Och eftersom alla a;
ar linjart oberoende Over K maste da k; ; = 0 for alla i,j. Alltsd &r talen b;a; linjart
oberoende och didrmed en bas for utvidgningen M over K. Enligt Sats 1.1.10 dr da
antalet b;a; lika med [M: K] och eftersom antalet b;a; 4r lika med produkten mn ér
alltsa [M: K] = [M: L][L: K]. Satsen ir bevisad.

Detta var en inledande genomgéng av olika egenskaper hos talkroppar. Vi ska nu gé
vidare med att definiera olika begrepp och egenskaper hos polynom.

1.2 Begrepp och satser om polynom

I detta delkapitel kommer vi definiera majoriteten av de begrepp som vi kommer
anvinda oss av senare i uppsatsen, ndmligen begreppet polynom och olika varianter
av och egenskaper hos dessa. Vi kommer utifran definitionerna vi gjorde i det forra
delkapitlet formulera ndgra nyckelbegrepp om och metoder for hur vi arbetar med
polynom 1 olika talkroppar. Vi kommer sedan formulera nigra anvindbara
grundsatser inom algebra och bevisa dem.



Definition 1.2.1: Med ett polynom 1 variablerna x4,Xx,,...,x, over talkroppen
K menas ett uttryck av formen ), akl’kz,_._,erflxgz ...xf’" dar koefficienterna a € K
och dir k;, =0,1,...,n;k, = 0,1, ...,ny; ...; k, = 0,1, ...,n,.. Méngden av polynom

med koefficienter i K betecknas K|[x].

Som exempel kan nimnas att bide 3x + 2 och x? + 2yx — z ir polynom. Vi noterar
dven att uttryck som enbart bestdr av en konstant ocksa rdknas som polynom.
Eftersom vi i1 denna text huvudsakligen inriktar oss pa vissa typer av polynom som &r
speciellt intressanta for de ekvationer vi kommer studera kan det dock vara lampligt
att skapa ett smalare begrepp for dessa polynom.

Definition 1.2.2: Ett polynom i variabeln x av graden n over talkroppen K ir ett
polynom av formen p(x) = Y%_,axx® = ag + a;x + a,x? + - + a,x™, dir a; €
K, n€N,n = 0ocha, # 0. Viskriver att deg p(x) = n.

Rékneoperationer for polynom &ver en godtycklig talkropp 4r samma som for reella
och komplexa polynom. Summan, differensen och produkten av polynom é&r dterigen
polynom. Graden av summan eller differensen av tvd polynom kan ha olika grad
beroende pd polynomens grader och koefficienter. Om p(x) = a;x? + b;x och
J(x) = x% 4 3x + 4 ér tvd polynom med graden tvd har exempelvis differensen
p(x) —q(x) = a;x® + byx — (x> + 3x + 4) = (a; — 1)x? + (b, — 3)x — 4 graden
tvA om a; # 1, graden ett om a; = 1,b; # 3 och graden noll om a; = 1,b; = 3.
Diremot finns ett mer entydigt samband mellan graden av produkten av tvad polynom.

Sats 1.2.3: Graden av en produkt av tvd polynom (inget lika med noll) dr lika med
summan av polynomens grader. Om p(x), q(x) # 0 och dr tva polynom géller alltsa

att deg p(x)q(x) = degp(x) + degq(x).

Bevis: Lét p(x) = X1 a;x! = ag + a;x + ax? + -+ a,x™ # 0, dir a; € K for
négon talkropp K, a, # 0 ochn € N = 0 och 1t q(x) = X7t bjx/ = by + byx +
byx* + -+ by x™ # 0,dér b; € K, by, # 0 ochm € N,m > 0.

D ir p(x)q(x) = X1, a;xt Yi=objx , vilket efter utveckling kan skrivas som
p(x)q(x) = co + c1x + -+ + Cpymx™ ™ dir varje ¢, dr en summa av termer av typen
a;b;. Exempelvis dr ¢; = agby + ajby. Vi ser alltsd att p(x)q(x) ligger i talkroppen
K samt att deg p(x)q(x) = n + m eftersom ¢, 4,, = apb,, # 0. Alltsé har vi visat att
degp(x)q(x) = degp(x) + deg q(x) och beviset ar klart.

Kvoten av tva polynom ér dock inte nddvindigtvis ett polynom sé darfor infor vi ett
begrepp for vad vi menar med delbarhet for polynom.



Definition 1.2.4: Ett polynom q(x) 6ver talkroppen K delar ett annat polynom p(x)
over talkroppen K om p(x) = q(x)g(x) for nagot polynom g(x) 6ver talkroppen K.
Detta skrivs q(x)|p(x).

Exempelvis kan vi se att x — 1|x> + x* — 3x3 + 4x2 — 4x + 1 eftersom x° + x* —
3x34+4x% —4x+1=(x—1)(x*+2x3> —x2+3x—1). Vi kan dven se att ett
polynom kan ha delare i en talkropp men sakna delare i en annan. Polynomet p(x) =
x? — 2 har exempelvis delaren x + /2 6ver talkroppen Q(v/2) medan p(x) saknar
delare 6ver talkroppen Q (forutom konstanter eller multiplar av p(x)). Vi infor darfor
foljande begrepp for om polynom har delare eller inte i en specifik talkropp.

Definition 1.2.5: Ett polynom av variabeln x av graden n sigs vara reducibelt dver
talkroppen K om polynomet gar att skriva som en produkt av polynom av variabeln x
over talkroppen K med respektive grad > 1 och < n. I motsatt fall 4&r polynomet
irreducibelt 6ver talkroppen K.

Nu har vi definierat tillrdckligt manga begrepp for att kunna hérleda en hel del
resultat. Vi borjar med Divisionsalgoritmen, en sats som vi kommer anvédnda oss av
mycket framdver.

Sats 1.2.6 (Divisionsalgoritmen): Lat p(x) och g(x) # 0 vara tvd polynom o&ver
talkroppen K sd att g(x) har hogst samma grad som p(x). D4 finns entydigt bestimda
polynom q(x) och r(x), ocksa over talkroppen K, saddana att p(x) = q(x)g(x) +
r(x) dir graden av r(x) dr lagre &n graden av g(x).

Féljande bevis 4r hiimtat fran Nagell [5]. Antag att p(x) = Yr_o apx™™*, dira, €
K, ag#0 ochn € N > 1samt att g(x) = Ypt, byx™ ¥ | dirby € K, by # 0 och
m < n. Eftersom r(x) har lagre grad dn g(x) sd maste q(x) ha graden n — m for att
p(x) och g(x)g(x) + r(x) ska ha samma grad.

Sétt alltsd q(x) = Yrza' qiex™ ™ % och r(x) = Xhty rex™ 17k, Siitt nu in dessa tvé
uttryck i ekvationen p(x) = q(x)g(x) + r(x) vilket ger att YR_,ax" % =

o QxR YR b ™R + BRS xR & (agx™ + agx" T+ e ay) =
(Qox™ ™+ qx™ ™+ o+ g ) (Box™ 4+ by x™ 4+ b)) + (rpx™ T +
71x™"2 + .-+ 1,_1). Utvecklar vi nu parentesprodukten i sista likheten far vi
(@ox™ + ayx™ 1t + -+ + ay) = boqox™ + (b1qo + boq)x™ " + -+ + (boGn_m +
biGn-m—1 + -+ bp_mqo)x™ + (b1Gn-m + -+ bn—m+1CIO)xm_1 + o+ bnGn-m +
(rox™ L + 1 x™ 2 4+ -+ 1 1).

Genom att jimfora alla termer med samma potens av x kan vi nu se att
koefficienterna q; och 7, blir entydigt bestimda av koefficienterna a; och by i
samma talkropp samt att g, # 0. Jimfor vi de potenser av x dir exponenten &r storre
dn m — 1 kan vi succesivt bestimma alla qg, qy, ... q_m utifrdn a, och b, . Ty



eftersom n > m — 1 sd maste a, = qyb, och eftersom a,, b, # 0 sd miste q, = % *
0

ag
a1—b1%

€ K och sa

0 € K . Vidare 5.1' al = blqO + b0q1 S bl%'i‘ b0q1 (=4 ql =
0

0

. . —m=b1Gn—m_1—-—bp_ o
vidare till och med g,,_,, = =m—21in " - n-m0 ¢ g Vi dr dirmed klara med
0

koefficienterna till g(x) och gar vidare med koefficienterna till r(x). Vi ser nu att vi

succesivt kan berdkna 1,7y, ...1,_1 utifran ay, b, och qq, qq, ..- qQn_m genom att
betrakta koefficienterna till de potenser av x dir exponenten dr mindre d4n m. Ty

genom att betrakta koefficienterna till x™ ! ser vi att dp_me1 = b1Gnom + -+
bp-m+190 + 10 © 1o = Anome1 — b1Gn-m — *** — bn_m41qo och didrmed att 1y € K.
Vidare ar dven 1, = ay_me2 — b2Qnem — *** — bp—m+2qo fram till och med r,,,_; =

a, — by qn—m. Dirmed dr koefficienterna for r(x) bestdmda och ligger 1 K. Vi har
alltsd visat att koefficienterna q; och 7y, blir entydigt bestimda av koefficienterna a,
och by, 1 samma talkropp samt att q, # 0. Ddrmed har vi visat bade existensen och
entydigheten av q(x) och r(x) och sdledes &r satsen bevisad.

Utifran Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6) far vi flera andra satser.

Sats 1.2.7: Lat p(x) och g(x) vara tva polynom oOver talkroppen K. D4 finns det ett
entydigt bestimt polynom h(x) dver talkroppen K sénir som pd multiplikation med
konstanter som delar bade p(x) och g(x) och som uppfyller att om ndgot polynom
delar bade p(x) och g(x) sé delar det dven h(x).

Bevis: Lat oss borja med att visa att om det existerar ett sddant polynom sé &r det
entydigt sandr som pd multiplikation med konstanter. Antag dérfor att det finns tva
polynom h;(x) och h;(x) som uppfyller kraven. Darmed maste h,(x)|h,(x) och
h,(x)|hy(x) men detta &r bara mgjligt om h,(x) = kh,(x) for nagot k € K, k # 0.
Alltsé ar h(x) entydigt sdndr som pa multiplikation med konstanter.

Vi ska nu visa att det faktiskt existerar ett sddant polynom. Om nagot av p(x) och
g(x) ar nollpolynomet ar det klart att hy(x) = 1 uppfyller kraven. Antag dérfor att
p(x),g(x) #0 och att g(x) har hogst samma grad som p(x). Enligt
Divisionsalgoritmen vet vi att det finns entydiga bestimda polynom g(x) och r(x),
ocksa over talkroppen K, sadana att p(x) = q(x)g(x) + r(x) dér graden av r(x) ér
ldgre &n graden av g(x).

Om nu r(x) =0 sd ar p(x) = q(x)g(x) och diarmed giller att g(x)|p(x) och att
hs(x) = g(x) uppfyller kraven.

Om istéllet r(x) # 0 kan vi aterigen anvdnda Divisionsalgoritmen, fast for g(x) och
r(x) och fér di att det finns entydigt bestdmda polynom g, (x) och r;(x), ocksa dver
talkroppen K, sddana att g(x) = g, (x)r(x) + r;(x) dédr graden av ry(x) ér lagre &n
graden av r(x).
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Om nu ry (x) = 0 géller att g(x) = g, (x)r(x). Alltsd maste r(x)|g(x) och eftersom
p(x) = qx)g(x) + r(x) maste da dven r(x)|f(x). Vi ser att h,(x) =r(x)
uppfyller villkoren.

Om istéllet dven 17 (x) # 0 sa fortsdtter vi anvdnda Divisionsalgoritmen, nu for r(x)
och r;(x) och fortsétter tills vi far att r;,(x) = 0. Eftersom r,,(x) har ldgre grad én
Tn—1(x) som har ldgre grad &n alla r,(x) for k < n — 1 behdver vi endast utfora
Divisionsalgoritmen ett dndligt antal ganger. Eftersom 7;,(x) = 0 ser vi att r;,_,(x) =
In ()11 (x). Darmed ser vi tydligt att r,,_;(x)|r,,—2(x) och eftersom r,,_3(x) =
In-1(X)1_o(x) + 1,1 (x) maste 1,_1(x)|r_3(x) och s& vidare tills vi ser att
Tn—1(x)|r(x) och ddrmed att r,,_; (x)|g(x) och ddrmed att r,,_; (x)|p(x). Vi ser hir
att hg(x) = r,,_1 (x) uppfyller villkoren. Ty om nagot polynom delar p(x) och g(x)
sa maste det dven dela r(x) eftersom p(x) = q(x)g(x) + r(x) och ddrmed &ven
7, (x) eftersom g(x) = g, (x)r(x) + r;(x) och sa vidare ner till r;,,_; (x).Vi har alltsa
visat existensen av h(x). Alltsé dr satsen bevisad.

Vi har visat att det till tva godtyckliga polynom p(x) och g(x) 6ver en talkropp alltid
finns ett entydigt nollskilt polynom h(x) 6ver samma talkropp sandr som pa
multiplikation med konstanter som delar bade p(x) och g(x) och som delas av alla
polynom som delar bade p(x) och g(x). Det kan inte finnas nidgot polynom av hogre
grad dn h(x) som delar p(x) och g(x) eftersom det di inte skulle dela h(x). Av
samma anledning kan det heller inte finnas ndgot polynom 6ver samma talkropp av
samma grad som h(x) som delar p(x) och g(x) savida det inte dr en konstantmultipel
av h(x). Ett speciellt intressant polynom dr den konstantmultipel av h(x) dér
koefficienten for den hdgsta potensen av x ar lika med 1. Vi ska infora ett speciellt
begrepp for detta polynom.

Definition 1.2.8: Den stérsta gemensamma delaren till tvd polynom p(x) och g(x)
over talkroppen K dr det polynom d(x), ocksa Gver talkroppen K, som, av alla
polynom som delar bade p(x) och q(x), har den hogsta graden och dér koefficienten
for den hogsta potensen av x ér lika med 1.

Sats 1.2.9: Lat p(x) och g(x) # 0 vara tva polynom &ver talkroppen K sa att g(x)
har hogst samma grad som p(x). Dé finns det tva polynom p,y(x) och go(x), ocksé
over talkroppen K, sa att po(x)p(x) + go(x)g(x) = d(x) dir d(x) ar storsta
gemensamma delaren till p(x) och g(x) 6ver talkroppen K.

Beviset foljer av Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6) och dr vildigt likt beviset for Sats
1.2.7. Enligt Divisionsalgoritmen vet vi att det finns entydiga bestimda polynom q(x)
och r(x), ocksa over talkroppen K, séddana att p(x) = q(x)g(x) + r(x) dir graden
av r(x) ar lagre dn graden av g(x).
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Om nu r(x) =0 sd ar p(x) = q(x)g(x) och diarmed giller att g(x)|p(x) och att
storsta gemensamma delaren till p(x) och g(x) dr g(x) sd ndr som pa en konstant.
Om a, € R dr koefficienten for den hogsta potensen av x for g(x) sa gar det att

konstruera py(x) = 0 och go(x) = ai vilket ger po(x)p(x) + go(x)g(x) = d(x)

och satsen giller.

Om istéllet r(x) # 0 kan vi dterigen anvdnda Divisionsalgoritmen, fast for g(x) och
r(x) och far da att det finns entydigt bestimda polynom g, (x) och r;(x), ocksd dver
talkroppen K, sddana att g(x) = g;(x)r(x) + r;(x) dér graden av r;(x) &r ldgre dn
graden av r(x).

Om nu ry (x) = 0 giller att g(x) = g, (x)r(x). Alltsd maste r(x)|g(x) och eftersom
p(x) = q(x)g(x) + r(x) maste da dven r(x)|f(x). Vi ser dven att r(x) maste vara
storsta gemensamma delaren till p(x) och g(x) s& nir som pa en konstant eftersom
alla deras gemensamma delare till p(x) och g(x) dven maste dela r(x). Om b, € R
ar koefficienten for den hogsta potensen av x for r(x) sa gér det att konstruera

Po(x) = ;- och go(x) = = 3-q(x) vilket ger po(X)p(x) +go(N)g(x) = d(x) och

satsen géller.

Om istéllet dven 17 (x) # 0 sa fortsdtter vi anvdnda Divisionsalgoritmen, nu for r(x)
och r;(x) och fortsétter tills vi far att r;,(x) = 0. Eftersom r,,(x) har ldgre grad én
Tn—1(x) som har ldagre grad &n alla r,(x) for k < n — 1 behdover vi endast utfora
Divisionsalgoritmen ett dndligt antal ganger. Eftersom 7;,(x) = 0 ser vi att r,,_,(x) =
In ()11 (x). Darmed ser vi tydligt att r,,_;(x)|r,,—2(x) och eftersom r,,_3(x) =
In-1()1_5(x) + 1,1 (x) maste 1,_;1(x)|r_3(x) och sa vidare tills vi ser att
Tno1(x)|r(x) och dirmed att r,_;(x)|g(x) och dirmed att r,_;(x)|p(x). Men
Tn—1(x) maste dven vara storsta gemensamma delare for p(x) och g(x) sanér som pa
en konstant eftersom alla gemensamma delare dven maste dela r(x) och da dven
(%) (ty g(x) = g, (x)r(x) + r1(x)) och i forldngningen dven 1;,_ (x).

Men 1,_3(x) = g1 ()1 _2(x) + 1,_1(x) kan ocksa skrivas om som r,_;(x) =
Tn—3(x) — gn—1(x)1,—5(x) och fortsétter vi ga baklidnges i Divisionsalgoritmen far vi
Tho1(X) = 123(%) — g1 ()12 (x) = 13 (x) — .gn—1(x)(rn—4(x) -
In—2()Tn—3(%)) = =gn-1 (X704 (x) + (1 + g2 (X))7_3(x) och fortsitter vi
anda till borjan far vi tillslut r,,_; (x) = po(x)p(x) + go(x)g(x) for nagot polynom
Po(x) och g,(x) och satsen dr bevisad.

Det ovan anvénda sittet att fi ut storsta gemensamma delare genom upprepad
anvindning av Divisionsalgoritmen kallas Euklides algoritm och finns beskriven 1
Elementa for heltal (se exempelvis Thompson [6]). Vi ska dven formulera detta
samband for heltal hdr d4 vi kommer att anvénda den en ging vid ett senare tillfélle.
Enligt definitionen for storsta gemensamma delare av polynom (Definition 1.2.8) ser
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vi att denna definition leder till att storsta gemensamma delaren av alla konstanter ar
1, vilket inte dr den definitionen vi vanligtvis har for heltal. Vi formulerar dérfor
satsen for heltal pa ett sdtt som later oss ha kvar denna definition.

Sats 1.2.10: L4t a,b € Z och ej bdda vara lika med noll. D& finns a,, by € Z sd att
aga + byb = c dér ¢ € Z ar det storsta mojliga heltal dar %,g € Z.

Bevis: Om a = 0 ser vi att by = 1,c = b uppfyller likheten sd att satsen géiller och
om b = 0 ser vi att a, = 1,c = a uppfyller likheten sé att satsen géller. Om a = b ser

viattay, = by = ; och ¢ = a = b uppfyller likheten s att satsen giller.

Om varken a eller b dr noll och a # b s& ar beviset 1 princip samma som for Sats
1.2.9. Forst bevisar vi Divisionsalgoritmen for heltal som sdger att om a, b € Z och
b > 0 sa existerar entydigt bestdmda heltal q,7 € Zséd atta = qb +r dir0 < r < b.
Sedan anvinder vi denna likhet upprepade génger tills resten blir noll och arbetar oss
sedan tillbaka sdsom vi gjorde i beviset 1 Sats 1.2.9. Till slut fér vi att satsen géller.

Vi fortsétter med ytterligare nagra satser om polynoms delbarhet.

Sats 1.2.11: Antag att p(x) ar irreducibelt 6ver talkroppen K och att p(x)|q(x)g(x).
Da maste p(x)|q(x) eller p(x)]|g(x).

Foljande bevis &r taget fran Nagell [5]. Antag att p(x) + q(x). Eftersom p(x) ar
irreducibelt kan p(x) och q(x) da heller inte ha nigra gemensamma polynom som
delar dem annat &n konstanter, det vill sdga &dr deras storsta gemensamma delare 1.
Enligt Sats 1.2.9 existerar da p;(x) och q;(x) sé att p;(x)p(x) + q;(x)q(x) = 1.
Denna likhet kan vi skriva som q; (x)q(x) = 1 — p;(x)[1(x). Antar vi pd samma sétt

att p(x) t g(x) saserviatt g, (x)g(x) =1 —p,(x)p(x).

Med hjélp av dessa likheter skapar vi nu produkterna gq;(x)q(x)g,(x)g(x) =
(1 =21 (P ))(1 = p2(Dp()) & ¢:(x) g1 (g g(x) = 1 = (p1(x) +

po(x) — p(x))p(x). Enligt forutsittningen méste p(x) dela vénsterledet. Men p(x)
kan inte dela hogerledet eftersom p(x) 1. Alltsd har vi en motségelse och darmed
maste nagot av vara antaganden p(x) t q(x) eller p(x) t g(x) vara felaktigt. Alltsa
giller satsen.

Utifrdn denna sats kan vi bevisa en annan mycket viktig sats som sdger att
faktorisering i irreducibla polynom &r entydig.

Sats 1.2.12 (Aritmetikens fundamentalsats for polynom over talkroppen K):
Fransett ordningen och multiplikation med konstanter kan varje polynom p(x) &ver
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talkroppen K pa ett och endast ett sétt skrivas som en produkt av irreducibla polynom
iK.

Bevis: Om p(x) ar irreducibelt dr det uppenbart att satsen stimmer.

Om p(x) ar reducibelt sd innebédr det enligt definitionen for reducibla polynom
(Definition 1.2.5) att p(x) kan faktoriseras som en produkt av tva andra polynom over
talkroppen K. Om dessa polynom inte dr irreducibla sa dr det mojligt att fortsétta
faktorisera tills vi far en produkt av enbart irreducibla polynom. Detta &r mojligt
eftersom faktorerna har ldgre grad &n produkten och att alla polynom av grad 1 &r
irreducibla.

Da ska vi dven visa entydigheten. Antag darfor att p(x) kan faktoriseras pa tva sitt i
irreducibla  faktorer pa sa  sdtt att  p(x) = q,(0)g(x) ...q(x) =

91(x)g2(x) ... gm (x).

Eftersom q; (x)|p(x) maste enligt Sats 1.2.11 g,(x) dven dela nagon av faktorerna i
hogerledet. Léat g,(x) vara denna faktor. Men dven g, (x) &r irreducibelt sa darfor
maste q;(x) = kg, (x) for nagon konstant k; € K. Gor nu pa samma sitt for alla

qi(x).

Vi ser att n = m ty annars skulle inte bada leden ha samma grad. Darmed har vi visat
att g;(x)g,(x) . gm(x) = kiky ... kpqi(x)q,(x) ... q,(x) alltsd att entydigheten &r
bevisad sandr som pa ordningen och multiplikation med konstanter, vilket skulle
visas.

En annan f6ljd av Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6) dr den sé kallade Faktorsatsen.

Sats 1.2.13 (Faktorsatsen): For ett polynom p(x) over talkroppen K giller att
p(a) = 0 om och endast om (x — a)|p(x).

Bevis: Om vi vet att (x — a)|p(x) ér det uppenbart att p(a) = 0 enligt definitionen
for delbarhet av polynom (Definition 1.2.4).

I ovrigt foljer beviset av Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6): Om g(x) = x — a vet vi
att det finns entydigt bestimda polynom q(x) och r(x), ocksa 6ver talkroppen K, sa
att p(x) = q(x)g(x) + r(x). Men vi vet dven enligt Divisionsalgoritmen att r(x) har
lagre grad dn g(x) det vill sdga att r(x) = m for ndgot m € K. Eftersom vi vet att
p(a) = g(a) = 0 sa foljer att r(a) = m = 0 och ddrmed att r(x) = 0. D& har vi
visat att p(x) = q(x)g(x) = (x — a)q(x) for ett entydigt g(x) och &dven att (x —
a)|p(x).
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Sats 1.2.14: Ett irreducibelt polynom p(x) 6ver talkroppen K av grad > 1 saknar
nollstéllen 1 K.

Bevis: Antag att polynomet p(x) Over talkroppen K har ett nollstdlle a 1 K. Enligt
Faktorsatsen (Sats 1.2.13) vet vi da att (x — a)|p(x). Enligt definitionen for delbarhet
(Definition 1.2.4) vet vi da att p(x) = (x — a)q(x) for nagot q(x) 6ver K och
dérmed att p(x) &r reducibelt i K.

Alltsd ar ett polynom p(x) 1 talkroppen K reducibelt 1 K om det har minst ett
nollstille i K. Alltsa kan ett polynom p(x) i talkroppen K inte ha ett nollstélle i K om
det ar irreducibelt 1 K, vilket skulle visas.

Aven om ett polynom &ver talkroppen K inte har nagra nollstillen i K ir det siklart
mojligt att polynomet har nollstdllen som ligger utanfér K. Exempelvis kan vi se att
polynomet p(x) = x2 + 1 enbart har icke-reella nollstillen. Som vi sett kan vi dock
skapa en utvidgning som innehaller dessa nollstillen.

Definition 1.2.15: Lét p(x) vara ett polynom 6ver talkroppen K. Sonderfallskroppen
till p(x) 6ver K ar d& den minsta utvidgade talkroppen L 2 K som innehaller alla
nollstillen till p(x).

Vi infor nu dven ett begrepp for nér ett tal ar ett nollstélle till ndgot polynom i en viss
talkropp.

Definition 1.2.16: Lt K vara en talkropp. Ett tal a € C sdgs vara algebraiskt oéver K
om det finns ett polynom p(x) # 0 6ver talkroppen K sadant att p(a) = 0.

Om vi vet att ett tal dr ett nollstdlle till ndgot polynom i en viss talkropp s& maste det
dven finnas ett irreducibelt polynom i den talkroppen med det nollstéllet. Ty om det
finns ett reducibelt polynomet med det nollstéllet sd kan polynomet skrivas som en
produkt av irreducibla polynom enligt Aritmetikens fundamentalsats for polynom
over talkroppen K (Sats 1.2.12). Men da maste nigot av dessa irreducibla polynom ha
detta nollstélle for att produkten ska ha det nollstéllet.

Definition 1.2.17: Om a ir algebraiskt Over talkroppen K s& sdger vi att ett
irreducibelt polynom 6ver K med hogstagradskoefficienten 1 och nollstéllet a ar
minimipolynomet till a éver K. Graden av minimipolynomet till a éver K betecknas
degg a.

Vi ska nu visa att detta minimipolynom &r entydigt.

Sats 1.2.18: For varje algebraiskt tal a 6ver talkroppen K existerar ett och endast ett
minimipolynom till a éver K.
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Bevis: Enligt definitionen for ett algebraiskt tal (Definition 1.2.16) vet vi att det finns
ett polynom Over talkroppen K som har nollstidllet a . Enligt Aritmetikens
fundamentalsats for polynom over talkroppen K (Sats 1.2.12) vet vi att detta polynom
kan faktoriseras till irreducibla polynom o6ver K. Eftersom a &r ett nollstélle till
produkten av dessa irreducibla polynom méste det dven vara ett nollstélle till minst ett
av de irreducibla polynomen. Ty om p;(a)q;(a) = 0 for tva nollskilda polynom
p1(x), g, (x) s& maste antingen p, (a) eller g, (a) vara noll. Alltsa vet vi att det finns
ett irreducibelt polynom over talkroppen K med nollstillet a. Men om det finns ett
pi(x) =ay+a;x+ax*+-+ax", dir a, €K, a, #0 och ne€N >0 sé
maste dven polynomet p,(x) = Z—z + Z—:lx + Z—ixz +--+x", dir a, €K, a, #0

och n € N > 0 existera 1 talkroppen [ med nollstéllet a. Diarmed maste det &ven
finnas ett irreducibelt polynom 6ver K med hogstagradskoefficienten 1 och nollstillet
a.

Antag nu att p(x) och q(x) dr tvd irreducibla polynom &ver talkroppen K med
nollstillet a. Eftersom p(x) och q(x) ar irreducibla s& maste storsta gemensamma
delaren av p(x) och q(x) 6ver talkroppen K vara antingen 1 eller b;p(x) = b,q(x)
dér by, b, € K. Enligt Sats 1.2.9 existerar py(x) och go(x), ocksa over talkroppen K,
sa att po(X)p(x) + go(x)g(x) = d(x) dér d(x) &r storsta gemensamma delaren till
p(x) och g(x) over talkroppen K . Hér ser vi att d(x) # 1 ty annars skulle
po(a)p(a) + go(a)g(a) = d(a) & 0 =1, vilket saklart & omdojligt. Alltsd maste
d(x) = b;p(x) = b,q(x) dér by, b, € K och ddrmed ar p(x) och q(x) multipler av
varandra. Samma sak kan enligt samma argument sidgas gilla for alla irreducibla
polynom 6ver talkroppen K med nollstéllet a. Eftersom alla irreducibla polynom 6ver
K med nollstéllet a 4 multipler av varandra innebdr det att det endast finns ett
irreducibelt polynom 6ver K med hogstagradskoefficienten 1 och nollstillet a. Alltsa
ar satsen bevisad.

Utifrdn dessa begrepp kan vi dven formulera en sats kommer vi kommer behdva
senare 1 arbetet.

Sats 1.2.19: Om talet a dr algebraiskt 6ver talkroppen K sa ar K[a] en talkropp.

Bevis: Antag att a dr algebraiskt dver talkroppen K. Att alla element i K [a] &r tal ser
vi eftersom dessa kan skrivas pa formen p(a) = ko + k;a + -+ k,a™ dir k; € K,
n € N och a dr ett algebraiskt tal dver talkroppen K. Vi ska dven visa att K[a] &r
sluten under addition, subtraktion, multiplikation och division (med undantaget
division med noll). Eftersom alla element i K [a] &r polynom i a med koefficienter i K
sa maste summan, differensen och produkten av element i K [a] ocksa vara polynom i
a med koefficienter i K och dirmed element i K[a]. K[a] &r sluten under division om

! € K|[a].

kot+kia+--+knpa™

och endast om
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Lit nu g(x) vara minimalpolynomet till a 6ver K och p(x) # 0 vara ett polynom
over talkroppen K. Om deg g(x) < 2 sd ar det uppenbart att a € K och ddrmed att

K|[a] ér en talkropp. Om deg g(x) > 1 ska vi nu visa att ﬁ ar ett polynom i a dver

K om p(a) # 0 och ddrmed &r K[a] slutet under division.

Om p(x)|g(x) s& maste antingen p(x) = k eller p(x) = kg(x) for nagot k € K

eftersom g(x) ér irreducibelt. Men om p(x) = k &r det sjdlvklart att $ € K|[x]

eftersom % € K och 1 sd fall maste dven $ vara ett polynom i a 6ver K. Men om
p(x) = [1g(x) sa arp(a) = kg(a) = 0 och i sd fall behdver vi inte kunna uttrycka

p%a) som ett polynom i a 6ver K for att K[a] ska vara en talkropp. Om p(x)|g(x) s&

maste alltsa %x) € K[x] och darmed ﬁ € K[a] och saledes K[a] vara talkropp.

Antag darfor p(x) + g(x). Enligt Sats 1.2.9 existerar det darfor p,(x) och gy(x) over
K séa att go(x)g(x) + po(x)p(x) = 1. Eftersom g(a) = 0 sd ar py(a)p(a) =1 <
1

@ — Po (a) och saledes maste ﬁ vara ett polynom i a 6ver K. Alltsa ar K [a] slutet

under division och didrmed dr K[a] en talkropp, vilket skulle visas.

Sats 1.2.20: Lat a vara ett algebraiskt tal over talkroppen K och 14t K[a] vara den
utvidgning av K som bestar av alla polynom i a med koefficienter 1 K. Da géller att
[K[a]: K] = degg a.

Bevis: Lat g(x) vara minimalpolynomet till a dver K och lat p(x) vara ett polynom
over talkroppen K med graden n > degg(x)=degxa=m. Enligt
Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6) finns det da entydigt bestimda polynom g(x) och
r(x), ocksa over talkroppen K, sadana att p(x) = q(x)g(x) + r(x) dar graden av
r(x) &r lagre dn graden av g(x). Eftersom g(a) = 0 s& maste p(a) = r(a). Eftersom
degr < degg sa maste r(a) =1y +ra+ - +1r,_,a™ ! =p(a) for ndgrar; €K
och didrmed maste 1,a,a?,...,a™ ! generera K[a]. Dessa generatorer dr linjért
oberoende eftersom det inte finns ko + kja + -+ k,,_,a™ 1 =0 dir k; €K ty
denna ekvation har grad m — 1 och vi vet att minimalpolynomet till a 6ver K har grad
m. Eftersom 1,a,a?,...,a™ ! 4r en bas for K[a] 6ver K innebir det att [K[a]: K] =
m = degg a, vilket skulle visas.

Sats 1.2.21: Lat p(x) vara ett irreducibelt polynom av grad n dver talkroppen K dér n
ar ett primtal. Lat L 2 K vara en utvidgning av K sidant att p(x) &r reducibelt 1

talkroppen L. D4 giller att n|[L: K]. Om dven [L: K] &r ett primtal, sa ér [L: K] = n.

Bevis: Lét a vara ett nollstdlle till p(x) samt L[a] och K[a] vara de talkroppar som
utvidgats med alla polynom av a med koefficienter i L respektive K.
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Enligt Sats 1.1.12 &r [L[a]: L][L: K] = [L[a]: K] = [L[a]: K[a]][K[a]: K]. Men enligt
Sats 1.2.20 ar [K[a]: K] = degg a och eftersom p(x) dr irreducibelt over K sd ar
degy a = degp(x) = n. Alltsd ar [L[a]: K[a]][K[a]: K] = n[L[a]: K[a]]. Eftersom
p(x) édr reducibelt i L sa giller att [L[a]:L] <n . D& ser vi att eftersom
[L[a]: L][L: K] = n[L[a]: K[a]] och [L[a]:L] < n s& maste n|[L: K], vilket skulle

visas.

Vi har nu definierat en mangd begrepp for polynom och bevisat ett antal egenskaper
hos olika typer av polynom. Vi ska nu ga vidare till algebraiska ekvationer, vilka vi
ska definiera huvudsakligen utifrdn begrepp vi redan infért om polynom.

1.3 Ekvationer av grad ett till fyra samt historisk
bakgrund

Vi har tidigare skrivit att vi 1 detta arbete dr intresserade av att undersdoka huruvida
femtegradsekvationen generellt ar 16sbar med radikaler. Vad 4r dd en
femtegradsekvation och vad innebér det att den dr 16sbar med radikaler? Vi kommer
borja detta delkapitel med att ge en kort historik bakgrund till ekvationer och deras
tillimpning samt aktualitet inom det svenska skolvdsendet. Vi kommer sedan
definiera begreppet ekvation utifrdn begreppet polynom och nédgra fa egenskaper hos
ekvationer for att slutligen ange l6sningsformlerna for ekvationer i en variabel av
forsta, andra, tredje och fjdrde graden.

Fore 1600-talet var den matematik som utvecklades huvudsakligen retorisk och inte
symbolisk (se exempelvis Thompson [6]) och didrmed var algebran som matematiskt
omride outvecklat. Dock l6ste matematiker det vi idag skulle relatera till som
ekvationer pa andra sitt, bland annat inom geometrin. Idag saknas tillrickliga kéllor
for att veta exakt hur matematiken borjade utvecklas men det dr ddremot kéant att flera
tidiga kulturer hade metoder for att l6sa fOrstagradsekvationer och vissa
andragradsekvationer dven om de saknade det symboliska sprék som vi anvinder
idag. Exempelvis 16ste babylonierna vissa andragradsproblem inom geometri och
handel omkring 3200 &r fore var tiderdknings borjan (Thompson [6]). Metoder for att
16sa olika tredjegradsekvationer utvecklades under 1000-talet av den arabiske
matematikern Omar Khayyam genom studiet av kégelsnitt men de generella
16sningarna skulle drdja, dels eftersom symbolspraket saknades och dels pa grund av
en ovillighet att infora negativa tal. Den generella 1dsningen av tredjegradsekvationen
konstruerades s vitt vi vet forst av Scipione del Ferro och av fjardegradsekvationen
av Lodovico Ferrari; bdda losningarna publicerades i Ars Magna av Girolamo
Cardano 1545 (Nagell [5]).

Historiskt sett s& har formell utbildning och studier varit ndgot som endast en liten del
av vérldens befolkning haft tillgang till, oftast dd i form av hemundervisning eller
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sdrskilda ldroverk for samhillets 6vre skikt. I Sverige lagstadgades 1686 for forsta
gingen att det var fordldrars och husbonders plikt att 1dra barn att ldsa och att kyrkan
hade en plikt att kontrollera detta genom husforhor (se exempelvis Hartman [2]).
Rékning blev obligatoriskt kunskapsomrdde for Sveriges befolkning i1 och med
folkskolans inférande 1842 och sedan dess har matematikinnehallet 1 det obligatoriska
skolvdsendet kontinuerligt 6kat. I undervisningsplanen for folkskolan 1955 infors i
dmnet matematik 1 sjunde klass ”[e]nkla sifferekvationer med en obekant jimte
tillimpningar” (Skoldverstyrelsen [9, s. 123]). I var nuvarande ldroplan for
grundskolan fran 2011 star algebra med som ett centralt innehéll i alla arskurser. For
arskurs 7-9 ér innehéllet 1 algebra:

Algebra

e Inneborden av variabelbegreppet och dess anviandning i algebraiska uttryck, formler
och ekvationer.

e  Algebraiska uttryck, formler och ekvationer i situationer som ar relevanta for eleven.

e  Metoder for ekvationslosning.
Skolverket [7, s. 51]

P& gymnasienivd infors algebraiska losningar av andragradsekvationer i Matematik 2
och for vissa ekvationer av hogre grad i Matematik 3 (se Skolverket [8]). Ekvationer
och metoder for att 16sa dessa &r alltsd ndgot som alla elever i dagens grund- och
gymnasieskola kommer mota och dven ndgot som alla matematiklérare sdledes
kommer undervisa i.

Lat oss nu ga in ndrmare pa ekvationer och definiera nagra nyckelbegrepp for en
speciell typ av ekvationer.

Definition 1.3.1: En algebraisk ekvation ir en ekvation som kan skrivas pa formen
p(x) = 0 dir p(x) ér ett polynom.

Vi kommer hddanefter mena algebraiskt ekvation dven nér vi enbart skriver ekvation,
trots att det dven finns andra typer av ekvationer sdsom exempelvis
exponentialekvationer. Vi kommer i fortsittningen dven frimst intressera oss for
ekvationer med endast en variabel. Vi fortsétter nu att definiera vad som menas med
graden av en algebraisk ekvation.

Definition 1.3.2: Om p(x) ér ett polynom i variabeln x av graden n > 1, sigs
ekvationen p(x) = 0 vara en algebraisk ekvation av graden n.

Vi fortsétter nu med att definiera vad som menas med en ekvations 18sningar och att
en ekvation dr losbar.

Definition 1.3.3: For en algebraisk ekvation p(x) = 0 sdgs alla viarden pa x som
uppfyller att p(x) = 0 vara losningar till ekvationen.
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Att en ekvation &r 16sbar med en viss metod innebér att metoden alltid genererar alla
16sningar till ekvationen. Vi ska nu definiera vad som menas med att en ekvation &r
16sbar med radikaler.

Definition 1.3.4: En algebraisk ekvation p(x) = 0 dir p(x) r ett polynom ar /6sbar
med radikaler om och endast om alla I6sningar gér att berdkna utifran &ndliga
kombinationer av polynomets koefficienter genom de fyra rdknesétten och
rotdragningar.

Lat oss nu diskutera vad som menas med en generell 16sningsformel. Det finns ingen
matematisk definition av vad en generell 16sningsformel dr. Detta pd grund av att
begreppet huvudsakligen infors av didaktiska anledningar och inte matematiska. Inom
gymnasieskolan anvinds begreppet oftast om en formel som kan berdkna l6sningarna
till en ekvation genom inséttning av virdena av ekvationens koefficienter.

Hér ska nu goras ett forsok till en mer tydlig forklaring av vad som kommer menas
med generell 16sningsformel i resten av uppsatsen. Detta kommer sedan exemplifieras
med losningsformlerna for ekvationer av grad ett till fyra.

Om alla nollstéllen till ett polynom p(x) gar att uttrycka i polynomets koefficienter
genom ett dndligt antal algebraiska operationer sdger vi att det existerar en generell
16sningsformel till den algebraiska ekvationen p(x) = 0.

Lat nu p(x) = ¢g + c1x + cux% + -+ ¢, x", dirc; ECochn € N,n>1, ha den
nollstillena x4, x5, ..., x,, (i delkapitel 2.1 ska vi visa att detta géller for alla polynom).
x1=U1(C0,C1,-+Cn)
Om dessa nollstéllen kan berdknas med samma ekvationssystem {xz =u2(C0.C1Cn) - d4r
Xn=uUn(Co,C1,-+Cn)
uq,(cy, €1, -, Cy) dr ett algebraiskt uttryck med ett dndligt antal algebraiska
operationer, oavsett viardena pé c, ¢y, ..., ¢, s@ sdgs detta ekvationssystem vara den
generella 16sningsformeln till n:tegradsekvationen. Exempelvis kan 16sningsformlerna
for ekvationer av forsta, andra och tredje graden formuleras pé detta satt.

Om istéllet alla polynom p(x) av grad n kan delas upp i ett dndligt antal grupper

p1lx], p2lx], ..., pmlx] beroende av polynomens koefficienter dir alla nollstéllen till

varje polynom 1 samma grupp kan berdknas med samma ekvationssystem
x1=U1(€0,C1,-:Cn)

{xz:uZ(CF}jCl""'Cn), dar uq (co, €4, ..., Cy) dr ett algebraiskt uttryck med ett dndligt antal
Xn=uUn(Co,C1,--Cn)

algebraiska operationer, oavsett vidrdena pd cy,Cq,..,C, s& sdgs systemet
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x1=u1,1(c0,C1,--Cn)

Om p(x)€Epq[x] sd &r {xz =u2'1(f_0'C1""'Cn)
Xn=un,1(€0,C1,-+Cn)

x1=u1,2(€0,€1,--Cn)

{ Omp(x)€py[x] s ar {xZ =12,2(€0.€1,-+Cn)

vara den generella 10sningsformeln till
Xn=Un,2(€0,C1,--Cn)

x1=u1,m(Co,c1,--Cn)
Om p(x)Epm ] 54 ar { ¥2=U2m(c0€1,-n)

Xn=un,m(c0,c1,-Cn)

n:tegradsekvationen. Exempelvis kan 10sningsformeln for ekvationer av fjarde graden
formuleras pa detta sétt.

Om och endast om alla algebraiska ekvationer av en viss grad dr losbara med
radikaler dr det mdjligt att konstruera generell 16sningsformel for ekvationer av denna
grad. Lt oss dirfor gé in ndrmare pd ekvationer av forsta, andra, tredje och fjarde
graden och visa att dessa &r losbara med radikaler samt hur de generella
16sningsformlerna for dessa ser ut.

Definition 1.3.1: En forstagradsekvation ér en algebraisk ekvation som kan skrivas pé
formen kx + m = 0, dir k,m € Coch k # 0.

Sats 1.3.2: Losningen till forstagradsekvationen kx + m = 0 ges av x = — % och ger

alltid en och endast en 19sning.

Beviset ar trivialt eftersomkx + m =0 x = — %

Exempel: Forstagradsekvationen 2x — 4 = 0 har 16sningen x = 2.

Om vi betraktar en fOrstagradsekvation kx + m =0 och k,m € K {for ndgon
talkropp K sa ser vi dven att Idsningen till ekvationen ocksa maste tillhora K, eftersom
16sningen kan skrivas som en kvot av tva element i K. Forstagradsekvationens 16sning
ligger alltsa alltid i samma talkropp som koefficienterna till ekvationen.

Definition 1.3.3: En andragradsekvation ir en algebraisk ekvation som kan skrivas
pa formen x? + px + q = 0, dirp,q € C.

Sats 1.3.4 (Rotformeln): Losningarna till andragradsekvationen x% + px +q =0

= _P Py2 _
gesavx = Zi f(z) q.

Bevis: Antag att x> + px + g = 0. Adderar vi (g)2 — q till ekvationen far vi x? +
px + (g)2 = (g)2 — q. Vinsterledet kan vi nu skriva om med forsta kvadreringsregeln

och far sédledes (x + 2)2 = (2—’)2 —¢q . Genom rotutdragning far vi att x + g =
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+ ’(2)2 — q och genom att subtrahera g far vi slutligen x = —gi /(g)z —q. Om

(g)2 — q inte ar ett positivt reellt tal s@ ar inte /(2)2 — q entydigt. Dock ser vi att om
vi viiljer en av de tva 16sningarna till ekvationen y? = (g)2 — q att vara /(2)2 —qsa
kommer den andra ldsningen att ges av — /(2)2 — q. Diarmed kommer dven x =
— g + ’(g)z — q att ge bada ldsningarna till ekvationen x2 + px + q = 0 oavsett

vilken av de moéjliga virdena vi sdtter som /(g)z — q. Alltsa ar satsen bevisad.

Exempel: Andragradsekvationen x? — 3x + 2 = 0 har 16sningarna x; = 1 och x, =

2tyx, = -2 (%)2—2= Lochx, = -2+ ((‘2—3))2—2=2.

Betraktar vi en andragradsekvation x? +px+q =0 dir p,q € K for nigon
talkropp K sa ser vi att 16sningarna inte nddvéndigtvis ocksé ligger 1 K. Exempelvis dr
det mojligt att en reell andragradsekvation endast har komplexa 16sningar. Fran
16sningsformeln ser vi att ldsningarna endast ligger 1 samma talkropp som ekvationen

om ’(2—’)2 —q € K. En reell andragradsekvation har antingen en (dubbel) reell

16sning, tva olika reella 16sningar eller tva olika komplexa (icke-reella) 16sningar.

Definition 1.3.5: En tredjegradsekvation @r en algebraisk ekvation som kan skrivas pa
formen x3 + ax? + bx + ¢ = 0, dira, b, c € C.

Sats 1.3.6 (Cardanos formel): Losningarna till tredjegradsekvationen x3 + ax? +
bx + ¢ = 0 ges av:

a
x1:—§+u+v
x=

a 1 V3 .
X2,3=—3—5(U+V) - (u-v)i

27 1 27 27

dar u= > +

4 27 2 4

Bevis: Vi kommer hir inte anvénda oss av det bevis om Cardano gav di det numera
finns andra bevis som &r nagot enklare. Istdllet ger vi ett snarlikt bevis som
ursprungligen kommer fran Francois Viéte, publicerat postumt 1615.
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Antag att x3 + ax? + bx + ¢ = 0. Genom variabelsubstitutionen x = z — % skriver vi

om tredjegradsekvationen till (z—23+a(z—92+b(z-H+c=0 23+
Jg 3 3 3

2 3_ ? —3_
(b — a?)z + (c 42 279ab) = 0. Genom att inférap = b — a? ochq=c+ = 279ab

har vi siledes skrivit om den ursprungliga tredjegradsekvationen till den
komprimerade formen z3 + pz + g = 0.

Genom det ytterligare variabelbytet z = w — % skriver vi om den komprimerade

3

tredjegradsekvationen till (w 3w) +p(w 3W) +g=0w’+q p—— 0
3
Vi multiplicerar nu denna ekvation med w3 och fér siledes w® + qw3 — 5—7 =0,

vilket dr en andragradsekvation i w3. Enligt Rotformeln (Sats 1.3.4) dr alltsd w3 =

2 3 2 3 2 3
14+ L4 Infornua=-2+ q—+p—och,3:_ﬂ_ q—+p—sa°lwl3=aoch
2 \’4 27 2 \}4 27 2 \/4 27
3
2

w; = f.

LAt oss borja med att betrakta tredjegradsekvationen wi = a. Vi skriver om denna
som w; — a = 0 och later wy , = Ya vara en av de tre 16sningarna. Darmed vet vi
enligt Faktorsatsen (Sats 1.2.13) att w; — Va|wi —a och att vi didrmed kan
faktorisera wi — a. Gor vi detta i ekvationen wi —a = 0 fir vi (w; — Va)(Wi +

w; Va + (Va)?) = 0. Anvinder vi Rotformeln (Sats 1.3.4) for den hogra parentesen

far vi séledes att wy ), = W(—; + ?i) och wy,= W(—% — ?i). P4 samma sitt

fir viatt wy,, = B, Wy = YB(—2+20) ochwy, = YB(—2 - 20).

3 2 3 3 2 3
o © e 3 q q 14 3 q q p :
Lat oss infora u=vVa= |—=+ [—+—ochv=yYypf= [—— |—+=—. Vi
2 4 27 2 4 27

antar nu att 16sningarna w # 0 och dtergér frn variabeln w till variabeln z genom att

satta in losningarna forwiz =w — %. Efter en del forenkling ser vi att z; , =
1 V3 .
Zypg =UtUV, att zy, =2z, = —E(u +v)+ 7(u —v)i och att z;,=2z,,=

— % (u+v) - \/2——(u — v)i. Vi har alltsd fatt tre 10sningar 1 z. Vi ser dven att vi fér
samma nollstillen dven om antingen wy, = w;p, = w; . =0 eller w,; =w, ), =
Woe=0.0mwy g =w;, =Wy =Wyq =Wy =W, =0miste dvenp=q =0
och sa fall giller dven 16sningarna men att de alla &r lika med 0.

a2

Atergdr vi nu till variabeln x genom insittning x = z — % och anvénder attp = b — .

3_
och g=c +¥ fir vi aterigen efter en del rdkning till slut
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a
X1=—§+U+U
x=

a 1 V3 ;
X2,3=—3—5(U+v) - (u-v)i

3 oab—2a3 \° 3 sab—2a3 \° a2\’
9ab-2a3_ (T—c> (b_a2)3 9ab-2a3_ (T—c> (b_T>
dir u= 27 : ; 3 v= 27 :
2 4 27 2 4 27

vilket skulle visas.

Exempel: Tredjegradsekvationen x3 — 4x2 + 9x — 10 = 0 har l6sningarna x; = 2
OCh x2’3 = 1 i Zl

Om vi betraktar en tredjegradsekvation x3 + ax? + bx + ¢ =0 och a,b,c € K for
nagon talkropp K sd ser vi liknande andragradsekvationen att losningarna inte
nddvéndigtvis ligger 1 K. En reell tredjegradsekvationen kan antingen ha en (trippel)
reell 10sning, tva olika (varav en dubbel) reella ldsningar, tre olika reella ldsningar
eller en reell och tvd olika komplexa (icke-reella) 16sningar, vilket kommer visas i
delkapitel 2.1.

Definition 1.3.7: En fjdrdegradsekvation ir en algebraisk ekvation som kan skrivas
pa formen x* + ax3® + bx? + cx + d = 0, dir a,b,c,d € C.

Sats 1.3.8 (Ferraris modell): Losningarna till fjiardegradsekvationen x* + ax3 +
bx? 4+ cx +d = 0 ges av:

1 la3—ab+2c

__1 13,2 19 2 _2p_9oyF &
x = 4a+i52J 5 a +b+2yi—t2 5 a 3b — 2y +;

/—§a2+b+2y

2
1 3a? \ \ 3a* a?b ,ac
" 256

15a% 5 12\ 8 16 ' 4

U+ —=-b— omU #0
48 6 3U

diary =
1542 5 3 (3a2 b)3 (3a2 b)(3a4' a?b  ac ) (a3LabLC)2
a e T T T

—2p— 8 + -8 256 16 ' 4 _ Y8 omU =

48 6 108 3 8

1 ,3a* a?b , a

3 1 \/1 2 1 (3a? 2 c 3
ochU= |30+ ;02 +—- (3 -b) +5Co-0+5-d)

a’b ac

1 3 1, 3a? 3a*
ochQ = ——(=>+b)P+ (=~ +b)(——+—=—=

1,a3  ab 2
o8 s td)—g(G+5 10

For samtliga losningar, berikna x med samtliga kombinationer av addition och
subtraktion for +, och +;. Observera att +, och +; maste ha motsatt tecken medan
+. dr oberende av de andra tva.
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Beviset for 16sningsformeln for algebraiska ekvationer av fjdrde graden bygger pd
liknande principer som for Cardanos formel (Sats 1.3.6) men eftersom det dr nagot
mer omstidndligt hdnvisas ldsaren till exempelvis Nagell [5].

Exempel: Fjirdegradsekvationen x* + 2x3 —2x% +2x —3 =0 har Idsningarna
xl = 1 OCh xZ = _3 OCh x3'4 = i_l.

Om vi betraktar en fjirdegradsekvation x* + ax®+ bx?+cx+d =0 och
a,b,c,d € K {for nigon talkropp K sd ser vi liknande andra- och
tredjegradsekvationen att l6sningarna inte nddvéndigtvis ligger i K. En reell
fjairdegradsekvation kan ge antingen en (kvadrupel) reell 16sning, tva olika (varav en
trippel eller tvd dubbla) reella 16sningar, tre olika (varav en dubbel) reella 16sningar,
fyra olika reella 16sningar, tvéd olika (dubbla) komplexa (icke-reella) 16sningar, fyra
olika komplexa (icke-reella) losningar, en (dubbel) reell och tva olika komplexa
(icke-reella) l6sningar eller tvd olika reella och tvd olika komplexa (icke-reella)
16sningar, vilket kommer visas 1 delkapitel 2.1.

Efter att de generella 16sningsformlerna for tredje- och fjardegradsekvationen
konstruerades 1 téit foljd efter algebrans utveckling jobbade matematiker linge pa att
hitta en generell 16sningsformel dven for femtegradsekvationen. Dock visade Niels
Henrik Abel 1824 att femtegradsekvationen inte generellt dr l1sbar med radikaler och
att det darfor inte &r mojligt att konstruera en sadan. Abels sats for detta ska vi bevisa
1 delkapitel 2.2.
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2 Femtegradsekvationen

I detta kapitel kommer vi fokusera pa femtegradsekvationen och undersdoka denna
genom den allméinna algebraiska teori som presenterades i kapitel 1. Vi kommer borja
med att undersdka hur manga losningar femtegradsekvationen har och om dessa dr
reella eller icke-reella, for att sedan ta reda p4 om femtegradsekvationen generellt dr
16sbar med radikaler eller inte. Till slut kommer vi kortfattat att diskutera inneborden
av detta.

2.1 Femtegradsekvationens losningar

I tidigare kapitel hdvdade vi att forstagradsekvationen alltid har en 16sning men att
andra-, tredje- och fjardegradsekvationen kan ha olika antal skilda ldsningar beroende
pa ekvationernas koefficienter och att dessa kan vara reella eller komplexa (icke-
reella). I detta delkapitel kommer vi underséka hur manga olika ldsningar
femtegradsekvationen har och huruvida dessa 16sningar &r reella eller komplexa. Vi
kommer till slut visa att reella femtegradsekvationer kan ha ett till fem olika
nollstillen i C, varav minst ett ligger i R.

Vi kommer borja med att undersoka det allménna fallet, det vill sdga hur minga rétter
det finns for en algebraisk ekvation av en variabel av graden n. Som vi visat tidigare
ar detta ekvivalent med att undersdka hur ménga nollstédllen som finns till ett polynom
av en variabel av graden n. Vi ska borja med att utga frin att alla polynom av minst
grad ett har minst ett nollstélle i1 C.

Sats 2.1.1 (Algebrans fundamentalsats): Ett polynom p(x) = a, + a;x + a,x? +

ot a,x™

nollstille x 1 C.

av graden n € N dir n > 1 med koefficienter a; € C har minst ett

Denna sats bevisades forst av Gauss 1799 men finns ocksé 1 exempelvis Nagell [5].
Vi kommer dock inte ta upp beviset hér eftersom det inte dr uteslutande algebraiskt
utan dven anvinder begrepp och satser fran matematisk analys.

Nu nér vi vet att alla polynom har minst ett nollstélle i C kan vi med hjilp av
Faktorsatsen (Sats 1.2.13) faktorisera polynom i polynom av ldgre grad.

Sats 2.1.2: Ett polynom p(x) = ag + a;x + ax? + -+ a,x™ av gradenn € N > 1
med komplexa koefficienter a; € C kan pa ett entydigt sdtt sdnidr som pd ordningen
skrivas pa formen p(x) = a,(x —¢;)(x — ¢3) ... (x — ¢,) dér talen ¢y, c5, ...,c, € C
ar nollstéllen till p(x).
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Bevis: Vi kommer bevisa detta med ett induktionsbevis. Omn = 1 ar sd ar p(x) =
kx+m=k(x—(— %)) sddrx = — % enda nollstillet och satsen stimmer di k, m €
C.

Vi ska nu visa att satsen dven géller for ett polynom p(x) av graden n om vi vet att
det géller for ett polynom av graden n — 1.

L4t oss anta att satsen stimmen for ett polynom av graden n — 1. Genom Algebrans
fundamentalsats (Sats 2.1.1) vet vi att polynomet p(x) har minst ett nollstille c,, € C
och genom Faktorsatsen (Sats 1.2.13) vet vi att vi kan faktorisera polynomet enligt
p(x) = q(x)(x — c,). Om vi nu betraktar q(x) sd ser vi att det dr ett polynom av
graden n—1. Alltsd ar q(x) = a,(x —c;)(x — ¢3) ... (x — cy—1) och ddrmed &r
p(x) = —c)(x—cy)...(x — cp_1) (x — c,,). Alltsa dr induktionsbeviset klart.

Att detta kan ske pd ett entydigt sitt foljer av Aritmetikens fundamentalsats for
polynom 6ver K (Sats 1.2.12), alltsd &r satsen bevisad.

Utifrén Sats 2.1.2 ar det tydligt att ett polynom av graden n har exakt n stycken rétter.
Vi kan dven se hur manga olika nollstéllen ett polynom av en vissa grad kan ha
eftersom vissa av dessa kan vara lika.

Sats 2.1.3: Ett polynom av en variabel av gradenn € N > 1 har minst 1 och hogst n
olika nollstéllen i C.

Fran faktoriseringen av polynom 1 Sats 2.1.2 ser vi att ett polynom av graden n har
exakt n stycken rotter. Dock kan vissa av dessa rotter sammanfalla om flera av talen
¢; ar lika. Om inga av talen ¢; sammanfaller har polynomet n distinkta (olika)
nollstéllen medan polynomet endast har ett distinkt nollstdlle om alla talen c;
sammanfaller. For varje m sd att 1 <m < n finns det alltsd dven polynom med
graden n som har m distinkta nollstillen.

Om ett polynom har ett antal distinkta nollstdllen som dr ldgre dn dess grad betyder
detta att ndgot nollstdlle skulle forekomma flera génger vid en faktorisering av
polynomet sdsom i Sats 2.1.2. Antalet gdnger som varje 16sning forekommer i en
sadan faktorisering kallar vi dess multiplicitet.

Definition 2.1.4: Om polynomet p(x) = a,(x —c;)(x —¢3) ... (x —Ccp_q) (x — )
dir koefficienten a,, # 0, nollstéllena c¢; € C och faktoriseringen av p(x) innehéller
faktorn x — ¢ for ndgot ¢ = ¢; exakt m génger, sdger vi, att nollstéllet ¢ har
multipliciteten m.

Exempelvis kan vi se att polynomet p(x) = x? — 4x + 4 har nollstéllet x = 2 med
multipliciteten tva eftersom p(x) = x? — 4x + 4 = (x — 2)2.
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Sats 2.1.5: Ett irreducibelt polynom har endast distinkta nollstéllen.

Detta bevis anvinder nigra begrepp och satser frdn matematisk analys men dd dessa
ingdr 1 gymnasieskolans matematikkurser kommer dessa anvédndas hir utan att
definieras.

Bevis: Antag att polynomet p(x) 6ver K har ett nollstille a med multipliciteten m €
N,m > 1 i nagon utvidgning L 2 K. Alltsd ar p(x) = (x —a)™q(x) for nagot
nollskilt polynom q(x) 6ver L.

Deriverar vi nu p(x) far vi p'(x) = m(x —a)™ q(x)+(x —a)™q' (x) =
(x — a)™ 1 (mq(x) + (x — a)q'(x)). Eftersom m > 1 s& ser vi att a &r ett nollstille
till p’(x). Eftersom p’(x) ar derivatan for ett polynom &ver K s ér dven p'(x) ett
polynom 6ver K.

Enligt Sats 1.2.9 finns det tva polynom p,(x) och p,'(x), ocksé 6ver talkroppen K, sa
att po(x)p(x) + po' (X)p' (x) = d(x) déar d(x) &r storsta gemensamma delaren till
p(x) och g(x) over talkroppen K. Eftersom p(a) = 0 och p'(a) = 0 s& maste dven
d(a) = 0 men eftersom d(x) # 0 sd maste deg d(x) = 1. Alltsa &r d(x) ett polynom
over K med graden stdrre dn noll. Men graden av d(x) méste vara mindre 4n graden
av p(x) eftersom d(x)|p’(x). Eftersom d(x)|p(x) sa ar ddrmed p(x) reducibelt dver
K.

Alltsd har vi visat att om ett polynom har multipla nollstidllen s& &ar det alltid
reducibelt. Didrmed innebér att ett irreducibelt polynom inte kan ha multipla
nollstéllen. Ett irreducibelt polynom har sdledes enbart distinkta nollstéillen, vilket
skulle visas.

Av Sats 2.1.3 foljer att ett femtegradspolynom i en variabel har minst ett och max fem
olika nollstillen 1 C. Vi ska nu visa en egenskap for de komplexa (icke-reella)
nollstéllena (alltsd de nollstdllen 1 C som ¢j ligger i R) till reella polynom, ndmligen
att de alltid kommer i par.

Sats 2.1.6: Om ett reellt polynom av en variabel har det komplexa nollstéllet £ + ni,
dir &,n € R sa har polynomet dven nollstillet ¢ — ni. Nollstillena ¢ + ni och & — ni
har samma multiplicitet.

Féljande bevis dr himtat frén Nagell [5]. Lat p(x) = ag + a;x + ax? + -+ + a,x"

vara ett reellt polynom av variabeln x av graden n med nollstéllet £ + ni, dir &,n €
R.
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Infér variabelbytet x = a4+ bi och a,b € R. Da giller att p(x) =p(a,b) =
q(a,b) + ir(a, b) dir q(a, b) och r(a, b) ar reella polynom av de reella variablerna a
och [].

Eftersom alla potenser (bi)¢ dér c &r ett jamnt heltal ger (bi)¢ = +b¢ sa kommer alla
jamna potenser av b att ingd i q(a, b). Pa samma sitt kommer alla udda potenser av b
att ingd i7(a,b) eftersom alla potenser (bi)® dir d &r ett udda heltal ger (bi)? =
+b4i.

Alltsa innehaller polynomet g(a, b) endast jaimna potenser av b och polynomet
r(a, b) innehaller endast udda potenser av b. Darmed géller att g(a, —b) = q(a, b)
och att r(a,—b) = —r(a, b).

Om x =& +ni dr en rot till p(x) s& maste dven for p(a, b) gilla att p(&,n) = 0.
Alltsa maste q(&,n) + ir(&,n) = 0 och dédrmed dven q(&,n) = r(¢,n) = 0. Darmed
aven q(¢,—m) =r(§,—n) = 0 och alltsa &dr dven p(&,—n) = 0. Saledes &r p(& —
ni) = 0 och alltsé har vi visat att & — ni ar ett nollstélle for p(x).

Nu ska vi dven visa att dessa nollstillen har samma multiplicitet. Eftersom (x -
E+n))(x—(E—ni)) =x2—2&x+ &% +n? vet vi enligt Faktorsatsen (Sats
2.1.2) att p(x) = (x? — 2&x + &2 + n?)q(x) for nagot reellt polynom q(x).

Om nu ¢ + ni skulle vara ett nollstille dven for g(x), s& innebér det dven enligt vad vi
precis visade att dven ¢ — ni méste vara det. P4 samma sétt kan vi fortsitta resonera
och didrmed har vi visat att dessa nollstéllen alltid kommer i par.

Nu nér vi visat att komplexa nollstéllen till reella polynom alltid kommer 1 par kan vi
enkelt visa att minst ett av det reella femtegradspolynomets nollstéllen ligger i R.

Sats 2.1.7: Ett reellt polynom av udda grad har minst ett reellt nollstélle.

Bevis: Enligt Sats 2.1.2 vet vi att ett polynom alltid har lika ménga nollstédllen i C som
sin grad. Alltsd har ett polynom av udda grad alltid ett udda antal nollstillen. Enligt
Sats 2.1.6 kan det dock till ett reellt polynom bara finnas ett jimnt antal nollstéllen
som dr komplexa (icke-reella). Alltsd maste minst ett nollstélle vara reellt, vilket
skulle visas.

Vi har nu bevisat alla satser som behovs for att hivda de mojliga rotter till reella
tredje- och fjardegradsekvationer som vi beskrev i delkapitel 1.3. Antalet nollstillen
ar till en algebraisk ekvation dr lika med dess grad. Icke-reella polynom har reella
eller icke-reella nollstdllen i ndgon kombination. For reella polynom kommer alltid
icke-reella nollstéllen 1 par med sitt komplexkonjugat och om polynomet har udda
grad dr minst ett nollstille reellt.
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Vi kan ddrmed dra ett antal slutsatser om femtegradsekvationens nollstillen, bland
annat att ett femtegradspolynom alltid har fem nollstillen 1 C. Komplexa (icke-reella)
femtegradspolynom kan inom dessa ha alla mgjliga kombinationer av reella och icke-
reella nollstillen. For reella femtegradspolynom giller dock att de hogst kan ha totalt
fem olika nollstéllen 1 C, varav ett till fem olika reella nollstillen 1 kombination med
tva eller fyra komplexa (icke-reella) nollstdllen. Vi ska exemplifiera dessa mojliga
antal nollstdllen hos reella femtegradsekvationer med en tabell:

Antal distinkta | Exempel pa polynom Nollstillen

nollstillen

1 reellt, x5 X12345 =0

0 icke-reella

1 reellt, x5+ x3 X123 =0,%4 =1, x5 = —i

2 icke-reella

1 reellt, x% 4+ 5x3 + 4x X, =0, x, =10, x3=—10, x4 =
4 icke-reella 20, xg = —2i

2 reella, x5 —x* X134 =0,%5=1

0 icke-reella

2 reella, x5 — x* + x3 — x? X12=0,%x3=1,x, =i, x5 =
2 icke-reella —i

3 reella, x5 —x3 X123 =0,x,=1,x5=—1

0 icke-reella

3 reella, x5 —x =0, x,=1, x3=-1,
2 icke-reella X4 =1, X5 =—1I

4 reella, x5 — 6x* + x3 — 6x2 X12=0,x3=1,%, =2,x5 =3
0 icke-reella

5 reella, x% —5x3 + 4x X,=0,x=1,x3=—1,x, =
0 icke-reella 2, X5 = —2

Tabell 1: Mgjliga antal nollstillen for reella femtegradspolynom

Vi ska nu gé vidare till det delkapitel som kommer behandla huvudproblemet i denna
uppsats, ndmligen frdgan om huruvida femtegradsekvationen dr generellt 16sbar med
radikaler eller inte.

2.2 Femtegradsekvationens losbarhet med radikaler

I det forra delkapitlet visade vi att reella femtegradsekvationer kan ha ett till fem olika
nollstéllen i C, varav minst ett ligger i R. I detta delkapitel dr vi intresserade av om
femtegradsekvationen generellt dr 16sbar med radikaler eller inte och ddrmed om det
gér att gora en generell 16sningsformel for femtegradsekvationen sdsom vi visat att
det gér att gora for ekvationer av grad ett till fyra. Till slut kommer vi bevisa Niels
Henrik Abels sats fran 1824 och anvinda oss av den for att visa att det finns
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femtegradsekvationer som inte gér att 16sa med radikaler och att det ddrmed inte gér
att konstruera en generell algebraisk 16sningsformel for femtegradsekvationen.

Forst ska vi dock bevisa ndgra hjdlpsatser som vi ska anvénda for att hirleda Abels
sats. Vi ska borja detta delkapitel med nigra egenskaper hos en viss speciell typ av
polynom som inte fordndras om variablerna byter plats med varandra. Dessa kallas
symmetriska polynom.

Definition 2.2.1: Ett polynom i de flera variablerna xq,Xx,,...,x, sdgs vara
symmetriskt om p(Xq, X3, oo, Xp) = p(x(,(l), X (2w xa(n)) for alla permutationer o.

Exempelvis ir p(x,y) = x2 + 2xy + y? symmetriskt medan p(x,y) = 3xy — x inte
ar det. Vi ska nu infOra ett begrepp for en speciell typ av symmetriska polynom,
ndmligen de som &r en summa av alla méjliga termer av samma grad dir varje term dr
en produkt av olika variabler med grad 1.

Definition 2.2.2: For de n stycken variablerna x4, x,,...,x, s& sigs de n olika
polynomen ey (X1, X3, -, Xn) = Xi1<i;<iy<--<ip<n Xiy Xip Xy, f0r k=12,..n vara

elementdra symmetriska polynom 1 variablerna x4, x5, ..., X,.

For de tva variablerna x, y ér alltsé de elementdra symmetriska polynomen e; (x,y) =
x+y och e;(x,y) = xy. For de tre variablerna x,y,z sa &r alltsd de elementéira
symmetriska polynomen e;(x,y,z) =x+y+2z, e,(x,y,z) =xy+xz+yz och

es;(x,y,z) = xyz.

Nu ska vi ta oss an en sats som ofta kallas huvudsatsen for symmetriska polynom,
som sédger att alla symmetriska polynom entydigt kan skrivas som polynom i sina
elementira symmetriska polynom.

Sats 2.2.3 (Huvudsatsen for symmetriska polynom): Lt K vara en talkropp eller Z
och 1at p(xq, x5, ..., x,,) vara ett symmetriskt polynom 6ver K. Da finns ett entydigt
bestaimt  polynom  p.(e;(x1, X2, .., Xp), ooy € (X1, X, o, X)) Over K dér
ex(xy, x5, ..., x,) dr de elementira symmetriska polynomen sadant att

P(x1, X, vy X)) = Pe(€1(Xq, Xgy ooy X)), vy €0 (X1, X2, vy X))

Bevis: Foljande bevis kommer ursprungligen frdn Augustin Louis Cauchy och ar
hdmtat fran Nagell [5]. Vi ska borja med att visa existensen av p, med ett
induktionsbevis dver antalet variabler.

L4t oss borja med ett symmetriskt polynom p(x4, x,) av de tva variablerna x; och x,.

De elementdra symmetriska polynomen é&r saledes e;(x;,x;) = x; +x, och
e,(x1, %) = x1x,. Eftersom e; = x; + x, & x, = e; — x4 sé giller att p(x,,x,) =
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p(xy, €, — x1) = Eyox{" + Ey 1 x7*"1 + -+ + E; ,, déir koefficienterna E; ; dr polynom
1 e; med koefficienter i K.

Betraktar vi nu P(z) = Eygz™ + Ey 2™ 1+ -4+ E; , och g(2) = (z—x)(z —
xy) = 2% — (%1 + x3)z + x1x, = z2 — e,z + e, sa giller enligt Divisionsalgoritmen
(Sats 1.2.6) att P(z) = q(z2)g(z) + r(z) for entydiga polynom q(z) och r(z) dar
degr(z) < degg(z) = 2. Alltsd maste r(z) = A + Bz dér A och B &r polynom i e;
och e, over K. Darmed ar P(z) = q(z)g(z) + A+ Bz.

Sétter vi nu z = x; ser vi att p(xq,x,) = P(x;) =q(x)g(x;) +A+Bx; = A+
Bx; eftersom g(x;) = 0. Men eftersom p(x;,x,) dr symmetriskt s& maste dven
p(x1,x,) = A+ Bx; = A+ Bx,. Eftersom x; och x, dr oberoende sa géller dirmed
att B = 0 och att p(xy,x,) = A. Alltsa har vi visat att p(x;, x,) entydigt kan skrivas
som ett polynom 1 e; och e, 6ver K och alltsd géller satsen for symmetriska polynom
av tva variabler.

Antag nu att satsen géller for n — 1 variabler. Vi antar alltsa att p(xq, x5, ..., Xp—1)
over K kan skrivas som ett polynom &ver K av de elementdra symmetriska
polynomen e,_11,€,-12,...,€p_1n-1 , dir e,_;; dr de elementira symmetriska
polynomen i variablerna x,x,,..,X,_q , och ska visa att det innebédr att
p(xq, X5, ..., X,) Over K kan skrivas som ett polynom Over K av de elementira
symmetriska polynomen e, q,€;,,...,e, 1, dir e,; dr de elementira symmetriska
polynomen i variablerna x4, x,, ..., X,.

Betraktar vi polynomet g(z) = [Iiv,(z —x;) = z" — e, 12" + - +

(_1)n_1en,n—1z + (_1)nen,n = (Z - xn)(zn_l - en—l,lzn_2 + et

(—D" %e,_1n2z+ (—1)" e, 4 ,_1) sd ser vi genom att jimfor koefficienterna for
en_1‘1=—xn+en,1

: . —x2
all potenser av z i de tva sista leden att en-2,2=¥n"€n,1¥n+en2

_ —1,m-1, q\n— -2
en-1n-1=C-1D" g~ + (=" zen,lxr’lL +tepn-1

Om vi nu ordnar p(xq,Xy,..,x,) ecfter fallande potenser av x, ser vi att
p(xy, Xg ey X)) = PoxM + pyx~1 + - + p,, dir p; dr polynom Sver K av den — 1
variablerna x4, x5, ..., X,_1. Men ifall vi skulle permutera variablerna x4, x,, ..., X,,_1
sd ser vi dven att p(xa(l),xg(z), ...,x,,(n_l),xn) = po(x,,(l),xa(z), ...,xo(n_l))x,’{‘ +
P1 (x,,(l),xa(z), s Koo)X 4+ P (Xo 1) Xo(2) - Xo(n-1))- Eftersom
p(xq, Xg, ..., X,) dr symmetriskt i variablerna x;, x5, ..., x,sa maste p(xq, Xy, ..., Xp) =
p(xo.(l),xa(z), s Xg(n-1)» xn). Alltsd méste p; = p; (xa(l),xa(z), e xo(n_l)) for alla i
och permutationer och didrmed &r p; dr symmetriska polynom 6ver K av den — 1
variablerna x4, x,, ..., X,,_1. Enligt antagandet kan dessa uttryckas som polynom av de
clementéra symmetriska polynomen e,_;1,€,-12,...,€p_1n—1. GOr vi detta och
anvinder oss av likheterna frén forra stycket far vi till slut efter forenkling och efter

32



att terigen ordnat efter fallande potenser att p(xy, Xy, ..., %) = Egx™ + E;xm~1 +
-+ E,, dir E; dr polynom Over K av de elementira symmetriska polynomen

en,l' en,Z' LR en,n

Betraktar vi nu P(2z) = E; gz™ + Ey 2™ 1+ -+ E; , for m = n sd vet vi enligt
Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6) att P(z) = q(z)g(z) + r(z) for entydiga polynom
q(z) och r(z) dir degr(z) < degg(z) =n . Dirmed maste r(z) = Coz" 1 +
C1z" 2%+ -+ Cp_pz + C,_q diir C; dr symmetriska polynom i ey, q, €y, ..., €pn Over
K. Alltsd dr P(z) = q(2)g(2) + Coz™ 1 + €22 + -+ + C,_»z + C,_; och siitter vi
nu in z =x; sd dr p(xy, Xy, ., Xp) = P(xy) =7(x1) = Coxy™ 1+ Gy 2+ - +
Cp_2x, + Cy_q eftersom g(x;) = 0. Eftersom p(xy,xs,...,x,) dr symmetriskt i
X1, Xy, ..., Xn $& maste denna likhet fortfarande gilla om x; ersattes med vilken som
helst av de andra variablerna.

Vi ser dirmed att Coz" 1 + C;z" 2 + -+ Cp_pz + Cp_q — p(x1, X3, ..., X,) = 0 fOr
de n stycken vérdena x4, x5, ..., X, pd z. Som en foljd av Sats 2.1.2 kan dock ett
nollskilt polynom av grad n — 1 endast ha n nollstéllen i en variabel om polynomet ir
oberoende av den variabeln (alltsd har grad noll). Alltsd maste p(xy, x5, ..., X,) =
Cn—1 och eftersom C,,_, dr ett symmetriskt polynom ie, , ey, ..., e, Over K har vi
alltsa visat att om p(xy, X5, ..., X,—1) Over K kan skrivas som ett polynom 6ver K av
elementdra symmetriska polynom sa innebér att p(xq, x5, ..., x,) Over K kan skrivas
som ett polynom over K av de elementira symmetriska polynomen. Alltsd &r
induktionsbeviset klart.

Nu ska vi ocksa visa entydigheten. Detta gor vi genom att visa att de elementéra
symmetriska polynomen dr oberoende och att det dirmed inte gér att skriva ett
polynom i de elementdra symmetriska polynomen pa tva eller fler olika sitt.

Antag att vi har ett polynom p(eq, ey, ..., e,) # 0 dver talkroppen K dir ey, e,, ..., e,
iar de elementdra symmetriska polynomen av variablerna x;,x,,...,%, . Da kan
termerna i p(eq, e, ..., e,) skrivas som T; = c;e;",e,"2, ..., e,"n dir inte alla c; ar
noll.

Vi viljer nu ut de T; med hogst grad i forhdllande till eq, ey, ..., e,,, det vill séga de
termer ddr summan v; + v, + -+ + v, dr som storst, 14t denna summa vara h;. Om
det endast finns en sadan term, betecknar vi denna T. Finns det fler sadana termer
véljer vi ut de termer med hogst grad i1 forhallande till e, ..., e,,, det vill sdga de termer
dir summan v, + -+ + v, dr som storst, lat denna summa vara h,. v; ir da entydigt
bestdmt enligt v; = h; — h,. Om det endast finns en sddan term, betecknar vi denna
T. Annars fortsétter vi pd samma sétt r gnger tills vi har hittat termen T och dér da
Vq,Vy, ..., U, dr entydigt bestimda av de entydiga hq,h,, ..., h, enligt h, = v, +
Vpyq +-+v, och v, =h;—h;jyq for i=12,..,r—1. For h,yq,hris, ..., hy
definierar vi ocksa dessa enligt hy = vy, + Ve, + -+ v, dirs=r+1,r+ 2, ..., n.
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Vi ser nu att T = ce;"1e,"2 ...e,’n = ¢;(xg + x5 + -+ x,) 1 (X%, + x3%3 + -+ +
Xp—1Xp)"2 . (X1 X5 ... X))V fOr nagot ¢ € K # 0. Vid en utveckling av denna term

. hy_h h
kommer sédledes potensprodukten x;'x,%..x,"

forekomma som term med
koefficienten ¢ # 0. Dock kan ingen annan T; ge upphov till denna potensprodukt
tack vare det sittet som vi valde ut T. Darmed har vi visar att om vi har ett polynom
p(eq, ey, ..., e,) # 0 Over talkroppen K dér ey, ey, ..., e, dr de elementidra symmetriska
polynomen av variablerna x4, x,, ..., x,, ger utvecklingen av polynomet i x4, x5, ..., X,
att  p(xq, Xy, ., X,) #0. Saledes har vi visat att p(eey..,e,) =
Zakl'kz,_._,kreflegz ...efr = 0 om och endast om alla ay_x, . = 0. Dirmed ér de
elementdra symmetriska polynomen oberoende och framstéllningen av polynom i de

elementdra symmetriska polynomen dr dirfor entydig.
Vi har alltsd visat bade existensen och entydigheten. Alltsa dr satsen bevisad.

Sats 2.2.4: Lat K vara en talkropp eller Z och lat q(x) vara ett polynom 6ver K med
nollstdllena ay, ..., a,. Lat p(xy, ..., x,,) vara ett symmetriskt polynom &ver K. Da ér
p(a4, ..., a,) ett polynom &ver K i gs koefficienter.

Bevis: Enligt Sats 2.1.2 dr q(x) = q,(x — a;)(x — a;) ... (x — a,,) for nagot q,, € K.
Utvecklar vi dessa parenteser fir vi q(x) = ¢,(x" — (a; + -+ a,)x" 1 +
(a,a; + -+ ap_1a,)x""2 =+ a,..a,) och vi ser hir att koefficienterna i
parenteserna ir de elementéra symmetriska polynomen av aq, ..., a,, det vill siga att
q(x) = qux" — qnes(ay, ., @) UV + grep(ay, o, @)X TE — e

qnen(ay, ..., ay).

Eftersom p(x4, ..., x,,) ar ett symmetriskt polynom 6ver K sa kan p(xy, ..., x,,) enligt
Huvudsatsen for symmetriska polynom (Sats 2.2.3) skrivas som ett polynom over K
av de eclementira symmetriska polynomen. Alltsd dr p(xq,..,x,) =
Pe(e1 (x4, i) Xp), oy € (Xq, ..., X)) . Inséttning av nollstillena for q(x) ger
r(ay,...,a,) = pe(e1 (ai, ., ap), -, enay, ...,an)). Eftersom koefficienterna
till g(x) &r multiplar 6ver K av de elementdra symmetriska polynomen av a, ..., a,
betyder det att vi kan skriva p(ay, ..., a,) som ett polynom &ver K i koefficienterna
for q(x), vilket skulle visas.

Sats 2.2.5: Lat p(x) vara ett irreducibelt polynom 6ver talkroppen K och lat L vara
sonderfallskroppen for nagot polynom q(x) dver talkroppen K. Antag vidare att p(x)
ar reducibelt 6ver L. D4 har alla irreducibla faktorer i p(x) 6ver L samma grad. Om
p(x) har ett nollstille i L sa ligger alla dess nollstédlleni L.

Bevis: Lit g(x) vara ett polynom av graden n med nollstillena a4, ...,a, sd att L =
K(a4,...,a,) . Lat K[a4,..,a,] vara mingden av polynom i a,..,a, med

34



koefficienter i K och 14t polynomet g(x) =x™ + 1 (ayq, .., a,)x™ 1 4+ -+
rn(aq, ..., a,) Over L vara en irreducibel faktor i p(x) over L.

Eftersom g(x) é&r irreducibelt over L sia maste &dven g%(x) =xM+
11 (g (1) ...,aa(n))xm‘1 + -+ 1,(a5 (1), ) Qo (ny) vara irreducibelt dver L for varje
permutation ¢ av 1,2,..,n. Ty om vi betraktar g(x) = g(x,ay,...,a,) = x™ +
ri(ag, .., ay)x™ 1 + - +1,(ay,..,a,) och antar att g°(x) = g(x, Qg (1)) ...,aa(n))
ar reducibelt over L(ay,...,a,) s att det finns tvd polynom g; och g, i x dver
L(ay,...,a,) sa att g°(x) = g(x, Ag (1), ...,aa(n)) =g,.(x,a4,...,a,)9,(x,a4, ..., a,)
sa skulle gx) =gx,ay,..,a,) =
gl(x, ag-l(l),...,aa—l(n))gz(x, ag—l(l),...,ag-l(n)) och sdledes ocksa reducibelt i

L(ay, ...,a,). Men eftersom L(a,, ..., a,) = L sa géller detta dven 6ver L.

Sétt P(x) = [I, g% (x) déar produkten sker &ver alla permutationer o . Eftersom
produkten sker dver alla permutationer av 1,2, ..., n sa maste P(x) vara symmetriskt i
nollstdllena  ay,..,a, . Men om vi utvecklar P(x) =[[,g°(x) =[l,(x™ +
11 (Ag(1y s Qo)X+ o+ 1 (Ap (1), ons Qo)) = XM + Ry (ay, ., @)X +
-+ R, (ay, ..., a,) dir R;(ay, ..., a,) ar polynom i a4, ..., a, Over K si ser vi att dven
R;(ay, ..., a,) maste vara symmetriska i a, ..., a,. Darmed &r koefficienterna i P(x)
symmetriska polynom 1 nollstdllena aq, ..., a, med koefficienter 1 K. Eftersom q(x)
har koefficienter i K sa maste P(x) enligt Sats 2.2.4 ocksa kunna skrivas som ett
polynom med koefficienter i K.

Eftersom g(x) &r en irreducibel faktor till bade p(x) och P(x) i L och p(x) &r
irreducibelt i K s maste p(x)|P(x) i K och ddarmed p(x)|P(x) i L eftersom L 2 K.
Men eftersom polynomen g dr irreducibla 6ver K och detta kan ske pé ett entydigt
satt enligt Aritmetikens fundamentalsats for polynom 6ver talkroppen K (Sats 1.2.12)
sd maste p(x) vara en produkt av vissa g°. Alltsd har alla irreducibla faktorer i p(x)
over L samma grad eftersom alla g¢ har samma grad.

Om p(x) har ett nollstélle i L sa vet vi enligt Faktorsatsen (Sats 1.2.13) att p(x) har
en irreducibel faktor av grad 1 dver L. Men eftersom alla irreducibla faktorer 1 p(x)
over L har samma grad sa maste p(x) kunna faktoriseras i polynom &ver L med grad
1. Darmed maste alla nollstéllen till p(x) ligga 1 L. Allts ar satsen bevisad.

Vi ska dven visa nagra egenskaper hos polynomet p(x) = x™ — a, vilket spelar en
viss roll 1 beviset for Abels sats.

Sats 2.2.6: Polynomet p(x) =x"—a dir a€ Cn€N,n>1 har n stycken
ip+2mik
nollstidllen som kan skrivas pd formen Vre n €Cdirk=0,1,..,n—1ocha=

re'? for nigotr,p € R,7,¢ = 0.
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Bevis: Lat oss borja med att betrakta p(z) = z™ — 1. Enligt Sats 2.1.2 har p(z) exakt
n nollstillen i C. Alltsa kan dessa nollstillen skrivas pa den poldra formen rye'?t dir
., 91 ER 1,0 = 0.

Alltsd maste p(re'1) = (e®1)" —1 =0 det vill siga att (ne’¥)" =1
rlne"i"’l =1% for k=0,1,..,n—1 och enligt Eulers identitet dr da rlne”i‘pl =
((e™)?)* . Saledes ir r;"e™¥1 = 2™k  och dirmed maste ;™ = 1 och nig; =
2nik < @, = 2wk /n. Alltsé kan alla nollstillen till p(z) = z™ — 1 skriva pa formen
e?™k/m dirk = 0,1,..,n — 1.

Eftersom (e?™*/™" =1 for k=0,1,..,n—1 och a=re® si maiste
L(p+211.'lk ip 2mik 2mik

)= (Nrene n)"—(’i/_en)”(e ) =rel® =g for k =
0,1,..,n—1. Alltsi maéste p(x/Fe n >=(nre n '—a=a—a=0 for

ip+2mik ip+2mik

k =0,1,...,n — 1 och dirmed ar dessa nollstéllen till p(x), vilket skulle visas.

Sats 2.2.7: Lt n vara ett primtal, K vara en talkropp och a € K vara ett tal som inte
uppfyller att k™ = a for nagot k € K. Da ar polynomet p(x) = x™ — a irreducibelt
over K.

Bevis: Lét oss borja med n = 2. Dirmed ir p(x) = x? — a for nagot a € K dira &
K och v/a dr nigon av l6sningarna ekvationen x? —a = 0. Dock ser vi att p(x) =
x?—a=(x—+va)(x ++a) och eftersom denna faktorisering #r entydig enligt
exempelvis Divisionsalgoritmen (Sats 1.2.6) sd ér en faktorisering ej mdjlig dver K.
Dirmed ér p(x) = x? — a irreducibelt 6ver K och satsen giller for n = 2.

Ovriga primtal ir udda sé 14t oss nu anta att p(x) = x™ — a for nigot a € K dér n ir
ett udda primtal och dir det inte existerar ndgot b € K sa att b™ = a.

ip+2mik

Enhgt Sats 2.2.6 si har p(x) nollstillena YVre n dirj=0,1,..,n—1. Latc =
Vr e n och d; = e?™/m for j = 0,1, ...,n — 1 s att p(x) har nollstillena cd;.

Antag nu att p(x) &r reducibelt 6ver K och att det ddrmed finns g(x) och q(x) 6ver K
med graden > 1 sa att p(x) = x™ — a = q(x)g(x) och hogstagradskofficienterna for
g(x) och g(x) ar 1. Da maste dven nollstallen till g(x) vara vissa av nollstdllen i
p(x). Dérmed dr den konstanta termen q, € K lika med en produkt +¢c™D; ,,, déir 1 <
m <n, degq(x) = m och D;,, ar produkten av m stycken olika d;. Detta ger att
Go" = (€™ Dj)" = (™M Dj)" = ()™ = +a™.

Eftersom n t m och n dr ett primtal s kan inte n och m ha nigra gemensamma
heltalsdelare vilket innebér att ngn + mym = 1 {or nagot ny, my € Z enligt Sats
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1.2.10. Dirmed maéste a = al = @™"*™Mo™M = gMon(gM)™Mo = gMo"(4q,")™o =
a™™(+£qy)"™e = (a™(+qy)™)". Eftersom a, q, € K s& maste dven a™(+q,)™° €
K. Men att a = (a™(£qy)™°)" dr dock en motsdgelse eftersom det inte existerar
nagot b € K sa att b™ = a enligt forutsittningen. Alltsa leder antagandet att p(x) &r
reducibelt 6ver K till en motsédgelse och didrmed &r p(x) ér irreducibelt 6ver K dven
for udda primtal. Alltsé ar satsen bevisad.

Sats 2.2.8: Om talkroppen K ér sluten under komplexkonjugering, det vill séga att
@ € K om a € K, sa giller att om b #r en radikal 6ver K si ér dven b det.

Bevis: Lat b vara en radikal over K. Diarmed sa maste b™ € K for nagot n € N.
Eftersom K ir sluten under komplexkonjugering si maste dirfor dven b € K. Men
b™ = b™ och ddrmed maste b vara en radikal ver K, vilket skulle visas.

Med hjélp av dessa satser kan vi nu bevisa Niels Henrik Abels sats fran 1824 som
sdger att det finns vissa restriktioner for att femtegradsekvationen ska vara l6sbar med
radikaler.

Sats 2.2.9 (Abels sats): Lat p(x) vara ett irreducibelt femtegradspolynom &ver den
reella talkroppen K < R. For att ekvationen p(x) = 0 ska vara 16sbar med radikaler
mdste antingen endast ett eller samtliga av polynomets nollstéllen vara reella.

Bevis: Vi vet enligt Sats 2.1.6 att ett reellt femtegradspolynom antingen har ett, tre
eller fem reella nollstillen eftersom alla dess komplexa (icke-reella) nollstillen
kommer i par. Abels sats séger alltsd att om det finns irreducibla femtegradspolynom
som &r 16sbara med radikaler sd har de exakt ett eller fem reella nollstéllen. Darmed
kan det inte finnas irreducibla femtegradspolynom med tre reella nollstillen som ar
16sbara med radikaler.

Om den algebraiska ekvationen p(x) = 0 dr losbar med radikaler och p(x) ér
irreducibelt over talkroppen K sa &r sonderfallkroppen L O K en &ndlig radikal
utvidgning av K. Eftersom denna radikala utvidgning dr dndlig s& kan den konstrueras
genom succesiva dndliga radikala utvidgningar dér varje utvidgning har primtalsgrad.
Om exempelvis [K(B): K] = 6 for den radikala utvidgningen K (B) 6ver K si kan vi
dela upp denna i de tvd radikala utvidgningamma K(B2%,B) 2 K(B?) 2 K dir
[K(B?):K] =3 och [K(B?% B): K(B?)] =2 eller i de tvd radikala utvidgningarna
K(B3,B) 2 K(B?) 2 K dir [K(B3): K] = 2 och [K(B3,8): K(8?)] = 3. I serien av
utvidgningar fran K till L finns ddrmed ett steg L, D K, av primtalsgrad dér p(x) ar
irreducibelt over K, men reducibelt over L; sd att L 2 L; D K, 2 K. Enligt Sats
1.2.21 sa giller att 5|[L,: K] eftersom p(x) &r femtegradspolynom men eftersom vi
vet att [L;: K,] ér ett primtal s& méste [L;: K,] = 5.
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L4t oss nu betrakta femtegradsekvationen x> —1 = 0. Enligt Sats 2.2.6 si kan

l6sningarna skrivas pa formen e2"J/% € C dir j = 0,1, ...,4. Vi ser alltsa att e2™/5 4r

2mi/5

en radikal 6ver Q och dirmed dven en radikal 6ver K 2 Q. Lat darfor e vara en

av de radikaler som vi adjungerar i nigon radikal utvidgning frin K till L. Vi undrar

nu om adjungeringen av e?™/5 paverkar huruvida p(x) ar reducibelt eller inte.

Eftersom x° —1 = (x — 1)(x* + x3 + x2 + x + 1) s ser vi att degy e?™/> < 4.

Saledes kan vi anta att om e?™/5 € L, s dr e?™/5 redan ett element i K,. Ty om

e?™/5 € I, och degy e2™/5 < 4 innebir detta att [Ly: K, + degy e2™/5 och dirmed

méste e2™/> € K, enligt Sats 1.2.21. Alltsa kan vi adjungera e2™'/5

att e27/5 € K, och att p(x) dnda &r irreducibelt dver K,.

pa ett sadant sétt

Eftersom p(x) dr ett reellt polynom vet vi enligt Sats 2.1.6 att icke-reella 16sningar
alltid kommer i1 par med sina komplexkonjugat. Dock finns det talkroppar som inte
innehaller komplexkonjugaten av alla sina element. Eftersom L, dr en dndlig radikal
utvidgning av K sd skapar vi denna genom radikala utvidgningar enligt K C
K(e2"/%) c K(e?™/5,a,) c K(e*™/5,ay,a,) © - < K(e?™/5,ay, 8y, ..., 4, @) =

L, dér a, ar komplexkonjugatet till a,, vilket vi kan gora enligt Sats 2.2.8.

Lat b vara den radikal 6ver K, sd att L; = K,(b) och 14t oss nu betrakta polynomet
x5 — b>. Vi vet di att b® € K,, att b & K, och att x°> — b ir ett polynom &ver K.
Eftersom dess 16sningar kan skrivas pa formen be2™/5 for j =0,1,2,3,4 enligt Sats
2.2.6 sa maste be?™J/5 € K,(b) och dirfor sonderfaller polynomet x5 — b® éver L;.
Enligt Sats 2.2.5 har dirfor alla irreducibla faktorer av p(x) over L, samma grad.
Eftersom degp(x) = 5 och alla faktorer ska ha samma grad ar detta bara mojligt om
dessa har grad 1 eller 5. Enligt antagandet dr dock p(x) reducibelt 1 L; och dirmed
mdste graden av de irreducibla faktorerna till p(x) 6ver L, vara 1. Men da ligger alla
nollstillen till p(x) 1 L; och sdledes maste L; = L.

L4t oss Aterigen betrakta polynomet x> — b°. Enligt Sats 2.2.7 ir detta polynom
irreducibelt 6ver K, men vi vet sedan tidigare att det sonderfaller i L = K, (b). Talen
b°, b, b?%, b3, b* bildar alltsa en bas for L dver K,. Detta innebir att alla tal [ € L kan
skrivas som [ = ko + k1 b + k,b% + k3b3 + K,b* didr k; € K.

Enligt Sats 2.1.7 vet vi att det finns minst en reell 16sning x, till ekvationen p(x) = 0.

Eftersom x, € L sd kan vi skriva denna som xo = ko + k1 b + K,b? + K3b3 + K b*

dér k; € K,. Vi ska nu visa att samtliga rotter x; till p(x) = 0 ges av x; = Ko +
L L2 3] .4 L.

K, e2M/57 b 4 1, e2m/5 2 4 e 2mi/5Y p3 g, o2mi/5 gt — Y4 e (eI ) for =

0,1,2,3,4 dir ¢ = e2m/5,

Notera att b, eb, £2b, £3b, £*b ir nollstillena till polynomet x> — b enligt Sats 2.2.6.

Sitt q(x) = [j=o(x = x;) = (x — x0) (x — x1) (x = x2) (x — x3) (x — X4)

38



Koefficienterna i q(x) dr symmetriska polynom i /b med koefficienter i K, och
enligt Sats 2.2.4 kan darfor q(x) skrivas som ett polynom &ver K,. Men p(x) och
q(x) har det gemensamma nollstillet x, och eftersom p(x) &r irreducibelt dver K, sé
maste p(x) = q(x). Alltsa har vi visat att om p(x) dr l6sbart med radikaler sa ges
samtliga rétter x; till p(x) =0 av x; = Xiok;(e/b)" for j =0,1,2,3,4 dir € =
eZni/ 5

Eftersom vi konstruerar L som en radikal utvidgning av K genom att adjungera
radikaler ithop med deras konjugat innebér detta att utvidgningen till K, sker pd ett av
tva sitt, antingen att K, = K(eZ”i/S,al, a, ...,al) och dirmed att b = a; eller att

K, = K(e*™/5,ay,a,, ...,a,@) och da att b = @,.

Om b = a; méste vi skilja pd om b° ir reellt eller inte, vilket ger ytterligare mojliga
utfall. Om b° 4r reellt kan vi anta att b = W, alltsd den reella femteroten, och
didrmed r alltsa dven b?, b3, b* reella. Eftersom x, ir reell s& méste x, = X, < ko +
K1b + kyb? + k3b3 + K, b* =Ky + Kb + K% + K5b3 + Kbt Eftersom
b° b1, b2, b3, b* ir en bas for L 6ver K, s& méiste koefficienterna vara parvis lika
enligt definitionen for baser (Definition 1.1.6), det vill sdga att k; = k, for allai =
0,1,2,3,4. Darmed é&r alltsd alla koefficienterna k; reella. Vi ser da att x, =

fori(e*h)' = Yo ri(e(e*™/%)%b) = T o ki (ee®™/b)" = Tl ki (ee™/*b)" =
Yt oki(—eb)t =¥t ki (éb)' = x7. Eftersom p(x) ér irreducibelt dver K, sa kan det
inte ha multipla nollstillen enligt Sats 2.1.5 och ddrmed maste x, och x; vara icke-
reella. P4 samma siitt kan vi se att x; = X och att dessa ocks &r icke-reella. Om b°
ar reellt har alltsd p(x) ett reellt och fyra icke-reella nollstillen.

Om b = a; och b® istillet inte ir reellt si kan heller inte b vara reellt. Didremot méste
b°b5 vara reellt si l4t ¢ vara den reella femteroten till h°b5. Om nu p(x) ir reducibelt
over K, (c) sé ér diarmed ¢, ct,c?,c3, ¢* en bas for L ver K, och di visade vi nyss
att p(x) har ett reellt och fyra icke-reella nollstillen. Om p(x) déremot &r irreducibelt
over K, (c) sa resonerar vi som ovan fast med utvidgningen L = K, (b, ¢) 6ver K, (c)

- _ 535
istillet for L = K,(b) éver K,. Eftersom ¢ = b5b5 < ¢5 = b5b° = %

()

o “ I CEj . o . . O e — o .
didrmed ér b = - for ndgot j. Men eftersom x,, ar reell sd ar x, = X, och ddrmed é&r

=1

=1 kan % enligt Sats 2.2.6 skrivas som gl = e2mij/5 for j = 0,1,2,3,4 och

i

4 V4 TNt =Ryt = () _va = ijigpi :
Dicokibt = Yico kbt = Dbt = i, K, (7) = Yok, ctelt /bt . Betraktar vi
sidorna i denna likhet ser vi att i k;b' = Yi i cte/t/bt & b Y] Kbt =
b5 Yt i ctel /bt & S Y Kbt = X kcte/th>Tt och utvecklar vi  dessa

summor ser vi att k, = K, samt att ik, = ks_;b5c'e I for i = 1,2,3,4. Didrmed ir
C€j

_ —_ o — _ _iicel; i .
X, = 2?:0 K (e/D)t = 2?:0 K.eYbt = 2?:0 K& U(T)l =Ko+ 2?:1 K. JL(T)L =
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4 8 —i .—jizo—ji S8 Ni _ 4 B—i —ji _
Ko+ Die1(k5_;b>cte™ I )e™] (T) =Ko+ Qi1 Ks_ib> e =Ky +
ks b/ = kg + Y kiblel = ¥ g Kkib'elt = x; och sdledes dr alla

rotter reella.

Om b = @, sa ir alltsa p(x) irreducibelt 6ver K, = K(e2™/5,a,, @y, ..., a;) = K1(a,).
Hir kan b® inte vara reellt ty da skulle b°> = b5 = b5 & @,° = q,° och iséfall skulle
a; kunna skrivas som eznii/sal for nagot j = 0,1,2,3,4 och didrmed skulle a; € K,
eftersom e2™/5 q, € K,. Diremot ér bb reellt. Eftersom b ér en radikal éver K; si
maste b5 € K, och eftersom K, ar slutet under komplexkonjugering s& ar b5 = b° €
K,. Saledes giller att det reella talet b5h® € K; och dirmed att bb ir en reell radikal
over K;. Om p(x) sonderfaller dver K;(bb) s har vi redan visat att p(x) d& har ett

reellt och fyra icke-reella nollstillen. Om p(x) didremot inte sénderfaller Sver K; (bb)
sa har vi dock visat enligt ett argumentet 1 forra stycket att alla rotter ar reella.

Vi har alltsd visat att om p(x) = 0 4r 16sbar med radikaler s maste antingen endast
ett eller samtliga av polynomets nollstéllen vara reella, vilket skulle visas.

Det dr mojligt att pd ett liknande sitt visa att denna sats dven géller generellt for
polynom av udda primtalsgrad, det vill sidga att ett irreducibelt polynom av udda
primtalsgrad endast har samtliga nollstdllen som &r l6sbara med radikaler om endast
ett eller samtliga nollstéllen &r reella, vilket vi dock inte ska visa hér.

Enligt Abels sats (Sats 2.2.9) sa dr en femtegradsekvation dér ett reellt irreducibelt
femtegradspolynom med tre reella (och tva icke-reella) nollstéllen dr lika med noll
inte losbart med radikaler. Nu behdver vi alltsd visa att det existerar ett sddant
polynom.

Att avgora om ett polynom é&r irreducibelt dver en viss talkropp kan vara omsténdligt.
Dock finns det enkla sétt att avgdra om vissa heltalspolynom &r irreducibla dver Q
eller inte.

Sats 2.2.10 (Gauss lemma): Om ett polynom med koefficienter i Z dr irreducibelt
over Z sa ar det aven irreducibelt 6ver Q.

Bevis: Lat p(x) = ag + a;x + ax? + -+ + a,x" dir a, ..., a,, € Z vara ett polynom
med koefficienter i Z och antag att det &r reducibelt i Q, det vill sdga att p(x) =
q(x)g(x) for ndgra polynom q(x) och g(x) 6éver Q med grad storre &n noll.

Dirmed dr p(x) = q(x)g(x) = (qo + q1x + -+ @x™)(go + g1x + - + gox°)

dar 9,9, €Q, mo0>0 och m+o0=n. Lit oss nu bryta ut alla nidmnare ur

parenteserna sa att alla koefficienter 1 parenteserna dr heltal och sedan dven alla
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gemensamma faktorer. Efter forkortning har vi da p(x) = ]%(bo +bix+ -+
bpmx™)(co + c1x + -+ c,x°) dir e, f,b;,c; €Z och d(e, f) = d(bg, by, ..., bp) =
d(cg, ¢y, .-, €,) = 1 dard(e, f) € Z &r det storsta mojliga heltal dir —— !

, EZ
d(e,f) d(e.f)
och d(by, by, ...,b,) , d(cy cq,...,C,) ar motsvarande for by, b4, ...,b,, och

Co, C1, -+, Co- Eftersom by, by, ..., by, inte har nadgra gemensamma faktorer dr minst en
av dem ej delbar med f, 1at den fOrsta i summan vara b;. P4 samma sétt maste minst

en av ¢y, ¢y, ..., C, €] vara delbara med f, 14t den forsta i summan vara o

Skulle vi nu utveckla p(x) igen fér vi att koefficienter a;, ; = ]%(boci+ jt o+ b+

=+ biyjco). Har ser vi att alla termer till vanster om b;c; dr delbara med f eftersom
b; var den fOrsta som inte var delbar med f. Vi ser dven att alla termer till hoger om
bicj ar delbara med f eftersom c; var den forsta som inte var delbar med f. b;c; dr
dock inte delbar med f sa eftersom alla andra termer ar det innebér detta att summan i
parentesen inte dr delbar med f. Men dé blir inte a;, ; ett heltal, vilket skulle vara en
motsdgelse mot att p(x) ar ett polynom 6ver Z. Alltsa maste f = 1. Darmed har vi
visat att p(x) = e(by + byx + -+ + bypx™)(co + c1x + -+ ¢,x°) dir e, b;, ¢ €L

och diarmed att p(x) dven ar reducibelt 6ver Z.

Alltsd har vi visat ett heltalspolynom som é&r reducibelt 6ver Q dven maéste vara
reducibelt 6ver Z. Ddrmed maste dven ett heltalspolynom som é&r irreducibelt dver Z
aven vara irreducibelt 6ver Q, vilket skulle visas.

Sats 2.2.11 (Eisensteins kriterium): Lat p(x) = ay + a;x + a,x? + -+ + a,x™ dir
ag, .-, Ay € Z vara ett polynom med koefficienter 1 Z och antag att det finns ett
primtal p s& att p delar a,,..,a,_; men pta, samt att p?ta,. D& ir p(x)
irreducibelt over Q.

Bevis: Lat oss anta att p(x) dr reducibelt 6ver Z, det vill sdga att p(x) = (by + b;x +
o+ by x™)(co + c1x + -+ c,x%) for by, by, ..., by, o, €1, -, Co EZ och m,0 >0
ochm+o =n.

Vi ser att a, = byco och eftersom a, dr delbart med p men inte med p? s& maste p
dven dela antingen b, eller c,, lat denna vara b,. Eftersom p inte delar a,, = b,,c, sé
delar p varken b,, eller c,. Lat d&ven b; vara den forsta koefficient i vénsterparentesen
som inte dr delbar med p sa méste 0 < i < m.

Utveckling av parenteserna ger att a; = byc; + -+ + b;cy men eftersom by, by, ..., b;_;
ar delbara med p men varken b; eller ¢, ér det sé &r inte heller summan det. Eftersom
m < n ir detta en motsidgelse mot att a; dr delbar med p enligt grundantagandet.
Alltsa maste antagandet att p(x) &r reducibelt 6ver Z vara felaktigt och ddrmed maste
p(x) vara irreducibelt over Z.
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Eftersom p(x) ér irreducibelt 6ver Z maste enligt Gauss lemma (Sats 2.2.10) dven
p(x) vara irreducibelt over Q, vilket skulle visas.

Nu ér vi redo att bevisa att det inte gér att konstruera en generell 16sningsformel {or
femtegradsekvationen.

Sats 2.2.12: Den algebraiska femtegradsekvationen x> + ax* + bx® + cx? + dx +
e = 0 dr ej losbar med radikaler for alla a, b, c,d, e € C.

Bevis: Betrakta polynomet p(x) = x> — 6x + 3. Enligt Eisensteins kriterium (Sats
2.2.11) ar p(x) irreducibelt 6ver Q. Genom en teckenstudie av funktionen f(x) =
p(x) ser vi dock att p(x) har tre reella nollstéllen, exempelvis eftersom p(—2) =
—17,p(=0) = 3,p(1) = —2 och p(2) = 23. Enligt Abels sats (Sats 2.2.9) é&r alltsa
ekvationen x°> — 6x + 3 = 0 ¢j 16sbar med radikaler.

Eftersom vi hittat en femtegradsekvation som inte dr losbar med radikaler innebér
detta att femtegradsekvationen generellt inte dr 16sbar med radikaler, vilket skulle
visas.

Enligt var diskussion om ldsningsformler for algebraiska ekvationer i1 delkapitel 1.3
innebdr detta att det inte gar det att konstruera en generell algebraisk 16sningsformel
for femtegradsekvationen. Det dr mdjligt att visa att ekvationer av hogre grad dn fem
inte heller generellt dr 16sbara med radikaler, vilket kallas Abel-Ruffini-satsen (Paolo
Ruffini gav ett inkomplett bevis for detta 1799 men ett fullstandigt bevis for detta
gavs som vi skrev tidigare forst av Abel). Alltsa dr det endast ekvationerna av grad ett
till fyra som det gdr att konstruera generella 16sningsformler for.
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Avslutning

I denna uppsats har vi anvént en version av Niels Henrik Abels bevis fran 1824 for att
bevisa att femtegradsekvationen inte generellt &r 16sbar med radikaler. Detta bevis dr
som vi sett ndgot omstindligt men samtidigt vackert pa det sittet att det endast
anvinder generella egenskaper hos polynom, en f6ljd av huvudsatsen for symmetriska
polynom samt ett par enkla exempel pé femtegradsekvationer. Idag ar det vanligare
att dessa resultat bevisas med hjilp av den gruppteori som fOrst utvecklades av

Evariste Galois (se exempelvis Christofferson [1]), som var ungefir samtida med
Abel.

Att en ekvation inte dr l0sbar med radikaler innebdr dock inte att den inte ar 16sbar.
Med Newton—Raphsons metod (se exempelvis Nagell [5]) eller en variant av denna dr
det exempelvis mgjligt att approximera en 16sning till en femtegradsekvation med
godtycklig noggrannhet, vilket gor att femtegradsekvationen sedan kan faktoriseras
till en approximativ fjdrdegradsekvation med 6vriga nollstéllen, vilken ar 16sbar med
Ferraris metod eller genom upprepad anvindning av Newton—Raphsons metod. Idag
finns dven sitt att generellt avgdra om en femtegradsekvation dr 16sbar med radikaler
eller inte och dessutom algebraiska metoder for att 16sa alla femtegradsekvationer
som &r 16sbara med radikaler (se Lazard [4]), ndgot som tyvirr inte fick plats 1 denna
uppsats. Mojligtvis kan detta vara ett &mne for ytterligare en uppsats?
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