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1 INLEDNING

[ detta arbete ska vi ga igenom interpolation, splines samt minsta
kvadratmetoden. Dessa tre ar alla approximationer, vilket betyder att vi
estimerar funktionsvarden i tal planet och skapar en graf. [ interpolation och
splines har vi exakta matvarden som kallas interpolationspunkter. Dessa
matvarden vet vi stimmer och darfor skapar vi en kurva som gar igenom dessa
punkter. Dock sa ar funktionsvardena mellan dessa matpunkter endast
estimerade. For approximation med minsta kvadratmetoden anvander vi
matvarden som dr inexakta eller matvarden som ar av mycket stérre antal an
graden pa funktionen vilket skapar ett olosbart ekvationssystem. Grafen ar ett
estimat som inte nddvandigtvis behdver ga igenom ndgra matpunkter.

For interpolering med polynom finns det olika tillvigagangssatt beroende pa
typen av polynom samt anvandningsomradet. Vilken metod man an véljer att
anvanda sa far man alltid ut samma resultat. De metoder som vi kommer att
fordjupa oss i ar Polynominterpolation, Langranges interpolationspolynom och
Newtons interpolationspolynom. Vi kommer dven ga in pa Runges fenomen som
upptrader vid Polynominterpolation for polynom av héga gradtal.

Splines anvandningsomrade ar for berakning med hjalp av datorer och anvands
darfor ofta i praktiken. Spline ar en kontinuerlig funktion som ar styckvis
polynom. Man delar upp intervallet i mindre delintervall som man tilldelar ett
polynom av lagre grad. Pa sa vis ar det mdjligt att vélja helt olika polynom pa
varje delintervall. Det finns dock villkor for att 6vergangen mellan delintervallen
ska vara jamna sa att funktionen globalt sett ska vara glatt. Mer om detta i avsnitt
fyra.

Sist men inte minst gar vi in pa minsta kvadratmetoden och fordjupar oss i hur
man gor berdkningar med denna metod samt varfoér den fungerar.



2 INTERPOLATION

Interpolation dr da vi har diskreta punkter i tal planet och vi vill forbinda dessa
genom en funktion som gar emellan dem. Funktionen skapas genom att berdakna
funktionsviarden som ligger mellan de kdnda punkterna. Detta betyder att
interpolering anvands i ett intervall mellan kdnda punkter som kallas
interpolationspunkter eller noder. Skulle istdllet ett funktionsvarde berdaknas
utanfor intervallet kallas det extrapolation. For bade interpolation och
extrapolation ar funktionsvardet endast ett estimat, vi kan inte sikerhetsstalla
att det stammer explicit da vi inte kan sakerhetsstilla hur funktionen kommer
att te sig mellan interpolationspunkterna samt utanfor intervallet.

Det dr inte bara interpolation man anvander sig av for kurvanpassning, man kan
aven anvanda sig av approximation. Approximation innebar att vi har en kurva
som inte ar helt men nast inpad korrekt. Approximation anvands da vi har en
mangd data punkter som vi inte ar helt sdkra pa att de stammer exakt. Vi valjer
da att kurvan ska ga genom ett slags medelvarde av punkterna istallet for att ga
genom punkterna som man gor med interpolation. Interpolation och
approximation kan dven anvandas tillsammans. Man kan exempelvis anvanda sig
av interpolation for att bestimma en kurva men for att berakna arean under
kurvan anvander man approximation.

Det finns olika interpolationsmetoder. Da man véljer interpolationsmetod bor
man ha foljande i dtanke: felmarginalen det vill sdga hur noggrant resultat
metoden ger, hur berdkningskravande metoden &r, hur glatt interpolationen
(d.v.s. den har kontinuerliga derivator) ar samt antalet datapunkter som kravs.
Det finns styckvis konstant interpolation som ar en styckvis konstant funktion
som gar genom de kdnda punkterna. Funktionsvarden tilldelas samma varden
som den nastliggande interpolationspunkten och pa sa vis blir funktionen
styckvis konstant. For linjar interpolation forbinder man
interpolationspunkterna med en linjar funktion. Har man fler
interpolationspunkter an tva forbinder man dem med olika linjara funktioner.
Man far darmed en kontinuerlig kurva i intervallet med en icke kontinuerlig
forsta derivata vilket innebar att man inte far en jamn 6vergang mellan
interpolationspunkterna. Vid spline interpolation delar man upp intervallet i
mindre del intervall. Man har en kontinuerlig kurva som ar styckvis polynom i
varje delintervall. Pa sa vis kan man valja olika polynom for varje delintervall
som man forbinder i interpolationspunkterna.



Nedan har vi ett exempel av interpolering av ett polynom.

Vi sambinder punkterna (-2, —-19), (-1, 1.5), (0,5), (1,9.5), (2, 33) med polynomet
y = 3x3 + 0.5x% + x + 5 som gar exakt igenom punkterna. Med hjilp av
interpolation uppskattar vi funktionsvarden i de mellanliggande punkterna.
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Interpolering har funnits sedan rakenskapens begynnelse och kommer fran
latinska verbet interpolare som betyder 'att satta in ndgot emellan’. Interpolering
anvandes for att berdkna solens, manens samt planeternas position. Man har
funnit kvarlevande bevis fran 300 f.Kr. i forntida Babylon och Grekland pa bade
linjar och komplex interpolation. Det var bonder som anvande sig av
interpolering for att berdakna tidpunkten for plantering av skoérden. [1]



3 POLYNOMINTERPOLATION

Polynominterpolation ar da vi har en kontinuerlig funktion som ar ett polynom
y(x) = cpo1x™ 1+ cppx™ % + -+ ¢1x + ¢ och gar genom alla
interpolationspunkter. Antalet obekanta koefficienter beror pa polynomets
gradtal, da vi har n obekanta koefficienter ar polynomets gradtal n-1.

For att fa en unik funktion som gar genom interpolationspunkterna sa behover
antalet koefficienter vara lika manga som antalet interpolationspunkter med
atskilda x varden. Vi har da ett ekvationssystem med n linjara ekvationer och n
obekanta koefficienter vilket ger en unik 16sning. Existerar det farre
interpolationspunkter dn obekanta koefficienter far vi odndligt manga l6sningar
till ekvationssystemet och dairmed odndligt manga funktioner som gar genom
interpolationspunkterna. Existerar det fler interpolationspunkter an obekanta
kan vi inte n6dvandigtvis 16sa ekvationssystemet och darmed finns det ingen
16sning och det existerar inte ett interpolerande polynom.

Sats 3.1. Sats: Unikt Interpolerande Polynom

Givet x4, x; X, med motsvarande funktionsvarden y,, y,, ..., y,. Da existerar ett
unikt polynom P av grad n-1 som uppfyller P(x;) = y;, i=12,..,n
da x; # xy #F -+ #F xp.

[3]

Bevis: Interpolerande polynom
Vi ska visa att det existerar ett polynom

P(x) =co+ c1x+ cx% + -+ + ¢y x™ 1, som uppfyller:

P(x)=y; fori=1,..,n

dar x,, ar parvis olika. Det blir alltsa n ekvationer for n okdanda koefficienter

Co» C1y v s Crpet:

Co+ C1xy +Cx2 + -+ xP =y,

Co+ C1Xy + x5 + -+ o xF =y,

Co+ CiXpy + Cx2 + -+ cpxP =y,



Vi kan 16sa ekvationssystemet genom att skriva ekvationssystemet pa
matrisform. Den forsta matrisen kallas Vandermonde matrisen, V.

1 x; x? xIT1 ©o Y1
1 x, x2 x| €| [Y2
1 x, x2 x 1] [Cn-1 Vn

Vi kommer att motivera formeln

det(V) = 1_[ (xj—x)#0

1<isjsn

och vi har darmed en unik 16sning till ekvationssystemet.

9]

Vi utvecklar berdkningen av determinanten for V och visar att vi far en unik
16sning.

n=2:

_ 1 x1 _ 1 x1 _ i 1 xl _ _
D(x1,x,) = 1 x, —|0 Xy — Xy = (x; x1)|0 1|—(x2 x1)
n = 3:

Vi multiplicerar forsta kolonnen i Vandermonde matrisen med x; och drar ifran
den fran andra kolonnen. Samtidigt multiplicerar vi andra kolonnen i
Vandermonde matrisen med x; och drar ifrdn den fran tredje kolonnen. D3 har vi
en determinant dar vi kan utveckla efter forsta raden och bara har kvar en
determinant som ar (x, — x;)(x3 — x;) multiplicerat med Vandermonde
determinant for x,, x5.

1 x; x% 1 0 0
2
D(x1,x5,x3) = |1 x3 x| =1 x2—x1 x5 —xx,
2
1 x;3 x2 1 x3—x x3—x%3

2= X1 (X —x9)x;

X
=X, =X X3 — X
( 2 1)( 3 1) x3 — xl (x3 _ xl)x3



1 X
= (xz - xl)(‘x3 - xl) |1 x§|

= (x2 — x1) (x5 — x1) (X3 — x3)

P& samma satt som n = 3 visar man for n = 2 med induktion:

2 n-1
1 x x2 xn—l
D(xy, xp, X)) =, ¢ "2 ¢ T2 |= | | (xj — x;)
P -1 1<i<jsn
1 x, x; X

Eftersom punkterna ar parvis olika dr determinanten skild fran noll och darmed
har ekvationssystemet en unik 16sning.

Har vi ett interpolerande polynom med farre interpolationspunkter dn obekanta
koefficienter far vi oandligt manga losningar till ekvationssystemet och da blir
determinanten lika med noll. Finns fler interpolationspunkter dn obekanta finns
det inte nodvandigtvis en ldsning till ekvationssystemet och darmed existerar
det inte ett interpolerande polynom och determinanten ar lika med noll.



Exempel pa berdakning av interpolerande polynom

y(x) = c3x3 + ¢,x2 + ¢, x + ¢ gar genom punkterna (1,1), (2,3), (=2,5), (=1, —2).
Darmed far vi ekvationerna:

1=c13+c12+¢;1+¢

3=10c3234 2%+ ;2 + ¢
5=1c5(—2)%+c;(—-2)2 + ¢, (—-2) + ¢
—2=c(-1)2 4+ c,(-1)* + ¢, (1) + ¢,

1=c3+c,+c+c¢
3=8c3+4c, +2¢, + ¢
5=—-8c3 +4c, —2¢; + ¢
—2=—c3tc;—c1t¢

For att 16sa ekvationssystemet anvander vi oss av Vandermonde matrisen och
far:

1 1 1 1771% 1
1 2 4 8llal_|3
1 -2 4 —g||¢| |5
1 -1 1 —-1lc -2
Da vi loser ekvationssystemet far vi: ¢ = =2, ¢; = 1—63 , Cy =§ , C3 = —%

Vi ser daven att det(V) = 71 # 0 och polynomet ar unikt.

Var funktion ser ut enligt féljande och da vi vet att vart interpolerande polynom
ar unikt betyder detta att grafen nedan dr den enda mojliga som gar genom de
interpolerade punkterna.

— _2,3,3,2 .18 _
y(x) = JXT xS+ —x 2




3.1 RUNGES FENOMEN

Runges fenomen ar kopplat till den den tyske matematikern Carl Runge (1856-
1947). Carl Runge upptackte fenomenet ar 1901 da han undersokte
felmarginalen vid interpolering av polynom.

Runges fenomen upptrader da man har ekvidistanta punkter och visar att
interpolering vid hogre grader inte forbattrar noggrannheten utan tvartom, det
blir stérre svangningar mellan interpolationspunkterna. Framférallt mellan
interpolationspunktern vid dndpunkterna av intervallet. [9] Polynom av hoga
gradtal borde alltid undvikas i polynominterpolation eftersom de leder till
orealistiska svangningar. [7]

For att undvika Runges fenomen kan man medvetet vilja tatare
interpolationspunkter i borjan och slutet av intervallet for att fa forbattrad
noggrannhet. Ett annat alternativ ar att anvanda Splines, detta kommer vi att
diskutera mer noggrant i senare avsnitt.

Exempel av Runges fenomen

I Runge funktionen f(x) = upptrader Runges fenomenet valdigt

1
1+25x2
tydligt. Vi interpolerar denna funktion i intervallet [-1,1] med
interpolationspunkter som ar likformigt utspridda. Vi anvander oss av
interpolationspolynom B, (x) som ar av hog grad < n — 1 som passerar n
ekvidistanta punkter eller sa kallat noder.

For att demonstrera Runges fenomen har vi valt ett interpolationspolynom av
grad fem med sex interpolationspunkter samt ett interpolationspolynom av grad
nio med tio interpolationspunkter. Nedan demonstrerar vi funktionerna med en
bild. Mot andpunkterna ser man tydligt att felmarginalen 6kar betydligt da
graden okar. For hogre grader kommer felet mellan Runge funktionen och det
interpolerande polynomet kommer att ga mot positiv oandlighet:

limy o (_max 1f () = Py(x)]) = +eo



1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-0.4
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

[Bilden ar tagen fran Wikipedia]

Roda kurvan visar f(x) = som kallas Runges funktion, bld kurvan ar av

1425x2
grad fem och gron kurva ar av grad nio. Enligt definition ar felet vid

interpoleringspunkterna mellan funktionen och det interpolerande polynom
noll. Daremot ser vi, sarskilt vid kanterna, att felmarginalen mellan funktionen
och interpolerande polynom 6kar vid hogre gradtal. [9]
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3.2 LANGRANGES INTERPOLATIONSPOLYNOM

For interpolering av ett polynom kan man anvanda sig av flera metoder,
Langranges Interpolationspolynom ar en av metoderna. Oavsett vilken metod
man anvander kommer man alltid att fa samma funktion. Det ar endast
tillvagagangssattet av berakningen som varierar beroende vilken metod som
anvands.

Fordelen att anvanda sig av Langranges interpolationspolynom ar att vi inte
behover 16sa ett helt ekvationssystem som vi gor da vi anvander oss av
polynominterpolation. Langranges interpolationspolynom ar interpolering
av ett polynom sa for att undvika forvirring sd kommer vi hiadanefter kalla
polynominterpolation fér monomial interpolation.

Langranges interpolations formel ar uppbyggt sa att vi far en unik funktion som
bestar av summan av polynom for varje interpolationspunkt. Vi kollar pa varje
interpolationspunkt separat som vi satter in i formeln. Pa sa vis stryks alla
termer forutom en. Gor vi detta tillvigagangssatt for alla interpolationspunkter
(xn, V) kommer vi att fa lika manga polynom som interpolationspunkter.
Summerar vi dessa polynom sd kommer vi att fa en funktion som gar genom
alla interpolationspunkter och dven den kommer att vara ett polynom.

Langranges interpolationsformel publicerades ar 1795 av Joseph-Louis
Lagrange. Det var dock Edward Waring som upptackte metoden redan ar 1779.
[10]

Definition 3.2.1. Langranges interpolations formel [5] [10]

n n

p@=)| [ ==L |n-

k=1 \ j=1,j#k

(x=2x3)(x—x3)...(x—=Xp) (x—x1)(x=x3)...(x—=Xp)

1 (r1=x2) (X1 =x3)...(X1—Xm) % (x=x1)(xz—x3)...(x2—Xn)

+ ot

(x—x1)(x=%x3)..(x—xp_1)

n (en=x1)(xp=%3).(Xn—2Xn_1)

dar P, (x) ar av grad < n — 1 som passerar n punkter (xy, y;) ... (x~,yj) e (0, V).

11



Notera att det ar n termer i summan och n — 1 termer i varje produkt, det ar
darfor vi har ett polynom P, (x) av grad < n — 1 som passerar n punkter. Da
P,(x) utvarderas i x = xy ar alla produkter forutom k = K lika med noll.
Dessutom ar produkten av K: te termen i summan lika med ett, och den
multipliceras med y. Alltsa blirP, (xx) = yg. [5]

Exempel: Langranges interpolation

Vi interpolerar funktionen y = x3 pé intervallet [2,4],i punkterna
X, =2,X; = 3,x3 = 4. Vifardarmed y; = 8,y, = 27,y; = 64

Lagranges form blir da:

3 3

P@=| || s=5 %=

k=1 \ j=1,j#k J

_ (x — x3) (x — x3) (x — 1) (x — x3) (x — 1) (x — x3)
BRE (g = x)(xg — x3) Y2 (g = x1)(x — x3) Y2 (3 = x1)(x3 — x3)

(x—=3)(x—4) (x—2)(x—4) (x—=2)(x-3)
BRI ) [ T A O ITE))

=9x%2 — 26x + 24

Bla linjen visar P;(x) = 9x* — 26x + 24 och roda linjen visar y = x3. Vi ser att bada
kurvor gar genom interpolationspunkterna (2,8), (3,27), (4,64).



3.3 NEWTONS INTERPOLATIONSPOLYNOM

Newtons interpolation ar ett alternativ till Langranges Interpolation samt
monomial interpolation. Denna metod dr den mest effektiva da berdkningarna
inte behover goras om da man vill lagga till ytterligare en punkt.

Formeln fungerar sd att man anpassar en linje till tvd punkter, darefter lagger
man till ytterligare en punkt for att anpassa en kvadratisk kurva till dessa tre
punkter och sa fortsatter man. Man anpassar alltsa en kurva av grad n-1 till n
punkter. [5]

Sats 3.3.1 Newtons Interpolationsformel:

n—1

P(x) =a; +a,(x —x) +az(x —x)(x —x3) + -+ ay, (x — x¢)
k=1

Newtons interpolationsformel ar som man hor pa namnet skapad av Isaac
Newton.

[saac Newton ar en av tidernas stora matematiker, naturvetare, teolog och
alkemist. Han foddes 1642 utanfor London, England. Som 18 dring boérjade han
pa Trinity College och det var da han borjade intressera sig for vetenskap. Dock
sa harjade pesten fyra ar senare och darmed stangdes universitet i tva ar. Han
fortsatte dnda att studera pa hemgarden och borjade inrikta sig pa optik. Han
gjorde en serie optiska forsok och kom fram till att det vita ljuset egentligen
bestod av regnbagens alla farger. Detta publicerades 1704. Inte nog med detta sa
uppfann han dven den matematiska metoden fluxionsmetoden samt lade
grundade for forskning av krafter, gravitation och planeternas rorelse. Det var
under denna tidsperiod som legenden om varfor applet faller till marken
harstammar. Detta var borjan till Principia, Newtons mest betydande verk som
bestar av tre bocker och gjorde honom till datidens mest kdnda och
betydelsefulla vetenskapsman. An idag anvinds hans idéer éverallt och har lagt
grunden till dagens vetenskap. [11]
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Exempel: Newtons interpolation

Vi ska interpolera punkterna (2,10), (1, —5), (3, —1) med hjalp at Newton
intrpolations metod. Darefter lagger vi till punkten (4,8) for att visa att denna
metod ldmpar sig bra for da man vill lagga till en punkt till funktionen.

Givet:
P3(x) = a; + a,(x —x1) + az(x — x9) (x — x3)

Da far vi berdkningarna:

10 = a1
_5 = a1 + az(l - 2) => az == 15

Vi far dairmed polynomet:
Py(x) =10+ 15(x —2) = 13(x — 2)(x — 1)
Vi lagger nu till punkten (4,8) till vart polynom:

8 =ay+a,(4—D+a;(4—-2)A -1 +a,(4—2)4—-1)(4-3) =>

23
=> a4 :?

Vart polynom kommer att se ut enligt féljande:

P,(x) =10+ 15(x —2) —13(x —2)(x — 1) + ?(x —2)(x—=1)(x—-3)

14



3.4 SKILLNAD MELLAN MONOMIAL INTERPOLATION,
LANGRANGES INTERPOLATIONSPOLYNOM OCH NEWTONS
INTERPOLATIONSPOLYNOM

Monomial interpolation anvander man sig av dd man har ett polynom av 1ag grad
och fa interpolationspunkter, eftersom man behover 16sa ett ekvationssystem.
Annars ar de andra metoderna battre att anvanda.

Langranges interpolationspolynom B, (x) ar uppbyggt individuellt sa att det inte
finns ndgot samband mellan interpolations polynomen P, (x). Da man lagger till
en punkt och diarmed far ett nytt interpolationspolynom kan man inte utnyttja
tidigare berdkning for det foregdende interpolationspolynomet utan maste borja
berdkningen pa nytt. Fordelen med att anvanda sig av Langranges polynom ar att
man behover inte losa ett linjart ekvationssystem vilket man behoéver gora da
man anvander sig av polynominterpolation och Newtons interpolation.

Newtons interpolationspolynom ar en rekursiv formel vilket betyder att dd man
vill anvdnda flera interpolationspolynom kan det vara en fordel att anvanda
Newton polynom. Eftersom det ar en rekursiv formel skapar vi ett nytt
interpolationspolynom B, (x) genom att anvanda det foregaende. Darigenom
sparar man massor med berdknings tid vilket leder till att denna metod blir
betydligt effektivare dn Langranges polynom dar man istédllet maste borja om
berakningarna for varje B, (x).

Det finns alltsa flera metoder for berdakning av interpolation men slutresultatet

forblir alltid detsamma da vi har ett unikt polynom som gar genom
interpolationspunkterna.

15



4 SPLINES

Matematiker anvander funktioner som grundlaggande verktyg for att beskriva
och analysera problem av intresse. I vissa fall ar funktioner kanda, men for det
mesta ar det nodvandigt att konstruera approximationer baserade pa begransad
information. Splines anvands for approximation vilket betyder att
funktionsviardet mellan interpolationspunkterna ar endast ett estimat. Det finns
tva satt att forbattra approximationen med polynom. Ett satt dr att 6ka graden av
polynomet och det andra sittet, som anvands av splines, ar att minska storleken
pa intervallet som approximationen anvands pa. Splines har visat sig vara
sarskilt praktiska och effektiva for approximationsandamal och eftersom de ar
val anpassade att anvdnda pa datorer anvands splines ofta i praktiken.

En spline ar en kontinuerlig funktion som ar styckvis polynom. Funktionens
definitionsmangd, alltsa intervallet, delas in i delintervall som darefter tilldelas
polynom. Man approximerar funktionen pa varje delintervall med ett polynom
av mindre grad men som inte ar ett polynom globalt. Avsikten ar att polynomen
ska passa ihop smidigt och samtidigt dr det maojligt att vélja helt olika polynom
pa varje delintervall. En splines grad ar den hogsta grad av de ingdende
polynomen pa delintervallen. En spline av grad n har n — 1 kontinuerliga
derivator. Den vanligaste typen av splines ar kubiska, alltsa funktioner som ar
styckvis polynom av grad tre.

Det finns tre fordelar med splines:

1. Polynomet har en liten grad och darmed blir utvardering av
approximationen enklare pa varje delintervall.

2. Eftersom graden ar liten kan enkla metoder anvidndas, som interpolering,
for att hitta polynomet pa varje underintervall. Dessutom undviks Runges
Fenomen da graden ar liten.

3. Lokala oegentligheter i funktionen paverkar approximationen endast
lokalt, i motsats till polynom approximation globalt.

[12][13] [5]
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Figuren ovan visar en kubisk spline, det vill sdga funktioner som ar styckvis
polynom av hogst grad tre. Det globala intervallet ar uppdelat i atta delintervall
och har darmed sju 6vergangspunkter som dven kallas noder. Notera att vi valt
udda antal 6vergangspunkter sa att vi far med noll for att forbattra anpassningen
ndra symmetriaxeln. [6]

Historiskt sett introducerade Schoenberg termen Spline-funktion 1946 i forsok
att I6sa problem for specifik data anpassning. Schoenberg anvande terminologi
splines for sambandet mellan styckvisa polynom och den mekaniska enheten
kallad spline.[12]

Spline ar ett East Anglian ord och kan komma fran engelska ordet splinter som
betyder flisa pa svenska. Splines anvandes ursprungligen for flygplan och
varvsindustrier. Tra remsor som kallades splines gav en interpolering av
nyckelpunkterna for att skapa slata kurvor. Trd remsor var flexibla s3 att de
skulle bojas latt nar dnderna (vikten) var rorda eller deras vikt forandrades. Pa
sa vis var det mojligt att manipulera kurvan, vilket resulterade i den jamnaste
moijliga kurvan mellan tva punkter. [14]

Weights I

‘V"\o/(qt’42

Spline J
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4.1 LINJARA SPLINES

Linjara splines dr av grad ett och ar linjer mellan interpolationspunkterna. Givet
data punkterna (x;,y;),i = 0,1, ...n kallar vi funktionen S en linjar spline pa
formen:

Si(x) =a;x+b;, x€|[x;x41], i=01,..,n—-1

som uppfyller féljande villkor:

1) Si(x) =y, i=01..,n—-1
Sn—l(xn) =Yn
2)  Si(xip1) = Sip1(Xiv1), i=01..,n—2

[Efter mdngd av youtube visningar och ldsning pa internet.] Se aven [12].

Exempel pa en linjar spline. [Bild hdmtad fran Wikipedia]
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4.2 KUBISKA SPLINES

Kubiska splines ar av grad tre med kontinuerlig forsta och andra derivata.
Kubiska splines gor att istdllet for linjer mellan interpolationspunkterna sa har vi
grafer till polynom som skapar kurvor av grad tre. En spline kommer darmed
enligt definition att vara pa formen:

Si(x) = a;(x —x;)® + b;(x —x)* + ¢;(x — x;) + d;

X €[x;,x41], i=01..,n—-1

Och ska uppfylla villkoren:

1) Si(x) =y i=01..,n—-1
Sn-1(xn) = yn

2) Si(Xiv1) = Siv1(Xi41) i=0,..,n-2

3) S i(xi41) = STip1(Xi41) i=0,..,n—-2

4) S"i(xi41) = 8" 41 (xi41) i=0..,n-2

samt dven ett av f6ljande villkor:

5) Sél(xo) = 0' Srlll—l(xn) =0

6) So(xo) =to, Sp_q1(xn) =1t; dar t, och t; ar givna

[Efter mdngd av youtube visningar och ldsning pa internet.] Se aven [12].
Antalet villkor ar lika med antalet obekanta, detta for att vi ska fa en entydig
16sning. For en kubisk spline med fyra obekanta i n intervall kravs 4 - n villkor,
punkt ett har n + 1 villkor, punkt tva till fyra har tillsammans 3(n — 1) villkor,
punkt fem och sex har tva villkor vardera.

Punkt ett innebar att S(x) gar genom alla interpolationspunkter. Sa simpelt att
splinen ska ga igenom interpolationspunkterna. Punkt tva till fyra ar villkor sa

att det ar glatt 6vergang mellan delintervallen. Punkt tva ar villkoret att
delintervallens funktioner mots. Punkt tre skapar villkoret att lutningen pa de
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nastliggande polynomen, alltsa de nastliggande delintervallen, ska vara samma.
Bada polynoms forsta derivator ska 6verensstimma. Punkt fyra visar att andra
derivatan for de tva nastliggande polynom ska 6verensstimma.

Det finns tva typer av kubiska splines: naturlig spline och clamped spline. Vilken
typ av spline man har beror pa vilket villkor man kan lagga till de forsta fyra.

Har man villkor ett till fyra och dessutom lagger till villkor fem sa kallas det for
naturlig spline. Villkor fem betyder att andpunkternas andra derivata ar noll.
Lagger man till villkor sex sd matchar man forsta derivatorna med underliggande
funktion vid andpunkterna och detta kallas for clamped spline. Vilket betyder att
man bestimmer lutningen vid andpunkterna.

En styckvis polynomiell funktion av grad tre som uppfyller villkoren 1-6 kallas
en glatt spline.

[Efter mangd av youtube visningar och ldsning pa internet.] Se aven [12].
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Interpolations exempel med en naturlig kubisk spline

Vi har punkterna (2,1),(3,3),(4,2) som vi vill interpolera med en naturlig kubisk
spline. Det vill sdga en spline av grad tre som uppfyller villkor 1-4 samt villkor 5

som namnts tidigare.

SS)=a;(x—22+b;(x—2)2+c,(x—2)+d;, x€][23]
Si(x) =3a,(x —2)? + 2b;(x = 2) + ¢4
S/'(x) = 6a,(x —2) + 2b;

S,(x) =a,(x—3)3+by(x—3)2+c,(x—3)+d, x€[34]
So(x) =3a,(x —3)2 +2b,(x — 3) +c,
S (x) = 6a,(x —3) + 2b,

Vi har ekvationerna:

1=502)=d,
3251(3):a1+b1+cl+d1
3=5,3)=d,

2=5,4)=a,+b,+c, +d,

S1(3) =3a; + 2by +¢; = ¢, = 55(3)
S"(3) = 6a, + 2b, = 2b, = S} (3)
SI'(2) = 0 = 2b,

SJ(4) = 0 = 6a, + 2b,

Da vi lost ekvationerna far vi:

3 11 3 9
a1=—z,b1=O,C1=:,d1=1,a2=z,b2=—z,cz=z,d2
Da vi satt in vara variabler i ekvationerna far vi:

3 11
Sl(x)z—z(x—2)3+7(x—2)+1 x € [2,3]
sz(x)=§(x—3)3—3(x—3)2+§(x—3)+3 x € [3,4]

21



Bla linjen ar S;(x) da x € [2,3] och roda linjen ar S,(x) di x € [3,4] pa
intervallet [2,4]. Vi ser en glatt 6vergang mellan polynomen vid x=3.
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5 MINSTA KVADRATMETODEN

Interpolation dr en approximations metod som anvands da vi vill att en funktion
ska gd igenom vara matpunkter inom ett visst intervall. Denna metod passar bast
da vi vet att vdra matpunkter stimmer och ger oss en unik funktion som gar
genom dem. Om vi istdllet skulle ha matvarden som vi inte vet ar sanna eller har
manga fler matpunkter dn graden pa var funktion kan vi anvanda en
approximations metod som kallas minsta kvadratmetoden. Denna metod
approximerar en losning till ett ekvationssystem som inte har nagra lésningar pa
grund av att det har for stort antal ekvationer som i sin tur beror pa att vi har for
stort antal matpunkter.

Minsta kvadratmetoden summerar det vertikala avstandet mellan punkterna och
funktionen i kvadrat. Anledningen till varfér man har avstandet i kvadrat beror
pa att da en matpunkt som ar langre bort fran kurvan vager tyngre dn de som ar
narmre. Pa sa vis tar man varje enskild matpunkt i dtanke sa att man anpassar
kurvan till alla matpunkter. Om man har exempelvis en matpunkt som ar dubbelt
sa langt bort i jamforelse med resterande punkter sd kommer dess avstand i
kvadrat blir fyra ganger sa stort sa man har viktat punktens betydelse.

Nedan visas ett exempel av approximation mha minsta kvadratmetoden.

20 -10 10 20 30 40 50 60

[Bild tagen fran Wikipedia]

Minsta kvadratmetoden tillskrivs Carl Friedrich Gauss dven fast det var Adrien-
Marie Legendre som forst publicerade metoden. Carl Friedrich Gauss kunde
berdkna elliptiska banor utifran tre observationer. Under nyarsafton 1801
upptacktes dvargplaneten Ceres och kunde observeras i fyrtio dagar innan den
forsvann. Forskare forsokte berdkna dess omloppsbana baserat pa att
omloppsbanan var cirkular vilket inte gav ndgon framgang. Istéllet anvande Carl
Friedrich Gauss antagandet att omloppsbanan var elliptisk. Med tillgang till fler
an tre observationer kunde Gauss anvanda sig av minsta kvadratmetoden for att
oka noggrannheten for omloppsbanan. Nar astronomer pa nytt forsokte
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observera dvargplaneten med Gauss berakningar gav det framgang och de fann

planeten. [15]

Da vi anvander minsta kvadratmetoden vill vi anpassa en funktion
f(@) =cifi(t) + o f5(t) + -+ + e firn (¢) till var mitserie

(x1,¥1), (x2,¥2), «.., (X, yn) s avstandet mellan funktionen och matpunkterna ar

minimal. Vi har storre antal matpunkter dn obekanta i var funktion, alltsa
kommer vi att fa ett 6verdeterminerat ekvationssystem som inte har nagon
16sning. Vart ekvationssystem bestar alltsd av n matpunkter och m ekvationer
darn > moch som anvandersigav f(x;) = y;, i =1,..,n:

c1fi(x1) + 2 fo(x0) + o+ Cmfn (1) = 14
C2f1(x2) + c2f2(x2) + rt Cnfm(X2) =y

Cmfm(xn) + Cmfm(xn).-}' + Cnfm(Xn) = Y

Vi behover anvianda oss av en annan berdkningsmetod for att finna funktionen
som minimerar avstandet till matserien. Vi borjar med att skriva vart
overdeterminerade ekvationssystem pa formenA-c =y:

fl(xl) fz(xl) fm(xl) Cq1 V1
A= f1(:x2) fz(xzz) fm(:xz) c= sz y = J’:z
fl(xn) fz(xn) fm(xn) Cm Yn

A - ¢ =y ar ett olosbart ekvationssystem men genom att multiplicera
transponatet till A med bada sidor fran vanster skapar vi ett 16sbart
ekvationssystem:

At-A-c=At-y [15]
i) filx) - filxp)
At = fz(.x1) fz(xz) - fm(.xn)
fn@) fun(@) o )

Ekvationssystemet har en entydig 16sning dd A ar linjart oberoende, dvs. da
determinanten ar skilt fran noll.
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Sats 5.1 Minsta kvadratmetoden

Vi har funktionen f(t) = ¢, f1(t) + c2f2(t) + -+ + ¢ fin (t) och det existerar en

matserie (xq1, Y1), (X2,V2), ..., (Xn, y)- Vi ska bestimma ¢, ¢,, ..., ¢, sa att kurvan

f(t) anpassas till matserien och avstandet mellan matpunkterna och kurvan
minimeras.

F(cy, €y ey Cp) = Z (yi — f(xi))z =
= z i — (e fi(x) + c2f2(x) + -+ e fn (x:)))?

Dar vi ska bestimma ¢4, ¢, ..., ¢,, sddana att F (¢4, ¢, ..., C;p) har ett minimum.
[15]

For att finna funktionen f (x) som minimerar avstandet deriverar vi F med
avseende pa c:

Fie ) 20 01— (i) + Cafy () + o+ Cnfn () - (—fi (1)) = 0

B ) 20 0= (@fiG) + eafy () + o G fn (00)) - (—2000) = 0

Fhe D 20— (@fi0) + Cafs () + o F G fin 06D - (—filx) = 0

R d
n n

(filxder + fo(x)cp + -+ frn (X)) * fie(x:)) = ka(xi) Vi

k=1,..,m

Skulle vislaut A* - A - ¢ = A" - y sd ser vi att vi fir exakt samma som F;,. HL
sista ekvationen )i, fi (x;) - y; ar precis elementet i rad k i kolonnmatrisen
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At - y. Notera att elementen i rad k for A® - A 4r precis

Qi filx) - fil) Xiog o) - fill) oo Xt fn () - fie (xp))

och dirmed &r elementet i k:te radeni A® - A - ¢ precis VL.

Vi far alltsd minsta avstandet mellan matpunkterna och kurvan da vi finner de
obekanta koefficienterna cy, c,, ..., ¢,,, genom att 16sa ¢ = (4¢ - A)~1 - At - y.
Notera att (A* - A) ar en nxn-matris och detta alltid fungerar da det(A* - A) # 0.

Exempel av minsta kvadratmetoden for en rat linje

Vi ska anpassa en linje ¢, + ¢;x = y till punkterna (1,2), (2,3), (3,6)

Satter vi in punkterna i ekvationen far vi ett ekvationssystem:

C2+C11:2
{02+012=3
c;+¢;3=6

som vi darefter skriver pd formen A* - A - ¢ = A" - y och 16ser ut c;och ¢, :

R (ISR R [

1 3
[2 164”2 ]:[;é ] =
1
=2, c2=—§

Var har funktionen y = 2x — ; som ar anpassad till punkterna (1,2), (2,3), (3,6)
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y(grid)

Tillvagagangssattet vid berdkning med minsta kvadratmetoden av polynom av
grad m pa formen ¢y + ¢c;x + -+ + ¢ x™ till matserien

(%1, ¥1), (x2,¥2), -.., (xn, y) sKiljer sig insattningen i matrisen A samt
kolonnvektorn c for de sokta koefficienterna c, ¢, ..., ¢;,,- Resterande berakning
ar densamma och l6ses genom normalekvationen: A* - A-c = At -y

1 m
1 xl xl CO )’1
1 xi xT c
A= 2 2 c = 1 y = Y;
Lol . am , '
1 xn xn m Yn

[15]
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Exempel av minsta kvadratmetoden for ett polynom

Vi ska anpassa ett polynom y = ¢,x% + ¢;x + ¢, till punkterna
(1,8),(2,6),(3,6),(2,10), (4,8) med hjalp av minsta kvadratmetoden
At-A-c=At-y

11 1 8
1 2 4 1111 1 Co 6
A=|1 3 9 A"=|1 2 3 2 4| c=|a| y=|6s6
1 2 4 1 4 9 4 16 C2 10
1 4 16 8
5 12 3417 [C 38
At-A-c=|(12 34 108| | Aty =190
34 108 3701 Lc2 254
312/31
Efter berdkning av matriserna far vi matrisen ¢ = [—63/3 1‘:
11/31
_ 312 63 11
€T3 T T3 2T a

11 63
y=—x*—=x+
31 31

3

3112 ar anpassad till punkterna (1,8), (2,6), (3,6), (2,10), (4,8)

10
I
o

c(8,6,6, 10, 8)
8
|
o
o]

1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0

c(1,2,3,2,4)

28



6 KALLFORTECKNING

[1]https://www.saylor.org/site/wp-content/uploads/2011/11/ME205-5.1-TEXT2.pdf
[2]https://sv.wikipedia.org/wiki/Interpolation
]

[3 http://www.math.uconn.edu/~leykekhman/courses/MATH3795/Lectures/Lecture 14 poly inter

p.pdf
[4 |http://www.math.uconn.edu/~leykekhman/courses/MATH3795/Lectures/Lecture_15_poly
interp_splines.pdf

[5]https://www.cs.usask.ca/~spiteri/M211/notes/chapter3.pdf
[6]http://www.ctr.maths.lu.se/matematiklth/personal /andersk/webbok/Grundkurs/polynomi

nterpolation.pdf
[7] http://www.mv.helsinki.fi/sundius/vb3 /vb3-4.pdf

[8]https://en.wikipedia.org/wiki/Vandermonde_matrix

[9]https://en.wikipedia.org/wiki/Runge%27s_phenomenon
[10]https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial

[11]https://sv.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

[12]Spline Functions: Basic Theory - Larry L.Schumaker

[14 ]https://en.wikipedia.org/wiki/Spline_(mathematics)

]
]
[13]Real Analysis and Applications - Kenneth Davidson & Allan Donsig
|
]

[15] https://sv.wikipedia.org/wiki/Minstakvadratmetoden

29



