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Sammanfattning

I den hér uppsatsen ska vi studera och jamfora olika utvalda algebraiska 16snings-
metoder for tredje- och fjardegradsekvationer. Teorier och metoder for kvadra-
tiska ekvationer &r ldtta att forstd och komma ihag samt anvinda, medan de
algebraiska 16sningsmetoderna for tredje- och fjardegradsekvationer inte &ar lika
lattillgdngliga. Syftet med uppsatsen dr att samla och klargéra de teorierna och
metoderna for att underldtta forstaelsen av olika algebraiska 16sningsmetoder
for tredje- och fjardegradsekvationer.
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Jag vill tacka mina handledaren Christian Gottlieb och Torbjérn Tambour for
stora talamod och handledningar. De ocksa hjdlper mig att utveckla gillande
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1 Introduktion

Idag finns formler for att 16sa kvadratiska ekvationer. Men hur dr med tredje-
och fjardegradsekvationer? Finns det inga formler for att 16sa dessa ekvationer?
Jo, det finns vildigt manga olika formler men de &r inte lika korta och litta
att komma ih&g. Syftet med min text &r att samla och visa flera algebratiska
16sningsmetoder och genom att anvénda samma exempel for att forsta, komma
ihag och jamfora dessa metoder. For att na mitt syfte kommer jag att svara pa
fragan: Vilka likheter och olikheter finns mellan dessa metoder?

1.1 Historia och bakgrund till tredjegradsekvationen

En generell tredjegradsekvation ser ut som
az® +ba? +cx+d=0,a#0.

Matematiker har genom historien forsokt att fa fram en l6sningsformel. Anti-
kens matematiker i Babylonien, Grekland, Kina och Italienen hittade manga
olika sétt att l6sa nagra sérskilda tredjegradsekvationer. T.ex. lyckades den per-
siska matematikern och poeten Omar Khayyam (1048-1122) hitta en geometrisk
16sning till vissa tredjegradsekvationer.

Under aren 1500-1550 utvecklades méanga losningsmetoder for att 16sa tred-
jegradsekvationer och fjardegradsekvationer. Runt 1515 lyckades Scipione del
Ferro (Italiensk matematiker, 1465-1526) ange en formel for ekvationer av ty-
pen

az® +br +c=0,

vilken ger mojlighet att 16sa alla tredjegradsekvationer som kan omskrivas till
denna form. Problemet var bara att Ferro inte publicerade sin upptéckt fore
sin d6d. Han berdttade bara muntligen for sin svirson och en elev som hette
Antonio Fior (Italiensk matematiker, 1506-?) .

Fior utmanade en annan matematiker Niccold Fontana Tartaglia (Italiensk ma-
tematiker, 1499-1557) till en problemldsningstavling om tredjegradsekvationer.
Tartaglia lyckades 16sa alla 30 ekvationerna som Fior presenterade fér honom.
Nér sedan Tartaglia i sin tur utmanade Fior med 30 ekvationer lyckades Fior
inte 16sa dessa ekvationer. S& Tartaglia vann tévlingen. Men Tartaglia behdll
ockséd kunskapen om hur han lyckats 16sa ekvationerna for sig sjilv.

1545 publicerade Girolamo Cardano (Italiensk uppfinnare och matematiker,
1501-1576) sin berémda bok Ars Magna (eller Den stora konsten). For fors-
ta gangen beskrevs metoder for att 16sa tredjegradsekvationer. Vi vet inte hur
Cardano kommit &ver kunskapen. Men eftersom Cardano var den forsta som
publicerade formeln sa kallar vi den for Cardanos formel.



Efter 1550-talet fanns manga matematiker som har bidragit med metoder att
losa tredjegradsekvationer: Francois Viéte (Fransk matematiker, 1540-1603) ,
Leonhard Euler (Schweizisk matematiker, 1707-1783) , Arthur Cayley (Brittisk
matematiker, 1821-1895) , Joseph-Louis Lagrange (Italiensk och fransk mate-
matiker och astronom, 1736-1813) , Abraham de Moivre (Fransk matematiker,
1667-1754) ... Jag kommer i min uppsats att visa ett flertal av dessa metoder.
Alla dessa matematiker har forsokt att gora formlerna mer lattillgdngliga och
férenklade.

1.2 Historia och bakgrund till fjirdegradsekvationen

Utvecklandet av 16sningsmetoder for fjardegradsekvationer tog sin borjan i
och med att Cardano 1545 publicerade sin elev Lodovico Ferraris (Italiensk
matematiker, 1522-1565) metod i sin bok: Ars Magna. Ferrari hade inspirerats
av Cardanos l6sningsmetod for tredjegradsekvationer och utvecklade sin metod
genom att l10sa en tredjegradsekvation och tva kvadratiska ekvationer. Sedan
forbattrades Ferraris metod av matematiker Viéte. Men fortfarande krévdes att
man kunde 16sa tredjegradsekvation. 1637 upptackte dock Descartes en annan
metod for att 16sa en fjardegradsekvationer. Formeln &r tyvérr lang och kré-
ver manga berékningar. Eulers 16sningsmetod for fjardegradsekvationer dr en
utveckling av hans I6sningsmetod for att 16sa tredjegradsekvationer. Lagrange
upptéckte d&nnu en metod for att 16sa fjardegradsekvationer.

Jag forutsétter att alla koefficienter till ekvationerna som tas upp i min uppsats
ar reella.

2 Teorier och metoder for att 16sa tredjegradsekva-
tioner

2.1 Eliminering av andragradstermen

Man kan f& en speciell tredjegradsekvation som saknar andragradsterm for x
som ser ut sa

%+ pr+q=0
fran en generell tredjegradsekvation som ser ut sa

az® + bz’ 4 cx +d=0,a #0.
Dela béagge sidor med a

d

53 b
2+ 222+ Se+ S =0 (1)
a a a



Ersitt 2 =y — £ i ekvation (1)

b
(y—g

Efter utveckling och férenkling far man

b b C d
3 2
) CL(y 3(1) a(y 3Cl) a

c b? 2b° be d

3
STt s — e A = =0, 2
y+y(a 3a2)+27a3 3a2+a @)
Siitt p= € — L5 och g = 225 — 2o 4 4 g5 att vi k kriva ekvation (2) till
p= ¢ — 35 och ¢ = 575 — 25 + & s& att vi kan omskriva ekvation (2) ti
v +py+q=0.

Nu far man en speciell tredjegradsekvation som saknar andragradsterm for x.

2.2 Primitiv tredje enhetsrot w

Man satter w = cos %’T + isin %’r och w? = cos 4{ + isin 47” och kallar w for

primitiv tredje enhetsrot. Om vi har fatt en sérskild kubikrot x = g, s& &r wxg
och w?zg de andra tva kubikrotterna for . Vi far

2r . 2m —1+iV/3
W = CoOS— +1SInm— = ————
3 3 2
47 4t —1—14V/3
2 _ =+ A A
w = oS 3 + 281n 3 5
5 o  —l4iv3 —1-ivV3
w' = wew'= . =1
2 2
—1—-2v/3 —-141iv3
WAw+l = 2“[+ Zl +1=0
—w?-1 = w, WHw=-1, w?=-w-1.

2.3 Diskriminant for ett allmént polynom

Vi har ett allmiint polynom k(z) = 2™ + a12™~ ! + ... + a,, med nollstiillen
1, ..., Tp. Diskriminanten till k£ definieras som talet

2
H (CCZ - Jl’j) .
1<i<j<n
Néar n = 2 far vi k(x) = 22 4+ a1z + as och 1 + 2 = —ay, 122 = az. Vi kan
uttrycka D som ett polynom i koefficienterna a4, as
D= (z; — m2)2 = xf —2r120 + a:g = (z1+ .1‘2)2 —4xixo = a% — 4as.

Niir n = 3 antar vi f(x) = 23 + px + ¢. Vi kan uttrycka D som ett polynom i
koefficienterna p, q. Rétterna kan skrivas enlig Cardanos formler, se nedan



1 =uU-+0, xgzwu—i—w%, $3:w2u+wv,

dar
sl q @  pP sl q @ P
S T T T A T
Nu ar
T -2 = (utv)—(wutw)=1-wu+(1-w)v=1-w)(u—w)
1 —x3 = (u+v)— (Wu+wr)=—wl—w)(u—wv)
Ty —x3 = (wu+w)— (Wutwr) =w(l —w)(u—2)
(u—wv)(u—wv)(u—v) = u®—2v3,
alltsa ar
(z1 — 29)(21 — 23) (12 —23) = —w?(1—w)*(u—wv)(u—w?v)(u—v)

= —(1-w)i@®—0*) =1 -w?0®—u?).

Man far genast att

2 3
3.3 _ q- P
v u’ = -2 1 + 97
sa
¢ ¢
D = (z1—13)* (21 —23)* (22—23)” = (1-w)° (v —u®)* = (—3w)3'4(z+j7> = —108(Z+E)-

2.4 Cardanos teori och metod

Vi har gatt fran az® + bz? 4+ cx +d = 0,a # 0 till 3 + py + ¢ = 0 genom att
ersitta r =y — %. Ersétt y = w + v och vi far

(u+v)3 +plu+v)+q¢=0.
Efter utveckling och férenkling far man

(u® + %) + Buv +p)(u+v) +q¢=0.

Om u och v kan uppfylla u® + v® = —¢ och 3uv + p = 0 kommer ekvationen
ovan att vara uppfylld. Det betyder att uv = —% och u? + 03 = —q, vilket &r



ett ekvationssystem i tva variabler w och v. Sétter vi in v = 73% i den andra
ekvationen, s far vi

3

6 3_b _
U+ qu 27

Detta fir en sjittegradsekvation i u. Om vi later z = u® sa kan vi omskriva
ekvationen ovan till

e

p3

77 =

Loser vi den hér andragradsekvationen, sa far vi

z2+qu 0.

Det ger z =’ = =% + /4 + &=,

Spog3 — 4 ¢ 4 p? 3__a_ /@ 4 p° 3__qa_ /¢ L
Nér v® = -4 + /% + & och v° = -2 -+ 5 eller v = —4 Tt 5
2

och v* = =2 +/% + ’2’—; far vi samma resultat i y = u + v pa grund av att u
och v dr symmetiska variabler. Sa vi kan vélja

- {4 I
o= 2TV g Ty
s/ g ¢ P
Uy = W *5 + Z + D) = Wuq
2 3
IS SN N
Uz = w 5 + 1 + 5 wuq
_ e e p
o= 2 Vite
sl q ¢ P
vy = W 5 V7 + o7 = w1
2 3
Iy B S - B
v3 = W 9 1 + 9 w v
Men u och v maste uppfylla uv = —g, darfor kan vi inte kombinera dem hur

som helst. Vi far

2 3 2 3 2 2 3 3
wor = {9 4 2+&3J_¢Q+EZVZ_2_£:VJQ
2 4 27 2 4 27 4 4 27 27

e}



alltsa

_ p
U1V = *g

— 2, _ .3 _ b
U2V3 = WUl WV =W UuUvy = —g

_ 2 _ 3 4
U3V = WU WV =W U = —g.

P& grund av att y = v+ v far vi

2 3 2 3
- — ¢4 KA I B Y (S i
Y1 = U1+U1—\/2+ 4+27+\/2 4+27

. 2 3 2 3

o = uwrtva=w\/—7+ qz+§—7+w23—%— %+§—7:wu1+w2m
. 2 3 . 2 3

Ys = u3+v2=w23—g+ qz+%+w3—g— %+%=w2u1+wv1-

Eftersom x = y— 3L s& far vi foljande rétter till ekvationen ax® +bx?+cx+d =

0,a 40 ‘
b

T1=Yy1——,Ta=Ys— —, T3 = Y3 — —.
1y13a2y23a3y3a
I Cardanos metod [1] gor vi forst ersittningen z = y — % for att ta bort
termen bx? och gora den generella tredjegradsekvationen till en sirskild tredje-
gradsekvation utan bz2. Sedan sitter vi y = v 4 v och u samt v bestims av ett
ekvationssystem. Nér vi har fatt u och v kan vi f& x genom x =y — %.
Ekvations diskriminant visar relationer mellan ekvations koeffcienter och rotter.
Alltsa att man kan understka ekvations rotter genom att studera diskriminan-
2 3
ten. Diskriminanten i den hér fallet & D = —108(% + £=) = —108A, och

2 3
— 49 b
A74+27'

Néar A < 0, har ekvationen tre olika reella rotter. Bevis:
For A < 0 betyder att 4/ % + % ar rent imaginért tal och darfor

vf = u‘;’ = 713.
Alltsa &r vq = uy eller v1 = wug eller v; = w?ur. Men vi vet att uv = —% ar

ett reellt tal, s& v; = uy, vilket betyder v; och w; dr konjugerade komplexa tal.
Alltsa ar u; 4+ v1 en reell rot. Och ligg mirke till w och w? ocksd &r komplext

Ne



konjugerade, s3 wu; +w?v; och w?u; +wwv; fr ocksd summor av ett komplext tal
med sitt konjugerade tal och resultatet &r reellt. Ddrmed géller att om A < 0,
s& har ekvationen tre olika reella rotter.

Néar A = 0, har ekvationen tre reella rotter, tva av dem &ar lika. Bevis:
For A = 0 betyder att g/% + 72’—; = 0. Man fir v} = u} = —%. Dérmed u; +v; =
23/ —% #r en reell rot. Och genom beréckningar far vi wui +w?v, = w?uq +wvy =

{‘/g som ocksé &r reella. Darmed géller att om A = 0, s& har ekvationen tre reella
rotter, tva av dem ar lika.

Néar A > 0, har ekvationen tre olika rotter, en av dem ar en reell rot och de tva
ovriga dr komplexa konjugerade rotter. Bevis:

For A > 0, betyder att g/% + g—; ar ett reellt tal. Darmed &r v; och u; samt

w1 + vy &r ocksd reella tal. Den andra roten s, = wu; + w?vy, om vi skriver
w = a+bi och w? = a—bi da & wuy + w?v; = (auy + avy) + i(buy — bvy)
ett komplext tal. Tredje roten y3 = w?u; + wvy, om vi skriver w = a + bi och
w? = a—bi da ir wuy+wv, = (auy+avi)+i(bvy —buy) = (auy+avy)—i(bu;—bvy)
ocksé ett komplext tal och konjugerat med ys. Darmed géller att om A > 0,
s& har ekvationen tre olika rotter, en av dem &r en reell rot och tvi av dem &r

konjugerade komplexa rétter.

2.5 Viétes teori och metod

I Viétes metod [1] far vi starta ocksd med en sirskild tredjegradsekvation: y3 +
py +q = 0. Erséitt y = z — 4. Efter utveckling och férenkling far vi

3
6 3 P
B —
zZ° +qz o7
Det dr en andragradsekvation i z°
3 q ¢ P
4 /L P
‘ 2 1 a7

For varje val av z, kan vi fa en rot for y = z — &2. Efter berdkningar mérker vi
att£ ger samma rotter till y. Ddrmed har vi

y1 = 21— L
321
Y2 = 22— L 1w =
329 3z1w
_ P2
Yoo = 323 T Wt

10



Om vi vill ha tre rotter till tredjegradsekvationen ax® + bz +cx +d = 0,a # 0,

beréiknar vi bara z =y — .

2.6 FEulers teori och metod

Fér tredjegradsekvationen y® + py + ¢ = 0 #r Eulers substitution [1]
y=Vu+ .
Nu sétter vi in y i ekvationen och far
(4 ) + D+ 0) + 4 =0,
Efter utveckling och férenkling far vi

(u+v) + (3Vuv/v +p)(Vu+ Vv) +¢=0.

Om u och v uppfyller u + v = —q och 3¥uv + p = 0 kommer ekvationen
3

ovan att vara uppfylld. Det betyder att uv = f%,u + v = —q, vilket ar ett
ekvationssystem i tva variabler w och v. Satter vi in v = —% i den andra

ekxg?tionen, s& far vi u — % + ¢ = 0. Multiplicera med 27u pa bégge sidor och
vi far

och darmed

D4 kan man vélja

_q @ p _q @ P
M=y T\ gty =y T

Med Cardanos metod far vi

Y1 = Jur + o1, Yo = wur + w1, ys = w? Jur + wor.

De flesta algebraiska berdkningar paminner om Cardanos metod.

11



2.7 Cayleys teori och metod

Cayley gor substitutionen [1] y = u?v + uv? i stillet for Cardanos y = u + v,
sa vi far

(v?v + uw?)? + p(u?v + ww?) + ¢ = 0.

Efter utveckling och férenkling far vi

wv? (u? + ) + wo(u 4+ v)(3u*v® + p) + ¢ = 0.

Om u och v uppfyller u? + v® = %q och 3u?v3 + p = 0, kommer ekvationen

ovan att vara uppfylld. Det betyder att u3v® = —g, w+ 03 = %q, vilket ar ett
ekvationssystem i tva variabler u och v. Sétter vi in v3 = 737’% i den andra
ekvationen, sa far vi
3 3
L, )
P 3
Ersiitt z = u? i ekvationen och vi far
3
2o, P 0,
D 3
vilket ger rotterna for ekvationen
3 9¢?
_po e (9 b
2p 4p?2 3
Man kan vilja
9* p 9¢* p
TSt = 5t 5
4p 3 4p 3

De tre rotterna till ekvationen blir

.2 2 _ 2 2 2 _ 2
Y1 = uiv1 + urvy, Y2 = wuivr +wuvy, Yz = w

vy + wugv?.

2.8 Lagranges teori och metod

I Lagranges metod [2] antog han att e, f, g &r tre rotter till tredjegradsekva-
tionen

224 b’ +ecx+d=0.
Sétt nu

12



r = e+wf+wlg s=e+wf+uwg
ply) = (y—r)y—wr)ly —wr)(y—s)(y—ws)(y —w’s).

Da ir r, wr, w?r, s,ws, w?s rétter till p(y) = 0. Vi vet

=y —w)ly—w’r) = ¢ =’ rW +w+ ) +yr?W +w+1) -1’ =y> -1’
3

Y—s)y-ws)ly—w?s) = ¢’ —y’s@ +w+1)+ys’ (W +w+1) -5 =y’ -5
Dérmed &r p(y) = (v — r3)(y® — s3) = y® — (r® + s%)y® + 1353 = 0. Eftersom

r=e4+wf+wlg s=e+w’f+uwg.

Déarmed

= (e4+wf+w?g)=ed+ 3+ ¢34+ 3we f + 3wfig + 3weg? + 3w2ef?
+3w?fg? + 3w3e?g + 6efyg

3= (e+w?f +wg) =e+ 3+ g% + 3we?g + 3wef? + 3wfg? + 3wigf?

+ 3w?eg? 4 3w?e f + 6efg

1+ 8% =2(e3 + 34 ¢%) — 3e2f — 3eg® — 39f% — 3ef? — 3fg% — 3e2g + 12efyg,

och fran sambandet mellan en ekvations rotter och koefficienter vet vi att

et+f+g = b
ef+teg+fg = ¢
efg = —d.

Déarmed

-2b3 + 9be — 27d
=2(e+ f+9)°—9e+ f+g)(ef +eg+ fg)+2Tefg
=2(e3+ f2+¢%) — 3e2f — 3eg? — 3gf? — 3ef? — 3fg® — 3e%g + 12efg.

Pa samma siitt genom beriikning kan man fa ut r3s® och (b — 3c)3. Och

P4’ = —28% 4+ 9bc— 27d
rs® = (b—3c).

D4 kan vi omskriva y® — (r® + s3)y3 + 1353 = 0 till

Y0+ (26° — 9be + 27d)y° + (b — 3¢)* = 0.

Vi later z = y3 och vi far

22 + (20% — 9be + 27d)z + (b — 3¢)® = 0.

13



Antag att z; och zp &r rotter till 22 + (2% — 9bc + 27d)z + (b — 3¢)® = 0.
Dérmed ér y = /zy eller y = 2z . Detta ger y = r = Yz eller y = s =
¢/zy . Fran sambandet mellan en ekvations rétter och koefficienter har vi ett

ekvationssystem
e+ f+g = b
ro= etwftwig=Ya
5 = e+wlf4+wg= ¥z

Nu ska vi 16sa systememet ovan genom att (4)-(3) , (5)-(3) och detta ger

(w=1f+ (@ =1)g =z +b
(W =) f+(w—1)g = Jza +b.

Fran (6) far vi

PR R )

w—1

Om vi sétter in (8) i (7), s far vi

YE b= (WP =1y

(W? = 1) +gw—1) = ¥z +b,

w—1
alltsa ar
(~w? —142w)g = Yzm+b—(Jz1+b)(w+1)
(W+2w)g = Yz+b— (Y2 +b)(w+1)
(Bw)g = Jza+b— (Y21 +b)(w+1)
_ Ymtb— (Y t+b)(w+1)
g = 3w
_ YA+ (YE ()
g = 3w
Y+ b+ Yz bw?
7 = 3w '
Det betyder att
bW+ 1)+ Wi + Yz

3w
Vi kan skriva om (9) till

14
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—wb + w? ¥z + Wi ¥z
3w '

Om vi forkortar med w far vi

B fb+w\3/a+w23z2

9= 3 (10)
Satt in (10) i (8)
f:—b+w2\3/§>1+w\3/5. ()

Satt in (10) och (11) i (3). Detta ger

oo 0t VEt VR

3
Till sist far vi
_ Tt Ym+ e
i m—
f —b+w ¥z +wz
o 3
—b—l—w{‘/ﬁ—}—uﬂ 329
g = -

3

Nu har vi tredjegradsekvationens tre rotter.

2.9 De Moivres teori och metod

De Moivre fosokte ta bort rottecken fran Cardanos l6sningsformler genom att
anvanda trigonometiska funktioner [2]. Den metoden &r sérskilt lamplig da

2 3

q p
A=-—+4+2-<0,
4+27
for tredjegradsekvationen
y? +py+q=0.
I Cardanos l6sningformler ser vi
2 3 2 3
- -9 KNI NI B S A S e
Y1 = \/2+ 4+27+\/ 9 4+27 U1 + v
. 2 3 . 2 3
Y2 = ws—g+ %+%+w23_g_ qz-l-%:uQ—Fvg—wm—i-me
DS AU L GRS A B Y G 2
vso = W\ Y T gr ey g Togp Tust =Wt ln



Enligt De Moivres formel

(cosf +isin®)" = cos(nb) + isin(nh)

far vi

(rcosf + irsin@)s = ¢/r(cos0/3 + isin6/3)

(rcosf —irsin0)s = ¢/r(cos0/3 —isin6/3).

Vi antar att 0 < 0 < 27 sa att vart uttryck for kubik roten &r véldefinierat.

Vi diskuterar hir bara situationen nér diskriminanten A = % + g < 0 for
tredjegradsekvationen y® + py + q¢ = 0. Alltsi att absolut viirde av A ir |A| =

2 3 2 3 .
|%+%|:_%—g—7. Dérmed
of g | P a ., [-¢* PP
2PVt — it
3/ @ q2 p3 q 7‘]2 *]?3 1
Y ST S — 1 _ I 3,
2 Vit o= T o)
Lat rcosf = —2 och rsinf = f% — % Déarmed
— .2 _.3
7g+1 7q+ Lt 7 cos 0 + irsin 0)
2 4 27
—2 .3
4 T L TP~ (rcosO — irsind)d.
2 4 27
Om vi tar summa av kvadraterna pa bégge sidor fér r cos = —4 och rsinf =

2

_ 2 P farvir2(cos? in2f) = ¢ _ €00 — _P Dj
- — 5=, far vir®(cos® O +sin” 0) = 4 L=, vilket ger r* = — L. Dérmed

3 -3 o 3 —_ —_
r =4/ —5% och fran rcos = —1 far vi § = arccos(—3.) = arccos((Tq),/p—J)‘

S4 vi kan omskriva Cardanos formler till

y1 = (rcos@+irsin 9)% (rcos@ —irsin 9)%
= {“‘/?(cos(g) —l—isin(g) +cos(€) —isin(g))
B 3 3 3 3

= 2\3/;cos(§)

Y2 = w(rcosf+irsing)s +w?(rcosf — irsin)s

16



= w{*/?(cos(g) —I—z'sin(g)) + w? %(cos(g) — z'sin(g))

= il ) cos(5) +ilw — ) sin(3)

= 7%(cos(§) + \/35111(%))

ys = w?(rcosf+irsing)s +w(rcosd — irsinf)s
- W2 %(cos(g) +isin(§)) + wxs/;(cos(g) - isin(g))
= %((w2+w)cos(g) +i(w? fw)sin(g))

= —%(cos(g) - \/gsin(g))-

Enligt att

cos(g) + \/gsin(g) = 2(% cos(g) + ? sin(g)) = 2005(% + 2%),

sa vi kan omskriva y, = 2/ cos(§+2F). Pa samma séitt far vi ys = 2¢/r cos(§ +
4T). S till sist far vi

2km

0
y172 33 = 2\3/7:008(5 + 7), (k = 0, 1, 2)

Enligt hirledningen ovan kan vi skriva Cardanos formler for tre olika rétter nér
2 3
A =4 4 5 <0 av tredjegradsekvationen y* + py + ¢ = 0 som

[— 0
n = 2 ?pcos(g)

- 0 2
o= ez )

— 4
b o ool

och 6 = arccos((5?) %) = arccos(52) och r = q/—%.

2.10 E.J.Oglesbys teori och metod

En generell tredjegradsekvation az3+4-3bx2+3cz+d = 0 har tre rétter z1, xo, 23
och Oglesby (Amerikansk matematiker) antar att de rotterna ar funktioner av
A, B, C och kan uttryckas sa [3]

17



Ty = A+B+C
o A+ wB +w?C
r3 = A+w?B+uwC.

Tal A, B, C kan bestdmmas genom

(A+B+C)+ (A+wB+w?C) + (A+w?B+ wC)
=34+ BWH+w+ D)+ Cw?+w+1)=34

(A+ B+ C)(A4+wB+w?C) + (A4 wB + w?C)(A+ w?’B + wC)
+ (A+w?B+wC)(A+ B+ C) =3(A? - BO)

(A+ B+ C)(A+wB+ w?C)(A+w?B+wC) = A3 + B3 + C3 — 3ABC,

alltsa

Tl +T2+x3 = 3A
1T + xox3 + 1371 = 3(A% — BC)
123 = A3 + B3 + 03 - 3ABC

Fran sambandet mellan en ekvations rotter och koefficienter har vi ett ekva-
tionssystem

3b
X + X9 + X3 = —_
a
3c
1T + T3 + T3x1] = —
a
d
X1xoky = ——.
a

Déarmed att
3A = f%b vilket ger A = fg.

3(A? - BC) = % vilket ger A2 — BC = g,

A%+ B3+ C3 - 3ABC = -4,

Om vi satter A = 7% ini A2 - BC = < far vi

b? — ac

BC =

18



Och om vi siitter A = —2, BC = Y=0¢ inj A 4 B3 4 €3 —3ABC = 4, sa
far vi

3abe — ad — 2b3

B34+ (03 = 5
a

Vi later H = ac — b? och G = a%d — 3abc + 2b3, Sa har vi

H
~

BC =
och

G
3 3 _
B +C __E.

Vi far ett ekvationssystem i B och C. Los det systemet och vi far

C= —% och siitt in detta uttryck i B3 4+ C? = —a%. Da far vi

G H3
6 3 —

Sitt 2z = B3 vilket ger 22 + a%z — I(f—; = 0. Da far vi

-G+ VG?4H?

B3
2a3

-G —VG? +4H3

2a3 '
Alltsa en kubikrot till B &r %\3/ —GHVGEHAH? V?JAHS, och tva andra kubikrétter till
samt en kubikrot till C dr 1{/=G=YC"HAH® ek tvi andra kubikrstter till.

Déarmed far vi rotterna till ekvationen az® + 3bz? +3cx +d =0

=

- l( b+§/G+\/G2+4H3+§/G\/G2+4H3)
1 = —(—
a 2 2

1 3| —G + VG? + 4H? 53| —G —VG? 4+ 4H?
o = E(—b—i—w 3 +w 5 )

1 93| —G+VG?+4H3 3| —G — VG? +4H3
x3 = a(—b—i—w 5 +w 5 ).
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2.11 Orrin Frinks teori och metod

Orrin Frink (Amerikansk matematiker, 1901-1988) [4] utgar fran en tredje-
gradsekvation 23 4 pz 4+ ¢ = 0. Dividera bada leden med 2

?4‘5:174-5 = 0
43 P q
= £ I - 9
g 27Ty
22 322 p q
§+T+§CL‘+§ = 0.
o I2
LatyZ:TJr%
? 3 5, q
g TRty = 0
3
x 9 q
g T T Ty
Lat 22%y + y3 = R och addera R till bada leden
.173 3 2 3 2 3 q
.2 2 - R_
3 +2zy +4x Yty 9
x 3 q
z - r-1
(5 +9) 5

De tre losningarna till ekvationen (£ +y)> = R— % ér {/R— % och w{y/R— 1

och w? /R — g

Vi har %Jch + 13 = R och subtrahera detta fran ekvationen %3 + %ny = -1
Vi far

De tre lsningarna till ekvationen (£ —y)3 = —R—% ér /=R — Tochw{/—R -1

och w?{/—R — 1.

Addera och subtrahera tva ekvationer
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Detta ger

_ s/p_ 9, s/ p_
x—\/R 2+\/R

2_3_@ 3__€2
¥ = (R 2+\/R 2),

NGRS

och

L i
2

2 _ (\S/R_%_\B/_R_%)Q.
2

2

Vi har y* = &- + £, allts att

_p_
3 Y
P WESYR9 YR§- YR,
3 4 2
P s
3 4 R
_Py _ S| s
(3) ( 1 R?)
3 2
¢
27 T
2 3
2 _ ¢ P
R 4 2T

Nar R = 4/ % + 12)% eller R = — % + 127% paverkas inte nagot av resultaten av

x,y. Darfor far vi

Tog = w:‘ngerQi‘fRf

23 q 3/
R_,_’_ _R_,.
T3 w w



2.12 Thomas J. Oslers teori och metod

Osler (Amerikansk matematiker, 1940-) [5] borjar med tredjegradsekvationen
2% — 3cx — 2d = 0. Om vi anvéinder Cardanos férmler och sitter p = —3c och
g = —2d i Cardanos ekvationen 3 + px + ¢ = 0 far vi

Jar Ve —B+ii-JE—a

X =
Ty = w\s/dJr \/d2703+w2\3/d7\/d2703

T3 = w2€/d+ \/d2703+w€/d7\/d2703.

Om vi later b = d? — ¢® kan vi skriva om de 16sningar till

{/d+\/5+ i/d—x@

zy = w(€/d+x/5+€/d—\/5)
r3 = w2(§/d+\/5+\3/d—\/5).

Oslers metod dr en variant av Cardanos. Det #r en sirskilt fall nér 22 —3cz—2d =
0 motsvarande far vi p = —3c och ¢ = —2d i ekvationen z® + px + ¢ = 0. Nér
man anvinder Cardanos formler for att 16sa 3 — 3¢z — 2d = 0 far man en lite
snyggare formler i 16sningar. Om man sitter b = d? —¢® far man en mer snyggare
resultat.

3 Teorier och metoder for att 16sa fjirdegradsekva-
tioner

3.1 Ferraris teori och metod

Cardanos elev Ferrari dr den forsta person som upptéicker en metod for att
16sa en fjardegradsekvation [1]. Han gjorde s& har

ot far® +bx? fex+d = 0
wttar® = —bat—cx—d
22(2? +ax) = —ba®—cx—d
2,2
;vz(:v+g)2 = —be—cx—d—i—af
2(,2 —4b
(a:2+%)2 = %fcxfd.

Hér infér han en extra hjilpvariabel t. Addera (22 + %)t + % till biagge sidor i
ekvationen ovan
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2 2%(a? — 4b
@+ 22 4 22+ Lyt 424 = (m2+ﬂ))t+7+w_cx_d
2 2 2 4 4
t 2 —4b t t2
(m2+%+§)2 = (a —l—t)xQ—l—(%—c)x—O—Z—d.

Om vi kan fa virdet av variabeln ¢ sa att hogra sidan i ekvationen ovan blir en

perfekt kvadrat sa kan vi ta kvadraten ur bada leden och fa en fjardegradsekva-

tion. For att astadkomma detta gor vi hogra ledets diskriminant=0, alltsa
2 2 P

A= (% —c)2—4((F2L+t)(5 —d) = —t3+bt% — (ac—4d)t —4bd+ad+c* = 0.

Lat t = y + %, och vi far en tredjegradsekvation som 4> + py + ¢ = 0, och

p:ac—g—éld,q: “Tbc—%—an—b—%—cQ.

Anvand Cardanos formler

Y P
“o= 5 TVt
_ 2 3
v o= (=4 _ L P
2 4 2

y = u+v

Antag att ug, vg ar rotter for u, v och uppfyller villkoret uv = %p, da far vi

b
t1 = - +u+v

3
tg = 3 + wug + wvg
t3 = g + w2u0 + wug.

Lat a2=§—b+t,52=%—doch af =% — £ detta ger

42
:I:QJrEJrE = azx+p
2 2
x2+(gfa)w+%fﬁ = 0.

Déarmed far vi
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Och

g 0t
z+2+2 = ar —f
a t
12—&—(54—&)1—0—5—0-5 = 0.

Detta ger rotterna

—a—%i\/(%—i-a)?—él(%—b-ﬁ)
T3,4 = 2 .

Anmérkning: Det finns tre méjliga virden pa t och «, 8 kunde ha tva par virden
for varje t. Ddrmed kunde x ha fyra rotter for varje ¢ och varje par av «, 8. Men

de fyra rotterna ar identiska. Darfor behdver vi bara berdkna ett av t och ett

par av «a, 3 virden for att fa ut de fyra rotterna for z. De fyra rotterna for
fjairdegradsekvationen &r

Ti,2 =

3,4 =

3.2 Descartes teori och metod
Descartes ersitter x = y— ¢ i fjirdegradsekvationen z+ax® +br?+cx+d = 0,

si far vi en ny fjardegradsekvation y* + py? + gy +r = 0 [1]. Anta att vi kan
faktorisera ekvationen ovan till

v pyt +ay+r = (VP +Hky+t) (Y2 —ky+m) = v+ (t+m—k*)y  +k(m—t)y+tm.

Vi jimfér med ekvationen: y* + py? + qy + r = 0 och far

t+m—k* = p
t+m = k’4p

k(m—t) = ¢

q

¢t = 2

" K

tm = .

Darefter far vi
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:(k:3+pk—q) m_(k3+pk¢+q) tm=r
2k P 2k R

Ersitt t,m i ekvationen ovan

(k*+pk—q) (K*+pk+q)

2k 2k

Vi far en sjittegradsekvation

kS + 2pk* + (p* — 4r)k? — ? = 0.

Om vi later z = k2 far vi 2% + 2pz? + (p? — 47)z — ¢*> = 0. Vi kan anvinda
Cardanos formel for att 16sa ut tre rotter for z sa att vi kan fa k, pa samma sétt
som vi noterade i 3.1 behover vi bara berékna ett k, ¢, m viarden for att fa ut x.

Nu antar vi att k = ko vi far

(y° + koy + to) (y* — koy + mo) = 0.

Det betyder att
_ /12
y? + koy + to = 0 och déirmed y;,5 = M.

kot+/k2—4mg
—_——

y? — koy + mo = 0 och déirmed y3,4 =

Och fran z =y — ¢, far vi fyra rotter till =

. . —k0+\/k3—4t0_g
b 2 4
—ko— \/k8—4t0 a

X9 - —
2 4

. . k0+\/k3—4mo_g
P 2 4
ko* k3*4m0 a

Xg = - —.
2 4

3.3 Eulers teori och metod

Eulers 16sningsmetod for fjardegradsekvationen &r en forlangning av hans 16s-
ningmetod for tredjegradsekvationer [1]. Han antar att x = /7 4+ /s + V/t.
Kvadrerar vi bagge sidor far vi

2t = (Vr+Vs+ V)P
z? P4 s+t +2(v/sr 4 Vst + Vi)
2? — (r+s+1) 2(V/sr + Vst + Vrt).

Kvadrerar vi bagge sidor igen far vi
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(2% = (r+s+1))> = (/57 + Vst + /1))

xt =222 (r +s+1t) = 8(rv/st+sVrt +t\/rs) + (r+s+t)2 —4(rs+rt+st) = 0.
Forenkla och erséitt rv/st + s\/rt + t\/rs = x+/rst far vi

2t —2(r +s+t)x? —8\/rstx + (r + s+ t)? — 4(rs +rt + st) = 0.

Om vi jimfor ekvationen ovan med fjirdegradsekvationen z* 4 pz? +qz +n =0
far vi:

—2r+s+t)=p, —8Vrst=q, (r +s+1)? —4(rs+rt+ st) = n.
Lat

k=r+s+t,l=rs+rt+st, m=rst,

da far vi

—2k=p, —8/m=gq, k> —4l =n,
vilket betyder att

P S I

2’ 64’ 16

Enligt sambandet mellan en tredjegradsekvations tre rotter och koefficienter
kan vi se att r, s, t ar rotter till en tredjegradsekvation vilken har —k, [, —m som

koefficienter

22— ka?+1lx—m=0.

Ersétt k, m, j med p, q i ekvationen ovan. D& far vi

2
3, (P o2 740
2+ (B)at + (.
Los tredjegradsekvationen och vi far r, s, ¢ vilket ger oss en rot 2, = /r++/s5+/1

till z. Da kan ekvationen z* + px? + gz + n = 0 omskrivas till

)x—q—:O.

(x —z1)(2® + fa® + gz + h) = 0.

Genom att anvinda Cardanos formler for att 16sa z* + fz? + gz +h = 0, kan
vi fa de tre aterstdende rétterna for . Darmed har vi fyra rotter.
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3.4 Lagranges teori och metod

Lagrange borjar fran fjirdegradsekvation z* +az3 4+ bx? +cz +d = 0 [6] Anta
att de fyra rotterna ar e, f, g, h. Lat s = e+ f — g — h. Rotterna e, f, g, h ar bara
bestamda upp till en permutation. Alltsd beroende pa val av rétter kan s ocksa
vara fo6ljande mojligheter
si=e+f—g—h,sa=e—f+g—h,ss=e—f—g+h

ss=—e—fH+g+th ss=—e+f—g+hss=—e+f+g—h

Hjilpekvationen dr en

H (s—s;)=0.

1<i<6

Den ér en sjittegradsekvation i s och eftersom de sex rétterna dr parvis motsatta
tal, ser den ut som

8 —As*+ Bs —C =0.
Lat s? = ¢, sa att hjilpekvationen 6vergar till en tredjegradsekvation i ¢
t3— A’ + Bt —C =0.

Anta att de tre rotterna for ¢ ar ¢y, to, t3 och

t1 = (e+f—g—h)?
ts = (e—f+g—h)?
ts = (e—f—g+h)?

Enligt sambandet mellan en ekvations rotter och koefficienter har vi

et+f+g+h = —a

ef +teg+eh+ fg+ fh4+gh = b
efg+efh+egh+ fgh = —c
efgh = d,

och

A = ty+ty+t3
(e+f—g—hy’+(e—f+g—h>+(e—f—g+h)?
324 f2 4+ g + h%) — 2(ef +eg+ eh+ fg+ fh+ gh).

Vi beréknar vidare

362 =80 = 3(—(e+f4+g+h)?—8(ef +eg+eh+ fg+ fh+gh)
3+ f2+ 9" +h*) —2(ef +eg+eh+ fg+ fh+ gh),
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alltsd A = 3a® — 8b. P& samma sitt far vi

B = tity + tits + tots
(e+f-g-—hPe—f+g—hP+(+f-g-hPe—f-g+h)?
(e—f+g—h)P(e—f—g+h)?

3a* — 16ab + 16b? + 16ac — 64d,

+

och
C=titatz = (e+ f—g—h)2(e— f+g—h)*(e—f—g+h)* = (a®—4dab+8¢c)?.

Sa tredjegradsekvationen i ¢t kan omskrivas till

3 — (3a® — 8b)t* + (3a* — 16a%b + 16b* + 16ac — 64d)t — (a® — 4ab + 8c)* = 0.
De tre rotterna tq,to, t3 for ¢

ti=(e+f—g—h)?vilkketgere+ f—g—h=+1

tao=(e—f+g—h)?vilkket gere— f+g—h=+/ts

ts=(e—f—g+h)?vilkket gere— f—g+h=+13

e+ f+g+h=—a.

Om vi 16ser dessa ekvationssystem far vi

Vii+ Vi + Vs —a
4
Vii—Via—Vis—a

f =
4

, . oVi+VE-Vi-a
4

, - VA VB+VE—a
: .

Nu har vi fyra rétter for fjairdegradsekvationen z* + az® + bx? + cx +d = 0.

4 Exempel pa tredjegradsekvations metoder
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4.1 Cardanos metod

I exemplet: 22 — 62 —4 = 0, &r p = —6 och ¢ = —4. Inséttning i Cardanos
formler ger direkt

TR @  pP sl q @ p
Il—\/Q“F 4+2+\/2 Tt5

s —4 (=42 (=63 s -4 [(=4)2  (-6)3
B \/_2+ PR +\/_2_ "

{/2+¢74+ i‘/z—\/il

= V242i+vV2-2i
= i—14+(-i—-1)
= -2

Hér beh6ver man gora nagra kontroller

(i—13 =3 +3%(-1)+3i—1=—i+3+3i—1=2+2i.
(—i—1)3 = (=9)2 = 3(=i)2 +3(—i) ~1=i+3 -3 —1=2—2i.
Alltsa att

Kubikrstter till 24 27 &r i — 1,w(i — 1) och w?(i — 1). Kubikrétter till 2 — 2i &r
—i—1,w(—i—1) och w?(—i — 1). De rétterna representerar viirden pa u och v i
Cardanos formler och vi har uv = —% = 7%6 = 2. Nir man véljer ett virde av
kubikrot till 2 + 27 maste man ocksa viljia ett motsvarande viarde av kubikrot
till 2 — 2i som kan uppfylla uv = 2. Ovan viljer vi i — 1som kubikroten till
2+ 2i och —i — 1 som motsvarande kubikrot till 2 — 2i enligt (i — 1)(—i — 1) =
—i2 +i—i+1=2. Man far ocksa vilja de andra tva pars viirden w(i — 1) och

w?(—i — 1) samt w?(i — 1) och w(—i — 1).

S N S LS L B B i
xz_w\/2+ 4+2+w\/2 179
Y s Y (*4)2 (=6)* | 58 —4 (—4)*  (=6)°
- w\/ 2 * T Ty FRT

27
— Wi VT2 - v
= wx/2+21+w2\/2722
= w(i—1)+w?(—i—1)
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—1+zxf . N

= —5 -+ —7—(=i-1)

N —z+1+12f—zf+z+1+i2x/§+iﬁ

B 2

. 2-2V3

B 2

= 1-V3

ST B Y IS AP B B L G
xsw\/2+ 4+7+w\/2 4+27

Y 4 [4? (=6
- \/+ 4 27 \/ PR

_ wzvﬂmwz_m
= W2+ 2+wd2-2
= w2(i—1)—|—w(—i—1)

R NALTEESY

—z+1—z2f+zf+i+1—z'2 3—iv3

2
= 1+V3.

Dlskrlmlnanten till 3ekvatlonen ar ) .
D= (—108)(%L + &) = (—108) (=22 4 GO —u320ch A= € 4+ 22 = 4.

[}

Alltsa ar A = —4 < 0, vilket medfor att ekvationen har tre olika reella rotter.
Det 6verensstammer med resultat.

4.2 Viétes metod

I vart exempel 22 — 6z — 4 = 0, #ir p = —6 och ¢ = —4. Insittning i Viétes
formler ger

:_,i,/f+2f7 4i ﬂJr%:zi\/—T;:u:%.

Vi kan vilja 2 = ¢/2 + 2i = i — 1, vilket ger

T=a g =ity =i-l-1—i=-2
72 = mw = by =w(i 1) - gty = SRR S - 3
R 3pr2 _ wQ(Z 1) — w23f16_1) _ 1+\/§—i+i\/§-;1—i\/§+i+\/§) —1+3.
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4.3 Eulers metod

I exemplet 23 — 62 —4 = 0, &r p = —6 och ¢ = —4. Inséttning i Eulers formler
direkt ger

q2 3

up = —3 4+ /4 +5=2+2i

Dérmed kan vi vilja {/u; = V2 +2i=1i—1,
ulz—g—mzz—zi.

Och vi viljer o7 = V2 —2i=—i—1

ry=Yur + Y =i—1+(—i—1)= -2

To = wur +wryvr =w(i— 1) +w(—i—1)=1-+3
x3:w2{5/171+w\3/ﬁzw2(i—1)+w(—i—1)=1+\/§.

4.4 Cayleys metod

I exemplet 2% — 62 —4 = 0, &r p = —6 och ¢ = —4. Sitt i Cayleys formler
direkt och vi far

3 _ 3 9¢2 _3(=4) 9(—=4)2 | —6 _ _ ;
U _ﬁi #—i_%'_mi W—i-T_l:I:\/—l—l:I:z.

Vi kan vilja u? = 1+ ¢ och v3 = 1 — . Det innebér u; = /1 +14,v; = /1 — 1.
Eftersom vi har rdknat ut i 4.1

(i—1)3 =2+ 2 och (—i —1)3 =2 — 2i.

Déarmed

_ (=1)°

(i —1)% = 2(1 +1) vilket ger 1 +i = "5 alltsd ug = /1 +14 = L.

ol

(23)3” 2
. 3 .
(—i—1)3 =2(1 — i) vilket ger 1 —i = %, alltsd up = V1 —1i = ’2’11.
3 3
D4 ar:
e
v =+v1—1= 7l:1.
23

Vi far tre rotter

T = ufvl + uw% =-2

Ty = wu%vl +w2u1v% =1-3
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r3 = wzu%vl +wu1vf =143

4.5 Lagranges metod

I vart exempel 22 —6x —4 =0 dr b = 0,c = —6 och d = —4. Sitt i Lagranges
formler direkt och ekvationen 22 + (2b® — 9bc + 27d)z + (b — 3¢)® = 0 blir

22 4+27dz —27¢ = 0
22 4 27(—4)z — 27(—6)® =
22— 108z +5832 = 0.

Vi far z = 54 4+ /542 — 5832 = 54 + 1/—2916 = 54 + 544,

alltsa att z; = 54 + 544, 20 = 54 — 544. Vi kan vilja

Yz1 = /B4 +54i = ¥/27(2 +2i) = 3(i — 1)

/72 = V54— i = {/27(2 — 20) = 3(—i — 1).

Vidare far vi att

_ 3 3 i— —i— _
gy = VIR 0BG DSi]) _ 6 g
oy = —btew? g/gylﬂw% _ O+3(i71)w23+3(7i71)w =w(i—1)Fw—i-1)=1-+3

. 2 ) )
T3 = —b+tw €/§+w VeR _ 0+3(z—1)w—£—3(—z—1)w2 _ w(i _ 1) +w2(—z’ _ 1) =14 \/g

4.6 De Moivres metod

I vart exempel med 2 — 6z —4 = 0, & p = —6 och ¢ = —4, far vi med De
Moivres formler foljande

_ S _ —6)3 _
7’_\/_%7_\/_(27 =2v2

4

0 = arccos(521) = arccos(

S ) = arccos(

)

S
S

0=

NN

zy = 2Yrcos(4) = 23/2v2cos(%) ~ 2 1.414 - 0.9659 ~ 2.732
Ty = —\?’/F(cos(%) + \/§sm(%)) = 2v/2 cos %’T = 2\@(—@) = -2

T3 = —\3/?((:05(%) _ \/gsm(%)) =2v2cos 1T ~ —0.732.
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Resultat verkar inte Overensstdmma med vara tidigare resultat men da vi om-
vandlar vara rotuttryck till decimaltal ser vi att de har samma vérden.

1+vV3~1+1.732=2732
1—v3~1-1.732=-0.732.

4.7 E.J. Oglesbys metod

I mitt exempel 23 — 62 —4 =04ra=1,b=0,c = —2 och d = —4. Inséttning
i Oglesbys formler ger

H=ac-b?2=-2—-0= -2, G =a?b— 3abc+ 2b®> = a?d = —4

xr, =

£y = %(—b—i—w 3 —G+\/§2+4H3 + w? 3/—G—\/§2+4H3) —1-3

(—b+w2§/‘G+@ +w{/—G—VC2W):1+\/§.

L pt \s/fcwgm n \3/,&@) -9

_ 1
1'3—5

4.8 Orrin Frinks metod

Mitt exempel 23 — 6z —4 = 0, d& &r p = —6 och ¢ = —4. Sétt in i De Orrin
Frinks formler direkt och vi far

Vidare far vi

n=YR=F+yY~R—f={2i— 5+ /-2 =-2

ty=w{yR—LI+uw*y-R-T=w{/2i—- F +u?{/-2-F=1-3
x3:w2§/R—%+w\3/—R—%:w2\3/2i—_74+w3 —22’—_74:1—}—\/3.

4.9 Thomas J. Oslers metod

I23 —6x—4=0, dr c =2 och d = 2. Inséittning i Oslers formler ger oss tre
rotter

21 =Vd+VE -+ Vd— VB —F=2+2i+Y2—2i=i—1—i—1=—2
Zo=wVd+ VB -+ Vd—VE -B=w2+2+uw?¥2-2i=1—-+/3
23 =wVd+ VL2 —F+wvVd— Vi —B =2+ 2i+wd2—2i=1++/3.
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5 Exempel pa fjardegradsekvations metoder

5.1 Ferraris metod

Jag l6ser foljande ekvationen x* — 5122 — 102 + 600 = 0 da ir a = 0,b =
—51,¢c = —10,d = 600. Satt i Ferraris formler och vi far

p=ac— Y% —4d =03 — 2400 = —867 — 2400 = —3267

g=be 20 _q2g 4 8 _ 2 —9.17% _8.17-600 — 100 = —T71874.

Anvand Cardanos formel

u= f/%q T \/@: \3/35937+ \/359372+ (C3267)° _ /35937 = 33
Y- f/%q _ \/@: {’/35937— \/359372+ (C32367)° _ /35037 = 33

y=1u-+v=0606

b 51 __ —
t=y+L=066-5=66—17 =49
a? = _pyt=0—(-51)+49 =51 +49 = 100,

vilket ger oo = %10,

2 _ 2 _ g 492 _ 2401-2400 _ 1
B2=4 —d="%- - 600 = 240240 —

och vidare =+, af =% — £ =0- =2 =5.

Ur detta far vi

a:lO,ﬁ:%ocha:—lO,ﬁ:—%,

da kan vi erhélla I6sningarna genom att vilja o = 10, 8 = % och

_ (a=3%/G-alAE-B) _ 1051 4(F-D) _ 1044
T1,2 = 2 - 2 - T2

vilket innebér z; = 6,x2 = 4.

 (—a—%E\/(8—a)2—4(L+B)  —10£4/102-4(R+3)  _qp
L34 = P} - 2 - T2

alltsd x3 = —5,24 = —5.
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5.2 Descartes metod

I ekvationen x4 —5122—1024+600 = 0 &r p = —51,¢ = —10,r = 600. Descartes

formler ger

ES 4+ 2pk* + (p% —4r)k? — > =
ES + 2% (=51)k* + (512 — 2400)k? — 100 =
kS —102k* +201k% — 100 = 0.
Sitt z = k2 detta ger

23 —1022% + 2012 — 100 = 0.

Nu ska vi 16sa ekvationen ovan med hjélp av Cardanos formler for z. I det fallet

ar
a=1b=-102,c=201,d = —100.

Vi omvandlar ekvationen till 3 4+ p1y + ¢; = 0 genom att ersitta z =

yf%:y+34 och
c b> 1022
p1:E—ﬁZQOl—T:201—3468:—3267

3 . (= 3 — .
0= e — e+ = B S 10 _is,

Vi far en ekvation i y

y> — 3267y — 71874 = 0.

Anvind Cardanos formel igen att 16sa ekvationen ovan

p1 = —3276,q1 = —71874

W= /T B = 35037 & /350372 - (Z320° 35037,

P& samma sitt far vi v3 = 35937;

b

— 3 =

D4 dr u; = 33,v; = 33 och uy = w33, vo = w?33 och usz = w?33, v3 = w33,

vilket ger oss

Y1 =u1 +v1 = 66, Yo = w33 + w?33 = =33, y3 = w?33 + w33 = —33.

Vi har tidigare satt z = y + 34, vilket ger

21=y1+34 =100, 2o =y2+34 =1, 23 =ys + 34 = 1.

Eftersom k2 = z, far vi
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k1 =10,k = —10,ks = 1,kg = —1,ks = 1, kg = —1.
Vi viljer ett k vérde, t.ex. k = 1. Detta medfor

p=—51,q=—-10,r = 600;

k34+pk—q _ 1+(=51)—(—10) 1-51+10 _
=" = 2 =Ty =%
—r _ 600 _ _
m= 7 =255 =—30.

Nu kan vi berdkna fram vara rotter

o= —RAVEEZAE o —14VIE80 g _ —149 _ 4

1= 2 1~ 2 -T2 =

To = —k—Vk2—4t _ a _ —1—+1480 _ 0= —1-9 _ -5
2= 2 11— 2 -T2 -

o — kEVEZZAm o _ L+VIFI g _ 1411 _ g
3= 2 1~ 2 - T2 =

T4 = kE—Vk2—4m _a _ 1=+/1+4120 O _1-11 _ -5
4= 2 4= 2 -2 = :

5.3 Eulers metod

Ur exemplet z* — 5122 — 10z + 600 = 0 far vi p = —51,¢ = —10,n = 600.
Sétt in i Eulers formel. Da far vi

. R =

“ M T 61T 16 16 16

Den nya ekvationen i y blir

p P 51 ¢ 25 p?—4n 201
T2

351 5 201 25
Y=Y T 16V T 16

. . . . o . 5
Ekvationens rotter ar r,s,t. Ur ekvationen ovan far vi a = 1,b = —%,c =
%7 d= 7%2. Lés ekvationen med Cardanos metod y = m — 3% =m+ % och
vi far

_c_ b _ 201 _ 51> _ —3267
P1=4 732716 12 — " 16

— 2 be d_ 2:(Z21)3 (=)« o5 4913 L3417 25 _ 35937
9= 9745 " 3.2 Ta = 27 3 6 1 32 16 32 °

Vi far en ekvation i m

35937
32

2
s 3267
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Lo6s den med Cardanos metod

_ 8 ai | Py _ 3/35937 359372 32673 __ 3/333 _ 33
UL = \/_(12*1"'\/11"'2%—\/ o1 T\ Tams — omeiet =\ dF = i
P4 samma séitt kan vi beriikna v; = 23, Vi far
33 9 9 33
mp =u; +v; =—, My =wu; +wv;] =——, M3 =wW U +wvy = ——,
2 4 4
d& har r, s, t virdena %, —%, —%. Detta ger oss
n 17 95 n 17 1 n 17 1
= —_— = — T — o = mr — T —
Yy =mq B y Y2 = M2 B 4,y3 3 B) 1’
vilket ger
1 1 1 1
Da kan vi omskriva ekvationen
z* — 512% — 10z + 600 = 0
till
(z — 6)(2* + 627 — 150 — 100) = 0.
Vi anvinder Cardanos metod igen for att 16sa ekvationen
2% 4 62% — 152 — 100 = 0.
by

Mosvarande véirden ar a; = 1,b; = 6,¢1 = —15,d; = —100. Sétt z = 2z — 222 =

3(L1

z— 2,

2
pg:%—%:—15—§=—15—12=—27

263 c #63 «(—
G2 = grdy — Yo + & = 250 — OGN 100 = 16+ 30 - 100 = —54.

Vi far en ny ekvation i z

23— 272 —54=0.

Anviand Cardanos metod igen

= (/2T + /272 = 22 = 327 = 3.

3 2 P
U = —%"‘ Z2+2

Q
hoTo

3
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P& samma satt far vi v = 3

Z1 = U + vy = 6, 29 = Wus +w?uy = -3, z3 = wlug + wog = —3.

Dérmed har vi fyra rétter

$2=Zl—2:4, 1'3222—22—5, £C4:2’3—2=—5.

5.4 Lagranges metod

Ekvationen z* — 51622 — 10z + 600 = 0 ger a = 0,b = —51,¢ = —10,d = 100.
Satt in dessa vérden i Lagranges formler. Detta ger oss

A = 3a®>—-8b=0-8-(—51) =408

B = 3a*—16a%b+ 16b*> + 16ac — 64d =0 — 0+ 16 - (—51)%> + 0 — 64 - 600 = 3216
C = (a®—4ab+8¢c)® = (8¢)® = 64 - 100 = 6400.

Den nya ekvationen i ¢ #r ¢3 — 408t2 4- 3216t — 6400 = 0. Motsvarande virden &r

a; = 1,by = —408,¢; = 3216,d = —6400. Anvind Cardanos metod for att 16sa
ekvationen

c b2
p:a—§:—52272

q= 227153 - 3% + % = (—2)-136% + 136 - 3216 — 6400 = —4599936.

Den nya ekvationen i s blir s3 — 52272s — 4599936 = 0. Anvind ater Cardanos
metod

uy = f/—g L+ = {/2299968 + /22000682 — 22272 — 139,

P& samma satt far vi v; = 132. D4 ar

s1=u + v = 264, 55 = wuy + wvy = —132, 53 = wu; +wv; = —132.

Déarmed t1 = s1 + 136 = 400, to = so + 136 = 4, t3 = s3 + 136 = 4. Till slut far
vi

Vii+Via+Vis—a 2042420

e = 4 = 4 :6
Vi~V —ls—a  20-2-2-0
f = 1 = I =4
VAV —VEs—a —2042-2-0
po_ V- VBtV oa_ -20-242-0
a 4 a 4 o
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6 Jamforelse och resultat mellan de olika meto-
derna

6.1 For tredjegradsekvationer

Likheter hos metoderna for att 16sa tredjegradsekvationer:

- Alla metoder anvinder substitutionsmetod i 16sningsprocesserna;

- Alla metoder &ar baserade pa att 16sa kvadratiska ekvationer. I 2.12 Thomas J.
Oslers metod verkar det inte s34 men han anvinder Cardanos formel for att 16sa
tredjegradsekvation vilket ocksé innebér att man utnyttjar 16sningsmetoden for
en kvadratisk ekvation.

- Alla metoder ger samma resultat oberoende av i vilken ordning de olika del-
berdkningarna utfors.

- Metoder och formlerna for att 16sa en tredjegradsekvation &r mer komplexa &n
de for en kvadratisk ekvation.

Olikheter mellan metoderna for att 16sa tredjegradsekvationer:

- Olika forutséttningar for att tillimpa olika metoder.

- Formler och metoder ar ocksa olika.

- Berdkningarnas svarighetsgrad skiljer sig mycket mellan de olika metoderna.
- Vissa metoder passar béttre vid vissa situationer &n andra. T.ex. Metod 2.9
kan bara tillimpas da A = % + £ < 0; Metod 2.12 anviinds helst da 3b =
n och 3¢ = m och n,m &r naturliga tal, annars blir berdkningarna mycket
komplicerade.

Det &r praktiskt att anvinda Cardanos metod med A = % + 72’—; < 0 for att
beddma vilka rotter ekvationen har. Utifran detta kan man sedan vilja lamplig
l6sningsmetod.
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Tabell 1: Jamforelse mellan tredjegradsekvations 16sningsmetoder for ekvations
exempel 22 — 62 —4 =0

T = u%vl + ulvf
To = wu%vl + wQulv%

xr3 = wZU%U1 + wulvf

Anvindning
Metod Formler och steg Forutsattning| Rotter a anc?ragrafls
-ekvations 16s
-nings metod
M
w={/-§+/5+5
1.Cardano s 4 2 r=u+uv T = —2
p=—6 n=\—3- V71t uv:fg To=1—3 En gang
q=—4 (2) wWHvd=—q| z3=1+3
Ty =1u1 + v
To = wul + w2711
X3 = w2u1 + wvq
(1) 21 = {/ -4+ 5+
2.Viétes x1 = —2
p=—6 (2) r=z-£ ro=1-+/3 En gang
q:74 $1—Zl—ﬁ $3:1+\/§
ro = wn — 2
r3 = OJ22’1 - Sw]gzl
(1)
w=—t+Er D -
3.Euler b= 4 /ﬁ_i_i z:%—aﬁ-% x1 = —2
p= —6 (2) 2 4 2 uY = —% To = 17\/3 En géng
= —4 _ — =
q w1 = ST+ Sor u+v q r3=14++3
To = wJu + w? @ U1
T3 = w? Ju +wv
(1)
up =4 % + % + %
4.Cayley o3 3 r=ulv +u?| z, = -2
— 3[3¢ _ /9 4 p
p=— V1= 1\/3p 7 T3 u3v3——§ 2o =1—1/3 En gang
qg=—4 2) u3+v3—%q r3=14++3
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Anvindning
av andragrads

Metod Formler och steg Forutsattning| Rotter . ..
-ekvations 16s
-nings metod
Ekvationen
g")j—t f_:_fq ___cb har tre rétter:
efg :”(id 9= e, f, g; Sétt:
2) r=e+wf
2
2y = — 2 =9beta7d T
2 =
5.Lagrange 203 —9bc+27d\2 3 s=etwf )
b—0 4/ (FF—=57F=9)2 — (b — 3¢) +wg T, =—
e 6 2y = — 2 =dberaTd f)=@—-r) za=1-3 En gang
_ 5 obe (y —wr) w3 =143
d= —4 _\/(2173 9g,+27d)2 _ (b _ 36)3 (y B wzr)
3) Y (y—s)
— M VEFVE \/?'*' Ve (y — ws)
I (v~ w?s)
e et YE =(y* -
g 3 y3 _ 53) =0
(1) r= —IQL; 2 3
D=4%+5 ~
_ — 4 2 T~ 2,732
(2)0 = arccos((51)(1/757) <0 vy — —
= arccos(;—g) dérmed:2 . T3~ _0’ 732
6.De Moivre | (3) DI =14+ 5| 1+ V3 ~2,7321
p= —2 21 =2 %pcos(%) = 2\3/?cos(%) = (;% -5 ]1)— \/gd% —0,732 En ging
q=— . _ 0 o > armed:
T2 = 2/ cos(y + ) reosf=—4 | @y =1+/3
=2Yrcos(¢ + 2x) . 2
rcos(z + 3 7 sin 6 To = —2
Ty = %pcos(§+4§) — _%_% r3=1-+/3
_ [ 47
2/rcos(5 + )
(1) H=ac—b?
G = a%d — 3abc + 2b°
7E.J @ /
Juld. 3 =
Ogloshy o= 1(-b+ V-GHVGEHAHE V2G2+4m x1 +£2 + a3
a=1 + %/m) R T = —2
b=0 2 e T1X9 + Toxg To=1—13 En gang
c—_9 IQZ%(_()_FW% +$1$3:% (L’3=1+\/§
d— 4 o %/_G_\ém) Ty = —4

3 _ =
T3 = %(—b+w2—vG+ V2G2+4H5
3/ =
+w V-G \/2G2+4H‘5)

41




Metod Formler och steg Forutsdattning| Rotter

Anvindning
av andragrads
-ekvations 16s
-nings metod

8.0Orrin

. 2 3
Frink, (D) R=/4 +5 . e

c=2 2o = wVd+ Vb+w?Vd— b
d=2 w3 = w? Vd+ Vb+wyd— b

1‘3:1+\/§

) _
JIR.,Brook (w1 = Y/R—3+ ¢/—R— 1 Y —3321+3 Jr2=1-V3 En gang
-lyn m=w{yR—§+w?Y—R—1 |R="7"+v" . 1.3
p:_i r3=w?¥YR-T+wiy/-R-1
q= -
— 73

9.Thomsa (1)b_d\3/70\/ e = —2

) Nz; = Vd+ Vb d—Vb . T
J. Osler (2)z1 + bh=d?—c3 To=1—+3 En gang

6.2 For fjardegradsekvationer

Likheter hos metoderna for att 16sa fjairdegradsekvationer:

- Alla metoder anvinder substitutionsmetod i 16sningsprocesserna.

- Alla metoder &r baserade pa att 16sa tredjegradsekvationer.

- Alla metoder ger samma resultat oberoende av i vilken ordning de olika del-
berdkningarna utfors.

- Metoderna och formlerna for att 16sa en fjardegradsekvation dr mycket mer
komplexa an de for tredjegradsekvationer.

Olikheter mellan metoderna for att 16sa fjardegradsekvationer:

- Olika forutséttningar for att tilldmpa olika metoder.

- Formler och processer ar ocksa olika.

- Berdkningarnas svarightesgrad skiljer sig mycket mellan de olika metoderna.

Det &r svart att siga vilken metod som &dr bést. Det bista ar att vélja en av

metoderna som verkar forstéelig och utveckla sin fardighet genom att flitigt
tillaimpa metoden vid ekvationslésning.
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Tabell 2: Jamforelse mellan fjardegradsekvations 16sningsmetoder for ekvations

exempel z* — 51622 — 10z + 600 = 0

Anvéndning
Metod Formler och steg Forutsédttning | Rotter a treqjegrgfis
-ekvations 16s
-nings metod
(1)
p=ac— % —4d
((12): agc 221)7 _ 2d+ M _ 02
_ 3/ =q @, p?
| Forrari R U —t% 4 bt?
~retran N —(ac—4d)t | 1 =6
a=10 v=1/73 I T o7 _ 2 _
b= 51 dbd+atd | w2 =4 En ghn
. : ~10 ®3) +c2 =0 r3 = —5 gang
b — 600 o= % b4t y=u-+v T4 = —b
_ +2 t= y + %
p= tZ o uw = —5%
af =4 - 5
(3)
_aq flea N2 _4(Lt
Tp= 2 2;) (=5
X3,4 = —a—§$+/(§+)2—4(§+8)
3 2
(1)Ekvationen av k &r :
kS +2pk* + (p? —4r)k? — ¢ =0
(2)Ekvationen av z &r :
B2+ (p? —4r)z—¢> =0
=i i g
9. Descarte (3)Vilja ett virde av : , S
51 =z 2=k Ty = =5
p=- kS +pk— _ K’+pk—q 2=~ 8
¢=—10 + = :21;‘»‘ q t__r% o5 = 6 En gang
7 = 600 m= g m=g x4 = —5
tm =1 tm=r
(4)
2y = —keV/E=T
2
" —k—/E2—4t
2= 2
T3 = k+Vk?2—4m
2
2y = k—\/k22—4m




Metod

Formler och steg

Foérutséttning

Rotter

Anvindning
av tredjegrads
-ekvations 10s
-nings metod

3.Euler

p=->51
q=-—10
n = 600

(2)Ek\1/g,tionen av y ar :

v —ky+ly—m=0

Vifar gy =r,yo = s,y3 =1

®3)

T1=Y1 + Y2 + VY3
=r+vs+Vt

(4)Omskriv ursprunglig
ekvationen till:

(x—2) (@3 + fa? +gx+h)=0
(5)Anviind Cardanos metod igen
for att losa z i :

22+ fr?+gr+h=0

x=\r
+v/s + Vit

Tva ganger

4.Lagrange
a=0

b= -51
c=-10

d =600

M

A=3a>—8b

B = 3a* — 16a*b + 16b* + 16ac
—64d

C = (a® — 4ab + 8¢)?
(2)Hjdlpekvationen av t ar:

3 —A*+Bt—-C=0

®3)

e=x1 = 7‘/5‘“/45"’%

f =y = =S
g=1x3= —\/H+>{E—\/E
h=x4= *\/H*\L{EJM/E

Anta att
ekvationen
har fyra
rotter:

e, f,9,h;

1‘1:6
T =
Tr3 = —
Ty — —

En gang
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7 Avslutning

Det finns ocksd manga andra algebraiska l6sningsmetoder for tredje- och fjér-
degradsekvationer som jag inte har visat i uppsatsen. Har jamfor vi bara nagra
utvalda algebraiska 16sningsmetoder for tredje- och fjardegradsekvationer. Det
finns geometriska 16sningsmetoder ockséd. En av de mest kiinda metoderna &ar
Mardens sats. Kalman har sagt i sin text:"I call Mardens Theorem one of my
favorite results in mathematics. It establishes a fantastic relation between the
geometry of plane figures and the relative positions of roots of a polynomial and
its derivative."[7] Kunskapsutveckling ar obegriansad. Det finns mycket utrymme
fér ny forskning.
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