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Sammanfattning

In 300 B.C. Euclid defines his five mathematical axioms for geometry,
called postulates, in his work the Elements. Quickly after the release of
the Elements, mathematicians in the Ancient Mediterranean start to
speculate whether the fifth postulate, known as the Parallel Postulate,
is a theorem derivable from the other four postulates. For the following
2000 years, mathematicians from across the world attempts to prove
this without success. With the discovery of hyperbolic geometry,
mathematicians eventually realize that the parallel postulate is a
postulate for one of many different geometries. The aim of this paper
is to give a brief summary of the history of parallel postulate, the
different works done and attempts to prove it as a theorem up until
the discovery of hyperbolic geometry.
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1 Introduktion

Kring ar 300 f.Kr. férfattar matematikern Euklides den matematiska
sammanstéallningen Flementa. Det 13 kapitel langa verket dr en samling av
matematisk kunskap déar grunden fér den da kiinda matematiken presenteras.
Verket blev en mycket framgangsrik sammanstéallning och ldarobok for
kommande matematiker.

En anledning till att Elementa blev sa framgangsrik var dess anvindning
av vad Hartshorne [8. s.2|] bendmner som den aziomatiska metoden dér
axiomen, de grundliggande forutsdttningarna, presenteras forst och sedan
byggs den matematiska modellen upp fran dessa. Greenberg [7. 198| och
Tambour [14, s.67-71| papekar att Euklides var forst med att gora denna
uppstéllning for matematiken.

Elementa borjar saledes med ett antal definitioner och axiom vilka sedan
anviands for att bevisa den stora méngden satser som verket innehéaller. I
detta arbete ar det dock de fem geometriska axiomen, kallade postulat, som
ar av storst intresse. Postulaten presenteras i Johanssons [9. .80-89] svenska
oversattning:

1. "Lat foljande kravas: Att dra en rat linje fran varje punkt till varje punkt”
2. "och att fortsatta en dndlig rat linje kontinuerligt i en rét linje”

3. "och att med varje centrum och avstand kan en cirkel beskrivas”

4. 7och att alla rata vinklar &ar lika”

5. 7och att, om en rat linje faller 6ver tva réta linjer och gor de inre vinklarna
pa samma sida mindre &n tva riata vinklar, sa mots de tva rata linjerna, om
de forldngs obegransat, pa den sida pa vilken vinklarna dr mindre &n de tva
rata.”.

Med orden "Lat foljande krévas” menade Euklides att dessa fem punkter
forst maste antas gélla. Utifran de antagna forutséittningarna bygger sedan
Euklides upp sin geometri genom olika satser. Alltsa bor vi se postulaten
som fem geometriska axiom vilka maste antas for att konstruera Euklides
geometri.

Fa saker inom matematiken har skapat konflikt under sa lang tid som
Euklides femte postulat. Dess langa och komplicerade formulering i
jamforelse med de resterande postulaten sarskiljer det fran de andra.
Dessutom tycks Euklides sjdlv dra sig fran att anvinda postulatet, sa langt
det dr mojligt, i bevisen av satserna i Elementa. Enligt Rosenfeld [13, s.36]



kan detta tolkas som en osdkerhet hos Euklides sjalv kring postulatet.

Detta forhallande till det femte postulatet gav upphov till en diskussion om
huruvida postulatet egentligen &r en sats vilken kan bevisas med de
resterande fyra. I och med den axiomatiska metoden fanns en vilja att ge det
minsta antal axiom och postulat vilka kréavdes for att bygga upp
matematiken. Flera tidigare axiom hade visat sig vara satser som kunde visas
ur andra satser och axiom. Bland annat darfor misstdnktes parallellpostulatet
lénge vara en sats da det inte sags lika sjalvklart som de andra postulaten.
Diskussionen kring postulatet tog snabbt fart och skulle visa sig aterkomma
ett flertal ganger pa flera platser i varlden tack vare Elementas spridning.
Den avslutades forst pa 1800-talet med upptéackten av icke-euklidisk
geometri.

Aven om problemet #r 16st idag sa finns fortfarande motiv for en tillbakablick
till de dldre bevisforsoken. Dels ger de insikt i matematikens framsteg genom
historien och hur matematiskt tédnkande foréndrats genom arhundradena.
Dels visar det ocksa pa matematikens spridning da postulatet behandlats av
matematiker pa manga olika platser i varlden.

Uppsatsens ambition dr att kortfattat sammanstélla parallellpostulatets
historia genom att kronologiskt presentera nagra olika arbeten och
bevisforsok kring postulatet som gjorts genom arhundradena. Arbetets
tidsram borjar med Euklides presentation av postulaten i Elementa och
avslutas med grundandet av icke-euklidisk geometri.

I och med uppsatsens begransade omfattning kommer inte alla arbeten kring
postulatet presenteras. Istdllet begransar sig sammanstéallningen till de mer
kédnda och tongivande arbetena. Dock kommer de arbeten vilka inte
behandlas i texten att listas i appendixet for intresserade lasare, med
reservation for eventuella missade arbeten och bevisférsok.

I postulaten finns implicita antaganden vilka forst syns i de senare

bevisen i Elementa. Bland annat, beréttar Coxeter [3, s.2|, ingéar i det forsta
postulatet att det dr en och endast en rat linje vilken kan dras mellan tva
punkter. Detta syns dven tydligt i de tidiga bevisférsoken och ldggs darfor
nu till for att fortydliga kommande delar i texten.

Postulaten anvands fortfarande idag for det vi kallar euklidisk geometri. Dock

ar de numera mer strikt definierade. Detta géller dven for de olika
definitionerna t.ex. for punkt, strécka och linje, vilket ndmns av Coexter |3,
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s.2|. Tambour [14, s.67-71] papekar likt ménga tidigare matematiker att
Elementa har en del luckor i sina resonemang och inte ar helt logiskt
sammanhéngande. For att 10sa detta har definitionerna och postulaten
omdefinierats pa senare tid for att undvika logiska felaktigheter och sa att
de tidigare antagandena istéllet dr definierade och inkluderade i texten. Ett
exempel pa detta ar Hilberts axiom vilka inkluderats i appendixet for
intresserade lasare.

I min framstéallning kommer jag presentera bevisen med dagens definitioner
i atanke. Dock kan det ibland leda till skillnader mellan de definitioner jag
anvander och de som anviandes ursprungligen. Vid diskrepans mellan datida
och nutida definitioner kommer detta podngteras.

Ett begrepp som blivit nara besldktat med parallellpostulatet ar just
parallellitet. Aven om begreppets grundidé &r enkel sa blir det problematiskt
nar vi undersoker de olika definitioner som finns, nagot som kommer bli
tydligt i senare stycken. Darfor kommer texten utga fran foljande definition
av parallellitet:

Definition: Tva linjer i samma plan vilka inte skir varandra kallas
parallella.

I senare delar, ddr arbeten presenteras vilka utgar fran en annan definition
av parallellitet, kommer detta redogoras for innan.

Aven om parallellpostulatet #r ett axiom for euklidisk geometri sa kommer
senare stycken att bendmna sfdrisk geometri och hyperbolisk geometri. Dessa
ar tva andra geometrier vilka skiljer sig fran den euklidiska. Den
hyperboliska geometrin dr den ndrmast besldktade. Denna utgar fran att det
finns odndligt antal parallella linjer. Den sfariska geometrin ar ett fall av
elliptisk geometri och utgar istéllet fran att det inte finns nagra rita
parallella linjer, tillsammans med nagra andra dndringar i Euklides postulat
for att bli hallbar. Denna ar dock lattare att visualisera da sfarisk geometri
kan ses som geometrin for ytan pa ett klot. Dessa kommer anvindas som
exempel ibland for att visa pa felaktigheter i vissa matematikers
antaganden eller resonemang i senare stycken. Hyperbolisk geometri kommer
aven behandlas ndrmare mot slutet av texten da dess upptéackt haft stor
paverkan for parallellpostulatet.

I allt historisk arbete finns alltid en malsattning att utga fran orginalkillorna,
eller andra kallkritiskt néra kéllor, i sa stor utrstriackning som mojligt. I



detta fall ar det dock en omdjlighet, givet arbetets knappa tidsomfattning.
Inte bara &ar spanner arbetet over flera olika kélltexter, utan de dr dessutom
pa flera olika sprak. Darfor har jag ofta utgatt fran palitliga
sammanstallningar och oversattningar utifran andra bocker och texter. Da
de olika arbetena fran de olika tidsperioderna &r vélkdnda och hanterade av
flera nutida matematiker och historiker sa bedoms det sékert att utga fran
dem ur ett kallkritiskt perspektiv. Dock &ar det viktigt att notera, ur ett
historievetenskapligt perspektiv, att texten ofta saknar en direkt koppling
till originalkéallorna.

2 Antikens Grekland och Egypten

Det tog inte lang tid efter Elementas sammanstallning innan diskussionen
kring postulaten startade. Redan i antikens Grekland och Egypten fanns
matematiker vilka hdvdade att det femte postulatet var en sats grundad pa
de andra postulaten. Manga av dem kom med egna forslag och bevisforsok i
hopp om att visa detta.

Postulatet visade sig dock svart att bevisa som sats. Till postulatet finns
en uppsjo av ekvivalenta pastaenden. I de flesta bevisférscken rakade
matematikerna omedvetet anvinda nagot av dessa ekvivalenta pastaenden,
vilket betyder att de anvande postulatet i sitt forsok att bevisa det.

Vi kommer hir ga igenom tva mer kdnda bevisforsok av Ptolemaios och
Proklos. Bada &r exempel problematiken med antaganden inom matematik
och hur de ekvivalenta pastaendena enkelt smyger sig in i bevisféringen.

2.1 Ptolemaios bevisforsok

Det forsta forsoket att bevisa satsen som presenteras narmare ar av
Ptolemaios (100-talet e.kr) fran Alexandria enligt Johansson [9. s.89]. Det &r
ett av de mer kinda tidiga forsoken att faktiskt bevisa postulatet.
Bevisforsoket bestar av tva delar vilka implicerar varandra. Forst vill
Ptolemaios visa att om de mellanliggande vinklarna &ar lika med tva rita
sa skér linjerna inte varandra. Déarefter forsoker han visa att om linjerna &r
parallella sa maste de mellanliggande vinklarna vara lika med tva réata. Den
forsta delen bevisar saledes postulatet medan den andra bevisar att parallella
linjer innebéar rata mellanliggande vinklar.

Pastaende: Lat AA’ och BB’ vara tva rata linjer. Lat M N vara en



transversal fran AA’ till BB’ sddan att de inre vinklarna AM N och BN M
tillsammans ar lika stora som tva rata vinklar.

Da galler att AA” och BB’ ar parallella.

AQ@ Q0 @B
M o N
A'Q@ 10l ([ Y24

Bevis: Vinklarna AM N och M N B’ ar lika, vilket fas genom att
undersoka supplementvinklarna. Anta sedan att linjerna M A och N B mots
i en punkt O, vilket vidare ger en triangel MON.

Men eftersom vinklarna ar lika pa bada sidor av linjen M N sa mots dven
linjerna M A" och NB' i en punkt O’, vilket bildar en triangel NO'M. Genom
kongruensfallet vinkel-sida-vinkel ser vi vidare att trianglarna &r kongruenta.

Det betyder dock att de rédta linjerna AA’ och BB’ skir varandra i tva
punkter, vilket ger en motsidgelse da endast en rat linje kan dras mellan
tva punkter enligt Euklides forsta postulat. Saledes ser vi att linjerna AA’
och BB’ maste vara parallella.

Pastaende: Lat AA’ och BB’ vara tva parallella linjer. Lat M N vara en
transversal fran AA’ till BB'.

Da géller att vinklarna AM N och BN M tillsammans &r lika stora som tva
rata vinklar.

Bevis: Antag att vinklarna AMN och BN M tillsammans inte &r lika stora
som tva rata vinklar. Da kan de antingen tillsammans vara storre eller



mindre an tva rata.

Antar vi att vinklarna ar storre si innebér det dven att vinkarna A’MN
och B'NM éar storre eller lika med tva rata vinklar tillsammans, eftersom
linjerna ar parallella &ven pa den sidan. Detta leder dock vidare till en
motsdgelse da det skulle innebéra att alla fyra vinklar tillsammans skulle
vara storre én fyra rata vinklar, vilket vidare ger att vinklarna utmed en linje
ar storre an tva rata.

Samma resonemang kan anviandas for att 16sa fallet da de mellanliggande
vinklarna ar mindre &n tva rata.

Kommentarer: Problemet med Ptolemaios resonemang ar att han
indirekt antar att det finns en och endast en parallell linje till linjen BB’
genom punkten M. Frankland [5. s.7| papekar att i det forsta beviset blir
detta tydligt ifall vi undersoker samma fall fast pa ett klots yta, alltsa i
sfarisk geometri dar det inte finns nagra parallella linjer. I det fallet kan
punkterna O och O’ vara samma punkt, vilket skulle innebéra att
resonemanget med tva kongruenta trianglar haller utan att vi far flera linjer

mellan O och O'.

I det andra beviset ser vi problemet ifall vi utgar fran mojligheten av

flera parallella linjer, alltsa hyperbolisk geometri. Dar kan det konstrueras
parallella linjer vilka inte uppfyller att vinklarna ar lika pa samma sida av
linjen M N vid punkterna M respektive N. Detta fall kommer behandlas
vidare i del 5.1.

Antagandet om endast en parallell linje till en annan genom en given punkt
ar ekvivalent med parallellpostulatet och &ér idag en omskrivning kind som
Playfairs axiom. Playfairs axiom séger att givet en linje AB och en punkt C'
utanfor linjen kan som mest en linje dras genom C' vilken &r parallell med
AB. Playfairs axiom kommer vi tillbaka till igen senare.

2.2 Proklos bevisforsok

Ptolemaios bevisforsok ar idag kédnt bland annat genom Proklos

(ca. 410-485 f.Kr.) kommentarer till Elementa. Enligt Johansson [9, 5.89-90]
kritiserade Proklos Euklides i sina kommentarer for att inkludera
parallellpostulatet som just ett postulat. Proklos havdade att det &dr en sats
och lamnade ett eget bevisforsok.



Bevis: Lat AB och CD vara tva rata linjer. Lat EF vara transversalen
fran AB till C'D sadan att summan av vinklarna BEF och EF D
tillsammans dr mindre &n tva rdata vinklar. Fran punkten E, dra en ny linje
EH vilken ar parallel mot linjen C'D.

O
C

O
F D

Ju langre avstandet dr fran punkten FE i riktning mot punkten H, desto
storre blir avstandet mellan linjerna £B och FH. Med ett tillrackligt stort
avstand fran punkten E kommer avstandet mellan linjerna £B och EH vara
storre dn avstandet mellan C'D och FH. Vidare innebér detta att £ B nagon
gang maste skira C'D. Da EB éar en del av AB sa skir AB alltsa C'D, vilket
skulle bevisas.

Kommentarer: Proklus gor antagandet att avstandet mellan linjer i samma
plan vilka inte skir varandra ar konstant. Detta antagande &r dock ekvivalent
med parallellpostulatet och saledes anvander Proklus postulatet sjéalvt i sitt
bevis. Dock fas foljande omskrivning av postulatet: Om en linje skir en av
tva parallella linjer sa skir den @ven den andra parallella linjen.

En uppmérksam ldsare noterar en koppling till Playfairs axiom fran tidigare
del. Det &r Proklos bevisforsok som lagger grunden for Playfairs omskrivning
av postulatet. Playfair [12, .289-293| namner sjidlv Proklos i noteringarna
till omskrivningen av postulatet.

3 Medeltida mellanostern

Antika Grekland och Egypten tappade sa smaningom sin status som
matematikernas huvudcentrum. Under 600-talet gor Islam sitt intag
tillsammans med det islamska riket i mellanostern. Efter en lang tid av
expansion borjar riket intressera sig for vetenskap, speciellt matematik. De
gamla texterna fran antiken Gversétts och fors till Baghdad som tog &ver
Alexandrias roll som matematikens centrum. Bland de gamla verken har vi
Elementa, vilket blev ett centralt verk &ven bland mellandsterns
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matematiker. I och med Elementas spridning foljer &ven geometrin och
postulaten med.

Aven om den arabiska matematiken #r vil kind for sina bidrag till bland
annat algebran sa arbetade de mycket med geometri, framfor allt med
bevisforsok till det femte postulatet. Ett flertal forsok fran diverse
framgangsrika matematiker finns bevarade och att behandla dem alla
rattvist och fullstdndigt dr omdjligt givet arbetets omfattning. Darfor har
jag begriansat mig till de tre mer kinda och tongivande forsoken av
al-Haytham, al-Khayyam och al-Tusi.

3.1 Al-Haythams bevisforsok

Abu’Ali al-Hasan ibn Al-Haytham (965-1041) var en framgangsrik
matematiker vilken framst ar kind for sitt arbete inom optik. Trots att han
foddes i Basra (idag Irak) sa var han framst verksam i Egypten beréttar Katz
[10. 5.240]. Dock var han dven intresserad av geometri och lamnade ett
bevisforsok till parallellpostulatet. Hans bevisférsok skiljer sig fran de
tidigare, framfor allt da det anvander rorelse for att beskriva och bevisa hans
resonemang. Ett bra exempel dr hans definition av parallella linjer vilken
presenteras utifran Rosenfelds [13, s.60| 6versattning. Definitionen behovs
senare for att forsta al-Haythams bevisforsok.

Definition: Om en rit linje A ror sig sa att en dnde alltid ligger utmed
en annan linje B och om linje A alltid &r rdt mot linje B sa kommer den
andra dnden av linje A att spara en linje C' parallell till linje B.

Rorelsebegreppet i al-Haythams geometri dr intuitivt grundat och hans
inférande av rorelse ledde till kritik av beviset, bland annat av al-Khayyam
som gav upphov till nésta bevis, enligt Katz [10, 5.248-249]. Det kan vi sjilva
aven inse nir vi betraktar hans bevis for postulatet.

Pastaende: Lat AB vara en linje dragen fran punkten A till B. Dra

sedan linjerna AC' och BD sa att vinklarna CAB och DBA ér réta. Dra
darefter linjen C'D fran en punkt C' sa att C'D blir vinkelrdt mot BD.

Da giller att C'D har samma lingd som AB.

Bevis: Utga fran fyrhérningen ABDC' fran stycket ovan. Antag att linjerna

AB och CD inte &r lika. Da ar linjen AB antingen storre eller mindre &n
CD. Vi utgar fran att AB < CD.
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Forling linjen C' A i riktning mot punkten A till en punkt E s att AC = AE*.
Forlang dven linjen DB till en punkt F' sadan att linjen £'F kan dras
vinkelrat med linjen BF'. Dra sedan linjerna C'B och BE.

Vi undersoker nu trianglarna CAB och EAB. Dels noterar vi att AC' = AE
enligt tidigare premiss. Vi noterar dven att trianglarna delar sidan AB. Till
sist ser vi dven att vinklarna CAB och EFAB ér lika (da de bada ar rita
vinklar). Vidare innebér detta att trianglarna CAB och EAB &r kongruenta
enligt kongruensfallet sida-vinkel-sida.

Vidare fas dels att linjen CB = EB, men dven att vinkeln CBA = EBA.
Fran detta fas att vinkeln CBD = EBF eftersom de tillsammans med
motsvarande tidigare ndmna vinklar bildar en rat vinkel vardera. Samma
resonemang anvands for att fa fram att vinkeln DC'B = FEB. Utifran
kongruensfallet vinkel-sida-vinkel fas att trianglarna C'DB och EF'B &r
kongruenta. Fran detta far vi att linjen C'D = EF.

Da AB < CD enligt tidigare antagande sa géller dven att AB < EF. Lat
linjen E'F' rora sig utmed linje F'B mot punkten B samtidigt som den
fortsétter vara rat mot linjen BF. Om da linjen E'F ror sig sa langt att
punkterna B och F' sammanfaller kommer linjerna BA och EF delvis
sammanfalla. Da BA < E'F' sa kommer en del av linjen EF' fortséatta ovanfor
punkten A till en ny punkt H med foljden att linjen EF = BH.

Om nu linjen BH rér sig pa samma sitt som EF utmed linjen BD mot
punkten D tills dess att punkten D sammanfaller med punkten B kommer
linjerna BH och DC' att sammanfalla da DC = FF = BH.

!'Notera att linjen genom C, A och E ritas bruten for att gora resonemanget klarare.
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I och med den givna definitionen for parallella linjer ser vi att om vi drar
linjen FHC' sa kommer den vara parallell med linjen F'BD. Dock ar &ven
EAC parallell med FBD enligt premiss, vilket ger en motségelse da vi far
tva rita linjer mellan tva punkter vilka inte delar alla inre punkter. Alltsa
kan inte linjen AB < CD.

Fallet AB > C'D bevisas med samma resnomenang och leder till en
liknande motséagelse.

Kommentarer: Forst vill jag notera att det finns fortsattningar av
beviset 1 andra scenarion. Dock har jag valt att exkludera dem da de bygger
pa samma princip kring rorelse.

Det huvudsakliga problemet med al-Haythams bevis dr antagandet av
rektangelns existens sa som en fyrhdrning dar alla vinklar ar réata. Detta
giller endast i euklidisk gemometri.

Katz [10, s.249| poangterar att eftersom beviset bygger pa att rektangeln
ABDC existerar sa faller beviset redan dir. Rektangeln blir dock en
central figur for kommande bevisforsok av satsen, vilket vi ser redan i
nasta bevisforsok.

3.2 Al-Khayyams bevisforsok

Omar al-Khayyam (1048-1131) var en matematiker fran Iran vars bidrag till
arbetet kring parallellpostulatet kom att inspirera manga av de kommande
arbetena. Med introduktionen av det vi idag kallar Saccheris fyrhorning ger
al-Khayyam en ny effektiv vinkel att angripa problemet fran.

Den saccheriska fyrhorningen ar en fyrhérning med tre mojliga former.
Fyrhorningens bas har rata vinklar medan dess topp har vinklar vilka
antingen &r spetsiga, rita eller trubbiga. Nar fyrhorningen forst togs fram
var malet att bevisa att endast fallet da vinklarna ar rata var mojliga, vilket
vidare kan anviandas for att bevisa parallellpostulatet. Detta dr en metod
vi kommer se vidare av i nagra av de kommande bevisférscken. Idag vet vi
dock att fallet med spetsiga toppvinklar géller i hyperbolisk geometri och
fallet med trubbiga i bland annat sfarisk geometri. Den saccheriska
fyrhorningen dr dopt efter den italienska matematikerna Girolamo Saccheri
som anviande fyrhérningen i sina matematiska bevis. Saccheri kommer
behandlas vidare senare i texten.
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a=p8>90°

1 a=p=90

a= [ <90°

Pa grund av detta kraver beviset en langre forklaring &n de tidigare och
kommer dérfor presenteras i tre olika delar for att gora det mer Gverskadligt.

3.2.1 Aristoteles fem principer

Innan vi gar in pa al-Khayyams bevis maste vi géra en snabb tillbakablick till
antikens Grekland. En stor inspirationskélla till al-Khayyam var Aristoteles.
Dels syns detta i kritiken av al-Haythams bevis, déar han likt Aristoteles
motsatter sig anvindandet av rorelse. Men det syns ocksa i hans eget
bevisforsok vilket utgar fran de fem principer han lanar fran Aristoteles.

Al-Khayyams bevisforsok har flera kreativa steg. Det forsta ér att inte
forsoka bevisa postulatet direkt, utan att byta ut det mot Aristoteles
principer, fraimst den tredje och fjarde. Denna metod anvénds dven av i
senare bevisforsok. Principerna presenteras nedan oversatta till svenska
utifran Rosenfelds |13, 38-39] 6verséttning. Rosenfelds dversittning till
engelska finns dven i appendixet.

1. Méngder ar oandligt delbara.

2. En rét stricka kan forldngas oéndligt.

3. Tva réta linjer vilka skédr varandra avviker fran varandra efter
skarningspunkten i den grad de ror sig fran varandra fran skdrningspunktens
vinkel.

4. 'Tva linjer vilka gar mot varandra skar till slut varandra och det ar omojligt
for tva linjer vilka gar mot varandra att avvika i samma riktning som de gar
mot varandra.

5. Av tva begréinsade storheter kan den mindre tas i multipler sa pass att den
overstiger den storre.
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En uppmérksam ldsare kanske har insett redan nu att Aristoteles
fjarde princip ar valdigt lik parallelpostulatet och det visar sig &ven vara
ekvivalent med postulatet. Det &ar detta som senare blir bevisets problem.

3.2.2 De atta propositionerna

I verket Kommentarer till svarigheterna @ premisserna i Euklides bok
presenterar al-Khayyam atta nya propositioner vilka han anser bor liggas
till i Elementa som sats 29 till 37 enligt Rosenfeld [13, s.65-66]. De tidigare
satserna i Elementa utgar fran absolut geometri, alltsa utan anviandning av
det femte postulatet och &r saledes korrekta enligt al-Khayyam. De atta som
han lagger till bygger ut satserna och bevisar nagra av de befintliga utifran
antagandet av Aristoteles principer.

Den attonde propositionen ar parallellpostulatet sjalvt, men innan vi kan
ta oss an det behover vi ga genom de andra propositionerna. Framfor allt de
tre forsta vilka hanterar Saccheris fyrhérning. De kommer déarfor
presenteras nedan, med betoning pa de tre forsta. Dock kommer endast
beviset for den tredje propostionen presenteras da deras bevis ar viktigast for
att forsta al-Khayyams tankegangar samt hur de skiljer sig fran kommande
bevisforsok.

Proposition 1: Lat AC och BD vara tva réita linjer med samma lingd
och bada vinkelréta till linjen AB. Dra linjen C'D.

Da giller att vinkeln ACD = BDC.

Proposition 2: Konstruera fyrhérningen ABDC' fran proposition ett.
Markera mittpunkten pa linjen AB som punkten E. Dra en vinkelrdt linje
fran FE till punkten G, vilken &r skdrningspunkten pa linjen DC'.

Da galler att linjen CG = G D samt att linjen EG ar vinkelrdt mot linjen DC'.

Proposition 3: I rektangeln ABDC' ar vinklarna AC'D och BDC
rata.

Bevis: Markera mitten pa sidan AB som punkten E. Dra linjen EG
vinkelrdt mot AB, dar punkten G ar skirningspunkten med linjen C'D.

Forling linjen EG i riktning mot G till punkten K sa att linjen EG = GK.
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Dra sedan linjen H K F' vinkelrdt mot EK sa att linjen AC kan forlangas till
punkten H och linjen BD kan forlingas till punkten F'. Dra &ven linjerna
DF och CH.

Dra sedan linjerna C'K och DK. Da linjen DG = GC|, linjen GK ar delad
och vinkelrat mot bade DG och GC sa ger kongruensfallet sida-vinkel-sida
att trianglarna GK D och GK C' ar kongruenta. Fran detta fas &ven att linjen
DK = KC samt att vinkeln GCK = GDK samt DKG = CKG.
Undersoker vi komplementvinklarna far vi vidare att vinkel HOCK = KDF
samt DKF =CKH.

Undersoker vi trianglarna K DF och KCH sa ser vi att dven de &ar
kongruenta genom kongruensfallet vinkel-sida-vinkel. Detta innebar att

linjen HK = KF, DF = CH samt att vinkeln KFD = KHC.

I K b
(2 ®

Nu nér dessa samband &r faststéllda kan vi ga vidare till att undersoka

vinklarna AC'D och BC'D. Ar dessa vinklar rita sa foljer de propositionen
och darfor behdver fallet inte undersokas. Istéllet undersoker vi de andra
mojliga fallen, att vinklarna antingen &r storre eller mindre &n en rat vinkel.

Vi utgar forst fran fallet dér vinklarna &r mindre &n en rat vinkel. Vi tédnker

oss att figuren CDF' H léggs 6ver figuren C'DBA sa att linjen GK 6verlappar
linjen GE. Vi ser da att linjen HF' inte 6verlappar med AB utan med den
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forlangda linjen N.S.

Vidare ser vi da att om linjerna C'H och DF forlangs sa kommer varje linje
sammankopplad med dem ocksa forlingas. Detta innebér att linjerna C'H
och DF' avviker fran varandra.

Dérefter ser vi att om linjerna forlangs at motsatt hall sa kommer de &ven
avvika pa den sidan. Detta get oss att tva linjer skiar en annan med réat
vinkel, for att sedan 6ka i avstand pa bada sidor. Detta bryter mot
Aristoteles principer och kan saledes inte gélla.

Nu antar vi istéllet att vinklarna AC'D och BDC' &r storre &n tva réta.
Med liknande resonemang med samma figurer som léggs 6ver varandra och
sidor som forlangs sa ser vi att vi far tva linjer vilka gar genom samma tva
punkter, vilket bryter mot postulaten. Saledes ser vi att det enda mdjliga
fallet ar att vinklarna AC'D och BDC' ar rata och beviset ar darmed
avslutat.

Kommentarer: Aven om beviset hir #r klart sa vill jag stanna upp och
diskutera det innan vi gar vidare till de resterande propositionerna.
Al-Khayyam gjorde misstaget att anta Aristoteles principer i blindo, istéllet
for att utmana dem vidare. Som redan ndmnts sa ar den fjarde principen
ekvivalent med parallellpostulatet. Detta blir den stora skillnaden senare nar
Saccheri tacklar problemet med liknande metodik och de &r intressanta att
jamfora bland annat av den anledningen. Men innan vi gar vidare till
Saccheri har vi forst de andra postulaten, det slutgiltiga beviset samt ett
antal bevisforsok mellan al-Khayyam och Saccheri.

Proposition 4: I en rektangel &r motstaende sidor lika.

Proposition 5: Tva linjer vinkelrdta mot samma linje har samma vinkelrata
linjer.

Proposition 6: Tva parallella linjer ar tva vinkelrata linjer till en och
samma linje.

Proposition 7: Den sjunde propositionen ar alternatvinkelsatsen bevisad
med hjalp av al-Khayyams antaganden istéllet for parallellpostulatet.
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3.2.3 Beviset av postulatet

Proposition 8: Lat EG vara en rét linje. Dra linjerna FA och CG sa att
vinklarna AEG och CGFE tillsammans ar mindre an tva rata.

Da géller att linjerna EFA och C'G skir varandra i punkten A.

Bevis: Vi forldnger linjerna A och C'G i deras riktning mot sidan punkten
A befinner sig i. Lat dven vinkeln AEFG < EGD. Vi konstruerar sedan
vinkeln HEG = EGD.

Enligt Euklides proposition 27 [4. s.30-31|% &r d& linjerna HEF och DGC
parallella och linjen AF, vilken skir H F', kommer da skéra linjen C'D pa den
sidan av linjen GE som punkten A befinner sig pa.

Kommentarer: Som redan ndmnts dr problemet med beviset att
Aristoteles fjarde princip &ar ekvivalent med parallellpostulatet. Dock &r det
vart att ndmna att bortsett fran anviandningen av principerna sa ar det
annars ett korrekt bevis. Det ar dven vart att notera att hur lik bevisforingen
ar Proklos bevisforsok, nagot som dven Rosenfeld 13, s.71] papekar.

3.3 Al-Tusis bevisforsok

Vart sista bevisforsok fran mellanostern ar fran den persiska matematikern
Nasir al-Din al-Tusis. Hans bevisforsok fardigstélldes tidigast ar 1251 enligt

20m en linje skiir tva andra si att alternatvinklarna &r lika sa dr linjerna parallella.
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Rosenfeld [13, s.74] och &r likt al-Khayyams pa flera olika sétt. Bland annat
presenteras ett antal propositioner vilka till slut leder fram till postulatets
bevis. Denna gang ar det dock endast sju propositioner istéllet for atta.
Dessutom anvénder dven al-Tusi den saccheriska fyrhorningen i sitt
resonemang.

Beviset kommer dérfor presenteras pa liknande sédtt. Propositionerna
presenteras kortfattat med undantag for det tredje och det sjunde vilka
utvecklas vidare. Det tredje for att det hanterar den saccheriska
fyrhorningen, det sjunde da det &r beviset av postulatet. En uppméarksam
ldsare kanske dven noterar att al-Tusis proposition tva och fyra motsvarar
al-Khayyams proposition ett respektive fyra.

Rosenfeld [13, s.74-85] ndmner flera bevis vilka &r kopplade till al-Tusi. Ett
antal bevis ldggs fram med anvandning av olika propositioner, dock liknande
resonemang. Dérfor kommer endast det av dessa bevis presenteras. Vidare
finns dven ett sentida bevis vilket sdgs vara kopplat till al-Tusi, dock &r det
osikert huruvida sa ar fallet. Det spekuleras bland annat av Rosenfeld [13,
s.81] att beviset kan tillhora al-Tusis son. I och med osékerheten kring
bevisets tillhorighet sa kommer det inte heller redovisas. Istéllet kan
intresserade lasare soka upp beviset sjalva och avgoéra vem de vill attributera
det till.

3.3.1 Al-Tusis propositioner
Proposition 1: Det kortaste avstandet mellan en punkt och en linje dr en

rat linje.

Proposition 2: Dras tva lika vinkelrdta linjer till en rat linje, som sedan
binds av en linje ovantill, s bildar de lika vinklar (se annars al-Khayyams
proposition 1).

Proposition 3: Lat BD vara en rat linje. Dra AB = C'D vinkelrdta mot
BD. Dra sedan linjen AC. Da ar vinklarna BAC' och DC'A tva réta vinklar.

Bevis: Om vinklarna inte &r réta sa dr de antingen storre eller mindre.
Vi antar nu att de ar storre. Da kan vi dra en linje AE vinkelrdt med AC

till en punkt £ pa BD.

Vinkeln AED é&r en yttre vinkel till triangeln ABE och ar saledes storre
an den inte rata vinkeln. Med andra ord ar vinkeln AED storre an en rat
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vinkel, enligt Euklides proposition 16 [4. s.20-21].3

Da kan vi dra linjen EG vinkelrdt mot linjen BD pa liknande sétt. Dock
far vi aven har en vinkel storre &n en rdt med samma resonemang. Vi ser
att vi da kan fortsidtta dra GH och HF pa samma sitt och att processen
kan upprepas vidare. Fran Euklides proposition 19 [4. s.22-23] fas foljande
samband mellan ldngderna av de vinkelrédta linjerna dragna fran AC' till BD
genom att undersoka de trianglar som linjerna bildat.*

AB<GE < FH

Detta innebér att avstandet mellan linjerna AC och BD blir storre i riktning
mot punkten C' fran sidan AB. Vidare innebér detta att linjerna kommer
nirmare varandra i riktning mot A.

Men vinkeln DC' A &r ocksa trubbig. Alltsa kan samma resonemang anvandas
for att skapa vinkelrdta linjer och trianglar fran sidan C'D mot punkten A.
Detta leder till en motségelse da detta ger att linjerna gar narmare och
langre ifran varandra i riktning mot punkten C'. Vinkeln kan saledes inte vara
trubbig.

Vi undersoker nu fallet dér vinklarna &r mindre &n en rét vinkel. I sa fall
kan vi dra linjen BFE vinkelrdt mot AC'. Eftersom vinkeln ABD &r rét sa ar
vinklarna ABE och EBD spetsiga ty ABD = ABE + EBD. Vi kan alltsa
dra ytterligare en vinkelrat linje EG fran punkten FE till linjen BD. Vi ser da
med samma resonemang som innan att vinkeln GEC' &r spetsig. Som i fallet
med den trubbiga vinkeln kan vi fortsétta dra vinkelrita linjer utmed figuren.

Som innan far vi ett samband mellan linjernas ldngder, denna gang som

30m sidan av en triangel forlings si kommer yttervinkeln vara stérre &n den inre och
den motstaende vinkeln.
4Den storsta sidan i en triangel dr den vars motstaende vinkel &r storst.
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foljande:
AB > EG > HF.

Vi ser saledes att linjerna narmar sig varandra mot punkten C' men skiljs fran
varandra i riktning mot punkten A. Dock fas igen det omvénda forhallandet
om vi anviander samma resonemang men utgar fran sidan C'D. Saledes kan
vinklarna inte heller vara spetsiga. Da géller endast att de ar rata.

Kommentarer: Argumentationen ar sund i euklidisk geometri dér
linjerna ar raka. Om vi dock utgar fran mojligheten att linjer kan vara krokta
sa ser vi att fallen med trubbig och spetsig vinkel fortfarande géller ifall vi
utgar fran en vandpunkt i de vinkelrdta linjernas langder.

Vidare presenteras de resterande propositionerna, da inkluderat beviset for
postulatet.

Proposition 4: Tva motstaende sidor i en réatvinklig fyrhorning &r lika.

Proposition 5: Om en rét linje korsar tva vinkelrata linjer dragna
godtyckligt fran en annan, da &r alternatvinklarna lika, de yttre vinklarna
lika med de motsvarande inre vinklarna och de inre vinklarna pa samma sida
ar lika med tva rata vinklar.

Proposition 6: Redan i den sjétte propositionen ldmnar al-Tusi ett

bevis for postulatet vilket liknar al-Haythams, dock utan att anvénda rorelse.
Det utgar dock fran det specifika fallet da en linje &r vinkelrdt och en annan
ar sned enligt Rosenfeld [13, 77]. Darfor har jag valt, likt Rosenfeld, att inte
behandla det vidare i texten. Istéllet 1aggs fokus pa al-Tusis andra generella
bevis vilket framfors som den sjunde propositionen.

Proposition 7: Lat linjen AB skéra linjerna C'D och EG i punkterna H
respektive F' sa att de inre vinklarna CH F och FF' H tillsammans &r mindre
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an tva rata vinklar.

Da giller att linjerna C'D och EG, om de forldngs odndligt, kommer
korsa varandra.

Bevis: Lat en av vinklarna C'HF och EF' H vara en rat vinkel. Da

maste den andra nodvéndigtvis vara spetsig for att uppfylla premissen. Da
kommer linjen som bildar den spetsiga vinkeln korsa den riata pa samma sida
av linjen AB som den spetsiga vinkeln befinner sig pa, enligt proposition sex.

—
D
o—
G E
@ ®

Lat istéllet en vinkel vara trubbig. Vi antar att vinkel C'HF' ar den
trubbiga. Vi drar da linje HI vinkelrat till linjen C'D. Fran punkten I’ drar
vi sedan den vinkelréta linjen F'K.

Eftersom CHF och FHF tillsammans 4r mindre dn tva rata vinklar och
vinkeln CH1I &ar en rat vinkel sa méaste vinklarna I/ HF och HF'I tillsammans
vara mindre &n en rat vinkel. Men enligt den femte propositionen ar
vinklarna I HF och HF K lika eftersom de &r alternatvinklar bildade av AB
som gar igenom [ H och F'K. Vidare innebéar det att vinkeln K F'I d&r mindre
an en rat vinkel.

Dérfor kommer linjerna K F' och E'F skira varandra i en vinkel som inte
ar rit. Dessutom ar linjen H K vinkelrdt med K F'. Saledes far vi ett fall av
proposition sex och linjerna kommer da métas om de forlangs i riktning mot

C och FE.
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Om bada vinklarna istéllet dr spetsiga kan vi dra linjen F'K vinkelrdt mot
linjen GE. Fran punkten H dras linjen HI vinkelrdt mot C'D. Da &r EF K
en rat vinkel och vinklarna K F'H och FHI ar lika da de ar alternatvinklar.

Vidare ar vinklarna FFHI och HF'I tillsammans en rat vinkel. I och med
premissen att FF'H och C'F'H tillsammans &r mindre dn tva rédta vinklar sa
ar vinkeln I/ HC mindre an en rat vinkel.

Alltsa kommer linjerna I H och C'H skéra varandra i en vinkel vilken

inte dr rat. Dessutom &r linjen K7 vinkelrat till I H. Darfor kommer linjerna
CD och EG skira varandra ifall de forléngs i riktning mot C' och E. Saledes
har alla mojliga fall givet premissen visats.

Kommentarer: Ett uppenbart problem é&r referenserna till proposition sex,
vilket vi sag tidigare var ett ohallbart bevis. Daremot ar det mer intressant
att ga tillbaka till proposition tre. Om al-Tusis tredje proposition utgatt fran
mojligheten av krokta linjer hade jag kanske istéllet skrivit om al-Tusis
fyrhorning. Al-Tusi d4r den matematiker under tidsepoken vilken jag anser
kommer ndrmast till att upptécka de andra typerna av geometri. Dock
snubblar han pa mallinjen genom att begransa sig till raka linjer. Istéllet ar
det forst under rendssansens Europa som vi kommer se matematiker utforska
de mojligheterna.

4 Europas olika bidrag

Den islamska guldaldern nar senare sitt slut och med korstagen fors
Elementa, tillsammas med den arabiska matematiken, till Europa.
Matematikerna i de olika furstedomena och kungarikena oversitter de
arabiska texterna och &n en gang tar arbetet med parallellpostulatet fart pa
annan ort. Flertalet bevisforsok finns éven fran medeltida och tidigmoderna
Europa, dock har de flesta samma problem som tidigare férsok. Antingen
anvander de en omskrivning av postulatet i sitt bevisforsok eller nya,
ekvivalenta axiom.

I detta avsnitt laggs fokus pa nagra av de mer kinda arbetena kring
postulatet fran Europa, John Wallis och Girolamo Saccheris bevisforsok samt
John Playfairs omskrivning av postulatet. Dels for att de lett till
intressanta, ekvivalenta pastaenden till postulatet men ocksa for att de
bidragit till senare arbeten. De forsta tva exemplifierar olika angreppssétt
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for att forsoka bevisa postulatet. Playfairs omskrivning har dédremot blivit
den vanligaste omformuleringen av parallellpostulatet och behandlas déarfor
vidare. De arbeten som exkluderats benamns i appendixet. Upptéackten av
icke-euklidisk geometri och postulatets slutskede presenteras i ndstkommande

del.

4.1 John Wallis axiom

Ett bra exempel pa hur svart det kan vara att undvika grundantaganden
ekvivalenta till postulatet &r den brittiska matematikern John Wallis (1616-
1703) bevisforsok. Burton [2. s.566] berattar hur Wallis under en foreldsning
pa Oxfords universitet ar 1663 presenterar sitt bevis for postulatet. For att
bevisa postulatet 14t Wallis foljande axiom gélla istéllet for postulatet:

"Till varje triangel existerar en likformig men icke kongruent triangel”.

Bevis: Lat [ vara en linje och P en punkt utanfoér linjen. Dra linjen PQ)
vinkelrat mot [, dar (Q 4r en punkt pa linjen /. Konstruera dérefter linjen [’
vinkelrat mot P( och saledes parallell med linjen [. Dra sedan linjen 1", skild
fran [ och I’; genom punkten P. Méalet dr nu att visa att I” skir [ och att det
saledes endast finns en parallell linje till /.

Valj nu en godtycklig punkt R pa linjen [” vilken ligger mellan linjerna [
och [". Konstruera sedan linjen RS vinkelrit mot PQ. I och med det
tilligda axiomet existerar da en triangel PQT likformig med triangeln PSR
sa att punkten 7" ar pa samma sida av P@) som punkten R. Utifran de
likformiga trianglarna far vi da att vinkeln TPQ) = RPS. Vidare da linjen
PS sammanfaller med linjen PQ maste linjerna PR och PT sammanfalla.
Men eftersom PR sammafaller med [” s& maste PT ocksa sammanfalla med
[, vilket innebér att punkten T ligger pa linjen [”.

24



Utifran likformigheten hos trianglarna far vi dven att vinklarna PQT =
PSR = en rat vinkel, vilket innebér att linjen T'Q) ar vinkelrdt mot linjen
P@Q. Men [ ar redan den vinkelrata linjen till PQ), alltsa ligger punkten T’
aven pa linjen [. Eftersom punkten T ligger pa bade linjen [ och [” ar det
saledes skiarningspunkten mellan [ och [”, alltsa skér linjerna varandra vilket
skulle visas.

Kommentarer: Som det inledande stycket redan avslgjat sa ligger
problemet i det axiom Wallis inférde, vilket dr ekvivalent med postulatet.
Dock ger det en oviantad omskrivning av postulatet vilken inte &r sérskilt
uppenbar.

Det visar ocksa pa hur kreativa matematikerna tvingats bli efter sa manga
ar av bevisforsok. Dels att de fortfarande hittade nya omskrivningar flera
arhundraden efter Elementas forsta utgava. Men ocksa att de hittar sa
kreativa och annorlunda omskrivningar sa som Wallis.

4.2 Girolamo Saccheris bevisforsok

De forsta riktiga framgangarna kring bevisen av parallellpostulatet kommer
med den italienska matematikern Giovanni Girolamo Saccheris (1667-1733)
bevisforsok. I verket med den sjalvsikra titeln Fuclides ab omni naevo
vindicatus, vilket enligt Burton [2. s.567| kan éversittas till Fuklides fri fran
varje flick presenteras Saccheris arbete kring postulatet. Aven om dess grund
inte dr ny, med den saccheriska fyrhérningen, sa dr de nya resonemangen och
satserna intressanta. Med dessa bevisar Saccheri grunderna for den
hyperboliska geometrin, &ven om han sjilv inte var fullt medveten om det.
Han bevisar sats efter sats for en geometri vilken skiljer sig fran den
euklidiska, trots att han scker efter en motségelse i den nya geometrin. I
slutdndan séger han sig hitta en motségelse, &ven om det ar pa svaga
grunder. Hans arbete ar saledes de forsta stegen mot att visa att postulatet
ar ett axiom och inte en sats. Han upptéacker nastan en av de hallbara
geometrierna dar postulatet inte géller.

Som sagt sa dr grunderna for hans bevis desamma som tidigare. Precis som
al-Khayyam och al-Tusi utgar de ifran en fyrhorning och de tre fallen dar de
ovre vinklarna &r spetsiga, trubbiga eller rata. Nar Saccheri undersoker fallen
utnyttjar han att vinkelsumman i en triangel &r sammankopplat till de olika
fallen. I fallet da vinklarna &r rata blir triangelns vinkelsumma detsamma
som tva rita vinklar. Ar de spetsiga blir vinkelsumman mindre, ar de
trubbiga blir vinkelsumman storre. Vidare ser vi att detta &ven ger
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omskrivningen av postulatet att vinkelsumman i en triangel ar lika med tva
rita vinklar. Relationen mellan fyrhorningens toppvinklar och triangelns
vinkelsumma bevisas av Saccheri sjilv och beviset presenteras nedan.

Bevis: Given en triangel ABC, lat punkterna D och E vara mittpunkterna
pa AC respektive BC'. Dra de vinkelrata linjerna AF', BG och CH fran
hérnen A, B och C' till linjen som gar genom punkterna D och E.
Trianglarna AF'D och CHD &r da kongruenta i och med kongruensfallet
sida-vinkel-sida.

Det innebér att sidan AF = CH = BG vilket ger den saccheriska
fyrhorningen ABGF med réta vinklar vid hornen F' och G. Utifran detta fas
foljande resonemang (diar Z betecknar vinkel):

LFAB = /FAD + /DAB =/HCD + ZDAB

/GBA=/GBE+ /EBA=/HCFE + /EBA.
Vidare fas:

LFAB+ /GBA=/ZDAB+ ZHCD + ZHCE + ZEBA

= /BAC + LACB + ZABC.

Saccheri ger langa och utforliga bevis for fallen med trubbig och spetsig
vinkel, samt varfor de i slutédndan inte haller (enligt honom). Darfor kommer
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de inte presenteras utforligt hér. Istéllet sammanfattas endast hans slutsatser
och problemen i resonemangen, i den man det gar.

I fallet med trubbiga toppvinklar sa motbevisas det med 13 propostioner
fran Saccheri. Grundiden enligt Burton [2. s.568-569] &r att Saccheri visar
att fallet med trubbiga toppvinklar implicerar parallellpostulatet, vilket
vidare implicerar att vinklarna ar réita. Pa sa sett far han fram en motségelse.
Idag kallas denna typ av geometri for sfirisk geometri vilken bryter mot fler
av Euklides postulat dn parallelpostulatet.

Med de spetsiga toppvinklarna blev det dock svarare for Saccheri att
komma fram till en konkret slutsats. Fallet med spetsiga vinklar kallas idag
for hyperbolisk geometri och skiljs endast av parallellpostulatet fran Euklides
postulat. Burton [2. s.568-569| beréttar hur Saccheri letade efter en
motséagelse for att motbevisa fallet, men istéllet bevisade Saccheri sats efter
sats for denna nya geometri. Dock accepterade inte Saccheri att en annan
geometri kunde existera, utan var last i sitt synsétt till den euklidiska
geometrin. I slutdndan lamnar Saccheri ett motbevis for fallet med de
spetsiga toppvinklarna dér, enligt Burton [2. s.568-569| Saccheri antar att
en punkt pa randen i ett plan kan ses som en punkt i planet. Ur detta far
Saccheri fram en motségelse till Euklides propositioner och vidare
motbevisar fallet. Saccheris antagande ér detsamma som att anta att en
stricka inte kan forldngas oédndligt, da det krédvs for att na en punkt vid
randen pa ett plan. Saledes bryter antagandet mot Euklides andra
postulat. Beviset dr darfor ohallbart och Saccheri antyder en del osédkerhet
kring beviset sjalv.

4.3 Playfairs axiom

Idag nér euklidisk geometri presenteras sa anvénds séillan parallellpostulatet
i dess grundform. Istéllet anvinds ofta Playfairs axiom vilket presenterades i
tidigare stycke. Omskrivningen har kopplats till den brittiska matematikern
John Playfair (1748-1819) och har siledes dopts efter honom. Har presente-
ras bevisen for axiomets ekvivalens med parallellpostulatet. Forst visas att
axiomet implicerar postulatet (utifran Butrons [2, s. 564] framstéllning).
Dérefter presenteras omvandningen.

Bevis: Lat linjerna [ och [’ skiras av en transversal ¢ i punkterna P och

() sa att de formar de inre vinklarna « och S pa en sida av transversalen.
Anta att vinkelsumman o + 5 < 180°.
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Lat v vara supplementvikeln till § pa motsatt sida av linjen t. Da géller
att v+ 6 = 180° > a + (. Detta implicerar da att vinkeln v > a. Genom
punkten P, konstruera linjen {” s& att den med linjen ¢ bildar en
alternatvinkel till linjen  som &r lika med vinkeln  (vilket tillats av Euklides
proposition 23 [4. s.26]°). Enligt Euklides proposition 27 [4. 5.30-31]% &r d&
linjerna [ och I” parallella. Eftersom vinkeln v > « far vi da att linjerna [’
och " &r distinkt olika linjer.

Ur Playfairs axiom far vi da att en linje kan dras genom punkten P
parallell till linjen [, alltsd maste linjerna [ och I’ métas i en punkt R. Om
punkten R &r pa sidan av linjen ¢ motsatt vinklarna « och 8 sa blir a en
yttre vinkel till triangeln PQR. Enligt Euklides proposition 16 [4. 5.20-21]7
skulle da vinkeln a > ~, vilket ger en motségelse. Alltsa skér linjerna [ och
I varandra pa sidan av linjen ¢ med vinklarna « och f3, vilket skulle visas.

Bevis: Lat [ vara en linje och P en punkt utanfor linjen. Vilj da en punkt
(@ pa linjen [ sa att linjen P(Q) kan dras vinkelrdt mot linjen [. Dra sedan
linjen I’ genom punkten P sa att linjen [” &r vinkelrdt mot linjen PQ. Da ar
linjerna [ och I’ parallella enligt Euklides proposition 27 [4. s.30-31]5.

5 Att konstruera en vinkel lika med en given vinkel vid en given punkt pa en given rit
linje.

50m en linje skir tva andra si att alternatvinklarna #r lika s& &r linjerna parallella.

"Om sidan av en triangel forlings sa kommer yttervinkeln vara storre én den inre och
den motstaende vinkeln.

80m en linje skiir tva andra si att alternatvinklarna dr lika sa #r linjerna parallella.
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Vilj en punkt R mellan linjerna [ och I’. Konstruera sedan linjen PR.
Eftersom punkten R ligger mellan linjerna [ och I’ s& kommer vinkeln QPR
alltid vara mindre &n en rat. Enligt parallellpostulatet kommer da linjerna
PR och [ att mdtas, alltsa ar de inte parallella.

Viéljer vi en punkt R’ sa att vinkeln QPR’ blir trubbig far vi da en

spetsig vinkel pa andra sidan av linjen PQ ifall linjen PR’ forlédngs i samma
riktning fran punkten P och saledes kan samma resonemang anviandas igen.
Alltsa finns endast en parallell linje till [ genom punkten P, vilket skulle visas.

Kommentarer: Anledningen till att Playfairs omskrivning senare blev sa
populédr menar Burton [2. s.564] berodde pa spridningen av hans verk
Elements of Geometry vilken utgavs i flera utgavor. Verket kom, likt
Elementa, att bli en central larobok i geometri. Dessutom ar
omformuleringen av postulatet ldttare att bade forsta och forklara &n
Euklides originalformulering.

Dock presenteras inte Playfairs axiom i dess nuvarande form i nagon av
utgévorna av Elements of Geometry. Istéllet presenterar Playfair [12, s.11|
postulatet pa foljande satt:

"Twva rata linjer vilka skdr varandra kan inte bada vara parallella med samma
linge.”

Aven om formuleringen skiftar nagot mellan utgavorna sa liknar de
ovanstaende citat mer dn dagens version av Playfairs axiom, berédttar
Ackerberg-Hastings [1. s.134]. Hon beréttar &ven att det var forst artionden
efter Playfair gav ut Elements of Geometry som dagens version av axiomet
framkom.
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Trots det har Playfair kopplats an till omskrivningen av postulatet. Aven
detta har framfor allt att géra med spridningen av hans bok och de

olika versioner, bade officiella och inofficiella, som spreds vérlden 6ver enligt
Ackerberg-Hastings [1. s.142-143|.

5 Framkomsten av icke-euklidisk geometri

Den fraga vilken huvudsakligen motiverat arbeten med postulatet genom
historien ar huruvida det &r en sats eller ett axiom. Svaret pa fragan kom
under 1800-talets boérjan med upptéackten av sa kallade icke-euklidisk
geometri, hallbara geometrier vilka inte anvénder parallellpostulatet.

Icke-euklidisk geometri upptéacktes ungefar samtidigt och oberoende av
varandra av Nikolai Lobachevski och Janos Bolyai. Aven den kinde Carl
Friedrich Gauss séger sig ha upptéackt, eller i alla fall anat existensen av,
icke-euklidisk geometri innan de bada. Dock publicerade han aldrig sina fynd,
till skillnad fran Lobachevski och Bolyai.

I detta avsnitt kommer jag presentera en del av Lobachevskis resonemang
kring av hyperbolisk geometri (av honom kallad imagindr geometri) samt
hur denna antyder att parallellpostulatet ar ett axiom for en av flera mojliga
geometrier. Jag har valt att utga fran Lobachevskis resonemang 6ver Bolyais
da hans ar enklare att folja, vilket jag hoppas underlattar lasandet. I grunden
bevisar dock de bada samma sak dven om det bendmns olika.

5.1 Lobachevskis resonemang

Lobachevski lamnar inget klart bevis for att parallellpostulatet &r ett axiom.
Istédllet anas detta i bevisen for de olika satserna for hyperbolisk geometri.
Dérfor tanker jag likt Burton [2. s.595-598| endast redogéra for hans nya
axiom for hyperbolisk geometri samt for en av hans geometris forsta satser,
vilken jag tycker pavisar hur geometrierna skiljer sig och hur synen pa
parallellpostulatet forskjuts fran sats till axiom.

Burton [2. 5.595-596] ndmner hur Lobachevski utgar ifran mojliga motsatser

till parallellpostulatet, att det finns inga parallella linjer eller flera parallella
linjer. Det forsta motbevisas snabbt, da det bryter mot att linjer kan
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forlingas i odindlighet?. For arbetet med det andra fallet antogs dock féljande
axiom:

Det finns tva parallella linjer till en given linje genom en given punkt
utanfor linjen.

Eftersom Lobachevski endast bytte parallellpostulatet och behdll de

andra postulaten och axiomen intakta sa innebar det att alla satser som
galler i absolut geometri kan appliceras pa hans hyperboliska. Utifran detta
kunde han hérleda foljande sats.

Sats: Lat P vara en punkt utanfor linjen [. Da finns tva distinkta linjer
l, och [, vilka inte skér linjen [ och som bildar lika spetsiga vinklar med
linjen P som é&r vinkelrdt mot linjen [.

Bevis: Dra en vinkelrét linje PQ till [. Dra sedan linjen I’ vinkelrdt mot
PQ genom punkten P. Da &r linjen I’ parallell med [ enligt Fuklides
proposition 27 [4. 5.30-31].10

Lat S vara en punkt pa linjen I’. Av de linjer som gar genom punkten P
pa samma sida som S kommer vissa att skira [, andra inte. Detta later oss
dela upp linjerna i tva olika grupper, S; och Sy. S; ar de linjer vilka skér
linjen [. Sy ar de linjer vilka inte skér [. Varje linje i .Sy foregar da varje

91 bl.a. sfarisk geometri giller att det inte finns nagra parallella réta linjer och dér ser
vi dven att linjers langd ar begréansad av att de ligger pa sfarens yta.
190m en linje skir tva andra sa att alternatvinklarna blir lika si r linjerna parallella.
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linje i S5 i den mening att de bildar en mindre vinkel med linjen PQ) i hornet
P.

Det existerar da en skiljelinje [, genom punkten P vilken delar linjerna
mellan de tva grupperna. Eftersom [, antingen méter [ eller ej sa ar den
antingen den sista linjen i Sy eller den forsta linjen i Ss.

Lat oss anta att [, ligger i S7. Da skér [, linjen [ i en punkt E. Vilj da
en punkt F' pa linjen [ sa att punkten E ligger mellan punktena () och F'.
Da ar linjen PF med i S;. Eftersom [, foregar linjen PF &r det da inte den
sista linjen i Sy, vilket ger en motségelse. Alltsa &r [, den forsta linjen i S
och kallas vidare for den hogra avgrinsande parallellen till linjen | genom
punkten P.

Med samma resonemang pa andra sidan av linjen P(@) far vi d&ven en linje
I, vilken blir den wvinstra avgrinsande parallellen. Alltsa finns det tva linjer
genom P vilka inte skir [. Dessutom kommer alla linjer genom P vilka gar
genom vinkeln som bildas av linjerna [, eller [, i hornet P att skédra linjen .

De avgransande parallella linjerna ligger symmetriskt pa vardera sida av
linjen PQ sa att vinklarna « och § de bildar med linjen PQ) &r lika. Detta
visas genom att anta det motsatta, sig att a > (. Da existerar en linje [.
mellan linjerna PQ och [, vilken skér linjen [ i en punkt R sa att vinkeln
RPQ = (. Lat R’ vara en punkt pa linjen [ pa motsatt sida av linjen PQ sa
att R'QQ = RQ. D& ar trianglarna R'P(Q och RP(Q kongruenta vilket ger att
vinkeln QPR = QPR. Vidare ger detta att vinkeln QPR' = 3. Fran det fas
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att linjen PR’ sammanfaller med linjen [,. Dock ger detta en motsagelse da
Iy inte skér [. Alltsa ar fallet o > [ falskt. Med samma resonemang fas att
omvéandningen ar falsk. Alltsa géller endast fallet att a = .

Vi vet att @ = < 90° da de avgransas av linjen I’. Om o = [ = 90°
sa skulle linjerna [, och [, vara samma réata linje da de bada skulle
sammanfalla med linjen I’ vinkelrdt mot linjen PQ i punkten P. Alla andra
linjer genom P skulle da fa en vinkel vid punkten P mindre &n a och § och
skulle saledes korsa linjen [. Da skulle [’ vara den enda parallella linjen till [,
vilket bryter mot tidigare antagna axiom. Saledes maste v och [ vara spetiga
vinklar, vilket avslutar beviset.

Kommentarer: Beviset av satsen ar intressant och nagot humoristiskt sett
till de tidigare arbeten som presenterats. Istéllet for se parallellpostulatet
vara malet for beviset ser vi nu hur det anvénds for att bilda en motsagelse i
beviset for en sats. Slutdelen i beviset tycker jag visar tydligt hur bilden av
postulatet skiftar till att ses som ett axiom i och med att de visas motséiga
det nya antagna axiomet, nagot som Burton [2. s.597-598| troligtvis dven
insag nar han skrev sin bok.

Det &r vért att notera att fran beviset ser vi dven att det i hyperbolisk

geometri finns ett odndligt antal parallella linjer vilka gar genom en punkt
utanfor linjen. Alltsa bér Lobachevskis axiom tolkas som minst tva linjer. Vi
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ser da att det inte finns olika geometrier for tre, fyra eller fem parallella linjer
utan att den hyperboliska alltid kommer ha odndligt antal parallella linjer.

5.2 Bevisforsokens slut

Med upptéackten av hyperbolisk geometri synliggjordes omgjligheten att
bevisa parallellpostulatet utifran de andra fyra postulaten. Som Burton [2.
s.602] uttrycker det, ifall parallellpostulatet gick att bevisa med de andra
fyra postulaten sa skulle det dven ga att bevisa for hyperbolisk geometri, da
det inkluderar samma postulat. Det skulle da leda till motsédgelser hos den
hyperboliska geometrin, vilken annars ar hallbar och konsekvent. Eftersom
den hyperboliska geometrin ar hallbar sa maste saledes parallellpostulatet
antas vara ett femte postulat och inte en sats ur de andra fyra postulaten.

Dock &r det vért att notera att &n idag sa har, berdttar Burton [2. 602,
inte euklidisk geometri bevisats vara hallbar och konsekvent. Det ar
fortfarande mojligt att det &r en ohallbar geometri, &ven om den &n sa lange
tycks gélla. Dock papekar han ocksa att om vi antar att euklidisk geometri
ar korrekt och hallbar sa foljer att den hyperboliska geometrin &r korrekt och
hallbar ocksa. Detta kommer jag dock inte hantera vidare hér utan hénvisar
intresserade lasare till Burtons bok.

6 Parallellpostulatet fram till idag

Trots att fragan om parallellpostulatet i princip var 16st sa fortsatte
geometri vara ett stort forskningsomrade dér flera viktiga insikter kom under
de kommande aren efter upptéckten av hyperbolisk geometri. Vissa av dessa
relaterar till parallellpostulatet. Katz [10. s.703-705] och Burton [2. .598-601]
namner bland annat hur Bernhard Riemann relaterar de olika geometrierna
(sfarisk, euklidisk och hyperbolisk) till varandra genom att prata om hur
linjerna inom de olika geometriena ar kurvor med en viss krokning. I
euklidisk geometri ar en rat linje en linje utan krékning vilken gar 6ver ett
plan. I t.ex. sfarisk geometri kroks istéllet linjer sa att de bildar en cirkel
vilken técker ytan pa en sfar. Riemann relaterar detta sedan till det
tredimensionella rummet (vilken antas vara rummet vi existerar i) och
belyser da svarigheterna att bestimma geometrin for vart eget rum. Eftersom
vi inte kan méta krokningen pa allt for stora eller sma linjer i vart universum
sa kan vi aldrig sékerstéilla den exakt. Det innebéar att vart universum da,
enligt Riemman, skulle kunna vara sfariskt eller hyperboliskt med en svag
krokning. Vidare om kronkingen pa linjer i universum visar sig vara sadan
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att det ar sfariskt sa innebér det vidare att universum maste vara av
andlig storlek, eftersom rummet i tredimensionell sfirisk geometri ar andligt.
Katz [10. s.705] podngterar dock att Riemann inte gar allt for langt in i
resonemanget utan siager att detta dr en fraga for fysiker mer &n for
matematiker.

Svaret pa fragan om vart universums krokning kom senare under borjan
pa 1900-talet med Albert Einsteins teori om generell relativitet. Det han
visade var, enligt Planck [11], att objekt med stor massa kroker rummet och
pa sa satt dndrar vad som ar det kortaste avstandet mellan tva punkter. I
fall utan gravitationell paverkan (utan objekt med stor massa) &ér en rét linje
mellan tva punkter just en rat linje, likt i euklidisk geometri. Nar rummet
istallet kroks av ett objekt med stor massa sa kroks det kortaste avstandet
mellan tva punkter sa att det istéllet liknar antingen den hyperboliska eller
den sfiriska geometrin. Euklidisk geometri som en modell for verkligheten &r
saledes inte komplett utan maste kompletteras med andra geometrier. Vidare
innebar det att parallellpostulatet inte géller generellt i var verklighet utan
bara i vissa delar av den.
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8 Appendix

8.1 Matematiker vars arbeten utelamnats
Antika Grekland

Archimedes
Posidonius

Medeltida MellanGstern
al-Jawhari

Ibn Qurra

al-Nayrizi

Ibn Sina

al-Salar

al-Abahri

al-Maghribi

Det tidiga Europa
Vitello

Levi ben Gerson
Alfonso

Europa, 1600-talet och vidare
Frederik Bartolacic Grisogono
Christopher Clavius

Pietro Antonio Cataldi

Giovanni Alfonso Borelli

Vitale Giordano

Adrien Marie Legrende

Johann Heinrich Lambert

Carl Friedrich Gauss

Farkas Bolyai
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8.2 Hilberts axiom for euklidisk geometri

Axiomen presenteras hir utfran Greenbergs [6. s.469-471| framstéllning av
axiomen.

Incidensaxiomen
Axiom I-1: Till varje punkt P och till varje punkt @) skild fran P finns en
unik linje [ infallande mellan P och Q).

Axiom I[-2: Till varje linje [ existerar minst tva punkter vilka infaller med
[.

Axiom I-3: Det existerar tre distinkta punkter med egenskapen att ingen
linje infaller med alla tre punkter.

Emellan-axiomen
(Oversitt fran engelskans "betweenness").

Axiom B-1: Om punkten B ligger mellan punkterna A och C' (hérifran
betecknat AxBxC'), da ligger punkterna A, B och C' pa en linje samt C'x Bx A.

Axiom B-2: Given tva distinkta punkter B och D, existerar det punkter
A, C och E palinjen BD sa att Ax Bx D, BxC D samt Bx D x E.

Axiom B-3: Om A, B och C é&r tre distinkta punkter pa samma linje, da
ar en och endast en belagen mellan dem.

Axiom B-4: For varje linje [ och far nagra tre punkter A, B och C vilka
inte ligger pa [ géaller:

(i) Om A och B &r pa samma sida av [ och B och C dr pa samma sida av [
sa ar A och C' pa samma sida av .

(ii) Om A och B dr pa motsatt sida av [ och B och C' &r pa motsatt sida av
[ sa &r A och C' pa samma sida av .

Kongruensaxiomen

Axiom C-1: Om A och B ar distinkta punkter och om A" 4r en godtyckligt
punkt, da for varje strale r fran A’ finns en unik punkt B’ pa r sa att B’ A’
och AB ér kongruent med A’B’ (hdrmed betecknad AB = A’'B’).

Axiom C-2: Om AB = CD och AB = EF sa giller att CD = EF. Dessutom
ar alla striackor kongruenta med sig sjilva.
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Axiom C-3: Om A« BxC,A'« B« C',AB = A'B’ samt BC = B'C’ sa
gélller att AC = A'C".

Axiom C-4: Given en vinkel BAC och en strale A’B’ fran punkten A’ s&
finne en unik strale fran A’C” pa en given sida av linjen A’B’ si att vinkeln
B'AC"= BAC.

Axiom C-5: Om vinkeln A = B och vinkeln A = ' sa giller att vinkeln
B = C. Dessutom ér alla vinklar kongruenta med sig sjilva.

Axiom C-6 (SVS): Om tva sidor och den mellanliggande vinkeln i en
triangel ar kongruenta med respektive tva sidor och mellanliggande vinkel i
en annan triangel sa ar trianglarna kongruenta.

Parallellaxiomet
Axiom P-1: For varje linje [ och varje punkt P vilken inte ligger pa [ finns
det som mest en linje m genom P som ar parallell med [.

Kontinuitetsaxiom

Dedekinds axiom: Anta att méngden [ av alla punkter pa en linje [ ar en
disjunkt union ¥; U X9 av tva icketomma delméngder sa att ingen punkt i
nagon delméangd &r mellan tva punkter i den andra. Da existerar det en unik
punkt O pa [ sa att en av delméngderna ar en strale av [ fran punkten O och
dér den andra delméngden dr komplementet till .

Archimedes axiom: Om C'D &r en stricka, A en punkt och r en strale fran
A sa giller for varje punkt B # A pa r att det finns ett tal n sa att om C'D
laggs till n antal ganger pa r med start fran punkten A, fram till en punkt F
sadrnxCD = AB och antingen B = FE eller sa &r B beldgen mellan A och E.

Aristoteles axiom: Given en sida av en spetsig vinkel och en stracka AB,
existerar det en punkt Y pa den givna sidan av vinkeln sa att om X &r
foten av den vinkelrdta linjen fran Y till den andra sidan sa av vinkeln sa ar

XY > AB.

Greenberg [6. 5.99] papekar att Dedekinds axiom implicerar de andra tva
axiomen. Alltsa récker Dedekinds axiom.

40



8.3 Rosenfelds oversattning av Aristoteles principer

(I) Magnitudes are infinitely divisible, that is, they do not consist of
indivisibles;

(IT) A straight line can be produced to infinity;

(IIT) Any two intersecting straight lines open and diverge to the extent to
which they move away from the vertex of the angle of intersection;

(IV) Two converging lines intersect and it is impossible for the converging
straight lines to diverge in the direction of convergence;

(V) Of two unequal bounded magnitudes the smaller can be taken with such
multiplicity that it exceeds the larger.

(Hémtade fran Rosenfeld [13. s.38]).
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