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Sammanfattning

Den hér texten behandlar Gauss sats om kvadratisk reciprocitet och
presenterar tva bevis av satsen. Det forsta beviset bygger pa kongruensek-
vationer och modulordkning. Det andra beviset anvander den komplexa
exponentialfunktionen.



Tack till

Jag vill tacka min handledare Torbjorn Tambour fér hans stora talamod och
kunnande som jag blivit hjalpt av; utan honom denna text hade sett valdigt
annorlunda ut. Jag vill ocksa ge ett stort tack till min granskare Hakan Granath
for hans valdigt karnfulla kritik, samt till andra som korrekturlést vissa stycken
av texten under skrivandeprocessen.
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1 Inledning

Denna uppsats handlar i huvudsak om den moduléra aritmetikens kvadratiska
reciprocitetssats, nidrmare bestdmt dess formulering och tva bevis, samt de
satser pa vilka den vilar. Innehallet 4r indelat i avsnitt med varsitt 6vergripande
dmne; efter inledningen ligger ett avsnitt om fér sammanhanget grundlédggande
talteori, foljt av ett avsnitt om sjalva reciprocitetssatsen och sedan ett avsnitt
med det forsta beviset. Efter det kommer en forberedelse for det andra beviset,
som anvander den komplexa exponentialfunktionen. Texten avslutas med det
andra beviset av reciprocitetssatsen, nagra exempel pa hur den anvénds, samt
nagra personliga reflektioner. Vissa delar av innehallet f6ljs av exempel pa hur
berdkningar gors med hjilp av den nyss genomgangna teorin; dessa ar tydligt
markta med rubriken exempel.

2 Talteoretisk grund

Detta avsnitt inleds med nagra grundldggande fenomen och forklaringar, for
att sedan Gverga till mer specifika satser och bevis. Hela uppsatsen vilar pa
modulordkning, och anvinder darfor enbart heltal for berakningar.

2.1 Heltalsaritmetik

I allménhet utfors alla berdkningar har inom ramarna fér méngden Z, som
bestar av heltalen 0, 1, 2,..., p — 1, som ar alla rester vid division av nagot
heltal med p, dér p ar ett udda primtal. Varje element i Z, kan betraktas som
distinkta restklasser som da ar pa formen a + ¢p, dar ¢ ar nagot heltal och
a &r ett heltal mindre &n p. Alla tal storre &n p kan reduceras till nagot av
elementen i Z,, och alla positiva tal mindre an p ar redan element i méngden.
Om tva tal limnar samma rest vid division med p &r de alltsa identiska i Z,.
Lat A=a+¢gp och B=0b+rp. Att A = B mod p innebér alltsa att a = b
mod p, eftersom alla produkter déar p &r en faktor ar noll i Z,. Vidare ar varje
element i Z, inverterbart utom 0, och just talet 0 kommer ofta vara oviktigt for
sammanhanget och déarfor uteldmnas, vilket vi kommer dra nytta av i senare
resonemang och berdkningar.

2.2 Kvadratisk rest

Lat p vara ett udda primtal som inte delar a. Da ar a en kvadratisk rest modulo
p om 22 = a mod p for ndgot x. I fortsittningen behandlas bara kvadratiska
rester mod p om inget annat anges, och nir ett tal sigs vara en rest eller en
icke-rest menas generellt att talet ar en kvadratisk rest eller en kvadratisk icke-

rest.



2.3 Exempel pa kvadratiska rester och kvadratiska icke-
rester

Exempel 1. Vi undersoker vilka rester som finns modulo 19. Det vi beh&ver
undersoka ar alltsa vilka av alla mdjliga rester modulo 19 som &r resultatet av
att en kvadratisk term 22 har reducerats mod 19, det vill séiga alla a sddana att
22 = a mod 19. Alla intressanta rester mod 19 #r 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18. De fullstdndiga berdkningarna utelamnas, men
det ar alltsa var och en av dessa arton mojliga rester som kvadreras och sedan
reduceras mod 19:

12 =1, 22 = 4, 32 = 9,
42 = 16, 52 = 6, 62 = 17,
o= 11, &8 = 7, 92 = 5
102 = 5, 1127 = 7, 122 = 11,
132 = 17, 142 = 6, 152 = 16,
162 = 9, 172 = 4, 182 = 1.

De kvadratiska resterna mod 19 &r alltsa 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, och de
kvadratiska icke-resterna ar 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18. Detta &ar for att ett
godtyckligt kvadratiskt tal som &r storre &n och inte delbart med 19, reduceras
till nagot av dessa tal i kvadrat.

2.4 Antalet kvadratiska rester och icke-rester

Det har avsnittet handlar om antalet rester vi har i nagon godtycklig prim-
talsmodul, vilket vi behdver veta senare for att bevisa flera satser. Vi definierar
avbildningen f : Z, — Z, genom f(z) = 22. Bilden av f ér di mingden av
alla kvadratiska rester modulo p, och hér bortser vi fran talet 0. Da géller att
om a &r en kvadratisk rest, finns det precis tva olika element x i Z, sadana att
f(z) = a. Om den ena av dessa ar b, ar den andra —b, och de &r olika, for
annars vore 2b = 0 mod p, det vill sdga att b = 0, eftersom p dr udda. Dessu-
tom, undantaget 0 &r varje element i Z, inverterbart, eftersom varje element i
Z, och p dr relativt prima. Alltsd kan 2 = a inte ha fler in tva losningar per
kvadratisk rest a. Alltsa ar antalet element i bilden av f hélften s& manga som
elementen i Z,; de ar alltsa %(p — 1) stycken. Eftersom ett givet element i Z,,
maste vara antingen en kvadratisk rest eller icke-rest ar resterande % stycken
element icke-rester. Alltsa &r antalet rester och icke-rester lika stort.

2.5 Produkter av rester och icke-rester

Vi ska visa att produkten av tva rester ar en rest, att produkten av en icke-
rest och en rest ar en icke-rest, och att produkten av tva icke-rester ar en rest.
Modulen &r inte viktig att precisera utover att den ar ett udda primtal p, sa
den skrivs inte ut i berdkningarna nedan.

Vi borjar med produkten av tva rester: Om a och b ar tva rester kan vi skriva
att @ = 22, b = 2. DA #r produkten av a och b: ab = 2%y?, som kan skrivas



(xy)?. Eftersom ab ir kongruent med en kvadratisk term #r ab en kvadratisk
rest.

Produkten av en rest och en icke-rest: Lat a vara en rest, dir a = z2 och 1at
b vara en icke-rest. Antag da att ab r en kvadratisk rest, sa att ab = ¢ mod p
for nagot nagot ¢ i Z,. D4 har vi ¢* = ab = 2?b mod p. Eftersom p inte delar
a = 22 mod p, ir inte p en delare till z. Alltsa har x en invers, som vi kallar
271, sddan att 2712 = 1 mod p. Nu multiplicerar vi ¢ med (z~1)2, och vi far
(x71)2c% = (z71)2%ab = (27 '2)%h = b mod p. D& ar b = (27 !c)? en kvadratisk
rest, vilket ar en motsigelse. Alltsa ar produkten av en rest och en icke-rest en
icke-rest.

Produkten av tva icke-rester: Eftersom antalet rester &r samma som antalet
icke-rester, kan vi skriva resterna som Rj, Ra, ..., R, och icke-resterna som
Ni, No, ..., Ny, dér ¢ = %(p —1). Produkten av en godtycklig icke-rest N och
varje R; ar d& NRy, NRy, ..., NR,, som utgor g stycken icke-rester. Da é&r
produkten av en godtycklig icke-rest och varje icke-rest NNy, NNo, ..., NNg,
det vill sdga g stycken rester. Inga av dessa NR; och NN; ar lika, eftersom
antalet rester och icke-rester da vore mindre &n p — 1, vilket gar emot en av de
mest fundamentala egenskaperna hos modulorikning som denna text vilar pa.
Eftersom antalet rester och antalet icke-rester &r lika manga, och tillsammans
ar de p — 1 = 2q stycken, ar dessa NN; darfor en omordning av resterna i Z,,,
dér varje element endast kan vara en rest eller en icke-rest.

Vi gar genast igenom nagra exempel pa berdkningar med kvadratiska rester
och icke-rester.

2.6 Exempel
Vi tar 97 som modul i alla tre fallen.

Exempel 2. Tva kvadratiska rester mod 97 &r 66 och 70, eftersom 392 samt
582 = 66 och 192 samt 782 = 70 mod 97. D& tar vi produkten av dessa rester,
och reducerar den mod 97: 66-70 = 4620 = 61. Vi ska nu hitta kvadratrotter till
66 och 70 modulo 97, och visa att produkterna av dessa i sin tur ar kvadratrotter
till 61 modulo 97.

Vi ska alltsd 16sa kongruensekvationerna z? = 66 samt y?> = 70 mod 97.
Vi har ingen allmén metod for att bestdmma kvadratrotter i fall som detta,
sa genom att vi provade oss fram fann vi att x; = 39, o = 58, y1 = 19,
och y, = 78, som alla ar kvadratiska icke-rester mod 97. Nu gar vi igenom de
olika produkterna z;y;, dér forst ut ar x1y; = 741 = 62, som &r en kvadratisk
rest och en kvadratrot till 61 mod 97, eftersom 62 - 62 = 61 mod 97. Den
andra berdkningen géller x1ys, dar x1ys = 3042 = 35 mod 97, som ocksa ar en
kvadratisk rest och en kvadratrot till 61 mod 97, eftersom 35 - 35 = 61 mod 97.
De andra produkterna zoy; samt zoys ar 35 respektive 62 mod 97, som vi redan
visat dr kvadratrétter till 61. Varje produkt z;y; ar alltsa 435, som vi ocksa
kan uttrycka som 35 och 62, for att halla oss inom méngden Zgz.

Exempel 3 (Produkten av tva icke-rester). Nu ska vi underséka kongruens-
ekvationen 22 = 65 mod 97. Genom att aterigen underscka alla rester mod 97,



det vill sdga talen 1, 2, ..., 96, fann vi att kvadratrotterna till 65 mod 97 ar
29 och 68. Nar vi forsdker hitta 16sningar till kongruensekvationerna 22 = 29
och y? = 68 mod 97 visar det sig att de saknas, sd 29 och 68 #r kvadratiska
icke-rester mod 97.

Exempel 4 (Produkten av en rest och en icke-rest). En kvadratisk rest mod
97 ar 3, och en kvadratisk icke-rest &r 38. Da dr berdkningen 3-38 = 114 = 17,
som ar en kvadratisk icke-rest. I det héar fallet har vi dock &nnu inget enkelt
sitt att visa att 17 ar en icke-rest, utan skulle behova berdkna alla rester mod
97 och undersoka vilka tal i Zg7 som inte dyker upp, vilket vi gjorde tidigare for
en mindre modul.

Tidigare berdknade vi kvadraterna av alla tal i Z19 for att bestimma vilka
tal som var kvadratiska rester och icke-rester. Senare avgdr vi om ett givet tal
ar en kvadratisk rest mod p med hjalp av exempelvis Eulers kriterium, vilket
behandlas senare i texten.

2.7 Fermats lilla sats

Fermats lilla sats formulerades sa tidigt som 1600-talets senare hélft, men fick
vanta pa sitt bevis i ett antal decennier, da Leibniz publicerade sitt bevis for
satsen pa 1700-talet. Beviset som anvédnds hér formulerades forst av James
Ivory, och publicerades senare dven av Dirichlet (Wikipedia, FLT). Fermats
lilla sats visade sig vara véldigt viktig i framstéllandet av en metod for att
skicka kodade meddelanden (Rosenthal, Rosenthal, & Rosenthal, 2014).

Sats 1 (Fermats lilla sats). Ldt a vara ett heltal som inte ar delbart med p, och
p dr ett udda primtal. Da gdiller att

a® '=1 mod p.

Bevis. Antag att a inte dr delbart med p. Vi har att de nollskilda elementen

iZ, ar {1, 2, ..., p—1} och att dessa tal ar olika modulo p. Vi betraktar
talen 1-a, 2-a, ..., (p — 1) -a och reducerar dem modulo p. De utgor en
omordning av talen 1, 2, ..., p—1, eftersom de alla ar olika. For antag att tva

av dessa ar lika, det vill sdga att i-a = j-a mod p, vilket &r ekvivalent med att
i-a—j-a=0mod p. Da skulle gilla att p | i-a—j-a = (i —j) - a, och enligt
forutsattningen att a och p &r relativt prima, innebér detta att p | ¢ — 7, vilket
kriver att ¢ = j, som ar en motséigelse, eftersom de valdes for att vara olika.
Vi multiplicerar talen i den nyss namnda omordnade talméngden med varandra
och far att produkten av dessa tal &r kongruent med produkten a-2a-- - (p—1)a.
Detta skriver vi som a-2a---(p—1)-a=1-2-3---(p—1) mod p. Vi samlar
ihop faktorerna och far kongruensekvationen a?~'(p — 1)! = (p — 1)! mod p.
Eftersom p &r ett primtal &r alla element i Z,, inverterbara utom 0, och (p — 1)!
ar en produkt vars alla faktorer dr relativt prima med p, sa (p — 1)! reduceras
till nagot av elementen i Z,. Vi multiplicerar bade hoger- och vénsterled med
inversen till (p — 1)!, vilket ger att a?~1 =1 mod p. O



2.8 Legendresymbolen

For att avgora huruvida nagot tal a &r en kvadratisk rest modulo p eller inte
har vi tidigare helt enkelt berédknat de kvadratiska resterna eller hanvisat till
att vi vet nagra rester och icke-rester. Nu introducerar vi en ny metod for att
avgora huruvida ett givet tal ar en kvadratisk rest eller icke-rest.

Definition 1. Lat p vara ett udda primtal och lat a vara ett heltal som inte ar
delbart med p. Da definieras Legendresymbolen for a modulo p som

(g) _ 1, om a ar en kvadratisk rest mod p,
p/ | —1, om a é&r en kvadratisk icke-rest mod p.

Foljande sats kommer vara fundamental i fortséttningen:

Sats 2 (Eulers kriterium). Ldt p vara ett udda primtal och a vara ett heltal
koprimt med p. Da gdller att

(g) =¢"T mod D.
p
Denna lampar sig dock mest f6r berdkningar med nagot mindre primtal &n
vad som ofta kan vara intressant. I denna text uteldmnas generellt fallet da
a = 0, men Legendresymbolen brukar da sigas vara lika med noll, och sérskilt
1 o .
ar az®=1) noll da a &r noll, eftersom p — 1 # 0.

Bevis. Vi vet sedan tidigare att det finns lika manga rester och icke-rester i Zp,
eftersom vi bortser fran nollan, samt att dessa tillsammans &r p — 1 stycken.
Eftersom p ar ett primtal ger Fermats lilla sats att

a® '=1 mod p,

som kan skrivas som

p—1

(aT — 1) (az%l + 1) =0 mod p.

Har ar det viktigt att p 4r udda, sa att %(p — 1) &r ett heltal.

Om a #r en kvadratisk rest mod p, det vill siga om a = x? mod p &r
az®=) = (z2)2(~1) = 223~ = zr—1 = 1 mod p enligt Fermats lilla sats,
vilket gor att den forsta faktorn &r noll, varfor hela uttrycket &r lika med noll.
Vi anméarker nu att det bara finns %(p — 1) olika tal som gor den forsta faktorn
till noll, och dessa tal dr da alla kvadratiska rester till a. De andra %(p -1)
talen ar da alla icke-rester till a som gor den andra faktorn till noll, eftersom
det finns %(p — 1) rester respektive icke-rester och ett givet element i Z, kan
inte vara bade en rest och en icke-rest. Vidare har en kvadratisk kongruens tva
lsningar nir modulen &r ett primtal. Alltsa &r a2®~1) = —1 mod p i det fallet
a ar en kvadratisk icke-rest. Detta visar Eulers kriterium. O
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Rékneregler for Legendresymbolen &r

a=b modp = (%) = (é> (1)

och

() -()G) ®

Rékneregel (1) ges av att om a och b dr kongruenta med varandra mod p, maste
den ena vara en kvadratisk rest mod p om den andra ar det. Det vill sdga att
om a = b mod p innebér detta att @ = b+ n - p, ddr n &r nagot heltal. Om p
delar a, delar p &ven a —n - p och darmed delas &ven b av p. Daremot, om p inte
delar a, och a dr en kvadratisk rest mod p, giller att 22 = a = b mod p, varfor
ocksa b dr en kvadratisk rest. Med samma sorts resonemang kan det visas att
om a inte ar en kvadratisk rest mod p kan inte heller b vara det. Det centrala
hér ar egentligen att vi i (9) kan reducera a mod p sa att a < p, och om a # b
men a = b ar Legendresymbolernas vérde fér a och b samma.

Rakneregel (2) foljer av riknereglerna for potenser som later oss skriva pro-
dukten av tva Legendresymboler som Legendresymbolen av produkten:

(E) (é) =ad"7T b7 = (ab)p%1 = (a—b) mod p.
b/ \p p

Denna omskrivning gar att gora at bada hallen, och later oss darmed reducera
ett storre tal till dess primtalsfaktorer, vilket underlattar berdkning med Leg-
endresymbolen. Jamfor dven med avsnitt 2.4 om produkter av rester och icke-
rester, eftersom vi med Legendresymbolen véldigt enkelt kan berdkna sadana
produkter.

2.9 Fallet a = —1

Nagot som ofta ges sdrskild uppmérksamhet &r Legendresymbolen med —1
och p. Eulers kriterium (%) = 2P med a = —1 ger direkt att (_71) =
(—1)z (=1,

2.10 Exempel

Nu gar vi igenom nagra exempel pa berdkningar med hjilp av Legendresym-
bolen. Vi tar &ven upp de tre exemplen fran avsnittet om produkter av rester
och icke-rester.

Exempel 5. Nu undersoker vi om 5 dr en kvadratisk rest mod 11 med hjilp
av Legendresymbolen och Eulers kriterium, vilket avsléjar om 22 = 5 mod 11
har en 16sning eller inte. Tack vare Legendresymbolen och Eulers kriterium &r
berdkningen mycket mer kortfattad &n tidigare:

5
(ﬁ);5?:55:52~52-5z3~3-5:45;1 mod 11.

11



Alltsa ar 5 en kvadratisk rest mod 11.

Exempel 6. Vi tar ett exempel pa hur rikneregel (1) kan anvindas. Lat
a =237, b= 43 och p = 67. Da har vi enligt rikneregel (1) att

237 43

237=43 mod 67 — (=) =(52) mod 6T,
vilket uppenbarligen stdmmer. Med p = 67 ar alla mojliga rester = {1, 2,
..., 66}. Legendresymbolen vars viirde vi behover berdkna ar alltsa (%) for
bade a och b. D4 ska vi nu bestdmma vad 4333 mod 97 &r kongruent med.
Vi anvénder Eulers kriterium och vissa rdkneregler for potenser for att avgora
detta. 433 = (43511 = (—22)1' = (—-22)%(—22)8(—22) = 15(15)%(—22) =
15%(—22) = 64(—22) = (—3)(—22) = 66 = —1 mod 67. Alltsd &r bade a och b
icke-rester mod 67.

Exempel 7. Nu gar vi igenom hur rdkneregel (2) ser ut med ett konkret ex-
empel. Lat nu a = 47, b =7 och p = 113. Da anvénder vi rdkneregel (2) for att

skriva 477 47 .
() = () (1)

Detta kontrollerar vi med Eulers kriterium och riéknereglerna fér potenser:

(%) (%) — T )t = (%37)

Med formeln for Eulers kriterium &r berdkningen: 47%% = (47%)2 = 6228 =
(622)14 = 21 = (27)2 = 152 = 225 = —1 mod 113. PA samma siitt beriknar
vi den viirdet av den andra faktorn: 7°6 = 754 .72 = (73)18 .72 = 418. 72 =
(M1 42. 72 =301 .42 .72 = (30%)2 42 .72 = (—4)? - 42. 7P =16-42 . 72 =
4. 72 =30-72=3-10-49=3-(10-49) = 3-38 = 114 = 1 mod 113, och
produkten av dessa modulo 113 dr —1-1 = —1. Resultatet ar att produkten av
en rest och en icke-rest ar en icke-rest, som bevisats tidigare.

Nu anvénder vi helt enkelt Eulers kriterium for att undersdka talen fran
avsnittet om restprodukter. Vi borjar med produkten av tva rester.

Exempel 8. Uttryckt med Legendresymbolen skrivs det forsta exemplet

61 97—1
(97) =0
Enligt Eulers kriterium behéver vi alltsé berikna 61*® mod 97. Det kan goras
enligt foljande. 61%% = 6124 . 6124, och vi undersoker bara en av dessa fak-
torer, eftersom de &ar identiska. Uppmérksamma hur likhetstecken och kongru-
enstecken anviinds. 6124 = (612)12 = (35)12 = (5:7)!2 = 512.712 = (59)2.(70)2 =
82.(—12)2 =64-144 = 26.32.24 = 210.32 = (512).2.32 =27.2.32 =3*.3.2 =
81-3-2=(-16)-3-2= —96 = 1 mod 97. Alltsa dr 61%* = 1 mod 97, varfor
61 =1-.1=1 mod 97.

Vi fortsdtter med produkten av en rest och en icke-rest.

12



Exempel 9. Nu undersoker vi 3-38 = 114 = 17 mod 97 med Legendresymbolen
och Eulers kriterium:

(g) =178 mod 97.

P& samma sitt som tidigare forsoker vi géra 174® mer hanterligt genom kongru-
ensrikning. 1748 = (17%)%4 = (-2)%* = 412 = (45)2 = 40962 = 222 = 484 = —1
mod 97. Darmed &r produkten av 3 och 38, det vill sdga produkten av en rest
och en icke-rest, en icke-rest.

Vi avslutar dessa exempel med att berdkna den produkt av tva icke-rester
som vi motte tidigare.

Exempel 10. Vi inleder exemplet med att skriva Legendresymbolen och Eu-
lers kriterium fér 65 mod 97, for att sedan berdkna det med hjalp av en av
riaknereglerna fér Legendresymbolen. Alltsa skriver vi foljande.

65 5-13 5N\ /13N  _us ..as
(57) = (o) = (a7) (57) =5 13
Vi borjar nu med att berikna 5% mod 97. 5% = (53)16 = 12516 = 2816 =
(28%2)% = 88 = (8%)2 = 4096% = 222 = 484 = —1. Alltsd 4r 5% = —1 mod
97. Nu tar vi oss an 13%® pa samma sitt. 1348 = (132)16 = 169'6 = 7224 =
(722)12 = 51842 = 43'2 = (43%)% = 18495 = 6% = (6%)2 = 2162 = 222 = —1
mod 97. Nu ska vi alltsd underska viirdet av Legendresymbolen for (—1)2 som
uppenbarligen ar 1. Alltsa dr produkten av de ursprungliga icke-resterna 84 och
92 en rest, vilket vi ville ge ett exempel pa hér.

3 Gauss lemma och minsta rest

Tidigare i texten nar vi avgjorde om vissa tal var kvadratiska rester eller icke-
rester gjordes detta rest for rest, sedan introducerades Legendresymbolen for att
forenkla det arbetet. Nu ska vi ga igenom Gauss lemma, som ar &nnu ett sétt att
avgora om ett tal ar en kvadratisk rest eller inte. Precis som Legendresymbolen
bygger lemmat pa Eulers kriterium. Lemmat behdvs lingre fram for att bevisa
den kvadratiska reciprocitetssatsen.

3.1 Minsta rest

For att formulera Gauss lemma behover vi begreppen minsta positiv rest och
absolut minsta rest modulo p, dar p ar ett udda primtal. For ett godtyck-
ligt heltal n som inte delas av p finns det enligt divisionsalgoritmen entydigt
bestdmda tal ¢ och r sadana att n = gp +r och 0 < r < p — 1. Talet r kallas
den minsta positiva resten.

Definition 2. Vi definierar talet  genom x =rom 1 <r < 1’2;1 ochz=r—p

om pTH <r < p—1. Da giller att |z| < § och n = 2 mod p. Talet x &r det

tal med minst absolutbelopp som ar kongruent med n modulo p och kallas den
absolut minsta resten.
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Exempel 11. Om exempelvis p = 19 och z = 205, vet vi att att 205 = 15 = —4
mod 19. Da &r den minsta positiva resten 15, medan den absolut minsta resten
ar —4, och produkten av nagot godtyckligt heltal m och p &r kongruent med
noll. Se nedanstaende tallinje.

-9 4 0 9 10 15 18
- e Beg ¢y

Det ar viktigt att skilja mellan absolut minsta rest och minsta positiva rest.
Absolut minsta rest kan vara negativ eller positiv, medan minsta positiva rest
aldrig ar negativ.

3.2 Gauss lemma
Nu har vi kommit till sjalva lemmat.
Sats 3 (Gauss lemma). Lat p vara ett udda primtal, m ett heltal som inte ar

delbart med p, samt lat p vara antalet element i mdangden av talen m, 2m, ...,

l(10 — 1)m wvars minsta positiva rester modulo p ar storre dn %p. Da galler att

(%) = (-1)".

Bevis. Vi ska betrakta de minsta positiva resterna r modulo p av talen km, dér

k=12, ..., %(p — 1). De rester som ligger i intervallet 1 < r < %(p -1
betecknar vi ug, us, ..., ux och de som ligger i intervallet 2(p—1) <r <p—1
med vy, Vg, ..., vy. Vihar alltsa att A+ p = %(p—l) ochl<p-—wu; < %(p— 1).

Alla tal u; och p — v; &r olika. For antag att u; = u;. Vi vet att a # b och
att am = u; samt b = u; for nagra a och b. Da galler att eftersom u; = u; ar
am = bm mod p, vilket ger att a = b eftersom m och p ar relativt prima, vilket
ar en motsagelse. Pa liknande sitt kan vi se att alla p — v; ar olika. Antag att
u; = p—vj. Viskriver om detta till u; +v; = p samt later am = u; och bm = v;.
Vi far da att am + bm = p = 0 mod p, som eftersom m och p &r relativt prima
kan reduceras mod p till a +b = 0 mod p. Men eftersom 1 < a, b < $(p — 1)
giller att 2<a+b<2- %(p —1) =p—1, vilket visar att p inte delar summan
a+ b, eftersom p > a + b.

Talen u; p — v; ar alltsa omordningar av talen 1, 2, ..., %(p —1). Vi tar
produkten av dem, s& att vi far

(pgl)!:ul'u2"’U/\'(pfvl)”'(pfv“)’

som vi reducerar mod p och sen faktoriserar vi ut —1 fran alla u stycken v;, och

14



gor foljande omskrivningar:

(=)

'U;l"'U/)\'(*Ul)"’(*'U#) modp

(_1)Hu1...u)\.v1...vlz )
(=D -m)(2-m)--- p—;l-m mod p
(—1)“(%)! m2®=1  mod p.

Nu multiplicerar vi bada led med inversen till %(p — 1)1, och har da att

1=(-1* m2®=1 mod p.

1
,1);1

Nu papekar vi att (—1)* &r sin egen invers, eftersom { = (—=1)*, sa nu vet

vi ocksa att
1= (—1)rm2PY) — (=) =mz®"Y mod p.

Slutligen har vi da att eftersom (%) =m" galler enligt Eulers kriterium ocksa
att (%) = (=1)#, vilket skulle visas. O

Gauss lemma har stor teoretisk betydelse i manga bevis av den kvadratiska
reciprocitetssatsen, av vilka tva tas upp senare i texten. Lemmat &r generellt
inte behjélpligt rent berdkningsméssigt, men vi tar &nda ett exempel pa hur
berdkningar med hjilp av Gauss lemma kan se ut.

Exempel 12. Lat m = 11 och p = 13. Da ar talen m, 2m, ..., %(p —1)m lika

med 11, 22, 33, 44, 55, 66, som reduceras till 11,9, 7, 5, 3, 1 modulo 13. Av dessa
ar endast 7, 9 och 11 storre an %p = %, alltsa ar p = 3. Da sdger Gauss lemma
att (1) = (—1)% = —1, det vill séiga att 11 &r en kvadratisk icke-rest modulo
13, vilket Eulers kriterium ocksa ger oss: 1177+ = 116 = 112 - 112 - 112, och
eftersom 112 = 121 = 4 mod 13, giiller att 1177 = 116 = 112112112 = 4-4-4,
dir 42 =16=3 mod 13,88 4°-4=3-4=12 = —1 mod 13.

4 Ett specialfall av Gauss lemma

Nu ér det dags att behandla (%) samt hur A och p ser ut da m = 2. Har

introducerar vi beteckningen [z] for heltalsdelen av x; det storsta heltalet mindre
an eller lika med z.

4.1 Talen X och yda m=2

Vi bérjar med att paminna om att A+ p = 2(p—1). Da& m = 2 i Gauss lemma
galler att A ar antalet jamna positiva heltal som &r mindre adn eller lika stora
som £. Om vi betecknar dessa tal med 2k, dir k =1, 2, ..., %(p —1), sa far vi
2k < 5, alltsa &r k < §. Eftersom k &r heltal, &r det storsta vérdet k = [§] och

antalet olika k &r [%].
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Nu ska vi visa att 4 = [$(p+ 1)] genom att visa att u = 3(p — 1) — [5p].
I fallet da p = 4n + 1 géller att pu = %74”%}’1 = 2n —n = n, som
dr [L(p+1)]. Dap =4n+3 giller att p = $(4n+3 —1) — 1(4n +3 - 3)
=1(4n+2)— t(4n) =2n+1—n=mn+1, som &r [%(erl)} dap=4n+3.
Alltsa géller att p = E(p + 1)] och A\ = [ip] Vi gar nu igenom tva exempel
pa berdkningar av A och p med olika former av p.

Exempel 13 (p = 4n+1). Vi véljer p = 29, dér vi behver betrakta talen 2, 4,
6, ..., 28. Da \ ar antalet rester som dr mindre &n eller lika stora som %(p— 1),
det vill séga alla positiva jamna heltal mindre eller lika med 14, och p &r antalet
jamna heltal fran och med 15 till och med 28, eftersom vi for p tittar pa antalet
rester fran och med % (p + 1) till och med p — 1. Det finns sju av vardera sort,
eftersom antalet jamna tal fran 1 till 14 &r % = 7 och det &r lika manga jamna
tal mellan 15 och 28.

Exempel 14 (p = 4n + 3). Nu tar vi p = 31. Talen att betrakta &r da 2, 4,
..., 30. 3(p—1) =15, och 3(p+1) = 16, och det finns inget heltal mellan
dessa tva. Antalet jimna heltal storre &n 1 men mindre eller lika med 15 &r 7,
alltsa ar \ = [ip] . Antalet jamna heltal mellan %(p— 1) och p—1 ar 8, eftersom
att p = %(p — 1) — X innebér att p = % — 7, som forenklas s& att vi ser att
i =15—7=8. Alltsd kan vi uttrycka det som att u = 2(p—1) — X(p—3) =

i+ 1) =[1(p+ 1)

I den hér texten bestdmmer vi bara explicita uttryck for g och A da m = 2.
Det finns nagra fler fall utéver de som héar ndmns, men de ligger utanfor vidden
av denna text och de tas saledes inte upp. Det ar dock intressant att ta upp
en formulering av exponenten i Gauss lemma d& m = 2 som inte behover delas
upp i olika fall, vilket kan astadkommas enligt f6ljande resonemang.

Vi séger att tva heltal har samma paritet om de &r kongruenta mod 2, det
vill siga om bada &r jidmna eller bada &r udda. Lagg maéarke till att om a ar
udda, sa har ab samma paritet som b. Om p = 4n + 1, ar %(p + 1) udda och
E %(er 1) = é(p2 — 1) har saledes samma paritet som p. Om p = 4n + 3, sa ar
1(p—1) uddaoch pi-3(p—1) = &(p?—1) har sdledes samma paritet som . béda
fallen har vi tydligen att 4 = §(p*—1) mod 2, varfér (%) =(-1)+ = (—1)%(1’2_1).

For ett bevis senare i texten ar det viktigt att har podngtera att %(p2 -1)
ar delbar med 8, eftersom de olika p vi arbetar med hér dr antingen pa formen
p=4n+ 1 eller p = 4n + 3, sa vi har att

p>—1 16n°+8n

p=dn+1 = T = 3 =4n? 4+ n, och
21 16n%+24n+8
p=dn+3 = 2 —= & +8 TS _on? 1 3n 1.

Da m =2 giller att p = 1(p—1) — [$(p+1)] = [$(p+ 1)]. Alltsa har vi

att (%) =93(-1) = (—1)[%@*1)] mod p, det vill siga (%) =lomp=28n=+l,
(%) =—lomp=8n+3 Omp=8ntlér %(p2 —1) jamnt, och dap =8n+3
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dr £ (p* —1) udda. Dérfér géller att (—1)[%(”“)] = (—1)5®*~1 mod p. Nu har
vi visat tva viktiga samband, som vi sammanfattar som en sats.

(;) _ pyl=]

5 Den kvadratiska reciprocitetssatsen

Sats 4.

(—1)"+

mod p.

Den kvadratiska reciprocitetssatsen formulerades forst av Euler och bevisades
senare av Gauss; den var en milstolpe inom talteorin, och Gauss sjéilv var helt
begeistrad av sambandet. Han formulerade av egen kraft atta olika bevis av
satsen, vilken han dessutom kallade for det gyllene teoremet (Wikipedia, QR).

Satsen om kvadratisk reciprocitet later oss avgora huruvida kvadratiska kon-
gruensekvationer av typen x? = a mod p ir l6sbara eller ej, men avsldjar in-
genting om sjélva l6sningen utover dess existens. Vi gar genast till formuleringen
av satsen.

Sats 5 (Den kvadratiska reciprocitetssatsen). Lat p och q vara olika udda prim-
tal. Da dr P /g .
2 (2) = (1),
() () =D

dirp' = 3(p—1) och ¢ = 3(q—1), det vill siga

(g) (%) _ (—1)}-D),

Det finns tva viktiga omformuleringar av satsen som vi ocksa ska nidmna,
nér primtalen p och ¢ ar av sarskild typ. Det viktiga hér ar att da bade p och
q ar pa formen 4n; + 3 ar produkten p’q’ udda, och annars ar den jamn. Det
visas pa foljande sétt.

Dap=4n;+1ochqg=4ny+3érp = 1(4ny+1-1) och ¢ = §(4ny+3-1),
dar n; ar olika godtyckliga positiva heltal. Darfor ar p'q’ = %(16n1n2 +8ny) =
4nins + 2n1, alltsd ett jamnt heltal. Nu undersoker vi produkten p’q’ néir bade
p och ¢ ar pa formen 4n; + 1. D& &ar p'q’ = i(élnl +1-1)4ny+1-1) =
i(4n1)(4n2) = %(16711712) = 4nins. Detta ger oss sambandet

(0)=G) ®

Om bade p och ¢ ar pa formen 4n; + 3, giller att p'q’ = %(4711 +3—1)(4n2+
3—1) = 1(16n1n2 + 8ny + 8ng + 4) = 4nyny + 2ny + 2ny + 1. Alltsd ér da p'q’

udda, vilket ger oss » ‘
(5)=-0) 4)

Hér visar (3) att ndr som mest ett av primtalen p och ¢ r kongruenta med 3
mod 4 ar p en kvadratisk rest till ¢ om och endast om ¢ ar en kvadratisk rest

17



till p, och (4) ger att nér bade p och ¢ &r kongruenta med 3 mod 4 &r p en
kvadratisk rest till ¢ om och endast om ¢ ar en kvadratisk icke-rest till p.
Nu foljer tva bevis av reciprocitetssatsen.

6 Det forsta beviset

Det hér &r ett bevis av reciprocitetssatsen hamtat fran Nagell (1951), som vilar
pa flitigt summerande pa olika sitt. Vi drar slutsatser baserade pa pariteten
hos summorna, vilket framgar i bevisforingen. I borjan anvénder vi ett heltal
m som inte delas av primtalet p, och langre fram i beviset 6vergar vi fran m till
ett annat udda primtal q.

Bevis. Lat m vara nagot heltal som inte &r delbart med p. Vi betecknar da
resterna av m, 2m, ..., %(p — 1)m mod p med u; och v;, precis som i beviset
av Gauss lemma. Alltsa géller att 0 < u; < p’ och 0 < p —v; < p/, dar

p’ < wv; < p—1 och antalet termer p — v; ar p stycken. Tidigare visades att u;

och p — v; ar tva omordningar av talen 1, 2, ..., p/, sd att vi kan skriva
v 1 1
i — ;) = A 1] 1) == 2 1
> ity (p—wv) kgl SV (P +1) = 2" 1),

enligt formeln for aritmetisk summa. Som tidigare, i samband med beviset av
Gauss lemma, definierar vi hir p som antalet minsta positiva rester av m, 2m,
. %(p — 1)m som &r storre an p’, vilket medfor att

ppt Y=Y v = 1P 1), 5)

Eftersom ¢ — d = ¢ + d mod 2, det vill sdga att for tva heltal ¢ och d géller att
pariteten hos summan ¢ + d dr samma som for skillnaden ¢ — d, sa undersoker

vi istédllet summan
douit D v

som &r summan av alla resterna da talen km divideras med p, ddr m och k ar
nagra heltal som inte &r delbara med p. Vi har

{km
km=p|—| +rg,
p

sa summan av alla resterna ar
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dar

S(m,p) = Z {km}

k=1 p

Alltsa ar > rg, summan av alla rester, lika med

> uit Y vi= ém(zo2 — 1) = pS(m, p). (6)

Da vi subtraherar (6) fran (5) ledvis, far vi

1 1
pp =2 v = ~(p* = 1) — —m(p*> — 1)+ pS(m,p),

8 8
vilket vi for att samla summorna i ena ledet skriver som
1
pS(m.p) —up+23 v = c(m—1)p* - 1). (7)

Vi antar nu att m dr udda, si att m — 1 ér jimnt. Eftersom p? — 1 &r delbart
med 8, dr hogerledet i (7) jamnt och vi ser att pS(m,p) — up ar jamnt. Da p
ar udda maste S(m,p) — p vara jamnt, det vill siga S(m,p) — p =0 mod 2, av
vilket foljer att

w=S(m,p) mod 2.

Gauss lemma ger nu
m) — (—1)S(m.p)
Z) = (-1
(5)=CD

och om vi ersdtter m med ett udda primtal q # p, sa far vi

(E) (Q) = (—1)Sw0+5(@p),

q’/ \p

For att visa reciprocitetssatsen behover vi nu visa att S(p,q) + S(¢,p) = p'¢’
mod 2.

Betrakta talen gz — py, diar x och y ar heltal och 1 <z <p', 1 <y < ¢.
Antalet sadana tal ar ju p’q’. De &r alla skilda fran 0, for antag att gz = py.
Eftersom p och ¢ ar olika primtal, maste p dela x, det vill sdga att © = tp for
nagot heltal . Men eftersom 1 < z < p/, dr den enda mojligheten ¢t = 0, och vi
far x = 0, vilket &r en motsédgelse. Alltsa ar inga av dessa tal lika med 0.

Vi ska rékna antalet positiva respektive antalet negativa tal gz — py. Ob-
servera att gr — py < 0 om och endast om y < %. Antalet y sadana att
qr — py > 0 for ett fixt x &r alltsa [%] Antalet positiva tal qr — py far vi
genom att summera detta da x gar fran 1 till p/, vilket ar

3 m = 5(q.p)-

x=1
Pa samma sétt ser vi att antalet negativa tal gz — py ar lika med S(p, ¢) och det
foljer nu att det totala antalet tal gz —py ar S(p, ¢)+S(q, p) eftersom gz —py # 0
for alla « och y. Saledes &r S(p, q) + S(q,p) = p'q’, och framforallt dr pariteten
samma, i bade hogerled och vénsterled. Darmed &r satsen bevisad. O
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7 Den komplexa exponentialfunktionen

I nésta avsnitt foljer ett bevis forst forfattat av Gotthold Eisensten (Ireland
& Rosen, 2010). Beviset anvinder den komplexa exponentialfunktionen, egen-
skaper hos enhetsrotter samt upprepade produkter, vilket paminner om hur vi
anviande summor i det forsta beviset av reciprocitetssatsen. I det har avsnit-
tet presenteras nagra fundamentala forhallanden och likheter vi behover for att
genomfOra beviset.

7.1 Den komplexa exponentialfunktionen och dess rotter
Vi bérjar med nagra definitioner.

Definition 3. Nér ¢ &r reellt, definierar vi den komplexa exponentialfunktionen
som .
et = cost +isint.

En 16sning zy, till ekvationen 2™ = 1 kallas ofta f6r en n:te enhetsrot. Vi kan
27

berdkna enhetsrotter genom att skriva zp = X5 dir k ar ett heltal och sedan
16sa ekvationen e27F* = 1, s4 att rétterna &r

27ki

z=€en , kel

For dessa enhetsrotter géller att

27i(k+n) 27rki+27rz'n. 2rki P
Zk4n = € n =e n n —e n - =e n = Z.

Alltsa riacker det att ta k =0, 1, 2, ..., n — 1. Dessutom &r talen z; olika. For
om 2 = Zp,, skulle

ki 2wmi . 2milm=k)
e = e ochoalltsd e w =1.
Da maste m — k delas av n, vilket ger k = m. Alltsa utgor z, = ez%ki, da k=0,
1, ..., n — 1, samtliga n:te enhetsrotter. Vidare géller enligt raknereglerna for
potenser att
2nki 27
o = e = (5 = ()",

7.2 Polynom, produkter och tva lemman
Om p(z) = 2" +a12" ! + -+ + a, #r ett polynom med nollstillen zy, ..., 2,

géller enligt faktorsatsen att

p(z) = (z—21)(z = 22) -+~ (z = 2n)-

Talen z;, = e*% ir som bekant nollstéillena till p(z) = 2™ — 1, varfor

2t—1=(z—20)(z—21) (2 — 2p-1) = I:I(Z_Zk) _ 1:[(2—627:1“).
k=0 k=0
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Detta kommer leda till ett viktigt resultat. Vi borjar med att sétta z = %:

) -1-G-=)G ) G

Nu multiplicerar vi denna senaste ekvation med y™, sa att vi i vénsterledet far

n n

och i hogerledet far vi

P(5-)(5-) (5 o)
I (R T

= (I_Zoy)(x_Zly)"'(x_znfly)v

som alltsa ar faktorformen av polynomet z™ — y™. Detta sammanfattar vi som
ett lemma.

Lemma 1.

" —y" = (z—z2y)(@—2y) (T 2am1y)
n—1
= Il (z—2zwy)
_ nl—[ (1}7627:1’”1/)
k=0

Vi tar direkt upp ett beslaktat lemma.

Lemma 2. Nar n dr udda, kan vi skriva

n—1
2mi(—2k)
2=yt =[[@—eTy),
k=0
o . N . I 2mi(—2k)
eftersomda k =0, 1, ..., n—1, giller att virdeméngderna tille™» oche™ =
. o . . . . . qe . kmi
ar tva olika omordningar av n:te enhetsrotter. Vi har tidigare visat att e
genomloper alla n:te enhetsrotter da k =0, 1, ..., n — 1. Det aterstar att visa
.. .. .. 2mi(=2k) . .. o peeqs .
att detta géller dven for e™ = : , vilket gors genom pa foljande sétt.
i 2mi(—2k) 2mi(—2m) .. 2mi(2m—2k) R .
Bevis av lemma 2. Ome™ »  =e = ,sadre n =1, och da maste

n dela 2m — 2k. Eftersom n ar udda, maste i sa fall n dela m — k. Da 0 <
m, k < n — 1, maste m vara lika med k. Talen e Gr alltsa olika och
eftersom de &r n stycken, utgor aven de alla n:te enhetsrotter. O

Om vi faktoriserar ut e~ =  ur z-termen och faktoriserar samma uttryck ur
y:s koefficient i argumentet till produkten i lemma 1, ser vi att

2mi(—2k) —2nki , 2mki —27ki
—n y)

Tr—e y=e » (e z—e »
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Nu kan vi gora en omskrivning av produkten i lemmat, efter att vi gjort
faktoriseringen som nyss forklarats. Da géller att

o yn _ n 16_2':M (eZT'rklx . e—g:ki y)
k=0
(Gl P Ul RSP —2mki
= e n H (eTl’ —e n y)
k=0 k=0

Den forsta produkten i den andra raden hir kan snabbt beridknas:

n—1

—2nki 0 —2mi —2mi(n—1) —2mi (0414 -+ (n—1))
H e n = e . e n EECE) e n = e n .
k=0

Hirharviatt 0+ 1424+ (n—1)=1 L(n(n—1)) = L(n— 1), si att vi

1
2 2
(n— 1) &r ett heltal. Detta ger

ser att da n dr udda, &r n — 1 jAmnt och %
n—1 . n(n—1)
H 6727:”“ = eizﬂl>% = 6727‘1'% = 17
k=0
eftersom —2mi - "T_l dr —2mi multiplicerat med ett heltal, det vill sdga att
e~ 2% = cos (—2ma) + isin (—27a), som ir lika med 1 d& a #r ett heltal.
Alltsa géller
n—1 ok
27ki —27ki
x”—y":H(eTx—e n y) (8)
k=0

for udda n.

8 Det andra beviset

Nu bérjar vi ta oss an det andra beviset av den kvadratiska reciprocitetssatsen.
Precis som det forsta beviset dr huvudnumret i bevisféringen att bestamma talet
1 1 Gauss lemma, som vi formulerar en gang till, med mer anpassad notation. Vi
anvénder ocksa upprepade produkter pa liknande sétt som vi anvéinde summor
i det forsta beviset. Det hér beviset dr anpassat fran Ireland och Rosen (2010).

FEisensteins bevis. Vi borjar med att definiera en funktion f genom

Definition 4. _ _
flz)= 2™ _ 72z 43 2 € C.

Da ar f periodisk med perioden 1, det vill sédga att f(z+1) = f(2), eftersom

627rz(z+1) _ 62777,z+2771 _ 6271'7,2 . 6271'2 _ 6271'22 1= 6271'22’

och motsvarande giller for e=27¢%,
I ekvation (8) sétter vi nu x = e

Vansterledet blir da

2miz —27iz

ochy =ce , dar z ar komplext.

eQﬂ'inz _ 6—27rinz — f(TLZ)
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Vi har vidare att

—2nki

27 ki —27ki 27 ki . Lo
(e n r—e n y) = e n 2Tz _ o= . g 2miz
_ 2772(z+ n) _ e—27‘ri(z+%)

sa hogerledet 1 (8) blir
n—1 k n—1 k
k=0 k=1

Dar vi har faktoriserat ut f(0) = f(z) till utanfér produkten och &ndrat index
fran att borja med 0 till att borja med 1, vilket vi kan gora eftersom f(0) =
f(z=9) = f(z). Alltsé é&r

:Tﬁf(z—i—%) 9)
k=1

Vi antog att n udda, sa att n — 1 ar jaimnt. Produkten i hogerledet i (9) kan
da delas upp i tva delar:

n—1
n—1 5 n—1
k k k

[T7(+,)=T07(G+,) I1 #(=+)

k=1 k=1 k=2fL
eftersom "TH = ”7_1 + 1. Vi fortsdatter med att skriva om produkten ovan. Nu
skriver vi )

S =G (1) =00,

n

Vi sdtter nu j =n — k. Nar k = %, oo,n—1,saérj= "T’l, ..., 1, varfor

JE+3) = J(z= %) och
T~ TG 2)

Det spelar ju ingen roll vilken symbol vi har som index, sa vi kan byta j mot k
i hogerledet och far da

nt kN r k
I 7(+3)=T17(-7)
ko=t k=1
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Sammanfattningsvis har vi nu detta samband:

G G TG
UG ) TG
k=1 =
IUCHRE! 2
k=1

Nu tar vi upp en lite annorlunda formulering av Gauss lemma jamf{oért med den
vi anvinde for det forsta beviset.
Lat p vara ett udda primtal. Gauss lemma séger att om p och m ar relativt

prima, sa ar
m)
— (—1)¥,
(%)=

dér p ar antalet tal Im, dar 1 <1 < p%l, som har negativ absolut minsta rest
vid division med p. Lat den absolut minsta resten av lm vara +r;, dar r; > 0
och det saledes dr minustecken for p stycken [. Detta innebéar att Im = s;p £+ 1y
eller 12 = g, + L dar s; ar heltal. Da ar alltsa s; kvoten och r; ar resten,
vid division av Im med p. Vi paminner om att eftersom f &r periodisk med
periodléngden 1, géller att ett godtyckligt antal hela tal i f:s argument inte

féréandrar nagonting i bilden av f, varfér vi kan géra omskrivningen

) =2 2) = s(5) 21(2)

Eftersom talen r;, dir 1 < [ < %, ar en omordning av 1, 2, ..., % och
antalet minustecken ar p, sa far vi

[0 (5) = [16) - (5)

dar vi ser att ] f(}%) i hoégerledet inte beror pa m.
Nu anvénder vi nagra samband vi visat tidigare. I ekvation (10) sétter vi
z= % och n = ¢, dér ¢ ar ett annat udda primtal. Da far vi

() =1 LG 3) 1 -5)

Tar vi produkten 6ver [ av dessa likheter, far vi

) - T TG 5

=1 k=1 p q

p—1

2

1(2): (1)

1=

=

24



Nu anvénder vi likheten i (11), sa att vi far

(T =TT T A+ 55

p q
p_1
. 2
Vi vet att e #£ 0, s& vi kan dividera med [] f(%), vilket ger
=1

O- TG4t e

I=1 k=1 poq
Byter vi p och ¢ mot varandra, far vi
ot
P\ Ik Ik
() =TI (e p)e(g -3
och om vi ocksa skiftar index far vi
q=1 p=1
2 2
D =TG- )
=) = -+-)fl-—-) 13
(q kl;[”l;[l a p/"\a p 18)

Det enda som skiljer likheterna (12) och (13) at, ar att det star f(% - %) i(12)
och f(% —1)i(13). Da

I
T
—_
N
S
S
-
Q
vl |
-
~
~~
|~
+
LSk
N—
~~
|~
|
SAES
~—

eftersom antalet faktorer ar 2= - %. Alltsa ar

2
—1yeE ()
p

-

och beviset ar klart. O

—

8.1 Exempel

Nu aterbesoker vi ett av de exempel vi gick igenom tidigare samt gar igenom ett
nytt exempel med tresiffriga primtal, och visar hur reciprocitetssatsen forenklar
arbetet med att underscka kvadratiska rester.
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Exempel 15. Lat p =61, ¢ = 97. Da &r
61 97 61—1 97—1
AVAIARENC
(97) (61) (D=,

(57) = =07 (1)

Hér har vi reducerat 97 mod 61 till 36, samt multiplicerat med (%). Nu
anvinder vi rikneregel (2) for att skriva om

(&)= (60 (&) = )
61/  \e1/\61/ \61/ "’
sa att vi ser att 97 = 36 ar en kvadratisk rest mod 61, vilket enligt reciprocitets-

satsen ger att 61 dr en kvadratisk rest mod 97.

Exempel 16. Lat p = 197, samt ¢ = 157. Nu ska vi understka huruvida
157 &r en kvadratisk rest modulo 197 med hjalp av reciprocitetssatsen och Leg-
endresymbolen. Da p och ¢ &r udda primtal kan vi enligt den kvadratiska
reciprocitetssatsen skriva

157 157—1 197—1 197
(1)< o (),
197 157
Eftersom 1 (157 — 1) = 78, det vill séiga att exponenten till (—1) &r jimn, sa far

viatt 157 197
(157) = (57)

men 197 = 40 = 23 -5 mod 157, s anvinder vi raknereglerna for Legendresym-

bolen for att skriva om (}g;) enligt

(157) = (557) = (557) (2) = () (50

diir vi ocksd anvint att (+1)3 = 1. Vi har

2 15721
(77) =0
(156 - 158) = 39 - 79, vilket &r udda, si

()

() - 0= 2 ()= ()

eftersom 2 inte dr en kvadratisk rest mod 5, varfor

() () () = -0

Alltsa &r svaret ja; 157 &r en kvadratisk rest mod 197.

som vi skriver om till

men §(157% — 1) =}

Till sist &r

Nu har vi gatt igenom Gauss kvadratiska reciprocitetssats, vilket var malet
med denna text. O
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9 Personliga reflektioner

Det finns sa manga olika sétt att bevisa reciprocitetssatsen, att det snéva ur-
val som hér har visats inte ar i ndrheten av att vara representativt for alla
olika metoder som har anvints genom historien. Det &r ocksa intressant att re-
ciprocitetssatsen kan bevisas med hjilp av den komplexa exponentialfunktionen
saval som med Dedekindsummor, och dven geometriskt genom att rdkna git-
terpunkter i en sérskild rektangel. Det vore intressant att utforska kopplingen
mellan dessa, eftersom de kommer fran sa till synes skilda omraden, men &nda
alla mots vid reciprocitetssatsen.
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