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Sammanfattning

I denna uppsats har vi undersokt en viktig komponent vid bestdm-
mande av riskpremien pé sakforsdkringar, skadefrekvensen. Praxis inom
forsakringsbranschen ar att anvdnda poissonfordelningen for att modellera
skadefrekvensen med hjilp av generaliserade linjara modeller. En invand-
ning mot poissonférdelningen ar att dess varians och véntevérde ska vara
lika, vilket ofta inte stdmmer i verkliga rdknedata. I premieséttning de-
lar man upp forsdkringskontrakten i klasser, och kvarvarande variation
inom klasserna leder till att det ar vanligt att variansen ar storre &n vén-
tevirdet, vilket kallas 6verspridning. Tva olika metoder att arbeta med
overspridning ar att overga till att anta negativ binomialférdelning eller
sakallad kvasipoisson. Vi har, i en fallstudie med motorcykelférsédkringar,
undersokt dessa tva antaganden som alternativ till poissonférdelningen.
Datamaterialet ar tillhandahallet av det tidigare férsékringsbolaget Wasa.
I var analys har vi fatt bekraftat med hjélp av 6verspridningstest att det
ar statistiskt sékerstéllt att det finns Gverspridning, och ddrmed &r det
motiverat att undersoka alternativ till poissonférdelningen. Kvasipoisson
gav hogre standardfel till samtliga parametrar &n poissonférdelningen, vil-
ket dock inte gav négon skillnad i klassuppdelningen; da kvasipoisson ger
samma parameterskattningar som poissonférdelningen blev den éverflodig
i vidare analys. Genom ett likelihoodkvottest har vi med Monte Carloap-
proximation kunnat forkasta poissonmodellen till f{érman f6r negativ bino-
mialmodellen. Vi kan konstatera att vid ligre skadefrekvenser fick vi ingen
storre skillnad mellan skattningar for poissonmodellen och negativ binomi-
almodellen, medan man vid hogre skadefrekvens fick hogre skattningar for
negativa binomialférdelningen. Det blir en svar avvigning mellan férdel-
ningarna. D& vi anvénder poissonférdelningen far vi en modell oberoende
av skala (modellen paverkas ej av om man méter i procent eller promille),
och ett aggregerat datamaterial ger en tillrdcklig statistika. Det ar tva
onskvirda egenskaper som negativa binomialférdelningen inte besitter. Vi
behover da avgdéra om den mer korrekta modellen &r vird att offra de
tva 6nskvirda egenskaperna for, eller om de borde prioriteras. Ur ett rent
statistiskt perspektiv skulle jag vélja negativa binomialférdelningen, men
med mer branschinformation &r det sannolikt att poissonférdelningen vore
att foredra.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: andrea.klemming@gmail.com. Handledare: Martin Skold och Tom Britton.



Abstract

In this thesis we have explored an important component when computing the
pure premium in non-life insurance pricing, the claim frequency. Today, within
the insurance businesses, this is modeled with generalized linear models and
the distribution is assumed to be Poisson. However, in the Poisson distribution
the expected value and the variance are the same, which is often incorrect in
real count data. When deciding the pure premium the insurance takers are
divided into groups, and variance within these groups is one reason to why it
is common that the variance is larger than the mean in insurance data. This
is called overdispersion. We have looked at two alternatives, which deals with
overdispersion, and these alternatives are the negative binomial distribution
and quasipoisson. We compared these assumptions through a case study with
insurance data over motorcycles, received from the former insurance company,
Wasa.

In our analysis we can confirm overdispersion statistically and thereby mo-
tivate trying alternatives to the Poisson distribution. Quasipoisson estimated
larger standard errors to all parameters than the Poisson distribution. However,
this made no difference in dividing insurance takers into groups, and since qua-
sipoisson gives the same parameter estimates as the Poisson distribution we
decided it to be redundant in further analysis.

Through a likelihoodratio test and Monte Carlo approximation of the p-value
we could reject the null hypothesis of the Poisson distribution in favor of the al-
ternative, the negative binomial distribution. In the lower estimates of the claim
frequency there were no big differences between the two distributions. However,
when getting to higher claim frequencies the negative binomial distribution gave
higher estimates than the Poisson distribution. Even though statistic tests favor
the negative binomial distribution it is a difficult choice. The Poisson distribu-
tion has other benefits, such as being scale invariant (it does not matter if we
measure in percent or per mille), and aggregated data is a sufficient statistic.
Both these things are properties not held by the negative binomial distribution.
It is a difficult assessment if the improvement in modeling the data shown by
the negative binomial distribution is worth the sacrifice of losing the two desired
properties in the Poisson distribution. However, from a purely statistical point
of view the negative binomial model is recommended.
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Forord

Detta ar ett examensarbete pa 15 hogskolepoing som leder till en kandida-
texamen i matematisk statistik vid Stockholms universitet. Arbetets gang un-
derldttades mycket tack vare mina fantastiska studentkolleger, vilka bidrog till
manga givande diskussioner och stort stod. Jag vill &ven rikta ett stort tack till
mina handledare, Martin Skéld och Tom Britton. Utover stodet i att hitta ett
dmne som intresserar mig fanns de dven dér for rad under hela arbetets gang.
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1 Inledning

Syftet med forsékringar ar att skapa ett fungerande system for att dela pa risk.
Detta fungerar eftersom den berédknade forlusten for ett stort forsédkringsbo-
lag &r, enligt stora talens lag, mycket mer forutsdgbar &n risken for en enskild
person (Johansson & Ohlsson, 2010). Olika former av forsikringar har funnits
linge. Det fanns, enligt grekiske filosofen Aristoteles, ett forsdkringsbolag redan
runt ar 300 fore Kristus. Detta forséikringsbolag behandlade slavar, men hur &r
okédnt. Sveriges tidiga forsdkringsformer ndmns senare i historien. Omkring ar
1200 némns brandstoden i Skane (da tillhérande Danmark). Denna spreds senare
over till Sverige. Brandstoden var ett slags forsdkring mot brand och innebar
att alla hemmanséigare inom ett visst omrade skulle ge ersidttning om en av dem
rakade ut for skador pa grund av brand - man delade pa risken (Férsiakringens
historia).

Idag har systemet utvecklats mycket och forsékringar ar ett sjilvklart inslag i
vara liv. Pa marknaden finns manga olika forsékringar for manga olika saker, och
flertalet konkurrerande forsikringsbolag. Konkurrensen pa marknaden leder till
att det dr viktigt for forsdkringsforetagen att kunden far betala en premie som Ar
proportionell i forhallande till den ekonomiska risk hen representerar. Felaktiga
premier leder automatiskt till att kunder med for hoga premier 6vergar till andra
foretag och kunder med for laga premier soker sig till foretaget (Johansson &
Ohlsson, 2010).

For att uppna malet med premier som motsvarar risken anvinder forsik-
ringsbolagen till stor del egna historiska data pa forsdkringskontrakt, ibland
med kompletteringar fran externa kéllor, och bearbetar informationen med sta-
tistiska verktyg. Sedan generaliserade linjdra modeller introducerades som verk-
tyg vid premieanalys pa 90-talet anvinds dessa som standard i manga lénder,
och det &r dven dessa vi kommer att anvinda. Vi kommer att underscka en
komponent i premiesdttningen kallad skadefrekvens, dir man undersdker hur
ofta skador sker i olika premieklasser. Praxis idag &r att modellera detta med
hjilp av poissonfordelningen (Johansson & Ohlsson, 2010). Precis som modeller i
allménhet dr poissonantagandet dock en forenkling av verkligheten, och det finns
andra fordelningar som skulle kunna atgirda vissa av problemen poissonanta-
gandet stoter pa. Vi kommer med hjilp av olika statistiska verktyg undersoka
tva av dessa, negativa binomialférdelningen och kvasipoisson. Detta kommer
att goras genom en fallstudie med hjélp av programmet R (R Core Team, 2015)
och ett datamaterial 6ver forsdkringskontrakt for motorcyklar, tillhandahallet
av tidigare forsékringsbolaget Wasa.

Vi borjar med att i Avsnitt 2 ga igenom bakgrundsteori for sakforsédkringar.
Dér kommer vi dven ga vidare med mer specifik statistisk teori relevant for
var modellering av skadefrekvensen och jamférande av modeller. I Avsnitt 3
fortséitter vi genom att introducera vart datamaterial och tillampa teorin for
att jamfora vara modeller. I slutet av Avsnitt 3 gor vi en kort sammanfattning
av de viktigaste resultaten for att sedan diskutera vad de innebér och vilka
slutsatser som kan dras i Avsnitt 4, diskussionen.



2 Teori

I teoridelen bérjar vi med att allmént ga in pa forsdkringar for att sedan fokusera
pa det som behovs for var modellering. Vi kommer, innan teori beskrivs, att
hénvisa till dess kiilla da det &r storre stycken fran samma kélla. Nér det &r
korta avsnitt fran en annan kélla kommer den att hinvisas till i texten, oftast
i slutet av den delen hinvisningen géller. Allt &r skrivet med de olika kéllorna
som namns som grund, men &r till viss del anpassad for att béttre passa till den
modellering vi kommer gora senare.

2.1 Forsdkringar

Tills vidare kommer informationen fran Johansson & Ohlsson (2010) da inte
annat anges.

Premiesattningen pa forsidkringar baseras pa den forviantade kostnaden. 1
premiesdttningen brukar man skilja mellan hur man sétter den totala premie-
nivan, vilket bland annat baseras pa forvantade administrativa kostnader, och
hur man ska férdela premierna mellan férsdkringstagare. Intresset i denna upp-
sats ligger i hur premier fordelas i de olika premieklasserna, vilket innebér att
det relevanta ar hur totala premienivan férdelas mellan forsikringstagare.

Vid fordelningen tar man hénsyn till att olika forsékringstagare bidrar med
olika stor risk for skador, och nér en skada uppstar bidrar de till olika forvintade
kostnader. Det &r inom detta omrade statistiska metoder blir aktuella. For att
differentiera mellan olika forsidkringstagare anvinder man sig av olika faktorer,
vilka fungerar som variabler vid modellerande. Faktorerna kan kategoriseras
enligt foljande:

e Forsdkringstagarens egenskaper.
e Det forsiikrade objektets egenskaper.
e FEgenskaper hos den geografiska zonen dér forsékringstagaren bor.

Om man har tillrdckligt med data skulle man kunna sdtta premier efter de
observerade premierna. Detta skulle dock ofta leda till vildigt varierande pre-
mier, bade tidsméssigt och mellan klasser, da det inom vissa klasskombinatio-
ner ibland helt saknas skador. For att halla premierna stabilare over tid och
mer jamnt fordelade mellan premieklasser anvéander man statistiska metoder
for att berdkna ett forvintat varde for riskpremien. Den definieras som ska-
dekostnaden dividerat med durationen (lingden pa ett forsidkringskontrakt),
vilket innebér att riskpremien &r medelkostnaden per premiear. Riskpremien
kan delas upp i tva faktorer, skadefrekvens och medelskada. Det innebér antalet
skadeanmélningar dividerat med forsidkringens duration, respektive den totala
skadekostnaden dividerat med antalet skador. Vi far

Antal skador Skadekostnad

isk ie = Skadefrek - Medel = . .
Riskpremie = Skadefrekvens - Medelskada Duration Antal skador

Denna uppdelning &r vanlig vid modellering av riskpremien. Man gér da tva sta-
tistiska analyser, en for skadefrekvensen och en fér medelskadan. Riskpremien,



skadefrekvensen och medelskadan kallas for nyckeltal. Nyckeltalen &ar en kvot,
dér téljaren dr en respons och ndmnaren responsens exponering. Antal skador
behandlas dérfor som en stokastisk variabel vid modellering av skadefrekvensen,
dér durationen &ar antalet skadors exponering. Vid modellering av medelskadan
dr antal skador istéllet skadekostnadens exponering och behandlas dédrmed ej
som slumpmissig. Vi kommer fokusera pa den del av premieséttningen som ges
av skadefrekvensen.

2.2 Skadefrekvens

Vi kommer hidanefter arbeta med skadefrekvensen som responsvariabel. Mo-
dellbyggandet bygger da pa tre grundliggande antaganden.

Antagande 1 Alla forsikringskontrakt dr oberoende for vara responsvariabler.

Antagande 2 Vara responsvariabler dr oberoende av tiden.

Antagande 3 Tva forsikringskontrakt i samma tariffcell (forsikringskontrakt-
en tillhér samma klass for varje faktor) med samma duration &r likaférdelade.

Man kan argumentera for att dessa antaganden inte alltid &r uppfyllda, men
dven argument till varfor vi fortfarande kan anta dessa inom vissa férsdkringar
finns. For mer om detta se sidorna 7-8 i Johansson & Ohlsson (2010).

De olika faktorerna vi har tillgang till kommer vi gruppera for att skapa
premieklasser. Genom antagande 3 och genom att justera for forsikringskon-
traktens duration (forklaras nidrmre i Avsnitt 2.6.3 Offsetvariabel) far forsik-
ringskontrakt tillh6rande samma tariffcell samma intensitet. De tillsidtts ddrmed
samma riskpremie.

Vi vill avgora hur skadefrekvensen beror av ett antal kovariater. Vi har
rdknedata som responsvariabel och man brukar inom premieséttning anvinda
sig av multiplikativa modeller (férklaras nidrmre i Avsnitt 2.6.1 Multiplikativa
modeller). For att modellera detta 6vergar man dérfor fran vanlig multipel linjéir
regression, dér responsvariabeln antas normalférdelad och modellen additiv, till
att anvéinda sig av generaliserade linjdra modeller, GLM:er. Linjéir regression &r
ett specialfall av GLM:er.

2.3 Generaliserade linjira modeller

Informationen 6vergar nu till att vara fran Agresti (2013) da inte annat anges.
GLM:er inkluderar linjdra modeller for transponerade medelvirden dér respon-
svariabeln tillhor exponentialfamiljen. GLM:er dr uppbyggda av tre komponen-
ter: en slumpmaissig, en systematisk och en linkfunktion.

2.3.1 Slumpmaissig komponent

Den slumpmiissiga komponenten i GLM:er bestar av en responsvariabel med
oberoende observationer och som tillhor den naturliga exponentialfamiljen. Det
innebér att dess téthetsfunktion kan skrivas pa formen

f(yi;0:) = a(0:)b(y:) exp(y:Q(0:)),



dir Q(6;) &r den naturliga parametern och y; star fér responsvariabeln, i vart
fall skadefrekvensen. En mer allmén form av exponentialfamilj &r en exponentiell
dispersionsfamilj. Till den hor fordelningar med téthetsfunktion som kan skrivas
pa formen

b(0:)

f@u%¢%=wp<%%i@+0@n@), (1)

dér 6; ar den naturliga parametern. Det tillats d&ven en spridningsparameter,
¢. Néar spridningsparametern betraktas som en konstant kan den exponentiella
dispersionsfamiljen férenklas till den naturliga exponentialfamiljen.

2.3.2 Systematisk komponent

Den systematiska komponenten illustrerar en linjar koppling mellan den slump-
méssiga komponenten och kovariaterna. Om N &r antalet observationer, p + 1
antalet parametrar (p dr antalet férklarande variabler) i modellen och vi har

14
’r/l:Zﬁ]mZ]v izla"'aNa
j=0

sa #dr n; den systematiska komponenten. I matrisform far vi

n=Xg,
dar:

n &r en N-dimensionell kolonnvektor,
B star for modellparametrarna och dr en p + 1-dimensionell kolonnvektor, och
X édren N x (p+ 1)-matris.

Nér modellen har ett intercept bestar forsta kolonnen i X -matrisen av N stycken
ettor.

2.3.3 Liankfunktion

Den sista komponenten i GLM:er, lankfunktionen, fungerar som en lank mel-
lan slumpmaéssiga och systematiska komponenten. Den bestar av en funktion
som omvandlar viantevirdet for den slumpméssiga komponenten till den syste-
matiska komponenten. Lankfunktionen &r monoton och differentierbar. Den ger
sambandet mellan véintevirdet och forklaringsvariablerna genom

9(mi) =Y Bjwizs i =1,..,N. (2)
i

P& matrisform far vi

g(w) =n = X8,
dér p dr en N-dimensionell kolonnvektor. Den lankfunktion som transformerar
véntevirdet p; till den naturliga parametern Q(6;) kallas for kanonisk ldnk-

funktion. Vid linjér regression anvinds lankfunktionen g(p;) = p;, vilken dven
kallas identitetslinken (Johansson & Ohlsson, 2010).



Istéllet for att skriva var modell i termer av 3, som vi beskrivit GLM:er i,
kommer vi till storre delen att 6verga till beteckningar med A. Detta gor vi for att
vi har variabler uppdelade i klasser och vi far en skattning for varje klass, vilket
innebér att exempelvis for 5 olika aldersgrupper far vi 5 olika -skattningar fast
den underliggande faktorn dr densamma. Vi kommer fortsittningsvis istéllet
skriva \X, dir X &r ett index som star for vilken faktor det ir, och 4 ett index
for vilken klass i den faktorn. Om vi exempelvis har en faktor med tre olika
klasser, varav en basklass (som da blir interceptet), far vi da vi skriver i termer
av [ att

1 = Bo + B1 X1 + B2 X2

Déar antas virdet [y i basklassen och for varje extra klass i faktorn ligger man
till ytterligare ett 8 och ett X;. Vara X blir indikatorvariabler. Med var nya
beteckning far vi

mo= A+,

och vid tillagg av klasser dr det helt enkelt ett varde till ¢+ kan anta.

2.4 Maximumlikelihoodskattningar

Lutningskoefficienterna i en GLM skattas genom maximumlikelihoodmetoden.
Man far maximumlikelihoodskattningar genom att maximera likelihoodfunktio-
nen eller loglikelihoodfunktionen (en monoton transformation) med avseende
pa B. Om vi har en stokastisk variabel Y med f6érdelningen F(y; () definieras
likelihoodfunktionen som

L(B) = H?:l p(yi; B), om Y ér diskret
-\ TT2, f(yi; B), om Y ir kontinuerlig,

dar y1, y2,..., Yn dr ett slumpéssigt stickprov fran Y (Alm & Britton, 2008).

Enligt var definition av GLM:er tillhor alla fordelningar man kan modellera
med denna metod exponentialfamiljen. Man kan dédrmed hérleda maximumli-
kelihoodskattningarna for en allmén GLM genom att borja i definitionen for
en exponentiell dispersionsfamilj, se ekvation (1) for definitionen. Efter en del
arbete fas likelihoodekvationerna

N

(yi - Mi)fﬂij Op; .
- . = =0,1,2,....
Z va,’n(y‘;) 6771 07 ] 07 9 <y (3)

Vi far (3 fran sambandet i ekvation (2), vilken kan skrivas om till y; = g~* (>, Biziz)
[Agresti, 2013].

Likelihoodekvationerna &r ofta inte mojliga att 16sa explicit och man kan
da istéllet 6verga till 16sning med hjilp av iterationer. Vi kommer anvénda glm
funktionen i programvaran R, vilket anvénder sig av iterationer genom metoden
Fisher scoring for en implicit 16sning. Nir man anvander sig av Fisher scoring
far man dven ut kovariansmatrisen som en biprodukt (Venables & Ripley, 2002).



2.5 Onskvirda egenskaper

Nér man arbetar med skadefrekvensen som responsvariabel har man vissa egen-
skaper man vill att modellen ska ha. Bland annat vill man att det aggregerade
datamaterialet ska vara en tillriacklig statistika, och att modellen ska vara obe-
roende av skala. Vi beskriver detta nérmre.

2.5.1 Aggregerad data tillricklig statistika

Vid riskpremieanalys har man i manga fall tillgang till viildigt stora méngder
data. Ett alternativ for att forenkla hantering av data &r att aggregera den,
vilket kan ge bland annat kortare berdkningstider. Samtidigt &r det viktigt att
man inte forlorar information vid aggregeringen. Detta kan kontrolleras med
hjélp av tillrdckliga statistikor. Informationen angaende tillrickliga statistikor
och faktoriseringskriteriet kommer fran Olive (2014).

Om vi har ett slumpmaéssigt stickprov fran en stokastisk variabel med okénda
parametrar 3, s& ar en tillricklig statistika for 3 en statistika som innehaller all
mojlig information om de okdnda parametrarna. For oss behover en tillracklig
statistika innehalla all mojlig information angaende vintevirdet for skadefre-
kvensen. En tillricklig statistika skulle kunna besta av hela datamaterialet,
men det finns dven statistikor som anvinder mindre delar av materialet och
fortfarande &r tillrdckliga. Om vi aggregerar datamaterialet far vi en statistika
som anvinder mindre delar av materialet och ddrmed gér modellerandet mindre
berdkningstungt och om statistikan &r tillrécklig forlorar vi ingen information.

Om (Y7,...,Y,,) har en simultan tdthetsfunktion som beror pa en parame-
tervektor B € B, didr B #r parameterrummet sa dr en statistika T'(Y7,...,Y},)
tillracklig med avseende pa 3 om fordelningen for (Y7, ...,Y,,) betingat pA T = ¢
ar oberoende av B3 for alla virden pa ¢t. Man kan hitta tillrickliga statistikor
genom att anvinda sig av faktoriseringskriteriet.

Faktoriseringskriteriet

Om vi har en stokastisk variabel med likelihoodfunktionen f(y;;3) dir 8 € B
med statistikan T(Y") sd dr T(Y) en tillricklig statistika for 8 omm, for alla y
och alla B i parameterrummet B,

f(y:;8) = g9(T(y); B)(y).

2.5.2 Skalinvariant modell

Informationen #r én en gang fran Johansson & Ohlsson (2010) da inte annat
anges. Niar man arbetar med skadefrekvensen vill man arbeta med en modell
som &r skalinvariant, alltsd oberoende av skala. Detta for att man inte vill att
inferensen ska bero pa om man miéter skadefrekvensen i procent eller promille.
Detta innebér rent tekniskt att om vi har en positiv konstant ¢ och en stokastisk
variabel Y fran en specifik fordelningsfamilj, sa édr Y oberoende av skala om ¢Y
tillhér samma fordelningsfamilj som Y. Detta skulle exempelvis vara om Y &r
poissonfordelad och &ven cY &dr det, &ven om cY har en annan intensitet. Man



kan visa att av alla férdelningar som tillhor exponentiella dispersionsmodeller i
GLM:er sa r det enbart de med variansfunktionen v(u) = p? som &r oberoende
av skala (p dr viintevirdet). Dessa kallas Tweedie modeller.

2.6 Forberedande modellbyggande

Oavsett fordelningsantagande sa finns det nagra komponenter alla vara modeller
har gemensamt. Vi borjar dérfor ga igenom den information modellerna har
gemensamt for att sedan bli mer férdelningsspecifika.

2.6.1 Multiplikativa modeller

Tidigare ndmndes att man vid modellering av premier ofta foredrar multiplika-
tiva modeller. Detta beror pa att nir man anvénder multiplikativa modeller sa
fordandras premien med en faktor om man byter klass i en variabel och ddrmed
anpassas fordndringen till hur hog premien &r. Detta bedoms mer realistiskt &n
i en additiv modell dér premien foérdndras med samma term oavsett hur hog
premien dr i 6vrigt. Om vi har tva parametrar v;;, dér ¢ star for vilken faktor
det &r och j for vilken klass det &r i faktorn, kan en multiplikativ modell skrivas
som
Kkl = YoY1k721-

Vi far att k dr ett index for vilken klass inom faktor 1 det dr och [ motsvarande
for faktor 2. Eftersom vi arbetar med faktorer uppdelade i klasser behover vi
ha en basklass for varje faktor. Alla skattningar fér ovriga klasser sker da i
forhallande till basklassen. Nar alla faktorer befinner sig i sin basklass antas
vérdet vp.

2.6.2 Loglink

Vid modellering av skadefrekvensen kommer vi att anvéinda oss av den naturliga
logaritmen som ldnkfunktion, oavsett fordelningsantagande. Vi far da modellen

log(pi) = Z Bjwij.
J

Vi kan se att detta ger en multiplikativ modell da vi fér medelvéirdet far sam-
bandet

pla) =exp | Y Biay
i

Om vi skriver detta med A-beteckningarna kan vi fortydliga sambandet genom
att anta att vi har tva kovariater, vilket med samma beteckningar som i Avsnitt
2.6.1 Multiplikativa modeller ger

X1 X2
pg = eMeM eMN T = yovipyar.
X,
Varje klassforindring i ; ger da den multiplikativa forindringen et ' av viinte-

virdet for skadefrekvensen, dér ¢ star for vilken klass det &r.



2.6.3 Offsetvariabel

Ibland har man viss information om véntevirdet innan man modellerat data.
Ett exempel pa detta skulle kunna vara att de olika observationerna sker under
specifika tidsperioder och man forvintar sig ett proportionellt samband. Man
kan 16sa detta genom anvindandet av en sakallad offsetvariabel. Vi kommer att
anvinda durationen som offsetvariabel i var modellerering och da man anvénder
sig av naturliga logaritmen som lankfunktion blir koefficienten framfor offsetva-
riabeln 1. Detta ger oss den systematiska komponenten

n; = log(duration;) + Z Biij,
J

vilket &r ekvivalent med uttrycket
Hi
1 S CHNN s
8 (durationi> zj: fiii

2.6.4 Konfidensintervall

Nér man anvinder sig av ml-skattningar, vilket vi gor, kan man basera kon-
fidensintervall for S-skattningarna pa att de dr asymptotiskt normalfordelade
och véntevirdesriktiga. Skattningarnas kovariansmatris éverensstdmmer med
fisherinformationen. Fér varje parameter blir ett approximativt 95% konfidensin-
tervall Bj +1.96,/cj; dér ¢ dr kovariansmatrisen.

I var modell med naturliga logaritmen som ldnkfunktion kan det vara mer
relevant att berikna konfidensintervall for e = v; én for B;. Detta gor vi
genom att forst berdkna konfidensintervallet for f;, vilket vi kallar (a,b). Vi
anviinder sedan detta for att berdikna konfidensintervallet (e?,e?) for efi = ;.
Konfidensintervallet &r symmetriskt fér 5, men ej for el

2.7 Fordelningsantagande

Vi borjar med att motivera varfor man inom forsékringsbranschen viéljer att mo-
dellera antal skador som poissonférdelade (skadefrekvensen som relativ poisson).
Vi utvecklar sedan fran grundantagandet och motiverar alternativen kvasipois-
son och negativ binomial.

2.7.1 Poisson

Motiveringen for antagandet att antal skador &r poissonférdelat borjar med
fordelningen i varje enskild tariffcell.

Vi antar att antalet skador for varje forsikringskontrakt N(t) &r en sto-
kastisk process for tiden (0,t], ddr N(0)=0. Under modellantaganden liknande
cellhomogenitet och att responsvariablerna &r oberoende av tiden, och villko-
ret att skadeanmélningarna ej ankommer i grupper &r processen {N(t);¢ > 0}
en poissonprocess. Detta motiverar antagandet att antalet skador for varje for-
siakringskontrakt #r poissonfordelat. Enligt tidigare antagande om oberoende



mellan forsikringskontrakt far vi &ven att den aggregerade datan med alla for-
siakringskontrakt i en cell poissonfordelad.
Poissonfordelningen tillhér exponentialfamiljen och kan skrivas

1
ply;0) = —e lev o8’
y:

pa exponentialfamiljform. Vi ser att den naturliga parametern i poissonférdel-
ningen dr Q(u) = logu, vilket innebédr att den kanoniska ldnkfunktionen &r
g(u) = log(p). Vi kommer alltsa att anvinda den kanoniska ldnkfunktionen
nér vi modellerar skadefrekvensen med poissonfordelningen. Vi kan dven se att
T(y) = >_, yi, vilket innebér att aggregerad data &r en tillrécklig statistika for
poissonfoérdelningen enligt faktoriseringskriteriet. Om vi har en poissonfordelad
stokastisk variabel ¥ med parameter A far vi E[Y] = Var(Y) = X (Alm &
Britton, 2008). Vi kan ddrmed konstatera att poissonfordelning &r oberoende
av skala enligt definitionen f6r Tweedie models (se Avsnitt 2.5.2 Skalinvari-
ant modell). Ett problem med att vintevirdet ska vara lika med variansen i
poissonfordelningen &r att variansen ofta &r storre d&n medelvirdet i verkliga
riknedata. Detta kallas 6verspridning. En konsekvens av Overspridning ar fel-
aktiga standardardfel (Agresti, 2013).

Antagandet att skadefrekvensen &r poissonfordelad ér inte sjilvklart. Aven
om man kan anta att ett forsdkringskontrakt har en poissonférdelad skadefre-
kvens, blir antagandet mindre tillfoérlitligt nar man ldgger ihop flera férsdkrings-
kontrakt till en klass (vilket behovs for att kunna skatta en intensitet). Nar man
grupperar forikringskontrakten till klasser finns &ven variation i skadefrekven-
sen mellan kontrakten i samma tariffcell. Denna variation &r en bidragande
orsak till mojlig 6verspridning ndr man modellerar skadefrekvensen med pois-
sonfordelningen.

Det finns olika sétt att testa for 6verspridning. Vi kommer att arbeta med
ett test dir man forst utfor en regression for att sedan testa for 6verspridning.
Vi kommer ge en 6versikt éver metoden och hénvisar den intresserade ldsaren
till var kélla Cameron & Trivedi (1990) for en mer detaljerad beskrivning.

I detta Overspridningstest behover vi inte specificera vilken férdelning vi
testar mot poissonférdelningen, utan vi stéller istéllet upp en mer allmén vari-
ansfunktion. Vi har en responsvariabel Y; och férklarande variabler X;. Obser-
vationerna dr oberoende. Medelvirdet for responsvariabeln dr

EYi] = i = (Xi, B)
och vi stéller upp variansfunktionen
VarlYi] = pi + - g(u:),

dér g dr en specificerad funktion som avbildar fran den positiva reella tallinjen
till den positiva reella tallinjen. Om variabeln &r poissonfordelad sa dr o = 0,
vilket dr var nollhypotes. Néar vi vill veta om vi har Overspridning testar vi
mothypotesen @ > 0 (o < 0 innebér underspridning). Vi far



Hy: Var(Y:)=u;
H;: Var(Yi)=pi + a - g(u:),

dar o > 0.
Enligt definition &r Var(Y;) = E[(Y; — E[Y;])?], vilket under H; ger

Var(V;) = E[(Y; — pi)*] = pi + o g(wi) = E[Y:] + a - g(ps).
Vi vill ha ett uttryck for « - g(p;) och skriver dérfér om uttrycket till
E[(Yi = )® = Yi] = - g(i)-

Med hjilp av detta uttryck kan man utféra en regression. Denna kan man
anvédnda for att skatta a och testa a = 0 med en t-statistika, vilken &r asymp-
totiskt normalfordelad under nollhypotesen.

Det finns ett flertal olika metoder for att hantera 6verspridning i riknedata,
varav vi kommer arbeta med tva. I ena metoden kommer vi 6verga till sakallad
kvasipoisson och i andra fallet anta negativ binomialférdelning. I 6verspridnings-
testet kommer vi utfora testet med g(u;) = w;, vilket gor att mothypotesen
motsvarar variansfunktionen for negativa binomialférdelningen.

2.7.2 Kvasilikelihood

Information angaende kvasilikelihood och negativ binomialférdelning kommer
fran Agresti (2013). I tidigare modeller anvénds maximumlikelihoodmetoden
for att skatta parametrarna. Skattningarna baseras da pa den fordelning man
antar for responsvariabeln. Detta kréaver att man for responsvariabeln antar en
fordelning man kanske inte #r séiker pa och att férdelningen tillhor exponential-
familjen. Nar man berdknar ml-skattningarna i en GLM anvander man sig dock
inte av hela fordelningen, utan enbart av forhallandet mellan vintevirde och
varians (Venables & Ripley, 2002). Med detta som bakgrund véljer man i kvasi-
likelihood inte en specifik férdelning f6r Y;, utan bestdmmer istéllet forhallandet
mellan vintevirde och varians. Man kan 6verga till kvasilikelihoodskattningar
och dérmed undvika behovet av fordelningsantagande och tillata en storre an-
del fordelningar till GLM. Man far ekvationer for parametrarna som i likeli-
hoodekvationerna (3) med forédndringen Var(Y;) = v(u,), dér v(p;) &r samban-
det mellan varians och véntevirde. Man far da skattningsekvationerna

N

& vlw) O

En variant av kvasilikelihoodskattningar ar kvasipoisson. Kvasipoisson kan an-
véindas for att hantera dverspridning i data. Man antar da att sambandet mellan
véntevirde och varians dr v(u;) = @p;, dér ¢ (vid 6verspridning) dr nagon kon-
stant storre &n 1. Man tillater alltsa en spridningsparameter. I kvasipoisson far
vi samma parameterskattningar som vanlig Poisson, men standardavvikelserna

forandras med faktorn
> (i — f13)? /v* (i)
N-p ’
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diar N — p ar antalet observationer subtraherat med antalet parametrar.

2.7.3 Negativ binomial

Ett annat sétt att hantera éverspridning i poissonférdelningen &r att 6verga till
en kongugerad blandningsmodell (conjugate mixture model), vilket innebér en
modell dir responsvariabeln har en specifik férdelning betingat pa en parame-
ter. Parametern har &ven den en specifik férdelning. I vart fall &r responsvaria-
beln poissonférdelad betingat pa intensiteten som &r en stokastisk variabel. Ett
lampligt alternativ ar att se intensiteten som en gammafordelad variabel. Detta
eftersom en poissonfordelad stokastisk variabel med gammaférdelad intensitet
dr negativt binomialfordelad. I vart fall innebér det att forsdkringskontrakten
inom en klass tillats variera med en parameter A ~ Gamma(c, 8). Vi anviinder
en annan parametrisering dn Agresti (2013), och i dess parametrisering skulle
det bli Gamma(a, p), ddr p = «af. Vi far y|A ~ Poisson(A), E[A]= af och
Var(A)= a3?. Detta ger

E[Y]=E[E[Y|A]] = E[A] = of
och
Var(Y) = E[Var(Y|A)] 4+ Var(E[Y|A]) = E[A] + Var(A) = af + af?.

En naturlig omskrivning ges av 4 = af8 och r = 1/, vilket ger E[Y] = p och
Var(Y) = p+ru®. Vi far da spridningsparametern 7. Om spridningsparametern
gar mot 0 sa gar fordelningen mot poissonfordelningen.

Negativa binomialfordelningen tillhér den exponentiella dispersionsfamiljen
och vi kan skriva Y ~ NB(u,r) som

T 1 1 Lr—+y)
p(y; p,7) = exp (y 0g (1+m> + - log (1+w) + Og( T 1)y

Vi kan se att 6 = log (%) Vi kan da konstatera att om r ként vore, enligt

faktoriseringskriteriet, T'(y) = >, v; en tillréicklig statistika. I vart fall skattas
r, och ar alltsa inte kéind, vilket innebér det aggregerade datamaterialet inte dr

en tillricklig statistika pa grund av faktorn exp (log (1;((7;%11?5,)))

I negativa binomialférdelningen finns alltsa ytterligare en parameter vi behover
skatta, spridningsparametern. Néar vi gor GLM:er med negativa binomialférdel-
ningen anvinder vi funktionen glm.nb i R och vi presenterar dérfor kort hur
den skattas dér, vilket beskrivs ndrmre i Venables & Ripley (2002). Vi kommer
da anvinda en annan parametrisering én tidigare. Vi antar att intensiteten A i
den poissonfordelade responsvariabeln dr gamma(6)/60-férdelad. Vi far da att A
har véntevirde 1 och varians 1/6. Detta ger

Y|A ~ Poisson(uA), €A ~ gamma(6)
och

EY)=p, wvar(Y)=pu+ pu?/b.
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Vi far sedan spridningsparametern genom en maximumlikelihoodskattning for 6,
vilken halls konstant for hela den anpassade modellen. Vért att ha i atanke &r att
vi far skattningen for @ = 1/r i R, da man ofta annars arbetar med skattningen
for r, vilken vi tidigare dven refererat till som spridningsparametern. Vi kan
konstatera, genom variansfunktionen, att negativa binomialfordelningen inte &r
oberoende av skala enligt definitionen f6r Tweedie modeller (se Avsnitt 2.5.2
Skalinvariant modell).

2.8 Verktyg for modelljamforelse

Det finns olika sétt att testa kvaliteten pa modeller. Vi kommer bland annat att
arbeta med de tva matten AIC och devians, vars information kan aterfinnas i
Agresti (2013). Vi kommer dven arbeta med transformen av sannolikhetsintegral
(Czado et al., 2009) och Monte Carloapproximationer av p-virde (Davison &
Hinkley, 2013).

2.8.1 Akaikes informationskriterium

Nér man ska avgora vilken modell man vill anvénda finns det flera saker man
bor ha i atanke. Man vill att modellen ska forklara mycket av variationen i data.
En mer komplex modell, med fler férklarande variabler &r pa vissa sidtt ndrmre
verkligheten &n en enklare modell. Det &dr dock en avviigning, da en enklare
modell ofta &r att foredra av andra skél. Ett matt pa modellens anpassning
dér man tagit hiansyn till detta &#r Akaikes informationskriterium, AIC. Den
bedémer modellen baserat pa ett speciellt vantevirde for hur néra de skattade
virdena ligger de verkliga. Man vill minimera mattet

AIC = —2(maximerad loglikelihood — antal parametrar i modellen).

Mattet innebér inte att man maste vélja modellen med légst AIC. Det &r en rikt-
linje for vilka modeller som kan vara aktuella. For att mattet ska vara relevant
maste man ha samma responsvariabel.

2.8.2 Devians

Ett annat matt man kan anvidnda for modellanpassning dr deviansen. Vi kom-
mer fokusera pa residualdeviansen, vilken jamfor modellen man testar mot den
méttade modellen. En méttad modell &r en modell med alla huvudeffekter och
alla méjliga samspel. Deviansen ser da ut som likelihoodkvotstatistikan dér noll-
hypotesen &r att den modell vi testar haller mot alternativhypotesen att den
inte gor det och vi behéller den méttade modellen. Deviansen blir da

D = —2(loglikelihood under H — loglikelihood for den méttade modellen).

Nir D ér deviansen far vi att den normerade deviansen ér D/¢, och det mattet
ar alltsa korrigerat for spridningsparametern.
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2.8.3 Transformen av sannolikhetsintegral

Vi kommer anvinda oss av transformen av sannolikhetsintegral (probability in-
tegral transform), PIT, for jimforelse av fordelningar. PIT anviinder sig av fak-
tumet att de virden sannolikhetsfunktionen fér en antagen fordelning blir da vi
observerar ett specifikt véirde, y (P(Y < y)), &r likformigt férdelade pa interval-
let (0,1). Detta om foérdelningen vi antagit &r kontinuerlig och observationerna
kommer fran den antagna férdelningen. Skadefrekvensen dr dock diskret (med
en offsetvariabel), vilket innebér att PIT behdver anpassas fore anviindning. Det
finns forslag bade pa ett randomiserat och icke randomiserat alternativ av PIT,
varav vi kommer att arbeta med det icke randomiserade. Vi véiljer att arbeta
med det icke-randomiserade alternativet fér att vi da undviker att inféra extra
slump i metoden. Man stéiller da upp fordelningsfunktionen F(u) betingat pa
observerade y och far

O, da u < Py_l
F(uly) = § (v = Py1)/(Py = Py1), da Byy <u<P,
1, dau > P,.

Vi far alltsa férdelningsfunktionen for en likformig stokastisk variabel pa inter-
vallet (0,1). For att bedoma resultatet kan man aggregera 6ver n prediktioner
och jamfora medelvirdet for PIT
F =23 Fowp).
s
Vi kommer att kontrollera for likformighet genom att plotta ett icke-randomiserat
PIT-histogram och kontrollera detta. Vi plottar PIT-histogrammet genom att

rakna ut
_n(I\_ (i1

dér J &r antalet staplar vi valt. Vi plottar histogrammet for jamt fordelade
Jj =1,...,J med hojden f; for stapel j och kontrollerar det fardiga histogram-
met for likformighet. Olika avvikelser fran likformighet tyder pa olika problem
med modellvalet. Exempelvis tyder ett upp och nervant U-format histogram pa
overspridning och ett U-format pa underspridning.

2.8.4 Monte Carlo

Monte Carlo dr en metod man kan anvidnda for att rédkna ut approximativa
p-virden genom bootstrap-metoder néir exakta p-virden kan vara vildigt svara,
eller omojliga, att berdkna.

Vi har en nollhypotes Hg och en alternativhypotes H;. Vi vill att H; ska
beskriva de avvikelser fran Hy som &r viktigast, eller troligast, att se. Vi skapar
en teststatistika 7', vanligt dr att man anvénder sig av likelihoodkvotstatistikan,

T = —2(maximerad loglikelihood under Hy—maximerad loglikelihood under H,).
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Vi kommer anvinda oss av ett grundldggande Monte Carlotest dér vi jamfor
vart observerade véirde for var statistika, ¢, med S oberoende virden pa T. De
S oberoende virdena pa T far vi genom att generera S stycken nya slumpade
stickprov dér fordelningsvalet maste stimma under nollhypotesen och de nya
stickproven maste vara baserade pa originella datamaterialet. For oss kommer
de vara baserade pa det originella datamaterialet via en anpassad modell, men
det kan ockséa vara direkt. Vi far da replikerade dataset, vilka vi anvénder for att
rikna ut de simulerade vérdena pa teststatistikan. Vi betecknar dessa t7, ..., t%5
och vet att under Hy &r ¢,t7, ..., t5 lika troliga virden pa T. Vi definierar k som
antalet simulerade t*-véirden som ar storre &n det observerade virdet ¢t och far
for ett kontinuerligt T Monte Carlo p-virdet
k+1

= P(T > t|Hp) = ppe = -~
p (T > t|Hy) = p ST

3 Modellering

I modelleringsdelen kommer vi nu att borja med att beskriva vart datamaterial
och bearbeta det i forberedelse for vidare analys. Vi kommer sedan tillimpa den
teori vi precis lart oss for att testa vara modeller och antaganden. Vi kommer
att anvinda oss av programmet R. Modelleringsavsnittet avslutas med en kort
sammanfattning pa de viktigaste resultaten i modelleringen.

3.1 Datamaterial

Vi har tillgang till ett datamaterial med partiell kaskoforsékring fér motorcyklar,
tillhandahallit fran det tidigare forséikringsbolaget, Wasa. Partiell kaskoftrsiakring
innebér att forsikringen bland annat técker stold, men dven vissa andra orsa-
ker av skada pa fordonet, sasom brand (Johansson & Ohlsson, 2010). Data-
materialet géller alla forsdkringar och skadeanmélningar for motorcyklar under
aren 1994-1998. Datamaterialet innehaller faktorerna dgaralder, kon, geogra-
fisk zon, MC-klass, fordonets alder, forsikringens duration i ar, antal skade-
anmélningar, skadeanmélningarnas kostnad och bonusklasser baserade pa an-
talet skadeanmélningar. Man startar i bonusklass 1 och 6kar en bonusklass for
varje ar utan skadeanmélan. Efter forsta fordringen minskar bonusklassen med
2 och man kan inte aterkomma till bonusklass 7 forréin efter 6 atfoljande ar utan
skadeanmélningar.

Innan vi skapar en modell for skadefrekvensen behdver vi bearbeta vara
faktorer. Forst utesluter vi variabeln kon i all modellering med bakgrund av
lagéindring ar 2012 (Kommissionens riktlinjer for kénsneutrala premier). Da
forbjods konsdifferentierade premier d&ven om skillnaden baseras pa statistik. Vi
bortser dven fran alla forsdkringskontrakt med duration 0, da det ej &r mojligt
att skadeanmélan gjorts pa dem och de diarmed &r irrelevanta i vidare analys.
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Aven alla forsékringskontrakt tillhérande en figare yngre &n 16 ar har bortsetts
fran, da de ej far kéra motorcykel. Vi behover inte ta stéillning till hantering
av skadeanmélningar som inte lett till nagon utbetalning da inga finns i vart
datamaterial. Nér denna inledande bedémning av data gjorts har vi ett material
med 8 variabler och 62436 observationer, dir varje forsdkringskontrakt &r en
observation.

3.2 Premieklasser

Nu gar vi vidare genom att dela upp de kontinuerliga kovariaterna till kategorier
for att bilda premieklasser. Vi utgar fran den ursprungliga uppdelningen pa for-
siikkringsbolaget Wasa. Denna aterfinns i Tabell 2.8 (Johansson & Ohlsson, 2010)
och vi aterger den hir som Tabell 1.

Tabell 1: Faktorer och premieklasser med beskrivning

Faktor Klass Klassbeskrivning
Geografisk zon 1 Centrala och semicentrala delar
av Sveriges tre storsta stader
2 Fororter och medelstora stéader
3 Mindre stdder som ej inrdknas i
klass 5 eller 7
4 Sma stidder som ej inrdknas i
klass 5 eller 7
5 Nordliga stéder
6 Nordlig landsbygd
7 Gotland
MC-klass 1 EV-ratio -5
2 EV-ratio 6-8
3 EV-ratio 9-12
4 EV-ratio 13-15
5 EV-ratio 16-19
6 EV-ratio 20-24
7 EV-ratio 25-
Fordonsalder 1 0-1 ar
2 2-4 ar
3 5- ar
Bonusklass 1 1-2
2 3-4
3 5-7
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EV-ratio ar ett matt pa en motorcykels prestanda. Mattet baseras pa mo-
torcykelns styrka i forhallande till dess vikt, (motorns kraft i kW x 100)/(mo-
torcykeln vikt i kg + 75) (Johansson & Ohlsson, 2010).

Den sista variabeln vi vill dela upp i klasser dr #dgaraldern. I teoridelen
nidmndes att responsens intensitet ska vara densamma i en klass. Darfor utgar vi
fran Figur 1, en plot 6ver skadeintensiteten mot alder, for att dela upp i klasser
med liknande intensitet.
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Figur 1: Plott 6ver skadefrekvensen mot alder

Nar vi delar upp i klasser tar vi d&ven hénsyn till att vi inte vill ha for
manga olika klasser. Da kan det konstateras genom Figur 1 att det blir svart
att fa samma intensitet i en hel premiegrupp, och det blir mer approximativt.
Uppdelningen som valdes med Figur 1 som grund kan ses i Tabell 2, vilken &r
en pafyllnad till Tabell 1.

Tabell 2: Fortsattning Tabell 1

Faktor Klass Klassbeskrivning

16-24 ar
25-30 ar
31-40 ar
41-60 ar
60- ar

Agarens alder

T W N
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Nu aterstar valet av basklasser innan modellbyggandet kan boérja. Vi vill ha

den klass med hogst duration som basklass. Vara basklasser presenteras i Tabell
3.

Tabell 3: Premieklassernas basklasser

Variabel Basklass | Duration i ar
Agaralder X, 4 41742.3
Geografisk zon X 4 32619.8
MC-klass X3 3 21662.3
Fordonets alder X4 3 50508.3
Bonusklass X5 3 35726.5

Detta kommer fungera som en grund for vidare analys av skadefrekvensen.
Virt att notera angaende skadefrekvensen ar att vi har ett datamaterial med
ett fatal observationer med en skada, &nnu firre med tva och ingen alls med tre
skador. Exakta fordelningen kan ses i Tabell 4.

Tabell 4: Antal skador i hela datamaterialet

Antal skador 0 1 2

Antal kontrakt | 61770 639 27

3.3 Skadefrekvens

Tills vidare arbetar vi med skadefrekvensen. Vilket tidigare nimnts sa far vi

Antal
Skadefrekvens = Antal skador slfador.
Duration

Vi kommer att modellera skadefrekvensen med hjéilp av GLM:er dér vi forst an-
tar poissonfordelningen och sedan jamfor med negativ binomialférdelning och
kvasipoisson. Vi anvénder naturliga logaritmen som ldnkfunktion och med na-
turliga logaritmen av durationen som offsetvariabel. Vi far modellen

log (D“J&) = Do AT AT £ AT A £
uration

Detta ger
10g(thijkim) = A+ A5 + )\JX"‘ + )\53 + )\ZX“ + A% 4 log(Duration),
oavsett fordelningsantagande och vi far

X1 X2 (X3 (X4 X
A eAJ' A A e)\m5

Wijkim = € e’ eMe - Duration = voy1472jY3kV4175m - Duration.
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Nér vi gor denna GLM med de klasser presenterade i Tabell 1 och 2 far vi att ett
flertal klasser inte &r signifikant skilda fran varandra. For att utveckla modellen
skapar vi 95%-iga konfidensintervall for alla -;;. Vi anvénder oss sedan av tre
villkor for att utveckla modellen.

1. Om tva eller fler parametrars konfidensintervall innesluter varandras pa-
rameterskattningar ldggs klasserna ihop.

Exempel: Klass 5-7 for faktorn geografisk zon. I Tabell 5 kan vi se para-
meterskattningarna och deras konfidensintervall (vid poissonantagande).
Samtliga parameterskattningar ligger innanfér alla tre konfidensintervall
och vi lagger darfor ihop dessa klasser.

Tabell 5: Konfidensintervall for geografisk zon klass 5-7 vid poissonantagande

Y24 Konfidensintervall

Geografisk zon 5 | 0.7942  (0.4070, 1.5500)
Geografisk zon 6 | 1.0858 (0.6699, 1.7599)
Geografisk zon 7 | 0.7020  (0.0984, 5.0101)

2. Klasser vars parameterskattningar ej ér signifikanta i modellen har lagts
ihop med basklassen.

Exempel: Geografisk zon klass 5-7 var ej signifikant skilda fran basklassen
dven efter de lagts ihop. Vi ldgger dérfor ihop dem med basklassen for
faktorn.

3. Att lagga ihop klasser har skett med en restriktion. Faktorer som dgaralder,
fordonsalder och MC-klass har alla en naturlig ordning och vi ligger dérfor
inte ihop klasser som inte angransar.

Exempel: T var firdiga modell har vi en klass, MC-klass 7, som inte
ar signifikant skild fran faktorns basklass, MC-klass 4. MC-klass 7 kan
dédremot inte liggas ihop med MC-klass 5 och 6, vilket dr anledningen till
att vi i var fiardiga modell har en klass, MC-klass 7, som ej &r signifikant
skild fran faktorns basklass.

Parameterskattningarna fér den slutliga modellen kan aterfinnas i Tabell 6,
dér de klasser som inte omnédmns dr hoplagda med respektive faktors basklass.
Vi slutar upp med samma uppdelning fér samtliga férdelningar.
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Tabell 6: Relationstal (;;) och standardfel pa linjira skalan for samtliga

fordelningar.
Relationstal Standardfel
Kvasipoisson Negativ Poisson Kvasi- Negativ
Poisson Binomial poisson Binomial
Basskadefrekvens 0.0018 0.0018 0.1021 0.1350 0.1054
Fordonsalder 1 3.4678 3.5596 0.1035  0.1368 0.1095
2 1.9319 1.9495 0.0976  0.1290 0.1014
Agaralder 1 6.5600 6.6997 0.1017  0.1344 0.1058
2 3.9172 3.9897 0.0967  0.1279 0.1002
3 1.6335 1.6348 0.1280  0.1692 0.1307
Geografisk zon 1 4.5689 4.6147 0.1023  0.1353 0.1066
2 2.6355 2.6535 0.1029  0.1360 0.1062
3 1.5742 1.5807 0.1128  0.1491 0.1158
MC-klass 1-2 | 1.3842 1.4147 0.1183 0.1563 0.1216
5 1.6424 1.6857 0.1037  0.1370 0.1074
6 2.9603 3.0753 0.1007  0.1331 0.1049
7 1.8285 1.8729 0.4142  0.5474 0.4225

Vi kan se i Tabell 6 att faktorn bonusklass dr helt utesluten. Anledningen till
detta &r att man enligt skattningarna bor fa en hogre premie néir man tillhor en
béttre bonusklass (i och med farre skador). Detta dr sjélvklart inte en énskvird
egenskap, och med anledning av detta har faktorn uteslutits. Man kan konstatera
att det kan vara onskvért att éverlata bonusklassernas inverkan pa premien till
att bestdmmas av ekonomiska skil utan statistik som bas.

Nar vi betraktar Tabell 6 bor vi ha i atanke att parameterskattningarna &r
transformerade och ddrmed ;;-skattningarna, medan standardfelen &r for para-
meterskattningarna innan transformering, alltsa for olika A. Med skattningarna
for kvasipoisson fick vi att faktorn bonusklass ej var signifikant fran bérjan, vil-
ket var den enda konsekvensen i klassuppdelning da vi 6vergick fran Poisson till
kvasipoisson. Valet att utesluta bonusklass helt leder dirfor till att vi far samma
modell for de bada fordelningarna och skillnaden ligger da enbart i standard-
felen. Vart att notera &r att vi far storre standardfel for varje parameter med
kvasipoisson och spridningsparameterskattningen 1.7470. Vi far darfor bredare
konfidensintervall for samtliga skattningarna med kvasipoisson. AIC och devians
for modellerna presenteras i Tabell 7.
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Tabell 7: AIC och devians

Poisson  Quasipoisson  Negativ binomial

AIC 7160.25 — 7134.56
Devians | 5785.68 5785.68 4747.05

Vi kan se att AIC &r struken for kvasipoisson, vilket beror pa att kvasipoisson
inte &r en specifik fordelning (enbart en variansfunktion) och vi behdver rikna
ut maximerad likelihoodfunktion for att rikna ut AIC. Vi far samma devians for
kvasipoisson som for Poisson for att vi arbetar med onormerad devians. Det &r
naturligt att vi far samma devians fér dem da vi inte anpassar for spridningspa-
rametern som dr det som skiljer de tva at. Vi kan konstatera att AIC:n &r 25.69
enheter mindre for negativ binomialmodellen &n for poissonmodellen, vilket ger
en stark indikering att negativa binomialférdelningen &r ett béttre val.

Nér vi har de fardiga klasserna och gjort var GLM for poissonfordelningen
utfor vi 6verspridningstestet beskrivet i Avsnitt 2.7.1 Poisson. Vi far da p =
0.00238 och vi kan forkasta nollhypotesen att det ej finns nagon Gverspridning
pa 1% signifikansniva.

Nu overgar vi till att forsoka se hur skadefrekvensen faktiskt paverkas av
att anvinda negativa binomialférdelningen istéllet for Poisson. For att tydli-
gare se skillnaderna har vi plottat de predikterade vérdena for en GLM med
negativa binomialférdelningen mot de predikterade vérdena for en GLM med
poissonférdelningen. For att illustrera skillnaden har vi &ven lagt in den rita
linjen y = «. Vi far Figur 2.

Predikterade véarden

Poisson
02 03 04 05 08

00 01

T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07

Negativ binomial

Figur 2: Predikterade virden for negativ binomial plottade mot predikterade
vérden for Poisson och linjen z = y.
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Vi kan konstatera att for den ldgre skadefrekvenserna verkar det inte gora
nagon skillnad mellan negativ binomial och Poisson. Nér den predikterade ska-
defrekvensen ligger pa 0.3 kan vi se att de predikterade virdena for negativ
binomial blir hégre dn de fér Poisson. Det verkar alltsa som att skillnaden mel-
lan Poisson och negativ binomial blir mer uttalad nér vi kommer till de klasser
med en hogre skadefrekvens.

3.4 Aggregerad data

Redan i teoridelen kunde vi konstatera att det aggregerade datamaterialet re-
presenterar en tillracklig statistika for poissonfordelningen, men inte fér negativa
binomialférdelningen. Da kvasipoisson inte har en férdelningsfunktion kan vi in-
te visa om aggregering ger en tillricklig statistika med hjélp av faktoriseringskri-
teriet. Vi vet att den ger samma parameterskattningar som poissonférdelningen,
men genom att utfora en GLM kan vi konstatera att standardfelen skiljer sig.
Detta innebér att den aggregerade datan inte ger en tillriacklig statistika. Om
man anvénder sig av kvasipoisson for att bilda premieklasser innebér detta att
man skulle kunna fa andra klasser om man aggregerar datamaterialet istéllet
for att anvénda det fullstindiga. Nar det géller negativa binomialfordelningen
skiljer sig bade parameterskattningarna och standardfelen at. For den intresse-
rade ldsaren finns relationstalen for negativa binomialférdelningen, standardfel
for kvasipoisson och en plott 6ver predikterade vérden for negativa binomi-
alférdelningen mot poissonférdelningen med aggregerad data i Appendix A.

Om vi utfor test for 6verspridning pa GLM:en med poissonférdelningen for
det aggregerade datamaterialet far vi p = 0.3707 och kan alltsa inte forkasta
nollhypotesen att det inte finns nagon 6verspridning pa nagon rimlig signifi-
kansniva.

3.5 PIT-histogram

Nu vill vi fortsdtta med att kontrollera vilket fordelningsantagande som ger
bést PIT-histogram, och dérmed fa viss information om hur bra vara de olika
fordelningsantagandena dr. Kom ihag att vi for ett bra fordelningsantagande
ska fa likformiga PIT-histogram. Vi anvénder oss av medelvirdena vi far av
var anpassade modell som vantevirde och spridningsparameterns skattning som
spridningsparameter. Det ger oss de icke-randomiserade PIT-histogrammen i
Figur 3.
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Figur 3: PIT-histogram, till vénster fér Poisson och higer for negativ binomial.
Vi kan se att vi far néstintill perfekt likformiga histogram fér bada férdelningarna.

3.6 Devians

Vi fortsdtter med att ta reda pa om de devianser vi fatt for de olika modellerna
ar realistiska for vara specifika fordelningsantaganden. For att gora detta har
vi simulerat 1000 dataset med en ny responsvariabel, baserat pa vara anpas-
sade modeller. Sedan modellerar vi varje dataset med poissonférdelningen och
negativa binomialférdelningen. Vi far da 1000 devianser for de tva modellva-
len, vilka kan ge oss viigledning i om vara observerade devianser avviker fran
de simulerade. Vi kommer enbart presentera resultaten fér poissonférdelningen
och negativa binomialférdelningen, eftersom vi far samma devians (och déirmed
samma resultat) for kvasipoisson som for Poisson. Vi borjar med att gora detta
nér vi simulerar nya poissonférdelade stickprov, baserat pa var GLM for pois-
sonfordelningen och far Figur 4.

Poisson Negativ binomial

300
1

200

Antal

Antal
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50 100
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L
0

T T T T T 1 T T T T T 1
4800 5000 5200 5400 5600 5800 3800 4000 4200 4400 4600 4800

Devians Devians

Figur 4: Devianser fran poissonanpassade och negativ binomialanpassade mo-
deller for poissonsimulerad data
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Vi genomgar sedan samma procedur, fast de nya simulerade stickproven
for responsvariabeln dr negativt binomialfordelade baserade pa var GLM for
negativa binomialférdelningen. Detta ger Figur 5.

Poisson Negativ binomial
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Figur 5: Devianser fran poissonanpassade och negativ binomialanpassade mo-
deller for negativ binomialsimulerad data

De vertikala linjerna i histogrammen &r markeringar for vart de observerade
devianserna befinner sig. Vi kan se att i histogrammet for nya, simulerade, pois-
sonfordelade responsvariabler ligger de observerade devianserna i utkanten av
de simulerade eller utanfor. Aven nir vi anviinder negativa binomialfsrdelningen
dr devianserna i utkanten av materialet.

3.7 Monte Carlo

Vi kommer nu rikna ut ett p-virde med hjalp av Monte Carloapproximation.
Detta gor vi for att testa om poissonantagandet eller alternativet, negativ bino-
mailférdelningen, ger den béttre modellen. Vi stéller upp hypoteserna

Hy: Antal skadeanmélningar, Y, &r poissonfoérdelat.
H;: Antal skadeanmélningar &r negativt binomialfordelat.

Vi vill testa detta genom likelihoodkvotstatistikan. Vi infér beteckningen L(6)
for maximerade loglikelihoodfunktionen med index 0 och 1 under Hy respektive
H;. Vi vill alltsa ha statistikan

T = =2(L(6)o — L(0)1).

Vi far denna statistika med hjélp av vara fardiga modellers AIC. I AIC:n har vi
en term for antalet parametrar i modellen. Vi har en parameter mer i modellen
med negativa binomialférdelningen én poissonférdelningen, vilket beror pa att
utover alla parametrar som finns fér modellen i poissonférdelningen finns &ven
spridningsparametern i negativa binomialférdelningen. Vi infor beteckningen s
for antalet parametrar i poissonmodellen och far
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AIC(): —2(L(9)0 — S)
AIC;: —2(L(0); — (s +1)).

Vi far att
AICl —2= —2(L(9)1 — S).

For att fa T tar vi
AICy — (AIC; —2) = =2((L(0)o — ) — (L(0)1 — 5)) = —2(L(0)o — L(0)1) =T.

Detta ger det observerade virdet pa statistikan ¢ = 27.68. Vi simulerar nya stick-
prov (S = 100) for responsvariabeln, dér de nya simulerade stickproven dr pois-
sonférdelade (6verensstimmer med nollhypotesen) och baseras pa var anpassa-
de modell. For varje dataset utfér vi, alla med samma faktorer och klasser, en
ny GLM med poissonférdelningen och en med negativa binomialférdelningen. Vi
anvénder dessa modeller for att berdkna de simulerade vérdena for T, ¢7, ..., t1q0-
Vi anvéander detta for att berdkna p-vérdet, vilket ger pp,. = 0. Vi kan darmed
forkasta nollhypotesen och vi far att negativa binomialférdelningen &r ett lamp-
ligare antagande.

3.8 Huvudresultat

Vi sammanfattar nu kort de viktigaste resultaten i modelleringen. Vi kan konsta-
tera att skillnaden i de skattade vardena for skadefrekvensen nédr man anvénder
poissonfordelningen eller negativa binomialfordelningen framst mérks vid de
hogre skadefrekvenserna, dér relationstalen blir hogre for negativa binomialfor-
delningen. I de ej randomiserade PIT-histogrammen fick vi i stort sett perfekta
resultat for de olika modellerna. Vi fick ldgre AIC for GLM:en med negativa
binomialférdelningen, och vid likelihoodkvottestet med nollhypotesen att re-
sponsvariabeln ar poissonférdelad mot att den &r negativt binomialférdelad fick
vi pme = 0. Detta tyder pa att negativa binomialférdelningen ér béttre anpassad
for att modellera responsvariabeln. Nér vi tittar pa histogrammen 6ver devian-
ser kan vi se att da vi simulerar fran poissonférdelningen ligger var observerade
devians fran Poisson GLM:en i utkanten och fran negativ binomial GLM:en helt
utanfér vara observerade virden. Néar vi istdllet simulerar fran negativa bino-
mialfordelningen ligger bada observerade devianserna inom histogrammen, men
fortfarande i utkanten. En mdjlig tolkning &r att dven detta tyder pa att nega-
tiva binomialférdelningen &r ett mer korrekt antagande &n poissonférdelningen.
Detta innebér dock inte att det &r ett korrekt, eller ens ett bra, antagande.
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4 Diskussion

Da kvasipoisson gav samma klasser som poissonférdelningen och man far samma
parameterskattningar med bada metoderna bedémdes vidare analys med kvasi-
poisson som 6verflodig. Om vi inte valt att utesluta bonusklass ur den statistiska
analysen hade de bada metoderna dock gett olika klasser (da bonusklass ej var
signifikant i kvasipoisson, men var signifikant for Poisson), och vid ett annat
datamaterial hade de bada metoderna definitivt kunnat ge olika klasser. Man
hade da kunnat fa mer intressanta resultat vid fortsatt analys med kvasipoisson.

Nagot overraskande fick vi tva néstintill perfekta PIT-histogram, vilka alltsa
gor att det ser ut som att bade negativa binomialférdelningen och poissonférdel-
ningen ir ideala for att modellera skadefrekvensen. Detta hade varit mer troligt
om vi haft en negativ binomialférdelning dér spridningsparametern gick mot
noll, eftersom det ger en modell vi inte kan sérskilja fran en poissonfordelning.
Vi anvinder dock den spridningsparameter vi far i R, vilken inte gar mot O.
Detta tyder darfor inte pa att bada fordelningarna ar ideala for att beskriva ska-
defrekvensen, utan det finns nagot annat som paverkar. En mojlig slutsats fran
detta dr att PIT-histogrammen inte &r relevanta i var analys, vilket &r en slut-
sats ovriga analysverktyg stoder. Mojligt ar att problemen i PIT-histogrammen
beror pa att var responsvariabel enbart antar tre virden varav ytterst fa som
ej &r noll. Det skulle kunna leda till att det finns for fa olika observationer att
basera PIT-virdena pa, vilket ddrmed ger i stort sett perfekta histogram.

Inferensen blir svar i ett datamaterial med sa pass fa skador. Antalet tvaor
ar sa pass fa relaterat till hela datamaterialet att man n#istan kan bortse fran
dem, vilket skulle ge en responsvariabel med enbart tva utfall - 0 och 1. Vi skulle
da fa en responsvariabel med samma egenskaper som en binér responsvariabel,
trots att den egentligen kan anta fler virden. Att vi har sa pass fa observerade
skador, och i vissa klasser inga observerade skador alls, leder till en osdkrare
inferens.

Stodet i slutsatsen mot PIT-histogrammen &r tydligt i vara histogram 6ver
devianser. Tydligast kan vi se det i devianserna nér vi simulerat datamaterial
fran poissonfordelningen, dér deviansen fér GLM:en med poissonfordelningen
hamnar langt i utkanten och deviansen for GLM:en med negativ binomialfor-
delningen till och med ligger helt utanfér histogrammet (se Figur 4). Detta dr
starka indikationer pa att responsvariabeln inte &r poissonfordelad och att det
nistintill perfekta PIT-histogrammet inte fangar upp problemen med antagan-
det. Nér vi simulerar fran negativa binomialférdelningen far vi histogram som
ser nagot troligare ut &n de tidigare (se Figur 5), men trots detta kan vi kon-
statera att om man gor en GLM med poissonfordelningen pa detta data ligger
var observerade devians atminstone bland de 50 sista av de simulerade, och i
en GLM med negativa binomialférdelningen ligger den bland de 5 sista. Detta
ar ett mer mojligt resultat &n vid poissonsimulerad data, men tyder pa att inte
heller negativa binomialférdelningen &r helt korrekt.

Trots att vi tidigt uteslot kvasipoisson ur fortsatt analys kunde vi konsta-
tera att alla standardfel blev hogre vid denna &n vid poissonférdelningen. Nér
vi tillat en spridningsparameter fick vi alltsa direkt hogre standardfel for alla
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parameterskattningar. Detta tyder pa att standardfelen &r for laga nér vi antar
poissonférdelningen. Vi har d&ven mer statistiskt séikerstéllda skal till att betrak-
ta negativa binomialférdelningen som en starkare kandidat till skadefrekvensens
fordelning. Forst kan vi konstatera att vi fick det statistiskt signifikanta resul-
tatet for forkastning av en nollhypotes att det inte finns nagon éverspridning
och dirmed acceptera mothypotesen att det faktiskt finns 6verspridning. Vi
fick dessutom det resultatet nidr mothypotesen var uppstilld i samma varians-
funktion som negativa binomialférdelningens, vilket ger &nnu starkare skil att
overviga negativa binomialférdelningen. Nér vi sedan gor ett likelihoodkvottest
och med hjilp av Monte Carloapproximation for p-véardet kan konstatera att vi
kan forkasta poissonmodellen till forman for negativ binomialmodellen sa kan
vi konstatera att negativa binomialférdelningen i var fallstudie beskriver skade-
frekvensen béattre &n poissonfordelningen. Vi har dock dven andra komponenter
att ta hénsyn till.

Vi kan dra tva viktiga slutsatser angaende férdelningarna redan fran teori-
delen. Forst vet vi att poissonfordelningen dr oberoende av skala, vilket negativa
binomialférdelningen inte &r. Vi vet dven att vi far en tillrdcklig statistika nér
vi aggregerar datamaterialet om vi arbetar med poissonfordelningen, och att
vi ddrmed inte forlorar nagon viktig information. Inte heller detta stdmmer
dock for negativa binomialférdelningen, vilket ger oss tva fordelar med pois-
sonfordelningen.

Att avgora vilken fordelning som &dr bésta alternativet dr dérfor inte helt
rakt pa sak och beror till viss del pa preferenser. Vad &r viktigast? Ger ne-
gativa binomialférdelningen en sa pass mycket béttre modellering av data att
det &r vért att forlora de onskvérda egenskaperna att férdelningen &r obero-
ende av skala och att aggregerat datamaterial ger en tillriicklig statistika? Ar
dessa onskvirda egenskaper sa viktiga att man kan bortse fran forbattringen i
modellering? Eller ar det helt enkelt s& att man betraktar de skillnader man
far i skattningarna av skadefrekvensen som sa obetydliga att det &r sjéalvklart
att bortse fran dem? Detta #r svart att avgéra med den information vi har nu
och béttre 6verldmnat till de med storre branschinformation. Det &r lédttare for
dem att bedoma precis hur stora skillnader i skadefrekvensen som #r viktiga,
och precis hur viktigt det &ar att aggregerad data utgor en tillracklig statistika
och att modellen &r oberoende av skala. Nagot som skulle kunna hjilpa vore
mojligtvis nagot slags konfidensintervall for skattningarna man far i Figur 2, da
dessa skulle kunna ge indikationer till om skillnaden mellan skadefrekvensen for
de olika fordelningarna ar statistiskt sékerstalld.

Ur ett rent statistiskt perspektiv skulle jag rekommendera negativa binomi-
alférdelningen. Detta eftersom vi kunde konstatera en skillnad i relationstalen
som gor valet mellan fordelningar relevant och eftersom alla test vi gjort tyder
pa att den dr béttre for att modellera skadefrekvensen. Ur en branschsynpunkt
kan det dock, som tidigare ndmnt, vara vért att bortse fran dessa férdelar med
negativa binomialférdelningen till forman for mojligheten att aggregera datan
och skalinvariansen vi far med poissonfordelningen.

I vart datamaterial har vi, vilket kan ses i Tabell 4, fa observationer som inte
ar noll, och inga som &r storre dn tva. Kanske finns sakforsédkringar ver annat
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dn motorcyklar dir det kan finnas fler skador och vara storre skillnad mellan
poissonférdelningen och negativa binomialférdelningen.

Slutligen bor vi dven ha i atanke att da histogrammen &ver devianserna
(Figur 4 och 5) indikerar att da bada fordelningarna #r nagot bristfilliga i
arbetet med skadefrekvensen kan det finnas anledning att arbeta vidare och
forsoka hitta fordelningar béttre &n de bada, eller rent av battre metoder. Ett
alternativ skulle dven kunna vara att arbeta vidare med premieklasserna och
se om det skulle ge nagon skillnad. Nagot annat man skulle kunna undersoka
vidare ar exempelvis sa kallade zero-inflated models. Dessa &r ett alternativ i
dataset dér observationerna #r overrepresenterade av nollor till sa hog grad att
det inte kan forklaras ens av vildigt lag intensitet i férdelningen man véljer for
att modellera materialet (Hilbe, 2014).
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Appendix A

Tabell 8: Relationstal (vy;;) f6r negativa binomialférdelningen och standardfel
for kvasipoisson, med ej aggregerad och aggregerad data

Negativ binomial Kvasipoisson
Aggregerad [Ej aggregerad | Aggregerad Ej aggregerad

Basskadefrekvens 0.0018 0.0018 0.1061 0.1350
Fordonsalder 1 3.4682 3.5596 0.1076 0.1368
2 1.9318 1.9495 0.1014 0.1290

Agaralder 1 | 6.5710 6.6997 0.1057 0.1344
2 3.9228 3.9897 0.1005 0.1279

3 1.6355 1.6348 0.1330 0.1692

Geografisk zon 1 4.5779 4.6147 0.1064 0.1353
2 2.6387 2.6535 0.1069 0.1360

3 1.5766 1.5807 0.1172 0.1491

MC-klass 1-2 | 1.3837 1.4147 0.1229 0.1563
5 1.6438 1.6857 0.1077 0.1370

6 2.9557 3.0753 0.1046 0.1331

7 1.8284 1.8729 0.4304 0.5474

Forst kan vi se skillnaden i de skattade relationstalen, i formen -;;. Sedan ser
vi skillnaden i standardfelen for de icke transformerade skattningarna med kva-
sipoisson. I Figur 6 kan vi se de predikterade vérdena f6r negativ binomialmo-
dellen plottade mot de fér poissonmodellen for aggregerat datamaterial. I Figur
6 finns dven en linje y = x for att illustrera skillnader.

Predikterade viarden

Poisson

Negativ binomial

Figur 6: Predikterade viérden fér negativ binomial plottade mot predikterade
véirden for Poisson vid aggregerad data.
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