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Sammanfattning

I denna rapport behandlas smittspridning i ett ndtverk bestadende
av familjer och kontakter mellan dessa. For att minska smittspridning-
en har olika former av karanténstrategier provats. Modellen av det
sociala natverket bestar av en slumpgraf med familjestrukturer och
infektionen i denna graf sprids genom att en individ fran boérjan &r
infekterad och att denne &r smittsam under tre dagar och déar efter ar
immun. Inkubationstiden for nysmittade &r en dag. De strategier for
karantén som har undersokts &r, 1: alla som infekterade sétts i karantéan
efter en dag, 2: de infekterade sdtts i karantén tillsammans med deras
familjer efter en dag, 3: den infekterade sitts i karantéin och med 40%
sannolikhet sétts ocksa dennes grannar utanfér familjen i karantén och
tillslut, 4: med 40% sannolikhet sitts den infekterade och dess familj
i karantdn. Epidemierna har undersokt utifran virdet for den kritis-
ka parameter som avgdér om det kan bli en epidemi Sverhuvudtaget,
epidemins slutstorlek och genomsnittliga franvarodagar for populatio-
nen pa grund utav infektion och karantdn. Undersékningen har gjorts
bade med sannolikhetsteoretiska berdkningar och genom datasimule-
ringar. Resultatet visar féga forvanande att ju fler utav de som har
varit i kontakt med de infekterade som satts i karantdn desto mindre
blir epidemin men da kan franvarodagarna skjuta i h6jden om det i
alla fall blir ett stort utbrott. For att minimera smittspridningen visar
sig i detta arbete att strategi 2 och 3 &r de mest effektiva. Det van-
liga sdttet att bestdmma slutstorleken av en epidemi i en slumpgraf,
ar att bestdmma sannolikheten 7 {6r att en férgreningsprocess dor ut.
Slutstorleken blir da sannolikheten att forgreningsprocessen inte dor
ut 1 — 7. Slutsatsen i detta arbete blir att detta géller inte da karan-
tanstrategierna 2 - 4 anviands. Det som utmérker dessa strategier ar
att bade infekterade och oinfekterade sétts i karantdn utan att i sin
tur kunna paverka epidemins spridning sa lénge de &r i karantén.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: ullsten67@Qgmail.com. Handledare: Mia Deijfen, Cecilia Holmgren, Pieter Trap-
man.
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1 Inledning

Smittsamma sjukdomar ar ett gissel for alla levande varelser och nu fortiden kan &ven vara datorer
drabbas. Hur skyddar vi oss bést fran dessa epidemier? Gar det att gora sig immun fran farsoten &r det
givetvis bra och ett sitt att gora det ar med hjélp av vaccin. Tyvarr tar det tid att fa fram vaccin for
t.ex. nya sjukdomar. Vad kan vi gbra om det inte finns nagon majlighet att vaccinera sig? Redan under
digerdéden upptécktes det att om ett samhélle har varit fri fran sjukdom i fyrtio dagar var epidemin
over. Sjdlva ordet karantdn kommer fran latinets quarantena, som betyder ndrmast ”fyrtio dagar”. De
som hade mojlighet drog sig undan stdderna och satte sig i karantén ute pa landet. Denna rapport
kommer att handla om smittspridning och karantan i sociala néatverk. For att klara av det behovs en
matematisk modell av sociala natverk och hur smitta sprids inom dessa. Detta kommer den forsta delen
av rapporten handla om. Dérefter infors olika karanténstrategier i denna modell och effekten av detta
handlar den senare delen om. Modellen av det sociala natverket har for enkelhetens skull begransats till
slumpgrafer med familjer om fyra personer som har slumpmaéssig kontakt med andra personer utanfor
familjen. Analysen av epidemier har sedan gjorts bade med datasimuleringar och numeriska berdkningar
av de sannolikhetsteoretiska resultaten.

2 Slumpgrafer

En graf bestar av en méngd noder V med en tillhérande méngd kanter . En kant sammanbinder tva
noder med varandra och gor att en kant kan beskrivas som ett nodpar {v,w} € V. En nods grad &r
antalet kanter noden har. Lat d, beteckna noden v:s grad. Om alla noder har en kant till alla andra
noder sdgs grafen vara fullsténdig. Om det mellan tva noder finns en sammanhéngande kedja av noder
och kanter, tillhor dessa noder samma komponent.

Ett exempel pa en graf kan vara att noderna representerar manniskor och kanterna representerar vilka som
har skakat hand med varandra under en dag. Ett annat exempel kan vara att noderna ar gatukorsningar
och kanterna vagarna mellan dem.

En slumpgraf ar en graf dar kanterna slumpas ut pa nagot sétt. Slumpgrafer kan fas pa manga sétt
och de vanligaste tva dr Edgar Gilberts och Erdos-Rényis slumpgrafer [§], [7] och [6]. I Edvard Gilberts
graf slumpas kanter ut oberoende av varandra med sannolikheten p. En sadan graf betecknas G(n,p).
I Erdos-Rényis slumpgraf slumpas ett bestdmt antal M kanter ut oberoende mellan noderna. En sadan
betecknas G(n,M). Det verkar dock vara en del forvirring kring namnen pa dessa grafer och oftast
refereras G(n, p) grafen som Erdés-Rényis graf.

2.1 Var modell

I detta arbete bestar var slumpgraf av lokala nétverk som bestar av fullstéindiga grafer med fyra noder,
dessa kallas familjer. Varje nod har dessutom kanter till andra noder i andra familjer, dessa kanter kallas
globala kanter och noderna for globala grannar. Se figur [I| f6r en forenklad bild av detta natverk. Da
grafen har manga noder ar sannolikheten att tva globala grannar till en familj i sin tur tillhér samma
familj mycket liten. Se appendix. Familjestrukturen ar alltsa fixt men nodernas globala gradtal &r
stokastiskt. Vi kommer nu underscka dess fordelning.

Figur 1: Modell av natverket



De stokastiska variablerna som kommer att anvandas i detta arbete ges i tabell [1| nedan.

S.V. Definition

D Antalet globala grannar en nod har.

l?* Antalet globala grannar en globalt infekterad nod har.

D Antalet mottagliga globala grannar en globalt infekterad nod har.
Y

Z

Antalet som infekteras fran en infekterad familj.
Antalet globala grannar en familj har.
z* Antalet globala grannar som dr mdojliga att infektera.
w Antalet infekterade inom en infekterad familj.

Tabell 1: De stokastiska variablerna i detta arbete

2.1.1 Fordelningen av globala kanter

Lat n vara antalet noder i grafen. I var modell véljs slumpméssigt ett bestamt antal kanter (an) utav
méngden utav alla ténkbara kanter (§) = "("2!_1)7 dér o dr ett positivt tal sa att an € ZT och an < (3).
Hur ar de globala kanterna fordelade? Lat den stokastiska variabeln D vara en nods grad. Lat px vara
sannolikheten att en godtycklig nod v far en kant utav de slumpmaéssigt valda kanterna fran mangden av

alla mojliga kanterna. Da &r

Antalet kanter som innehaller noden v n—1 2

pr = Antalet mojliga kanter - n(n—1)/2 R

(1)

Fordelning for noden v:s grad D, ar en binomialférdelning da det dras an kanter och sannolikheten att
dessa tillhér noden v ar 2/n.

D ~ Bin(an,2/n), E[D]=2a. (2)

Om det endast far forekomma en kant mellan ett nodpar blir det en hypergeometrisk férdelning

Hyp ("(gfl),an,n — 1) men da % < 0.1 kan detta approximeras till en binomialférdelning, se

S.E.Alm & T.Britton [I]. I var simuleringsmodell &r det dock tillatet att ge ett nodpar flera kanter, men
sannolikheten att det sker ar valdigt liten.
Som synes ger detta en modell dar vinteviardet av en nods globala grad ar oberoende av antalet noder
n. Da n ar stort kan binomialférdelningen approximeras med en Poissonférdelning. Lat parametern for
Poisson fordelningen var Ap = E[D] = 2a.

D ~ Bin(an,2/n) — Po(2a) = Po(Ap) (3)

Bevis. Lat A,, ~ Bin(n,\/n) och B ~ Po()\), da fas med hjilp av t ex karakteristiska funktioner

pa,(t) = (1 A )‘e”>n - <1+ )‘(en_U)n

non n
it

— M =pp(t) (4)

Alltsa A, % B da n — oo och vi anviinder fran och med nu approximationen D ~ Po(\p). O

Lat Z = 2?21 D;j vara en familjs gradtal. Vilken férdelning har da Z? Fran A.Gut [2] far vi

0z(t) = (pp(t) = e "D = Z < Po(4Ap) (5)



3 Epidemi i slumpgraf

3.1 Smittspridningsmodell

Smittspridning i ett nitverk kan endast ske via kanter. Kanterna kan vara riktningsberoende eller inte.
Det kan finnas olika typer av noder i natverket t.ex. kvinna respektive man eller vuxen respektive barn.
I sadana fall kan smittan spridas med olika sannolikhet mellan samma typ och mellan olika typer. I var
modell ar alla noder av samma typ, men sannolikheten att smitta lokalt skiljer sig fran sannolikheten
att smitta globalt. For att smitta ska kunna spridas till alla i en population maste den underliggande
slumpgrafen som representerar det sociala natverket, ha en stor komponent som innefattar i stort sétt
alla i populationen.

3.1.1 Grundmodell fé6r smittspridningen

Grundmodellen for smittspridning ar en S.I.R, modell (susceptible = mottaglig = infected = infekterad
= recovered/removed = terhimtads/imun) . Se figur (2).

Susceptible Infected Recovered

Figur 2: Modell utan karantan

Initialt infekteras en slumpvis vald individ och alla andra ar mottagliga for smitta. Da en blir smittad
blir denne infekterad nésta dag och kan fora smittan vidare. En smittad kan fortsdtta att smitta under
tre dagar och efter det ar personen immun och &r varken smittsam eller mottaglig. For att kunna un-
dersoka om en smitta kommer bli stor eller inte behovs fordelningen for hur manga en familj med ett
antal smittade familjemedlemmar kan smitta.

3.1.2 Fordelningen av antalet smittade fran en familj

Med en infekterad familj menas en familj dér initialt en familjemedlem &r infekterad. Lat den stokastiska
variabeln Y vara antalet globala grannar som smittas fran en infekterad familj. Foér att kunna bestdmma
denna maste vi veta fordelningen fér hur manga globala grannar familjen har som kan smittas. Lat den
stokastiska variabeln Z* vara antalet globala grannar som kan smittas fran en smittad familj.

Lat p och pg vara sannolikheterna for att en lokal respektive en global granne infekteras under en dag och ¢
och g¢ vara sannolikheterna for en lokal respektive en global granne infekteras under hela smittoperioden.
Sannolikheten att en infekterad smittar en granne under a dagar blir da g(a) = 1 — (1 — p)® respektive
gc(a) = 1—(1—pg)®. I var modell r a lika med ett eller tre. Betingas Y med antalet mottagliga globala
grannar Z* = z fas en binomialférdelning

Y|(Z* = z) ~ Bin(z,4c(a)) (6)

eftersom z stycken mottagliga noder kan bli infekterad med sannolikheten gg(a). Vilken férdelningen
har Z*? Lat som tidigare den stokastiska variabeln D ~ Po(Ap) vara antalet globala grannar en nod
har. Nar en familj forst blir infekterad har en nod fatt smittan fran en av sina globala grannar. Vilken
fordelning har dennes globala gradtal? Lat stokastiska variabeln D* vara graden for den initialt smittade
i ett lokalt nitverk. Sannolikheten att D* = k &r proportionell mot gradtalet k och andelen noder av
grad k, med proportionalitetskonstanten 1/C for snyggare berdkningar.

Alltsa

k-P(D=k), k={1,2,...} (7)



och eftersom P(D* = k) &r en sannolikhet maste

k=1

som ger

C = k-P(D:K):ik-P(D:K):E[D]. (9)

k=0

M8

k

Il
—

Den sokta fordelningen D* ges nu av

k
~. . kP(D=Fk) kjRe Pt g1 B
P(D*=k) = ——pp— = pvil e L k={1,2,...} (10)

som ar en skiftad Poissonfordelning.

Lat den stokastiska variabeln D vara antalet mottagliga globala grannar den intalat smittade i familjen
har. D& #r D = D* — 1. Fordelningen for antalet mottagliga noder blir di P(D = k) = P(D* —1 = k)
dér k = {0, 1, ...}. Da blir fordelningen till D

P(D=k)=PD*-1=k)=P(D*=k+1) = 3})"@@ = D~ Po(\p). (11)

Fordelningen D 2D~ Po(\p) vilket underléttar vara berdkningar.

Lat den stokastiska variabeln W vara antalet som blir infekterade i en familj och som kan sprida smittan
vidare globalt. I modellen har varje familjemedlem egna globala grannar och det medfor att antalet en
familjs kan smitta ar direkt proportionell mot antalet infekterade inom familjen. Betingas nu Z* med W =
w fas den betingade fordelningen som pa samma sétt som ekvation blir en Poissonfordelning

Z*|(W = w) ~ Po(wAp). (12)

Da fordelningarna &r Y|Z* ~ Bin(Z*,qg(a)) och Z*|(W = w) ~ Po(wAp) fas med hjilp av t.ex.
sannolikhetsgenererande funktioner,

Y|(W = w) ~ Po(wpucqp(a))- (13)
Bewis.
gyiw—ul®) =EERY|2°] = B[(1 - g6 + a6(@))? ] = EIh()?'] = ev -1 _
e #p(1—ga(a)+ac(a)(t—1) — jwipga(a)(t—1) (14)
Detta ar sannolikhetsgenererande funktionen for en Poisson Po(wApga(a)). O

Fordelningen for Y blir med hjilp av lagen om total sannolikhet

4
P(Y =k)=)Y P =kW =i)P(W =i). (15)

i=1

For att bestdmma fordelningen f6r Y behovs fordelningen for W.



3.1.3 Fordelningen for smitta i ett lokalt natverk

Lat den stokastiska variabeln W vara antalet infekterade i ett lokalt natverk da en har blivit infekterad
fran borjan och g(a) = 1 — (1 — p)® vara sannolikheten att en infekterad familjemedlem infekterar en
annan under a dagar. I fortsittningen anvinds notationen ¢ for g(a) da det blir firre paranteser och
enklare att forsta uttrycken. Fordelningen for W fas da av att den forsta noden kan smitta 0 till 3
andra enligt Xy ~ Bin(3, q), se triddiagrammet i figur Beroende av X; utfall kan det i generation
tva smittas fran 0 till 2 nya enligt fordelnigarna X5|(X; = 1) ~ Bin(2, ¢) och X5|(X; = 2) varav den
senare inte ar enkel eftersom tva infekterade noder endast kan smitta den enda mottagliga noden som
ar kvar i det lokala ndtverket. Vi behdver dock bara sannolikheten att ingen av de bada smittar den
sista, som ir P(Xy = 0/(X; = 2)) = (1 — ¢)?. Den andra generationen har bara ett alternativ kvar,
X3|(X2 = 1, X1 = 1) ~ B’LTL(]., q)

X3|(Xo=X;=1)=0
W =3

Figur 3: Traddiagram over fordelningen W.

Fordelningen ges av sannolikheterna i .

PW=1)=P(X; =0) = (1 —q)*

PW =2)=P(X; =1)P(X2 =0|X; = 1) = 3¢(1 — ¢)*(1 — ¢)*

PW =3)=P(X; =2)P(Xy=0/X; =2)?+ P(X; =1)P(Xo = 1|X; = 1D)P(X3=0|X; =Xy = 1) =
=3¢*(1—q)(1 — q)* + 3¢(1 — ¢)*2¢(1 — q)(1 — q)

PW=4)=1-P(W=1)-P(W=2) - P(W =3) (16)

Vintevardet for antalet smittade i en familj ges av polynomet .
pw(q) = EIW] =1+ 3¢+ 6¢* — 21¢* + 21¢° — 6¢° (17)

3.1.4 Epidemier och férgreningsprocesser

Vad krévs for att ett sjukdomsutbrott ska bli en epidemi? Ett sitt ar att anta att infektionen sprids enligt
en forgreningsprocess vilket innebér att en infekterad smittar ett antal andra som i sin tur smittar andra
osv. med samma sannolikhetsfordelning. Lat X; vara antalet som infekterats av den i:te infekterade
och att {X;} &r oberoende likaférdelade for alla i. Lat 7 vara sannolikheten att epidemin dor ut tillslut.
Sannolikheten att ingen av k stycken infekterade startar en epidemi som exploderar i antal dr 7*. Lagen
om totala sannolikheten ger da att sannolikheten att en infekterad inte ger upphov till en stor epidemi,
dvs. den dor ut, blir

=Y 7*P(X =k) = E[r"] = gx(r) (18)



som dr det samma som den sannolikhetsgenererande funktionen gx (w) for Xi.
Ekvation ar ett polynom och har séledes flera rotter. Den sOkta sannolikheten 7 dr den minsta reella
roten m > 0 . For forgreningsprocesser géller enligt bl.a. A.Gut[2].

T<1l & E[Xi]>1

Forgreningsprocessen forutsatter oberoende lika fordelad smittspridning generation efter generation vilket
bland annat kréver odndligt manga mottagliga individer.

I var modell ar till en borjan sannolikheten att de en infekterad familj infekterar tillhér unika oinfekterade
familjer mycket stor. Borjan av epidemin kan darfor ses som en forgreningsprocess dér fordelningen Y
for antalet smittade fran en familj &r oberoende och likaférdelade. Den kritiska parametern R* = E[Y]
maste vara storre dn 1 for att sannolikheten att epidemin dor ut ska vara mindre &n 1.

Om sannolikheten att epidemin doér ut ar w, kommer om populationen dr stor och ingen karantén
forekommer, m andelar av population inte bli infekterade. Detta eftersom en smittsam kan ses som
en som startar en egen epidemi och sannoliken att det inte blir nagon ar m. Se M.Deijfen[3], F.Ball,
D.Srl, P Trapman [4].

3.1.5 Kritiska parametern for grundmodellen

Néar W nu ar kdnd kan sannolikheten for P(Y = k) beréknas enligt lagen om den totala sannolikheten,
ekvation , alltsa

P(Y =k) =Y P(Y = kW =i)P(W =1).

=1

Lat det kritiska vérde for en epidemi utan karantén vara R* = E[Y] vilket ger

R* = E[Y] = EE[Y|W] = E[WApgc] = A\gacE[W] = Apgc(a)uw
= Apgc(1+ 3¢+ 6¢° — 21¢" +21¢° — 64°) (19)

som endast beror pa ¢, gz och Ap.

3.2 Karantan

Nar en person sétts i karantdn i var modell kan denne inte sprida smittan vidare eller bli smittad, men
om personer som har varit i kontakt med en infekterad sitts i karantédn kan denna vara infekterad och
i sadana fall har denne ingen méjlighet att sprida smittan vidare. Detta beror pa att i detta arbete ar
karantadnstiden satt till tre dagar och om en nysmittad sétts i karantdn kommer denna vara smittsam fran
och med forsta dagen och i tre dagar framover, dvs under hela karantdnstiden. For att epidemin skall
spridas maste en infektion spridas fran en familj till familjens globala grannar som i sin tur kan sprida
smittan vidare. Véintevirdet for hur manga en familj kommer att smitta globalt betecknas som tidigare
R* = E[Y]. I detta arbete undersoktes fyra olika typer av karantén férutom modellen utan karantdn som
kallas for karantén typ 0. Lat oss ga igenom de fyra karantdnstyperna.

3.2.1 Typ 1: Enkel karantan

Den enkla karantdnsmodellen innebér att endast den infekterade sitts i karantén efter en dag. Se figur []
for en skiss av modellen som kan kallas en S.I.Q.R. (susceptible = mottaglig = infected = infekterad =
quarantine=karantin = recovered/removed = aterhdmtads/imun)

Fordelningen for Y #r densamma som utan karantéin men med minskad smittrisk da ¢(1) = 1—(1—p)! =p
och gg(1) =1 — (1 — pg)! = pg eftersom smittan endast kan ske under en dag istiillet for tre.



Det kritiska vardet R* blir da
R*=FEY =pg - Ap - pw (20)
dir py = EW =1+ 3p + 6p? — 21p* + 21p° — 6p°.

Susceptible Infected Quarantine Recovered

Figur 4: Enkel karantdnmodell

3.2.2 Typ 2: Helt lokalt natverk i karantan

I denna modell sitts hela lokala nétverk i karantan efter en dag om nagon i det har blivit infekterat.
Da blir fordelningen av W = 1 eftersom ett lokalt nétverk endast kan smitta vidare globalt fran den
ursprungligt infekterade i familjen och detta under en dag. Sannolikheten att smitta en global granne &ar

ddqg=1-(1-pg)' = pg. Se ﬁgur@

Susceptible Infected Recovered
) 1 )
Susceptible Infected Recovered
Quarantine Quarantine Quarantine

Figur 5: Modell f6r karantan typ 2.

Férdelnigen for Y ar saledes
Y =Y|(W=1)~ Po(Appc) (21)
som ger det karakteristiska talet

R = E[Y] = Ap - po- (22)

3.2.3 Typ 3: Karantin av andel globala grannar

I denna modell sétts den infekterade i karantéan som i karatédn av typ 1, men dven den infekterades globala
grannar satts i karantan med sannolikheten . Eftersom det ar globala grannar och inte lokala natverket
som satts i karantdn kommer den att bete sig annorlunda. Smittspridningen kommer att bara ske under
en dag da alla som &r konstaterade infekterade kommer séttas i karantdn men en del kommer hamna i
karantén i forebyggande syfte eftersom de sitts i karantan utan att deras hélsostatus ar kand. Se figur [f]

Hur blir férdelningen fér denna typ?

Lat den stokastiska variabeln Z* vara antalet mottagliga globala grannar som inte ar i karantan och Z*
som forut totala antalet mottagliga globala grannar oavsett karantén. Da blir Z*|Z* ~ Bin(Z*,1 — 7).
Som forut &r fordelningen av Y betingat pa antalet globalt mottagliga Y|Z* ~ Bin(Z,qa(1 — 7)).
Fordelningen Z* ~ Po(wvyg) ger nu YW ~ Po(WAgqa(1l — 7)) dir g¢ = pg eftersom spridningen sker
endast under en dag.

Epidemins karakteristiska tal R* blir nu

R*=EY = (1-9)pc-Ac - pw (23)
och pyw =1+ 3p + 6p? — 21p* + 21p° — 6p% som i typ 1.



3.2.4 Typ 4: Karantan av endast en andel lokala natverk

I denna typ sétts endast infekterade lokala nétverken i karantéan med sannolikheten . Denna modell kan
beskrivas med figur [6]

Susceptible Infected Recovered
) 1 )
Susceptible Infected Recovered
Quarantine Quarantine Quarantine

Figur 6: Fullstdndig modell

Fordelningen for de som hamnar i karantdn blir densamma som den for typ 2. Se ekvation . For
de som inte hamnar i karantan ar fordelningen densamma som i typ 0, se ekvation . Lat W* vara
den stokastiska variabeln som anger antalet smittade lokala noder som kan sprida smittan vidare globalt
och @ vara en hjalp stokastisk variabel som ar 1 om familjen hamnar i karantdn och 0 annars. Detta
ger

W*(Q=1) =1 smitta under en dag. dir

wreQ = { W*(Q =0) ~W smitta under tre dagar. @~ Be(y) (24)

Fordelningen om endast en del av de lokala natverken tas i karantdn med sannolikheten v ges nu av

P(Y = k) = S_P(Y = KW = ))P(W = ) P(Q = 0) + P(Y = KW = Liq = pc)P(Q =1)  (25)

i=1

dar

R* = Appwac(1l —7) + Appa- (26)

Ett problem ar att dessa berikningar inte tar hinsyn till karantdnstiden. Ar den ldngre kan icke in-
fekterade bli mottagliga igen vid ett senare tillfille och detta minskar slutstorleken av epidemin. Ar
karantanstiden for kort kan infekterade smitta igen.

3.3 Sjukfranvaro

Sjukfranvaro &r en kostnad fér bade samhéllet och enskilda individer. Hur paverkar de olika karanténstyperna
den genomsnittliga sjukfranvaron for hela populationen da man antas kunna aterga till sin vanliga ak-
tivitet efter infektionstiden? Sjukfranvaron S for en person &r lika med (infektionstiden)+ (karténstiden)—
(tiden d& man bade ir infekterad och i karantiin). Den genomsnittliga sjukfranvaron S ir lika med viinteviirdet
pa sjukfranvaron S for en person E[S].

3.3.1 TypoO

D4 det inte &r ndgon karantin kommer den genomsnittliga sjukfranvaron Sy vara lika med tre ganger
andelen infekterade 3(1—m) eftersom varje infekterad antas vara franvarande under infektionstiden.

3.3.2 Typ1l

D4 endast de som #r infekterade dr i karantin kommer den genomsnittliga sjukfranvaron S; vara lika
med fyra ganger andelen infekterade 4(1 — 7). Fyra eftersom infekterad tre dagar och i karantédn i tre
och bade infekterad och i karantédn tva dagar.
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3.3.3 Typ2-4

D& hela familjen sétts i karantdn nér en individ konstateras infekterad kommer det vara 4 stycken i
karantédn i tre dagar och den initialt infekterade kommer vara infekterad en dag innan denne sétts i
karantén. Detta ger da att da endast en individ i en familj blir infekterad blir sjukfranvaron 4-3+1 = 13
dagar oavsett om nagra andra i familjen blir smittade eller inte. Tyvérr kan flera globala grannar smitta
olika familjemedlemmar samtidigt eller nadgon mottaglig i familjen kan senare bli infekterad da de har
lamnat karantdn och sétta den i karantdn igen. Detta gor att det ar svart att berdkna S;_4 sannolikhet-
steoretiskt och ar utanfér detta arbete utan det gors istillet endast med hjalp av simulering.
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4 Simulering

For att kunna simulera epidemispridning enligt vara modeller behévdes det program. Det f6ll sig naturligt
att skriva dem i nagot objektorienterat sprak, eftersom noder och familjer passar som objekt. Forsta
varianten skrevs i MATLAB, men det blev langsamt vilket ledde till att programmet skrevs istéllet i
C++, men graferna gjordes sedan i MATLAB utifran exporterade datafiler.

Programmet utgar fran slumpgrafens noder som é&r enskilda objekt. Dessa har forsetts med bland annat
egenskaper som héalsostatus, karantdnstatus, infektionstid, karantanstid och vilka andra noder som ar
globala respektive lokala grannar.

Simuleringen sker sedan av ett simuleringsobjekt som forst skapar en vektor av noder och for varje nod
slumpas det ut globala grannar. De lokala grannarna bildas genom att noderna ges familjeidentitet fyra
och fyra. Epidemin startar med att en nod &ar infekterad och for varje iteration (dag) gas alla noder
igenom och om de har grannar, lokala som globala, som &ar infekterade kan sjalva bli smittade med
sannolikheterna p respektive pg som bestams vid simuleringens start samt om noderna ar i karantan. En
smittad nod blir sjalv smittsam efter nésta iteration. Efter tre iterationer blir en infekterad immun och
kan varken smitta eller bli smittad mer.

Nar det inte finns nagra infekterade kvar bland alla noder stannar simuleringen och resultatet kan skrivas
in i en fil med annan utrdknad data sa som den sannolikhetsteoretiskt berikade kritiska vardet for en
epidemi R*.

Ett eget C++ program skrevs for att numeriskt berdkna utifran ekvation sannolikheten for att en
infekterad startar en epidemi. De numeriska berdkningarna gjorden med Newton-Raphsons metod (se
appendix).

Varianter av progammet anviandes for att simulera vad som hénder i ett enda lokalt nétverk och hur ett
enda lokalt natverk sprider smittan vidare till de globala grannarna.
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5 Resultat

I simuleringarna och andra berdkningar har konstanterna enligt tabell [2[ anvénts.

Konstant Varde
Ap Vintevirdet av antalet globala grannar 10
n  Antalet noder i simuleringarna 100000
a  Antalet dagar som infektionen ar smittsam a 1 eller 3
Antalet dagar i karantén (om inte annat anges) 3
v Sannolikheten att en global granne eller familjer hamnar i karantdan 0.40

Tabell 2:

5.1 Resultat av flera olika epidemier

Ett antal simuleringar gjordes av epidemier med olika lokala och globala spridningsrisker. Resultaten av
slutstorlek, sjukfranvarodagar, det kritiska vérdet for stor epidemi R* samt numeriskt beriknad sanno-
likheten for ett stort utbrott for de olika karanténstyperna noterades. De numeriska berdkningarna gjordes
med Newton-Raphsons metod, se appendix. Franvarodagar dr de dagar man &r infekterad och/eller i
karantén. Sjukdomen &r mild i den meningen att de som har blivit friska dven &r aterhdmtade och kan
aterga till arbete, skola eller vad det nu kan vara. Se tabellerna 3] — [6]

Sannolikhet for

Andel infekterade utbrott
Typ av karantan simulerat Newton-Raphson Sjukfranvaro R*
Typ 0 99.71% 99.7% 2.99 10.1
Typ 1 75.89% 75.8% 3.04 2.3
Typ 2 0.014% 0% 0.001 1
Typ 3 0.055% 0% 0.007 0.93
Typ 4 85.24% 82.1% 4.21 6.5

Tabell 3: Epidemi med lokal smittrisk p = 0.30 och global pg = 0.10.

Sannolikhet for

Andel infekterade utbrott
Typ av karantan simulerat Newton-Raphson Sjukfranvaro R*
Typ 0 99.9% 99.9% 3.00 14.4
Typ 1 89.2% 89.0% 3.57 3.48
Typ 2 43.9% 58.3% 3.07 1.5
Typ 3 47.7% 70.8% 4.43 2.1
Typ 4 92.1% 89.5% 3.93 9.25

Tabell 4: Epidemi med lokal smittrisk p = 0.30 och global pg = 0.15.
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Sannolikhet for

Andel infekterade utbrott
Typ av karantan simulerat Newton-Raphson  Sjukfranvaro  R*
Typ 0 100.0% 100.0% 3.00 19.2
Typ 1 96.5% 96.4% 3.86 5.6
Typ 2 59.9% 79.7% 3.47 2
Typ 3 63.2% 89.3% 5.0 3.4
Typ 4 94.3% 93.9% 3.80 12.3

Tabell 5: Epidemi med lokal smittrisk p = 0.40 och global pg = 0.20.

Sannolikhet for

Andel infekterade utbrott
Typ av karantan simulerat Newton-Raphson  Sjukfranvaro  R*
Typ 0 100.0% 100.0% 3.00 25.8
Typ 1 98.9% 98.8% 3.95 8.4
Typ 2 71.7% 94.0% 3.66 3
Typ 3 72.6% 95.5% 4.53 5.1
Typ 4 95.7% 97.9% 3.81 16.7

Tabell 6: Epidemi med lokal smittrisk p = 0.40 och global pg = 0.30.

Vi ser att det effektivaste séttet att minska slutstorleken dr metod 2 och 3 i samtliga fall. Da smittorisken
Okar kan epidemin explodera i alla fall, eftersom fér manga slipper undan karantédn. Det intressanta &r
att den genomsnittliga sjukfranvaron ar minst om man skippar karantan totalt sa lange det i alla fall blir
ett stort utbrott, men det beror pa att i vara karanténstyper ar i karantén i tre dagar oavsett om man
ar sjuk eller ar frisk tidigare.

5.2 Resultat av olika de karantanstyperna
5.2.1 Jamforelse mellan olika karantinstyper

Hur paverkas det kritiska virdet R* av de olika karantdnsmodellerna? Eftersom var epidemimodell har
olika infektionsrisk lokalt och globalt, &r R* en tvavariabelsfunktion [0, 1]2 — RT. DA det #r den globala
spridningen som behovs for att det skall bli en epidemi har R* bestdmts som en funktion av sannolikheten
att infektera en global nod pg, med olika fixa varden pa sannolikheten att smitta en lokal nod p. Funk-
tionerna beskrivs i uttrycken 7 , , 7 for de olika karanténstyperna. Se graferna i figur
Epidemispridningen dér en familj sétts i karantén sa fort nagon i den ar infekterad (typ 2) paverkas
inte av infektionsrisken inom familjen. Alla andra typer av epidemier paverkas av infektionsrisken p och
i dessa Okar R* da p okar.
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R as function of pG, p=05%, type 0-4 quarantine.
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R as function of pG, p=30%, type 0-4 quarantine.
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Figur 7: R* beroende pa den globala smittrisken pg for olika lokala smittrisker. Fran 6verst till vénster,
p = 0.05, 0.30, 0.50 och 0.90.

Hur epidemins slutstorlek som del av populationen paverkas utav R* for de olika typerna av karantén,
undersoktes bade via simulering och numeriskt. De numeriska berédkningarna gjordes for att bestimma
den minsta positiva reella roten till foérgreningsprocessekvationen med hjalp av Newton-Raphsons
metod (se appendix). Denna rot 7 ger sannolikheten att en forgreningsprocess dor ut. De simulerade
graferna skapades genom att simulera epidemierna en gang for varje viarde pa pg och om epidemin inte
tog fart da R* > 1 gjordes simuleringen om med samma vérde tills epidemin tog fart. Steglingden
mellan varje simulering var Ape = 0.002. Resultatet av dessa aterges i graferna i figur [§ och [0} Fran
dessa kan vi konstatera att bade de simulerade och numeriskt berdknade epidemierna har sin gréans for
utbrott av epidemi da R* = 1. Vi ser dven att de simulerade slutstorleken och de numeriskt berdknade
sannolikheterna for att det skall bli ett stot utbrott skiljer sig at. Det syns tydligast genom att ordningen
av de olika karantdntypernas grafer ar olika i de tva figurerna.

Size of epidemi as function of R, p=30%, type 0-4 quarantine.
T T T T

type O
— — type 1

type 2
........ type 3
type 4 7

Figur 8: Epidemins slutstorlek beroende pa R*, simulerad.
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Size of epidemi as function of R, p=30%, type 0-4 quarantine. Numerical.
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Figur 9: Epidemins slutstorlek beroende pa R*, numeriskt beraknad.

5.2.2 Jamforelse mellan simulerade och numeriska beriknad slutstorlek och kritiskt varde
Pa pg-

Kan det antas att slutstorleken kan berdknas med hjalp av férgeningsprocessekvarionen , som ger
sannolikheten 7 for att en epidemi dor ut? Antagandet dr att en epidemis slutstorlek som andel av
populationen ar den samma som sannolikheten for ett stort utbrott, d.v.s. epidemin inte dor ut, 1 —
.

Hur epidemins slutstorlek paverkas utav den globala smittrisken mellan tva noder under en dag pg
undersoktes bade via simulering och numeriskt. De olika karanténstrategierna undersoktes var for sig.
Resultatet av detta ar, att antagandet att slutstorlek som andel av populationen &r den samma som
sannolikheten for ett stort utbrott, giller endast i epidemierna utan karantdn (typ 0) och dér bara
de infekterade sétts i karantdn (typ 1). For de ovriga karantdnstrategierna skiljer sig de simulerade
slutstorlekarna sig ifran de numeriskt beraknade.

Aven om slutstorleken for epidemin skiljer sig at mellan de numeriskt beriknade och de simulerade,
stdmmer som tidigare konstaterat, granssannolikheten da epidemin tar fart, 6verens med varandra. Vad
som ger storleksskillnaden for karantédnstyperna 2 — 4 tas upp i slutsats och diskussionsavsnitten. Se
graferna i figur [12] - [16]i appendix.

5.2.3 Jamf6relse mellan olika karanténstyper

Hur skiljer sig de olika karantdnstyperna at? Det som da kan vara intressant ar slutstorleken och
gransvirdet for en epidemi beroende pa den globala smittrisken mellan tva noder under en dag pg.
Epidemier simulerades for olika smittrisker inom familjer, p = 0.05, 0.17, 0.30 och 0.50. Resultatet visar
som forut att karantansyperna 2 och 3 ar de effektivaste. Om smittrisken ar over 17% inom familjen ar
karantédn av alla infekterade familjer dagen efter forsta infektionsdagen (typ 2) bést av de undersokta
strategierna. Graferna fran de simulerade epidemier visas i figur [I7] och for de numeriskt beréknade i[I8]
i appendix.

Det skiljer sig mellan de numeriska och simulerade slutstorlekarna for karantén av typen 2-4 vilket inte ar
forvanande, bland annat karantéanstiden och antalet infekterade i karantdnen paverkar antalet infekterade.
Hur olika karanténstider paverkar slutstorleken for karanténstypen 4 da ett slumpvis utvalda infekterade
familjer sitts 1 karantén visas i figur [I0]
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9 Size of epidemi as function of R, p=30%, type 4 quarantine, different g-time.
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Figur 10: Epidemins storlek beroende pa R* med olika karanténstider g-time.

Grafen i figur [I0] visar att en lingre karanténstid ger mindre slutstorlek, vilket tyder pa att de ej redan
infekterade som kommer ur karantdn snabbt blir infekterade vid senare tillfallen.

I typ 2 modellen, rdknas inte smitspridningen inom det lokala natverket med i den teoretiska sprid-
ningsmodellen, utan den ser endast varje familj som infekterad eller inte, oavsett hur manga i familjen
som slutligen &r infekterade. I simuleringarna beror slutstorleken pa bade antalet infekterade inom varje
familj och att de som har varit i karantdn men inte har varit infekterade ar mottagliga igen efter karantan.
En jamforelse mellan simulerade och numeriska berdkningar gjordes for olika lokala infektionsrisker. Se
figur Det vantade resultatet var att det numeriska resultatet skulle sammanfalla med det simuler-
ade resultatet for lokal spridningsrisk pa 100%, men den numeriska kurvan dr mellan kurvorna for lokal
spridningsrisk pa 90% och 100%.
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Figur 11: Epidemins storlek beroende pa pg med olika lokala infektionsrisker jamfort med numeriskt
beraknat.
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6 Slutsats

Malet med detta arbete var att studera effekten av karantédn i ndtverk med familjestruktur. Det som
analyseras ar kritiska parametern for att det kan bli ett stort utbrott, slutstorleken och den genomsnit-
tliga sjukfranvaron i populationen beroende pa karanténstrategi. Strategierna var i tur och ordning. Typ
0: ingen karantén alls och da &ar de infekterade smittsamma i tre dagar, typ 1: de infekterade sattas
i karantan efter en dag, typ 2: de infekterade satts i karantéan efter 1 dag tillsammans med hella dess
familj, typ 3: den infekterade sétts i karantan tillsammans med i genomsnitt 40% av dess globala grannar
och slutligen typ 4: i genomsnitt sitts endast 40% av de smittade i karantan tillsammans med dess familj.

Den kritiska parametern R* = vantevdrde for antalet smittade fran en familj som kan féra smittan vidare
studerades. Detta virde maste vara storre &n ett. R* berdknas helt utifran smittans startparametrar som
ar smittosannolikheterna inom familjer och globalt mellan familjer. Simuleringarna visar att epidemierna
kan exploderar da R* > 1 vilket tyder pa att véntevirdena for antalet smittade &r réatt héarledda i
férhallande till smittspridningsmodellerna som simuleras.

Vilken typ av karantan ar da effektivast? Effektivast dr den som gor att R* < 1 och det absolut basta
ar den triviala som inte ens testades eftersom den ar att isolera alla som har varit i kontakt med den
initialt infekterade och da kan smittan inte spridas och &r alltsa ointressant att analysera, men givetvis
den som foérsoker anvindas vid allvarliga smittor som typ ebola. Beroende pa hur smittsam sjukdomen
ar utanfor familjen ar det bést att vélja antingen att sétta de infekterades familjer i karantén eller de
som formodas ha varit kontakt med den smittade. Vilken som ar bést kan fas fran uttrycken och
som ger ekvationen

= (=) =1 (27)

R* = Xg - pa Typ 2 karantén
R*=(1—-79)ps-A¢-pw Typ 3 karantén

dir pw =14 3p+6p? — 21p* + 21p° — 6p°

och v &r den forvantade andelen av de globala vinnerna som hamnar i karantian och p &r sannolikheten
att infektera en familjemedlem under en dag. I vara simuleringar anvéndes v = 0.40 och det ger p = 0.17.
Slutsatsen ar att om infektionsrisken inom familjen 4r mindre &n 17% ar det battre att anvinda karantan
av typ 3, annars ar det battre att anvdnda typ 2. Se graferna i ﬁgur Okas den forvintade andelen y som
sitts 1 karantdn minskar den globala smittspridningen och vardet pa p fran ekvation kommer att oka.

For att studera slutstorlekarna av epidemierna gjordes simuleringar och numeriska berdkningar. De
numeriska berdkningarna utgar fran antagandet att slutstorleken som andel av populationen &r den-
samma som sannolikheten att smittan inte dor ut enligt en forgreningsprocess. Aven hir visar det sig att
karantdn av typ 2 och 3 ar béast men brytpunkten da det &r béttre att anvanda typ 2 istéllet for 3 &r lite
hogre an 17%. Anméarkningsvart ar att de simulerade och numeriskt berdknade slutstorlekarna &r lika
for karantan av typerna 0 och 1, men inte for de 6vriga karantéanstyperna. For karantanstyprna 2 och 3
ar de simulerad slutstorlekarna mindre &n de numeriskt berdknade och for typ 4 ar de simulerade hogre
an de numeriskt berdknade. Att det skiljer sig at i typ 2 &r inte konstigt eftersom R* och fordelningen
for antalet smittade fran en familj endast berdknas endast utifran sannolikheten att smitta globalt och
inte sannolikheten att smitta lokalt, se ekvation . En tanke ar da att det genomsnittliga antalet
infekterade i en familj tas i berdkning tillsammans med den numeriska. Da blir det béttre men inte helt
Overensstdmmande och detta beror nog pa att det kan vara flera som smittar en familj samtidigt och eller
att infekterade som kommer ur karantdn smittas senare. I de tva 6vriga karantdnsmodellerna tas det
hénsyn till bade den lokala och globala smittrisken, men dér beror det antagligen bade pa att det kan
vara flera som smittar en familj samtidigt och att infekterade som kommer ur karantén kan smittas senare.

For att studera sjukfranvaron har det totala antalet dagar individerna i simuleringen har varit infekterade
eller (och) i karantén rdknats. Slutsatsen dr att om epidemin kan stoppas med nagon karanténstyp ar
den alltid bast eftersom da blir det valdigt fa franvarodager i forhallande till populationen. Blir det en
epidemi i alla fall 4r typ 3 dyrast da den ger hogst franvaro. Om sjukdomen inte &r farlig finns det inget
skal att anvénda karantdn da sjukfranvaron blir som hogst 3 dagar da.
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7 Diskussion

Var modell for det sociala ndtverket bestar av familjer om fyra personer dar smittsamheten &r lika
dem emellan och sedan &r det globalt en Erdds-Rényis slumpgraf G(n, M) mellan familjerna. Valet
av modell gjordes med premisserna att den skulle vara tillrdackligt enkel for att kunna analyseras, men
tillrackligt komplicerad for att inte vara helt trivial. Denna modell stimmer inte med verkligheten dock.
I verkligheten &r det bland annat troligt att flera familjemedlemmar har kontakt med samma globala
granne och dess familj men i var modell &r dessa scenarion mycket sdllsynta. Kanterna &r statiska i
modellen men i verkligheten ar kanterna slumpmaéssiga da det ar delvis olika personer vi traffar olika
dagar.

Kraftiga forenklingar har dven gjorts med smittspridningsmodellen inom det sociala natverket. En-
dast tva statiska smittrisker, en lokal inom familjer och en global till 6vriga. Infektionstiden och
karantadnstiderna ar ocksa statiska och valda godtyckligt. Dessa borde ocksa vara stokastiska enligt nagon
fordelning. Det ar dock latt att anvdnda vara berdkningar och simuleringsprogram for andra viardena pa
infektionstid m.m. bara dessa virden forblir statiska.

Resultaten for slutstorlekarna pa epidemierna visar att med de nuvarande sannolikhetsberékningarna for
antalet som kan sprida smittan vidare, inte riacker for att kunna berékna slutstorleken av epidemin, da
karantdn anvénds pa icke infekterade individer. Hur detta kan losas ar en fraga som &r vart att titta
vidare pa. Nagra troliga anledningar varfor storleksberdkningarna skiljer sig at mellan de numeriskt
berdknade och de simulerade gavs i slutsatsen men &ar varda att rekapitulera. Eftersom smittspridningen
inte paverkas av de som &r i karantén ar hélsotillstandet for dessa ointressant for sjalva smittspridningen
i ett tidigt skede. Men det dr skillnad i slutstorleken om det ar mottagliga eller aterhdmtade/immuna
som kommer ur karantén. Att da ta hinsyn till det forvantade antalet infekterade inom en familj da den
har blivit smittad av en global granne hjalper inte heller helt, da det hander att flera i samma familj blir
smittade samtidigt och da 6kar det forvantade antalet infekterade inom familjen. Karanténstiden har
dven betydelse da ju langre den &r desto mindre blir risken att mottagliga som kommer ur karantan blir
infekterade.

I detta arbete har de sannolikhetsberdkningarna for smittspridningen byggt pa antagandet att smit-
tan sprids enligt en forgreningsprocess i det tidiga skedet och simuleringarna har gjorts stegvis dag
for dag. En annat tillvigagangssatt ar att gora en graf dér kanterna slumpas ut enligt férdelningen
att en infekterad nod smittar en granne och sedan underséker hur stor den storsta komponenten blir.
Karantdnsproblematiken kvarstar dock, men kanske finns 16sningen nirmare via detta tillvigagangssétt.
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9 Appendix

9.1 Grafer fran resultatavsnittet
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Figur 12: Typ 0. Epidemins slutstorlek beroende pa globala smittrisken pg, simulerad och numeriskt.

Tyvarr ar det svart att se att de numeriska och de simulerade véirdena sammanfaller i figur och
10

21



0.9

0.8

0.7

0.6

1Z!
o
&1

0.4

0.3

0.2

0.1

0.9

0.8

0.7

0.6

1Z!
o
o

0.4

0.3

0.2

0.1

Figur 13: Typ 1. Epidemins slutstorlek beroende pa globala smittrisken pg, simulerad och numeriskt.
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Size of epidemi as function of pG, type 2 quarantine.
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Size of epidemi as function of pG, type 2 quarantine.
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Figur 14: Typ 2. Epidemins slutstorlek beroende pa globala smittrisken pg, simulerad och numeriskt.
De bada numeriskt berdknade graferna sammanfaller i dessa grafer.

23



1 T
09 i
0.8 B
0.7+ B
0.6 - B
N 0.5 B
0.4+ B
0.3 B
02F Simulated p=5% B
1 — — Numeric p=5%
: Simulated p=90%
o+ r [ Numeric p=90% .
(L= ] 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
pG
1 T
0.9 i
0.8 i
0.7 - B
0.6 - i
N 05 N
0.4 B
0.3 i
0.2F i
Simulated p=30%
: — — Numeric p=30%
01} : Simulated p=50% |
o e Numeric p=50%
ol ¥ 1 1 1 1 ] ] ]
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

pG

Figur 15: Typ 3. Epidemins slutstorlek beroende pa globala smittrisken pg, simulerad och numeriskt.
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Size of epidemi as function of pG, type 4 quarantine.
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Figur 16: Typ 4. Epidemins slutstorlek beroende pa globala smittrisken pg, simulerad och numeriskt.
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Epidemi size as function of pG, p=05%, type 0-4 quarantine.
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Figur 17: Epidemins simulerade slutstorlek beroende pa den globala smittrisken pg for olika lokala
smittrisker.
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Epidemi size as function of pG, p=05%, type 0-4 quarantine.
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Figur 18: Epidemins storlek beroende pa pg, numeriskt berdknad.

9.2 Sannolikheten att tillhor samma familj

Sannolikheten att tva globala grannar tillhor samma familj kan berdknas genom att bestimma hur manga
sitt kan man para ihop tva olika familjer. Detta blir binomialkoefficienten ("44) = % dar n ar antalet
noder och det &r fyra noder i varje familj. Sannolikheten att slumpmissigt tilldelas en specifik familj &r
Df = %. Lat den stokastiska variabeln ) vara antalet ytterligare kanter mellan tva grannfamiljer,

da det dras an stycken noder. Férdelningen blir da @ ~ Bin(an, %) och sannolikheten att det dras
minst en kant till, mellan dessa familjer dras dr da n &r stort ar

1— <1 + MM) ~ ] — e 320/(n=4) (28)
an
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9.3 Newton-Raphsons metod

Newton-Raphsons metod &ar en numerisk iterativa metod som anvénds for att hitta rotter till ekvationen
f(x) = 0. Forst gissar men en rot xg som sedan séatts in i algoritmen

Tnitl = Tn — f/(.I ) .
n

Denna metod brukar konvergera mycket snabbt, men det kan hédnda att den inte konvergerar alls. En
nackdel ar att man behover funktionens derivata, men det gar att anvdnda nagon numerisk metod att ta
reda pa den ocksa om det skulle behovas.
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